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Il  rapido  spaccio  de'  npstri  libri  d' istituzione  matematica  dob- 

biamo  attribuirlo  unicamente  all'eccessivo  favore,  col  quale  il  pub- 

blico  letterario  si  è  compiaciuto  accoglierli,  e  adottarli  nell'  insegna- 

':j\  meiiU>,presso  quasi  tutte  le  scuole  dltalia,  e  noi  gliene  rendiamo 

<  i  più  sentiti  ringraziaraenti.  I  nostri  libri  non  contengono  alcuna 

,v  raateria,  che  ci  appartenga  ;  le  teoriche  in  essi  esposte  sono  parto  di 

..  ?«egli  ingegni,  de'tempi  passati  o  moderni,ai  quali  fu o  è  dato  inven- 

tare;  quindi  ognuno  prenda  il  suo.  A  noi  resta  appena  Tordinamento, 

^  e  la  esposizione  délie  materie,  secondo  un  piano  dettàtoci  da  lunghi 

anni  d'insegnamento  privato:  eperrimeritarci  la  pubblicabenevolen- 

za,  non  manchiamo,  ad  opi  novella  edizione ,  modiflcar  le  nostre 

istituzioni,  seguendo  i  consigli  che,  da  noi  chiesti,  ci  vengono  gen- 

tilmente  dati  da  uomini  competenti,  verso  i  quali  serbererao  peren- 

ne  e  inalterabile  la  nostra  riconoscenza. 

In  questa  nuova  edizione  pertanto  abbiamo  altrimente  disposta 
tanalisi  indeterminata  ;  abbiamo  aggiunto  un  articolo  su  i  massimi 
eminimi;  un  altro  sulla  risohzione  délie  eqmzioni  Unomie;  aïcuni 
teoremi  sulle  mdie  ;  e,  modiflcando  in  alcuni  punti  Y  esposizione 
délia  teonc^  dei  determinanti,  vi  abbiamo  aggiunto  un  teorema  mol- 
to  utile  nell  applicazione  alla  Geometria.  Del  rimanente  ciascuno 
potrà  da  se  vedere  in  che  altro  questa  edizione  dalla  précédente 
differisca. 
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Le  sel  operailont  «Igebrlelif  saUe  qwuilKà  iniere 

e  ««Ue  fimiieMurie. 

LEZIONE  PRIMA 

DefinizionL 

1.  Il  valore  d*  un  numéro  non  à  déterminâtes  finchë  non  si 
sa  il  sistema  di  numerazione  al  quale  si  riferisce. 

2.  Il  va  lore  numerico  d'una  grandezza  è  il  suo  rapporte  alla 
rispettiva  unilà,  e  ne  rappresenta  la  misura,  la  quale  varia  in  ra- 
gione  inversa  deirunilà.  (Arit.  n.®  430). 

S.  Il  calcolo  aritmetico  à  quella  série  di  operazloni,  che  si 
faûno  su  i  valori  dali  di  talune  grandezze,  per  trovare  quelli  di  altre 
graodezze  attualmente  incognito,  e  che  ànno  determinate  atUnen- 
ze  Gon  le  prime. 

4.  Délie  leggi  che  regolano  dette  operazioni  talune  sono  determi- 
nate e  costanti,  perché  non  dipendono  da' valori  numerici  délie 
grandezze  su  cui  si  opéra,  cioë  non  dipendono  ne  dalle  unità  délie 
grandezze,  ne  dal  particolare  sistema  di  numerazione  che  s*  adope* 
ra  ;  e  allre  sono  dipendenli  da  questo  sistema.  H  risultamento  d*un 
ealcolo  aritmetico  dipende  dàUe  operazioni  faite ,  e  dai  valoTi 
délie  graÀdezze  su  cui  si  è  operaio. 

5.  In  ogni  questione  particolare  le  operazioni  a  fare  sono  indica- 
te  dalle  condizioni  espresse  neirenunziato  délia  questione,  e  secon- 
de le  quali  i  valori  délie  grandezze  incognito  a  quelli  délie  note  so- 
no collegali.  Cosl,  posto  che  si  voglia  sapere  quale  sia  Vannua 
rendita  di  un  capitale  di  1000  lire ,  alla  ragione  del  5  per  % 
rAritmetica  c'insegna  che  Tignoto  valore  di  x  di  questa  rendita  ë  il 
quarto  termine  délia  proporzione  100:1000:  :5:x;  e  che  per  trova- 
re questo  valore  x  bisogna  moltiplicare  1000  per  5,  e  dividere  il  pro- 

dotto  per  100,  il  che  s*indica  scrivendo  flc=    ^   ;  e  finalmente , 
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eseguita  la  moltiplicazione  e  la  diTisione ,  si  à  il  chiesto  ya- 
lore  œ=50. 

Cotesto  esempio  mostra  nel  modo  più  chiaro  quanto  ë  detto  nei 
due  precedenti  numeri;  in  fatti,  per  giungere  a  trovare  il  valore  cer- 
cato  abbiam  dovulo  fare  una  série  di  operazioni  sui  yalori  dati  1000, 
100»  S,  erignoto  x;  queste  operazioni,  secondo  le  condizioni  stabi- 
lité dalla  questione,  sono  slale  una  proporzione  100:1000::  5:x^ 

la  quale  si  è  trasformata  neireguaglianza  x=  — jjr^ — ,  una  molti* 

plicazione  e  una  diy isione ,  dond'  è  risultato  50  pel  chiesto  valo- 
re:  questo  valore  dunque  è  dipendulo  dalla  proporzione  ,  e  dalla 
moltiplicazione  e  divisione:  ora  la  legge  cbe  regola  la  proporzione 
non  dipende  punto  da  quei  particolari  valori  numerid  1000  , 
100,  S,edax;mà  da  un  ratto  universale,  quaFè  quello  del- 
V  egiuiglianza,  che  esisle  ira  i  rapporti  de'capiialij  impiegcUi  a 
ima  8tes8a  ragione^  e  quello  deUe  rendite  rispettive^  qualunque  po- 
tessero  essere  i  particolari  valori  numerici  dei  capitali.  Simil- 
mente  le  leggi ,  cbe  regolano  la  moltiplicazione  e  la  divisio- 
ne  non  dipendon  punto  da  quei  numeri  particolari  1000,  S  e  100  ; 
ma  dipendono  da  fatti  più  universali,  convenienli  allô  scopo,  checf 
proponiamo  nel  fare  la  moltiplicazione  e  la  divisione,  quali  cbe  sie- 
no  1  numeri  dati  ;  e  dipendon  pure  dal  sistema  di  numerazione.  In- 
tanto  U  rimUamento  ottenutOf  cioè  SO,  dipende  da  lutie  e  ire  le 
indicate  operazioni,  e  dai  valori  nunierici  dati  1000,  3  e  100. 

S.  Quelle  operazioni  cbe  non  dipendono  da  valori  numerici,  sa* 
ran  quindi  sempre  le  slesse,  sia  che  si  adoperino  simboli  indivi- 
duati  per  rappresentare  i  valori  délie  grandezze,  sia  che  s*  adope- 
rino altri  simboli  comenzionali^  che  si  suppongono  rappresentare 
i  volori  di  quelle  grdndezze.  Cosl,  se  nellesempio  del  n.^prec.  in* 
Tece  di  rappresentare  con  1000  il  capitale  di  cui  si  vuol  conosce- 
re  la  rendita.  e  con  S  la  rendi(a  sul  capitale  100,  rapprescnliamo  il 
1000  col  simbolo  a,  e  il  S  col  simbolo  b,  avremo  ancora  100:a::  b'.x^ 

ed  anche  x= -TTrr--:  e  fin  qui  si  è  calcoiafo,  senza  tener  conto  d{ 

100 

valori  numerici  particolari,  per  modo  che  quest'  uguaglianza  avrà 
luogo  qualunque  sieno  inumerirappresentatidaaeb;nè  rimane, 
in  ciascun  caso  parlicolare  ,  ove  cotesli  numeri  sono  individuati, 
che  eseguire  le  due  operazioni  arUmetiche  indicate  nel  se- 
condo membro  di  quell'  eguaglianza,  cioè  una  moltiplicazione  di 
due  numeri,  e  quindi  la  divisione  del  loro  prodotto  per  100. 

V.  Posto  tutto  ciô  r  a Igebra  è  la  sdenza  che  insegna  a  calco- 
lare  le  grandezze^  indipendentemente  dal  loro  valore  nimierico; 
0  vero  il  calcolo  algebrico  è  quella  série  di  operazioni ,  che 
si  fanno  su  quaniità  dale  o  incognite^  qiiali  che  ne  sieno  o  pos- 
sano  essere  i  valori  numerici  di  coteste  quaniità ,  per  stabilire 
quelle  relazioni  di  grandezze  in  virtù  délie  quali,  quando  sono  asse- 
gnati  i  valori  numerici  délie  quantité  date,  si  possono  determinare 
qoelli  délie  incognite 
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9. 1  simboli  di  cui  TAlgebra  fa  uso  per  rappresentare  i  valori,  quali 
che  sieno,  délie  grandezze  sono  le  lettere  deiralfabeto  latino,  o  greco 
a,  6,  e...  a;;  a,  ^j  7...  (o.  Coq  uqo  qualuoque  di  quesU  simboli,  a  per 
esempio^  si  puô  rappreseatare  una  distaoza,  un  peso,  uoa  riuoioiie 
di  oggetti ,  ec.  :  co>l  per  iodicare  soltanto  la  distanza  tra  due  punti, 
senza  dire  di  qaante  miglia,  metri,  ec.  essa  sia,  si  dice,  in  générale, 
la  distanza  a.  Allô  stesso  modo  un  peso  b,  una  somma  c  di  lire,  indi- 
cano  bene  altreltante  grandezze,  ma  i  numeri  di  unità  rispetlive,  che 
esse  conteogono,  possono  essere  qualunque. 

9.  Non  rappresentandosi  più  le  grandezze  con  numeri,  non  potre- 
mo  neppure  eseguire  su  di  esse  quelle  operazioni  numeriche,  che  l'A- 
rilmeiica  clnsegna  ;  e  inlaoto,  trovandosi  nel  caso  di  dovere  indicare 
che  Ira  due  0  più  grandezze  s'ànno  ad  eseguire  le  detie  operazioni, 
quando  queste  grandezze  vengono  ad  essere  rappresentaio  da  parti- 
GOlari  numeri,  si  fa  oso  di  quel  medesimi  segoi  spiegaU  in  Aritmetica, 
Cofil  per  indicare  cbe  la  grandezza  a  si  deve  addizionare  con  Taltra  &, 
si  scrive:  a+b,  e  si  legge  a  più  b. 

Per  dinotare  che  dalla  quantité  a  devesi  togliere  Taltra  b,  si  scriye: 
c^,  e  si  legge  a  mono  b. 

Per  indicare  che  devesi  moltiplicare  a  per  b,  si  scrive  in  una  delle 
(re  manière  seguenti:  axb.a.bfOA^  e  si  legge  a  mollip  lica  ta  per  b. 
Per  dinotare  cbe  si  deve  dividere  a  per  b ,  si  scrive  a  ;  b ,  0  an- 

ehe  -^ ,  e  ai  legge  a  divisa  per  b. 

Per  indicare  che  a  è  uguale  a  b,  è  maggiore  di  b,  0  è  minore  di  b, 
si  scrive  rispettivaroenle:  a=b,  a>b.  a<b.  Nel  primo  caso  Tespressio- 
oe  a=b  prende  il  nome  di  eguaglianza,  e  negli  altri  due  casi  Te- 
spre8sionea>b,  oa<bprendeil  nomed'ineguaglianza.  In  ogni 
caso  tuUo  ciè  cbe  si  trova  a  sinistra  del  segno=,  >,  <si  chiama  primo 
membre,  e  quel  che  è  a  dritta  si  addimanda  secondo  membro. 

MO»  Secoodo  le  precedenti  convenzioni  »  se  si  trova  scritta  ïespres' 
8ione: 

z*tntende  cbe ,  supposto  méssi  in  luogo  delle  lettere  dei  numeri  par- 
ficolari,  si  dovrà  sommareil  numéro  rappresentato  da  a  con  quelle 
rappresentato  da  b;  indi  dalla  somma  si  dovrà  togliere  il  numéro  rap- 
presentato da  c,  e  segnare  il  reste;  poi  sommare  i  due  numeri  rap- 
presentati  da  d  ed  e;  e  final  mente  dividere  per  questa  somma  il  reste 
précédente;  il  quoziente  cbe  s'ottiene  sarà  il  valore  di  queir  espressio- 
ne  nel  caso  parlicolareche  si  considéra.  Cosl,  supponendo  a=^â,  b=:10, 

•  ^  I       IX   2+10-3    i2-3     9,4^  ,   . 

c=3,  cfc=4,  c=l,  ai  à:  — .    ,    =—— =— =1  — ;  e  supponendo m- 

I      vece:  ai=^f  &=2|,  cs4|,  d=o,  &=4,  si  à  : 

I  j  4  4  4     -«•*-«-^^*»' 


1 


t  Buamn  D*  AiouA 

11.  Ogni  eapresaibne  àigébriea  in  eti<,  a  8omfgli8Dia  délia  (1),  «M- 
gono  indicate  deUe  operaztotii  a  fare  au  gli  elemenfi  che  la  oom« 
pongono  si  chiama  f ormola. 

12.  Atîkrtbiiza.  —  Quando  le  lettere  a^b,c,  ec.  dinotano  numeri 
astratU,  le  operazioni  dinotate  dai  segni  + 1  —  «  X  ^  :  »  si  eseguono  co- 
rne in  Aritmetica,  sensa  alcun'altra  osseiraziODe.  Ma  se  le  lettere  ae- 
desime  dinotano  quantité  concrète ,  allora  non  si  possono  eseguire 
aritmeticamente  le  dette  operaâoni ,  se  non  prima  sia  Teriflcata  una 
condizione  «  cioè  che  le  grandezze  rappresentate  dalle  lettere  sieno 
omogenee  (Arit.  n.^  4).  Gosl  la  somma  a+6,  e  la  differenza  a-b  non 
possoDO  a?er  significato,  se  a  e  6  non  rappresentano  grandezze  omo- 
genee» due  rette,  p.  e.  due  somme  di  lire,  ec.  Chè^  se  a  rappresenta 
una  retta  di  3  melri,  e  6  un  peso  di  2  grammi,  questi  due  numeri, 
perché  diootanti  collezioni  di  unità,  di  cui  le  prime  sono  eterogenee 
con  le  seconde,  non  polranno  giammai  essere  sommati  o  sottratti. 

IS.  I  segni  conyenzionali  délie  operazioni  numeriche,  si  adoperano 
non  solo  quando  si  tratti  di  due  sole  quantité,  ma  ancor  qaando  que- 
ste  sien  più  di  due,  e  si  debbano  sottoporre  a  diverse  di  quelle  ope- 
razioni sussecutivamente.  Cosl,  supponendo  sempre  cbe  le  lettere 
a,  6,  c,  ec.  rappreseotino  numeri,  se  ad  a  deyesi  aggiugnere  b,  e  poi 
dalla  somma  si  deve  togliere  c,  s*indicano  queste  due  successive  ope- 
razioni scrlvendo  :  a+6-o  ;  e  se  dopo  queste  due  operazioni ,  si  deve 
dal  risidtamento  sottrarre  ancora  d,  si  scrive  :  a+b-o-d,  e  codl  ap« 
presse. 

M.  Ogni  eapresaione,  analoga  aile  due  precedenti,  composta  di 
pvU  parti  8eparate  Vuna  dcMaltra  per  mezzo  di  tmo  de*8egni+o  —  » 
si  chiama,  in  générale,  poli  nom  io,  e  ciascuna  di  quelle  parti  si  no- 
mina  termine.  In  particolare,  se  Fespressione  non  contiene  che  un 
sol  termine,  si  chiama  monomio  ;  se  ne  contiene  due,  si  chiama  5i- 
nomio;  se  tre,  trmomio,  e  cosl  appresso. 

E  si  noti  che  un  termine  non  deve  esser  sempre  un  simbolo  ele« 
me Q tare  come  a,  6,  c,  ec. ,  ma  puô  essere  esso  stesso  on*espressio- 
ne,  in  cui  si  trovano  più  simboli  insieme  tra  loro  combinati  per  mezza 
di  altre  operazioni,  che  andremo  più  appresso  a  spiegare. 

15.  Quando  le  quantité  da  sommare  sono  tutte  uguali,  si  dà  alla  sod> 
ma  una  forma  più  semplice  acrîvendo  una  sola  voila  la  letlera^  che 
rappresenla  una  délie  quantità  eguali^e  ponendovi  imia/nzi  v/n  nvr 
meroj  che  dinoti  quanle  sono  coteste  qua/ntUà  da  sommare.  Cosl, 

Gr  indicare  la  somma  di  chique  quantité  eguali  dascuna  ad  o,  dovreb- 
si  scrivere,  seguendo  il  dette  del  n.^  9,  o+a+a+a+a;  invece  s!  scri« 
Te  più  semplicemente  5a.  Il  numéro  messo  ionanzi  ad  una  lettera, 
come  in  questo  esempio ,  si  chiama  coefficiente.  E  quando  una 
lettera  non  porta  coelBdente,  s'intende  che  questo  sia  1  :  eosi  il  coef- 
ficiente di  a  61. 

le.  Se  una  quantité  a  deyesi  moltipUcare  per  6  si  serfte,  come  st 
è  convenoto  (n.^  9)  aib:  or  se  questo  prodotto,  considerandolo  come 
una  sois  quantité,  si  debba  moltipli^re  per  e.  Si  dotré,  per  la  sfesdar 
eonvenzione,  scrivere  abc  :  cosl  pure,Tolendo  moMplieare  questo  pro- 
dotto. per  d,  si  scriverà  a6cd.  In  générale  per  indicare  U  proàoUo  ai 
più  (euers,  a,b,c,d,  ec.  ai  acrit^eronno  queste  kUere  Vuna  atcanto 
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affaUra  senza  almn  segno.  Ciascuna  lettera  è  un  fattore  i\  quel  pro- 
dotto. 

n.  Nel  caso  che  tutti  i  fattori  sono  egualf,  si  à  conTenuto,  per  mag- 
giore  semplicità  di  scrittura,  scrivere  un  solo  di  detti  fattori^  e  a/p- 
porgli  a  dritta ,  e  alquanto  in  àUo ,  un  numéro ,  il  quale  indichi 
quanli  sono  i  fattori  egvMi  a  quelio  scritto.  Cosl,  per  dinotare  il 
prodouo  di  tre  fattori  eguali  ciascuno  ad  a,  dovrebbesi  scrivcre  aaa] 
ma  CDU  più  semplicità  si  scrive  a'.  Quiodi  le  diverse  espressioni  a' , 
a^j  b^,  c'y  ec.  non  sono  altro  che  prodolti  di  fattori  eguali  cia- 
scuno alla  lettera  che  è  in  visla:  il  primo  contiene  due  faltori:  tre  ne 
contiene  il  seconde;  qua^tro  il  terzo,  ec.  Ciascuno  di  cotesti  nume- 
ri  2,  3,  4,  ec.  si  chiama  esponente;e  quando  una  lettera  non  porta 
esponente,  s'intende  che  questo  sia  i  ;  cosl  l'esponente  di  a  è  1. 

19.  Ai  prodotti  come  i  precedenti  à^,  a' ,  ec.  si  è  dato  il  nome  par- 
ticolare  di  potenze  ;  per  modo  che  s'intende  per  potenza  unpro" 
dotto  di  fattori  eguali.  Le  potenze  d'una  lettera  si  disiinguono  in  gra- 
di,  secondo  il  numéro  de*  fattori  che  le  compongono ,  o,  ciô  ch'è  lo 
^tesso,  secondo  il  numéro  di  unità  contenute  nell'esponente.  Cosi  a 
si  chiama  prima  potenza  di  a  ;  a^  s*addimanda  seconda  potenza,  o 
anche  quad/rato  ;  a'  terza  potenza,  o  anche  cubo  ;  a^  quarta  poten* 
za,  ec.  Or  siccome  per  formare  la  potenza  d'una  quantité  rappresen- 
lala  da  una  lettera  conviene  moltiplicare  questa  quantité  sussecutiva- 
mente  per  se  stessa,  e  nella  prima  moltiplicazione  si  comprendono 
due  fiEittori,  e  nelle  successive  altre  moitiplicazioni  si  aggiunge  on  fat- 
tore  per  volta,  cosl  ne  segue  che  ai  forma  la  potenza  d  una  qUiO/ntHà^ 
moUipUcando  la  quantità  tante  voile  per  se  stessaper  quante  wnità 
sono  "neWesponente^  meno  una. 

19.  Conviene  tener  présente  di  non  confondere  il  coeiBciente  con 
l'esponente  ;  in  effetti  consideriamo  le  due  espressioni  3a  e  a',  e  sia 
a=4,  allora  sarà  3a=3x4=i2,  e  a»=43=4x4x4=64  ;  i  qualirisulta- 
menti  12  e  64  sono  assai  diversi  tra  loro  per  non  distinguerli. 

Ml.  Siccome  una  quantità  moltiplicata  sussecutivamente  per  se  stes- 
sa  dà  luogo  aile  potenze,  cosl  si  possono  avère  diverse  potenze,  le 
quali  derivino  da  una  medesima  quantité  ;  tali  sono  a*,  a',  a*,  ec.  Or 
è  convenuto  di  chiamare  radice  d'una  potenza  la  quantità  che  moU 
tiplicaia  per  se  stessa  una  o  piii  voUe  riproduce  quellu  potenza.  E 
più  generalmente,  si  chiama  radice  d'una  data  quantità,  queÏÏ  aUra 
quantità,  che  moUiplicata  un  certo  n/umero  di  voUe  per  se  stessa 
riproduce  la  quantità  data. 

Le  radici  si  distinguono  anch'esse  pe'loro  gradi,  secondo  quelli 
délie  potenze  che  devono  riprodurre.  Cosl  a  è  radice  seconda  o  qu€^ 
drata  di  a' ,  è  radice  terza  o  cubica  di  a' ,  è  radice  qv^rta  di  a^ ,  ec. 
Similmente  2  è  radice  quadrata  di  4=2%  3  radice  cubica  di  27=3%  3 
radice  quarta  di  81=3^^  2  radice  quinta  di  32=2^^,  ec. 

Or,  quando  si  vuole  dinotare  che  d'una  data  quantità  se  ne  vuole  la 
radice,  si  fa  uso  del  segno  >/(che  si  chiama  radicale),  sotto  al  quale 
si  scrive  la  data  quantità,  e  nell*apertura  dell'angolo  si  pone  il  nume* 
ro  che'tndtca  il  grade  délia  radice  da  estrarre ,  cioè  da  trovare;  e 

Serô  quel  numéro  prende  il  nome  di  i  n  d  i  ce,  che  si  ommette  nel  caso 
ella  radice  quadrata.  Cosl  ^a,  }J5  indicano  rispettivamente  la  radice 
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quadralâ  di  a,  e  la  radice  qaadrala  di  5.  Similmente  y  a,  \/100y  di- 
DOtano  rispettivamente  la  radice  iena  di  a,  la  quinta  di  100. 

m.  Finquiabbiam  mosirate  quali  sieiio  i  simboli  di  che  l'Âlgebra 
si  serve  per  rappresentare  le  grandezze,  cbe  devonsi  porre  a  calcolo» 
e  quali  i  segni  per  indicare  taluoe  operazioni  da  fare  aritmeticameotey 
quando  quelle  grandezze  ànno  valori  individuati.  Ora  passeremo  a 
quelle  operazioni  che  in  Âlgebra  coDservaoo  gli  stessi  nomi  di  ad- 
dizione,  sotlrazione,  moUiplicazione,  e  divisione,  adoperali  in  Aritme- 
tica,  e  quindi  esporremo  quelle  altre  operazioni,  che  insieme  con  le 
prime  costituiscono  ciô  cbe  forma  il  calcolo,  o  algoritmo  al- 
gebrico. 

LEZIONE  IL 

Addizione  e  soiirazione  de"  monomii  —  Addizione  e  soUrazione 

de"  polinomii  —  Termini  aimilû 

!M.  Addizione  b  sottbàziorb  db'  monomii.  —  Si  addizionano  due  o 
piû  monomii  scrivendoli  Vrma  accanto  alCaUro^  e  facendoli  prece* 
dere  dal  segno  +•  Cosl  volendo  sommare  i  monomii  3a,  26,  4a»  6» 
5c,  si  scrive  : 

(1)  3a+26+4a+6+5c, 

e  queslo  polinomio  (n.®  14)  rappresenta  la  somma  algebrica  dei 
monomii  dati. 

Similmente  per  8o((raiTe  da  un  mx>nomio  uno  o  jriù  aUri  monO' 
tnit,  ai  scrivono  quesli  acccmto  al  primo  successivamente  Vuno  dopo 
TaUro,  apponendo  loro  il  segno  — .  Cosl  volendo  da  7a  sottrarre  5b, 
e  3a,  si  scrive  : 

(2)  7a-56-3a, 

e  queslo  trinomio  indicherà  la  differenza  algebrica  tra  il  mono* 
mio  7a,  e  i  due  monomii  5b,  e  3a. 

2S.  Addizione  de*  polinomii.  —  Passando  ora  alFaddizione  dei  poli* 
nomii,  mostreremo  cbe  quesf  operazione  algebricamente  si  esegue 
scriuanclo  i  poUnomii  daii  Vun  dopo  VaUro ,  e  conservando  a  cich 
8cun  termine  U  proprio  segno.  In  fatli,  supponiamo  che  ad  a  si  vo* 
glia  aggiugnere  6— c;  questa  operazione  s^indicherà  cosl  : 

(3)  a+  (6-c), 

vale  a  dire  s*indicherà  scrivendo  in  una  parentesi  il  polinomio  da  ad- 
dizionare.  e  premeltendo  alla  parentesi  il  segno  d'addizione.  In  que- 
slo modo  Toperazione  à  indicala,  e  volendola  algebricamente  esegui- 
re  si  osserverô,  cbe  se  a,  6,  c  fossero  espressi  in  numeri,  le  opéra* 
zioni  indicate  dalla  formola  (3)  si  eseguirebbero  numericaménte ,  to- 
gliendo  prima  c  da  b,  e  poi  aggiungendo  il  resto  ad  a;  ma,  non  essen- 
do  attualmente  noto  il  valore  numerico  di  colesti  simboli,  si  osserverà 
inoltr^  che  il  c  sarà  sempre  tolto,  sia  cbe  si  lolga  da  6,  pria  che  que- 
sta quaniità  s'aggiunsa  ad  a,  sia  che  si  tolga  dopo  fatta  questa  prima 
operazione  (Arit.  n.^  37)  ;  vale  a  dire  che  la  formola  (3)  indica  U 
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stes^a  cosa,  edàlo  stesso  rîsultomento,  ohe  raltra  a+6— c ,  e  quindi 
(H-(6—c) =a+6—c. 

Ora  se,  invece  di  sommare  a  con  &— c,  s*  abbia  a  sommare  a— 6 
con  c— d,  Toperazione  s'indicberà  scriTendo  :(i-6+(c— d),  Indi,  per  la 
stessa  ragione  di  sopra,  s'addizionerà  prima  c--d  con  a ,  il  che  dà  , 
corne  abbiamo  mostralo  a+t— d,e  quiodi  da  questa  somma  si  toglierà 
6,e  s'ayrà  a+c-d-b.  Ha  si  puô  inoltre  osservare  che  il  6,  che,  secon- 
de questa  espressione  deve  essere  soltralto  dopo  di  avère  af^giunto  c 
ad  a  e  sottrattone  d,  puô  essere  tolto  da  a  pria  che  si  facciano  que- 
ste  due  operazioni ,  e  perô  la  précédente  formola  vale  quanlo  la  se- 
guente  :  o— 6+c— d  ;  laonde  d-b  +  (c-d) = a— 6+c— d,  corne  bisogua- 
va  dimostrare. 

24.  SoTTAAzioifB  DB*  poLiiTOMii.  —  La  rcgola  per  la  sottrazione  de*po< 
linomii  è  quella  di  scHvere  il  polinomio  soUrattore,  con  i  segni  mU' 
taU  a  tutti  i  suoi  termi/niy  occanto  al  polinomio  sottraendo.  Sia  da 
soUrarre  6--c  da  a.  Quest' operazione  sModicberà  primaœente,  scri- 
Tendo : 

W  a^(6-c), 

vale  a  dire  scrivendo  il  sottrattore  in  una  parentesi ,  e  premetfendo  a 
questa  parentesi  il  segno  di  sottrazione.  Indi  si  dira ,  se  da  a  si  to- 
gliesse  5,  il  reste  verrebbe  indicato  da  Or-b  ;  ma  se  il  sottrattore  b  si 
diminuisce,  corne  si  deve,  di  c  unilà,  aumenta  all'opposto  il  resto  a-6 
di  altrettante  unità  (Arit.  n.®  34),  quindi  il  vero  residuo  sarà  a— b+c  ; 
e  perô  questa  formola  darà  il  medesimo  risultamento  numerico  che 
la  (4),  0  sia,  in  termini  algebrici 

(5)  •     a-(b— c)=a--6+c,  c.  b.  d. 

25.  RiDvzioiiB  DE*  TERBiifi  siAiLi.  —  Dopo  aTcrc  oseguita  Taddizione 
0  sottrazione  algebrica  di  due  o  più  polinomii,  seconde  le  regole  qui 
innanzi  spiegate,  restera  a  vedere  se  nel  risultamento  vi  siene  ter  mi- 
ni simili,  che  sono  quel  termini  i  quali  non  differiscono  c/iepel 
solo  coefficienie ^  come  p.  e.  2a,  3a,  8a.  Se  non  ve  n'a,  il  risulta- 
mento ottenuto  rimane  quarèf  ma  se  vi  sono,  altéra  quel  risultamento 
ë  capace  d*un'altra  irasformazione  ^  che  si  esegue  con  Toperazione 
cfaiamata  riduzione  de'  termini  simili^  e  consiste  nella  seguente  re- 
gola:  si  fa  una  somma  di  tutti  i  termini  simUi^  che  ànno  lo  stesso 
segno  + ,  e  un'altra  di  tutti  quélli^  che  ànno  lo  stesso  segno  —  ;  quin^ 
di  daUa  somma  maggiore  si  toglie  la  minore^  e  al  rimUamentOj  se 
non  è  nullOj  sida  il  segno  délia  maggiore. 

Per  bene  intendere  cotesta  regola  osserviamo  primamente,  che  se 
si  ànno  più  termini  simili  p.  e.  2a,  3a,  4a,  che  devono  essere  som- 
mât!, quest*operazione  si  riduce  a  sommare  i  soli  coeffidenti  :  impe- 
roccb^  2a=a+a,  3a=a+a+a  (n.^  15),  quindi  2a+5a+a=a+a-l-a+ 
a+a+a=6a=(2+3+i)a.  Similmente  si  dimostra,  che  per  sottrarre  due 
termini  simili,  bisegna  sottrarre  dal  coefflciente  de]  sottraendo  quelle 
del  sottrattore.  Poste  ciô  supponiame  che  il  risultamento  ottenuto  dal- 
raddiiiene  o  sottrazione  algebrica  sia  il  polinomio  : 

(6)  3a-26+2c+5b-5c-a-36+2c+4a-c-2a  ; 
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6  primamente  osseniamo  che,  considerando  il  segno  aflSsso  ad  un  ter- 
mine corne  indiccmte  VoperazioTieiChe  suquesto  termine  si  deve  fare^^ 
si  vede  clie  ne!  polinomio  (6)  alcuni  termini  debbono  essere  sommati 
e  aliri  soUratti;  e  siccome  Tordine  di  queste  operazioni  puô  essere  co« 
munque  iovertito  (Arit.  n.^  SI),  cosl  possiamo  dare  al  poliiiomio  dato 
la  forma  seguente  : 

(7)  3a+4a-2a-a+56-26-36+2c+2c-5c-c. 

Or,  seguendo  ordinatamente  le  operazioni  in  questo  polinomio  indi- 
cate,  vediamo  che  bisogna  sommare  3a  con  4a,  il  che  corne  si  ë  di- 
mostrato,  dà  7a,  e  poi  da  questç  somma  bisognerà  togliere  2a  ed  a, 
il  che  è  lo  stesso  che  togliere  a  un  tratto  3a,  e  si  à  per  reste  4a.  Cosl 
i  quatlro  primi  termini  3a+4a— 2a-a  si  riducono  al  solo  4a.  Dopo  ciô 
bisogna  sommare  4a  con  5b,  e  quindi  sottrarne  2&  e  36,  il  che  vale  lo 
stesso  che  sottrarne  a  un  tratto  56  ;  ma  aggiungere  56  a  4a,  e  poi  dalla 
somma  togliere  le  stesse  Sb,  vale  lo  stesso  che  non  a^giunger  ne  sot- 
trarre  cosa  alcuna,  quindi  i  primi  sette  termini  del  polmomio  (7),  cioè 
3a-|-4ar-2a-a+5b-2b— 3b,  si  troveranno  ridotti  al  solo  4a. 

Finalmente  resta  ad  aggiugnere  a  questo  termine  i  termini  2c  e  2g, 
0  sia  il  solo  4c,  e  poi  dalla  somma  togliere  Se  e  c,  il  che  ë  lo  stesso 
che  togliere  6c:  ora  ë  cbiaro  che  Veffetto  di  queste  due  operazioni , 
cioë  di  aggiugnere  4c,  e  togliere  6c,  ë  lo  stesso  che  ottiensi  se  da  4a  si 
loglie  soltanto  2c,  il  che  da  4a-2c  :  questa  ë  portante  Fultima  espres- 
siooe  alla  quale  puô  ridursi  il  polinomio  (7),  e  perde  ancôra  il  poli- 
nomio dato  (6).  Quindi  finalmenie 

3a-2bH-2c+5b-5c-a-3b+2c+4a-c^2a=4a-2c. 

Ben  riflettendo  sulla  série  di  operazioni  qui  innanzi  eseguite,  si  rico- 
nosce  che,  per  ogoi  spéciale  collezione  di  termini  simili,  abbiamo  fatta 
una  somma  di  tutti  quelli,  che  ànno  lo  stesso  segno +  ,  e  un*altra  di 
tutli  quelli,  che  ànno  lo  stesso  segno  —  ;  indi  dalia  somma  maggiore 
abbiamo  tolta  la  minore,  e  finalmente  al  risultamento  abbiam  dato  îl 
segno  délia  somma  maggiore,  quando  queste  due  somme  sono  risul- 
tate  disuguali,  corne  ne*  termini  in  a  e  quelli  in  c;  e  quando  le  dette 
somme  sono  risultate  uguali,  come  ne'termini  in  b,  non  abbiamo  scrit- 
to  termine  alcuno.  Quindi  rimane  provata  Tenunzlata  regola. 
EsK.  Vogliansi  addizionare  i  due  polinomii 

5a-3b+4c+2d,  -3a+8b-c-5d, 
e  dalla  loro  somma  si  voglian  togliere  gli  aitri  due  polinomii 

a--4b-3c+8{t ,  -3a+5b+6c-9d. 
S'indicheranno  da  prima  queste  operazioni  scrivendo  : 

t«\  i    5a-3b-l-4c+2d  +(-3a+8b-  c-5d) 

^^  \  -(a-4b-3c+8dH-3a+5b+6c-9d); 

indi  si  toglieranno  le  parentesi  e  si  scriveranno  di  seguito  Tuno  accan- 
to  all'altro  tutti  i  termini,  badando  di  conservare  gli  $iessi  segni  ai 
termini  de' polinomii  dasommare,  edi  cambiare  quelli  de'termi" 
ni  de'pottnomii  da  sottrarre.  Cosl  s'avrà 

(9)8a-3b+4c+2d-3a+8b-c-5d-a+4b+3c-8d+3a-5b-6c+9d; 
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finalmente  si  farà  la  riduzione  de*  tennini  simili  in  a,  di  qnelli  in  6, 
di  quelli  in  c,  e  di  quelli  in  d,  e  osservando  che  5a— 3a— a4-3a=4a  ; 
cbe  -36+86+46-56=46  ;  4c-c+3c-6c=o  ;  +2(I-5d-8cH-9d=-2<i, 
s'aYrà  flnidmente  per  risullameato  dimandaio  : 

(10)  •      .  4a+46-2<i. 

^B.  Talvolta  i  polinomii  da  sommare  o  sottrarre,  qnando  contenga- 
no  terminî  simili, si  scrivonoruo  soUo^aUro, corne  i  numeri  in  Âritme- 
tica,  e  si  dispongODO  in  guisa,  che  i  termini  simili  si  troyino  in  una 
medesima  colonna,  e  coi  segni  conveoienti  aile  operasioni  rispettive» 
seconde  le  regole  dei  nnmeri  23  e  24.  Cosl  i  quatiro  polinomii  deU'e- 
sempio  precedentOt  invece  di  scriverli  seconde  la  formola  (8),  e  poi 
seconde  la  (9),  si  scrivono  immediatamente  corne  appresso  : 

5a-86+4c+2(I 
-3a+86-  c-5d 
-•a+46+3c-8eï 
+3a-56^6c+9d 

RisuUamento    4a+46      -2(1. 

2Y.  ÂYVBRTEiizA.  —  Siccomc  di  dne  o  più  polinomii  dati,  da  somma- 
re,  0  sotlrarre,  se  ne  forma  un  solo,  cosi,  al  contrario,  si  puô  un  dato 
polinoroio  spezzare  in  altri  polinomii  da  sommare,  o  sottrarre  ;  in  tal 
caso  si  racchivdono  in  una  parentesi  iuUi  que'ierminij  che  defoono 
costUuire  umo  de*  polinomii  parziali,  badando  di  scri/oere  i  termi' 
ni  con  gli  stessi  segni,  che  aveano  prima  di  easere  chivsi  in 
parentesij  quando  fuori  deUa  parentesi  si  pone  il  segno  +;  e  scri- 
verUcoi  segni  mu  ta  ti,  quando,  invece^  innanziaUa  parentesi 
si  pone  il  segno—.  Questo  precetto  ë  una  conseguenza  délie  regole  di 
addizione  e  soitrazione  algebrica  de'  polinomii  ;  imperclocchè  neU'e- 
seguire  algebricamente  la  prima  si  sopprimono  le  parentesi,  e  si  con- 
senrano  i  segni  ai  termini,  che  esse  contengono,  montre  cbe  nella  se- 
conda operazione  si  sopprimono  pare  le  parentesi ,  ma  si  cangiano  i 
segni  dé*  termini,  che  vanno  sottratti.  Cosi  per  esempio  il  polioomio 
3a^26+5c-2d-4e+7f  puô  scriversi  sotto  le  seguenti  altre  forme  , 
scomponendolo  in  due  o  tre  altri  polinomii:  3a— 26+5c— (2d+4e-1f)  ; 
3a-26+(5c-2d)-(4e-7f)  ;  3a-26-2df (5c-4c+7/)  ;  ec. 

LEZIONE  III. 
Dette  qwniilà  négative. 

29.  Supponendo  rappresentare  a  e  6  due  numeri,  Toperazione  in- 
dicata  dalla  formola  algebrica 

(1)  a+6 

sarà  sempre  eseguibile  ari(meticamente,  qnalunque  esser  possano  i 
Talori  numerici,  cbe  assumono  a  e  6,  purchè  sieno  aslratti  ;  o  se,  es- 
sendo  concreti,  sono  riferiti  alla  stessa  unità  ;  ma  la  stessa  cosa  non 
avfiene  per  Taltra  operazione  indicata  dalla  formola 

(2)  a-6. 

RuBiNi  £lem.  d' Algébra.  2 
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Id  questû  caso  pec  potersi  esegqirci  ariUnpticiinifi^ip^  l*9B9|PMiQP^  > 
qDitndo  per  a  etft  si  prendono  due  particolan  woî.erji,  çhQ.SQddl$,tWPP 
le  çoncti^ioui  te$iè  indicate,  egli  è  aqopo  çhe  esst'  ^(UUsrj^.purè  ^Hq 
condizîone,  che  il  numéro  rappre3e]italo  di\  a  siâ  magg^o^Q  ^quj^ 
rappresentato  da  b  ;  o,  al  plù  che  sia  a=5,  e  aIJora  la  (2)  difiene 
a— 0=0. 

Ha  se  è  a<5,  o,  ciô  cbe  torna  allô  stesso»  5>fL  Topera^cme  ig^di- 
oata  dalla  (8)  bon  puè  averluQ^  arifmetfpamènte/Cesl«sea;=\6^==5. 
la  sottrazione  di  5  da  3,  corne  ta  (2).in  queslo  caso  indica,  nçn  si  pyuo 
fn  terun  modo  eseguire.  Ora,  in  questo,  e  in  simigliaoti  casi  d*una 
impoasibile operazione aritm^Mça,  réUUioa a grand^za, e 
non  ad  omogeneità  de*nvmen,  l'AI^ra,  ayyaiendosi  ^elle  sue  revo- 
ie, trasfoTma  Toperazione  da  principio  indScata,  e  giugi^Q  ad,  un  risul- 
tamento,  che,  per  la  sua  origine,  non  puô  essere  aitrimenti  che  al- 
gebrico,  enonpiù  aritBi9^|lCia« 

29.  Per  mostrare  quantçi  abbiaflpnot  asoerito,  riprendiamo  l'esempio 
de'  due  numeri  a=3,  b=5,  ed  ii^fiioa:  a— 6=3-5.  Ora ,  ossenrando 


(3)  3-5=;-2. 

Ed  ia  gODAFale ,  sunmiendo  che  il  nunero  b  sia  egoale  al  numéro 
a  piit  un  aljbco  numéro  o,  cioè  che  sia  6=0+0,  sarà 

Questo  risuttamento  c'insegna  che  in  Algebra  un  numéro,  il  ciM  va- 
lore  è  dinolaUK  in  générale,  dal  simbolo  a»  0  meglio,  per  conyeniione, 
da  +  a,  puô  laholta  essere  precedulo  dal  segno  meno.  8  perciô  che 
l'Àlgebrachiama  quantité  positiva  quella,  il  coi  valore numerico 
è  preoeduto  dal  segno  +  ,  e  quantité  netgativa  quelta,  il  cui  va- 
lore numerico  è  proceduto  dal  segno  — .  la  quantHà  negoHva  è  sem- 
pre  v/n'etspresmne  olgfebnoa,  e  non  mai  arUmelica ,  poichè  essa  à 
origine  dalla  combinazione  dei  segni  nelle  operaiioni  algebriche. 

Osservando  inoltre  che,  se  da  5  si  toglie  3,  croè  se  8*tnverte  Tordi- 
ne  délia  sottrasione  indicata  nel  primo  merabro  délia  (3)^  s'otUene  2, 
cioè  il  seconde  membro  col  aegf»o  mttluto,  e  lo  stesso  pure  awieoe 
nella  (4)  ;  si  potrà  conchiudere  quanto  qui  appresso  : 

1.^  Le  quantité  négative  ànno  origine  da  una  sottrazione  numerica 
impombile  ad  esser  effetiuata  nel  aensQ  cm  cui  è  enunziaia. 

2.®  Una  quantité  negativa  rappresenta  sempre,  senza  il  segno,  U 
resto  d%ma  sottrazione  ^  in  cui  ai  è  dovuto  in  ver  tire  Voréine 
(tella  sottrazione  da  principto  indicato. 

SO.  Dopo  aver  mostrata  Torigioe  delle  quantité  nee|ative,  e  ciô  ch(^ 
esse  rappresentano  in  ordine  ad  un*operazione  numerica,  ci  rimane  a 
far  vedere  quale  sia  il  loro  signiflcato,  quando  si  considerano  corne 
rappresentanli  grandezze  concrète. 

Supponlamo  pertanto  cbe  una  persooa  abbia  ad  un  tempo  un  cré- 
dite e  un  débite,  e  supponiamo  in  primo  luogo  cbe  il  eredilo  sia  di  S 
lire,  e  il  debito  di  3  lire;  si  demanda,  estinguerhdo  la peraona  il  de* 
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bUo,  ^ftmtfà  btfn  ctedûo  o  Cùn  déb%iol  t  più  che  chiaro  la  risposta 
esser  qoella,  che  restera  coo  un  credito  di  2  lire,  il  quale  numéro  8*ot« 
tiene  togllendo  dal  credâo  il  debiio ,  syppuato  perché  si  vuol  sapere 
gvimno  iSteSitt  ttM.  'Ora  âupponlaiùô  cBe  il  debito  primitivo  di  3 
UYe  fttèa  ëtroiettfiitido,  rtiDBkitodo  il  credito  dt  5  lire:  è  chiaro  che  il 
ettditô,  che  tt^tefà  alla  p'eirsoûd  sarà  tàûto  più  piccolo,  per  quaoto  più 
àfittrêhtà  11  suo  débite,  e  qaahdo  questo  sarà  giunto  ad  eguagliare  il 
credfto  di  5  lire»  la  persona  non  a?rà  più  nulls,  dopo  avère  soddisfat- 
te  eol  ctédilo  il  debftô.  QdàWdo  poi  questo  debito  sorpasserà  le  5  lire 
di  creaitd,  6  cbiafro  ancorà  the  la  përsona,  con  queste  5  lire  che  à  di 
crédita,  bon  potrà  soddisfare  il  suo  debito  totalmenie,  ma  restera  tut- 
tatia  te  dèbtto  :  ces),  se  questo  è  cli  7  lire,  la  persona.  pagandone  5 
oel  drbdite  dhè  è^  t^teHi  iultavia  débitrice  di  altre  2  lire.  Ora  se  ia 
qtie^  basô  'èf  Veless'e  sàtpere  (  àùpposto  che  non  si  sappia  )  qunnto 
(Mdiie  le  réë(ërëbt»ë,  doTt'ebbesi  sempre,  corne  in  tutti  i  casi  précè- 
dent!, «Ogliët^  ÙA  diedîlô  il  debiio,  eioè  tegliere  7  da  5,  la  quale  ope- 
razione,  algëb/rtbametiVR  eièguita^  conduce  al  risuliamento  —2  ;  ma  la 
persona  (M/^  rlmahère  îù  debito  di  i  lire,  dunque  Fespressione  alge* 
UrUà  -4i  tapf(yi'e66ma  uh  debîto,  in  opposiziooe  de!  2  (o+2,  che  à  lo 
eiessô),  che  ahfbiaoïfo  vedùto  hël  primo  caso  rappresentare  un  credi- 
to. Ofti  il  eredtto  e  il  debito  ëotio  due  modi  opposti  di  esistere  una 
8ieâs&  f^mAlsi^;  e  pëf 6  nl/tia  qtuMilà  iiegatvva  rappresenta  U  modo 
OfpasSb  ili  eèUfteirè  lA  ^tèksa  tfmnfitàf  quando  fosse  j^ositioa. 

m  ap|freS80 'tfvteitno  ot^ca^cme  ai  rifertnate  con  altn  esempii  questa 
terità^  la  cui  generaliià  non  puô  esser  a  tfo  trattô  compresa. 

SI.  Possiamo  perô,  fin  da  ora,  i^sset^e  che  in  ogoi  quantité  alge- 
bricbsi  considéra  sempre un  doppio yatore,  il  quantitative  cioè, 
eU  sigaifioatifo;  i4  prloiiO  6  appanto  il  vaTor  numerico,  o  as- 
sola io  délia  franëetka  rappresehtata  da  quel  ^imbolo,  clôè  U  rap- 
porte ira  questa  grcmdezza  e  la  sua  unità  ;  rafirô  è  quèllô  che  indice 
uao  de*  due  modis  afllatto  oppostf,  di  eisistetè  la  grahdëz^;  quësio  va- 
iôre  fi^  delfeMBiiMito  dri  éegrw,  è Wè ^ tl  talore  algebrico. 

«lare  a  qilesti  cktfa  signitiaitf  'fe  V6  Un  te^ô,  dipbndente  dallà  spëciè 
deUa  graodeiza  rappresentata  da  quel  simbolo,  e  che  perciô  puô  dirsi 
specifico,  o  qualitative»  Ba  eiè'segiie  die  due  simboli,  abben- 
chè  spedficamente  considerati  sieno  omogeoei  (Arit.  n.®  4),  pure  te* 
oendo  éonle  dè'Mgftfi,  '^ntto  etètiDgenei  nel  sigoiiicato, 
quBttdo  ànhô  ÉieVfiri  o^dMf.'<H)8l  dtië  Sôtnmfe,  ëgualï  o  diverse  dilire 
MutqiOÊim^e^Xfm^^  pèrcbè  funa  puô  essere  egua- 

ffiUk  0  sbf{ttûàAa  dÉiraRira  ;  tna  qtiâfùdo  il  considéra  Tuna  corne  cre* 
diio,  rattni  dèûXè  «eMM  Sbtatt  it^rtXfUMivafhfMe  èierogenee ,  e  luna 
nonpotràMHM  alMmiër  Tifltra,  imperocchè  un  débite,  comunque 
va|^faslft[t€fe8cerè,*û  dtMottire,nbtL'potrà  ^tftmooiaigiugnere  ad  egua- 
gBara,  4  HfirptMim  W)  A^éâR6,  è  ati'oppdsio.  Oi*  questa  eterogeneUà 
QigéJIHbaU'êMiili^^  ëïïe  due  simboli  algebrki  (  cioè 

MBBiderMi  i0oi  segâi  +  0 ^)  ^ond  opposti,  oUorchè,  eomunque 
Topprtst/iMMi  gf^ëMàéztk  dë^  èlfessa  spezie  (  due  linee,  due  tem- 
pi,  ec.  )  dnno  perd  segwi  opposa. 

>.  AaDiaiOHE  B  sonBAziORE  DBLLS  quautitI  isouTB.  —  Ibbiamo  ve- 
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dato  nel  n.^  28  restensione,  che  possoQo  aver  le  dae  operazioni 

(1)  ^6,  (2)       0-6, 

qnando  aeb  rappresentajdo  due  n/umeri^  e  abbiacno  pare  vedulo  qua- 
le  sia  il  sigQificato  di  questa  seconda  operazione  quando  a<b.  Ora 
coDsidereremo  questi  due  simboli  corne  capaci  di  rappresentare  una 
quantilà  algebrica ,  vale  a  dire  una  quantilà,  che  à  segoo  specificato  : 
e  siccome  il  caso  io  cui  quesle  quantilà  fossero  tutte  e  due  positive 
va  compreso  in  quelle  de'  numeri,  cbe  abbiamo  già  consideraio,  cosl 
ora  supporremo  che  de'due  simboli  atb  Tuno  o  Taltro,  o  enlrambi, 
rappresenlino  quantilà  négative.  E  pria  di  passar  oltre  ei  giova  notare 
corne,  trattandosi  di  addizione  di  due,  o  più  quantilà  algebriche,  rap- 
presentate  da  una  stessa  letiera,  e  lutte  négative^  Toperazione  si  ridu- 
ce  a  sola  quella  de'rlspettivi  coefflcienli,  côme  per  le  quantilà  positive: 
cosl  la  somma  délie  due  quantilà  —2a  e  —3a  è  — Sa  ;  imperocchè  —2a 
rappresenla  la  riunione  di  due  quantilà  omogenee  ciascuna  eguale  a 
—a,  e  —3a  è  la  coUezione  di  tre  délie  medesime  quanli>à. 

SS.  Posto  ciô,  e  per  flssare  le  idée,  supponiamo  :  1.^  che  sia  a=5, 
b=— 3  ;  la  formola  (1)  con  la  sostituzione  di  quesii  valori,  e  racchiu- 
dendo  in  parenlesi  la  quantilà  —3,  per  non  confondere  ilsegno  di 
questa  quantilà  con  quello  deiroperazione,  diviene  S+(— 3),  e  iadica 
cbe  devesi  som/mare  la  quantUà'po^iJLiva  +3  con  la  negoMva  —3.  Os- 
serviamo  per  ciô,  che  si  puô  sempre  (n.^  29)  rlguardare  — 3=2-S,  e 
perô  5+(-3)=5+(2-5)=5+2-5  (n-«.23),  o  vero  5-f  (-3)=5-5+2  ; 
ma  5—5=0,  e  2=5—3,  dunque 

(5)  5+(-3)=5-3 , 

il  cbe  ci  fa  vedere  che  per  sommare  la  quantilà  negativa  —3  con  la 
positiva  5,  basta  scriver  la  prima  di  seguito  alla  seconda,  appunto  co- 
me  se  si  traitasse  di  polinomii. 

2.*  Sia  invece  a=-3,  6=5,  e  avremo  Tallra  espressione  -3+(+5), 
la  quale  indica  che  devesi  sommare  la  quarUità  negativa  —3  con  la 
posUwa  +5.  Facendo  il  medesimo  ragionamenlo  che  qui  innanzi,  tro- 
veremo  : 

(6)  -3+(+5)=2~5+5=2=5-3. 


go  ancora,  quando  una  délie  quantilà  da  sommare  sia  negativa.  Inol* 
tre,  comunque  in  quest' ultime  risultamento  non  si  trovi  il  5  dopo  il 
—3,  si  vede  sempre  perô  che  nellVseguire  Taddizione  algebrica,  biso- 
gna  scrivere  l'un  dopo  Paltro  i  termini  da  sommare,  serbando  loro  i 
proprii  segni  ;  e  quindi  le  qucmtità  isolate  ai  s(mmumo  eon  la  mede- 
aima  regfola,  con  cui  si  zomimmo  i  termini  de'polinomii  (n.®  23^. 

34.  Passando  alla  sollrazione,  porremo  ancora  i  due  cas!  precedeQ-* 
ti,  cioè  i.""  che  sia  a=5,  b=-3  :  in  lai  caso  la  formola  (2)  diviene 

0)  S"-(-3) , 

e  questa  espressione  indica»  che  daHa  guanfità  po8i<iva  +5  deve  es* 
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sere  sottratta  la  negoHva  -3.  Or  siccome  -3=2—5  (n.^  29),  cosl  pel 
n.*24  sarà:  5-(-3)=5-(2-5)=S-2+5 ,  o  vero  5-(-3)=ia-2=8  ; 
ma  8=5+3,  danque 

(8)  5-(-3)=5-f3. 

2.*  Sia  a=-5,  6=3,  e  la  formola  (2)  diverrà 

(9)  -5-.(+3); 

ma  +3=5-2,  quindi  -5-(+3)=-5-(5-2)=-5-3+2  (n.*  24)  .  o 
vero  -5-(+3)=-i0+2=-8-2+2=-8=-5-3,  (d.^  32),  quindi  flnal- 
mente 

(10)  -5-(+3)=^5-3, 

Ora  le  duc  uguaglianze  (9)  e  (10)  mostrano  appunto,  che  la  sottra- 
zione  délie  quaniità  isolate  segue  la  medesima  regola,  che  seguono  i 
poUnomii,  cioè  che  per  soUrarre  v/aa  qiumtUà  isolatabasta  scriver- 
la,  col  segno  mutato,  acca/rUo  aila  quaMUà  da  cfuA dev^essere 
wWratta. 

S5.  OssERYAzioiŒ.  —  Siamo  qui  al  caso  di  notare  una  positiva  diiTe* 
reo2a  tra  le  operaziûoi  numeriche,  e  quelle  che  ànno  gli  slessi  Qomi 
in  Algebra.  Le  quattro  espressioni  oe'  due  numeri  precedenti  consi- 
derate,  cioè 

(11)  5+(-3);    -3+(+5);    5-(-3);    -5-(+3) 

Don  àuno  aloun  signiflcato  in  Âritmeiica ,  ove  non  si  conoseono  che 
soli  numeri,  e  non  quantité  négative.  Inoltre,  seconde  il  principio  d*a- 
mogeneità,  la  somma,  o  la  differenza  tra  due  quantità  di  segni  contra* 
ni  non  si  puô  numericamente  otieoere.  E  se  le  operaziooi  indicaie  nel 
le  formole  (11)  ào  dato  luogo  a  certi  risultarnenti ,  questi ,  corne  che 
dedotti  da  Irasformajiioni  fondate  suiprmcipipiAramentea^ebrici, 
debbonsi  considerare  anch*essi  corne  algebrici. 

Inoltre,  se  a  e  b  sono  due  numeri,  l'espressione  a+&  à  la  loro  som* 
ma,  e  Taltra  o-b  à  la  loro  differenza  ariimetica  ;  ma  se  aeb  dinota- 
no,  in  générale,  due  quantità,  allora  délie  due  espressioni  a+b,  a— 6, 
non  sempre  la  prima  iodica  somma  aritmetica,  e  la  seconda  dif- 
ferenza; imperciocchè  se  b,  per  esempio,  è  una  quantità  negativa, 
la  prima  espressione  si  cambia  in  una  differenza^  e  la  seconda  in  una 
sommes  tra  due  numeri.  Perè,  sieno  qualunque  i  segni,  e  i  valori  di  a 
e  b,  si  dira  sempre  che  a+b  è  la  loro  somma  algebrica,  e  a— 6 
èlaloro  differenza  algebrica. 

3e.  Le  quantità  négative  le  abbiam  vedute  dorivare  dalla  sottrazio* 
ne  aritmeticamente  impossibile:  l'Algebra,  riienendo  la  stessa  défini- 
»ooe  aritmetica,  à  data  alla  sottrazione  unamaggiore  esiensione,  tra* 
eodola  dalla  combinazione  de*  segni,  de*  quali  TAritmetica  non  tiene 
conto;  e  nel  caso  d*impossibilità  aritmetica  à  otteouto  un  risultamento, 
che  si  6  chiamato  quantité  negativa,  convenendo  di  coosiderarlo  tut- 
tavia  come  reato,allo  stesso  modo  come  nel  caso  d'una  sottrazione  pos* 
sibile,  e  quindi  come  una  quantità,  il  cui  valore  relative  va  diminuen- 
do  al  crescere  II  valore  numerico  del  soitrattore,  restando  lo  stesao  il 
sottraendo  :  cosli  posto  che  da  3  si  sottragga  successivamente  i,  2« 
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3, 4»  S,  ete. ,  i  sufetes^nri  resU  àHtibetiiôi  2, 1 ,0,  iâ  A^M  -t  ,-i,  èc. 
fdhnano  uoa  série  decrescente,  cioè  son  tali  che 

(12)  2>1>0>-l>-2>-3,  ec, 

e  perd  si  dice  cbe  le  qucmtUà  négative  sono  minori  di  zero^  e  che 
di  due  qumUità  négative  diverse,  la  maggiore  è quellà c/ie,  con- 
sidérai senza  il  segnOy  à  vakre  wumerico  minore;  cosl  — 2>— 3, 
perché  2<3. 

SV.  È  da  notare  perô  che  il  modo  di  dire  qua/ntità  minore  di  zéro 
impiica  contradizione,  poichè  il  zéro  rappresenta  il  nulle,  e  intanto 
le  quantUà  négative  àn/no  v/n*  esisterua  reale  al  pari  dette  positive^ 
e  la  difTerenza  tra  le  prime  e  le  seconde  sta  solo  nel  modo  oppôsto 
di  esistere  ;  cosl  3  lire  di  debito  esistono  come  3  di  crédite ,  ma  il 
medo  di  esistere  di  queste  è  opposto  a  quelle  délie  prime  :  similmenle 
an  tempo  passato,e  un  tempo  avyenire  esistono  entrambi,ma  in  oppo* 
^  tfiodi,  e  cosl  per  altre  quantité  concrète.  D*allronde  wna  quanHii 
non  è  negaUva  se  non  rispetto  a  guella,  che  si  sv/ppone  positiva,  iù 
guisa  che ,  restando  i  soggetii  gli  stessi ,  i  nomi  positive  e  tidgîftii^o 
possono  essere  scambiati.  Cosl  se  una  persona  à  3  lire  di  debito,  e  2 
dl  cfedtto,  e  si  vuol  sapere  quanto  debito  abbia,  bisognerà  da  3  to- 
gUer  2;  il  reste  sarà  +1,  e  indicherà  debito;  ma  se  avesse  4  di  crédi- 
te, la  stessa  dimanda  darebbe,  seconde  TAIgebra,  il  resto  -l  :  ora  qoe- 
sto  ë  crédite,  e  intanto  è  rappresentalo  da  una  quantilà  négative,  per* 
chè  il  debito  è  rappresentalo  da  una  quantità  positiva. 

S9w  Penanto,  stando  al  convenuto,  quando  si  verra  indicare  die  una 
qdantiià  a  è  positiva  si  scriverà  a>o,  e  se  ë  negativa  si  dérivera  a<o. 
Inottre  per  indicare  che  più  quantità  positive,  o  négative  si  ëuc[6edbno 
dimiûuendo  di  yalore,  si  scriveranno  prima  le  positive  c^Anttfciâhdo 
da  quelle,  che  à  il  più  gran  valore,  e  si  faran  seguire  le  altre  di  vè(- 
Ijnrè  <à  maiio  a  mano  più  picxsolo;  kidi  sri  sèrivetaàiib  le  négative,  èo- 
minciando  da  quella,  che.  fatta  astrazionè  dal  segno,  à  il  più  piccolo 
valore  numerioo;  le  quantità  +2,  +i,  ec.  délia  sérié  (12)  porgMfù  un 
esempiov  Ora  quando  più  quantità  sono  dispeste  nel'AroUo  iùdicàfte,  ai 
dlce  che  sono  disposte  seconde  Foraine  di  gtaûd«zt.a  âeciKe- 
scènte;  alt'opposto  qiiesl'ordine  sarà  crescenfe,  se  ad  ùea  -qûaùtitt  âùb* 
cède  un'altra  algrebrvcamente  maggiore. 

S9.  Giova  da  ultirao  notate,  come  risulta  dal  fiù  qui  spfè^o,  'tihe, 
tn  genek^le,  le  due  quantità  rappresentate  dai  slmboli  +a,  b-^a  ^Hùô 
Atate  formate  prendendo  ie  ambi  i  casi  tante  dèlVunità,  ctii  iâi  rifèri- 
scono,  per  quante  ne  indica  il  numéro  a,  e  poi  daâdo  al  Hsultàtneùtô 
il  segmo  +  net  primo  case,  e  il  ~  nel  seconde;  o  sia  ritenendo  lottes- 
80  ïegno  +  (  che  di  sua  nature  à  il  numéro  )  ttt\  primo  case,  e  can- 
giando  il  segno  nel  seconde. 

LEZIONE  IV. 
MiUpHaaziime  è  êMsione^dei  fhô^(MI. 

4^.  HoLTiFircAnoins  db*  Honoiiti.— Nella  niïoltiplicaiîone  de'ùseiiomii 
albianMf  a  eoûsiderare  quâftt^o  diverte  o^^erfeiovil  e  ioùo  1  .^  ()ueih  del« 
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le  lettere  c|i?e]:$e;  %«''  quella  de'coeffictentî  numerici;  3/  qaeUa  d9% 
çt^Q  Içtto^e  OQO  (Ùversi  espone^ti  ;  4/  e  finalmente  qviella  di^'çegQi 
4a  coî  pQsaoQO  oasere  affetti  i  moBomii.  Suppooeodo  p^  oni,  che  i. 
mOfKHîKiii  aves&ero  solamenle  il  segno  positivQ,  passerepaa  ad  espam 
8ucce3sif «mente  le  regole,  ohe  rigqardano  le  prime  tre  opi^i^ioQî. 

!.•  —  Regola per  la moltiplicazione  délie  letiere  diverse.— 
Consiste  qoesta  regola  nello  acrivere  Vuna  accanto  aWaUra  le  leUere 
da  moUipItcare,  frappimendo  U  segno  éi  moUiplicoztone,  o  nessun 
segno  (a.®  9).  Cosl  per  moltiplicare  a  per  b,  e  poi  il  prodotlo  per  o, 
jodi  pOiT  du,  si  scriverà:  axbxcxdy  o  più  sempiicemente  coslf  abod* 

VùBL  h  diverso  il  caso  se  le  leLtere  ànoo  de'coefflcienti,  o  degU  espo^ 
neoti»  a  se,  più  generalmente,  si  tratti  di  monomil  rappreseataett  mk 
de*prodoUi.  Cosl  per  moltiplicare  2a  per  36^,  per  4c'  si'scrivera: 
2ax3&^Xic',  0  più  sempHceoiente:  2a3bHc'.  Similmente  per  mol* 
tiplîcare  2a*6  per  3abc  si  scriverà  :  2a^bx3a&c,  o  più  semplicemente 
2a*b3abo.  Ha  queste  prime  indieazioQi  di  moltiplicazione  assumono 
(orme  ancor  più  semplici,  mercè  Toperazione  su  i  eoeiBcie^ti,  e  Tal- 
tra  relativa  agli  esponenti  deUe  medesime  lettere,  come  ora  pagsere* 
mo  ad  esporre. 

2/-^  Regola  de*coerficientL—Nel  moltiplicare  due  o.  più  mo- 
nomii  precedoti  da  coellicienti,  si  moUifplicano  tra  loro  questi  coeM- 
çienti  con  le  solite  regole  d' Ariimetica.  Cosl  :  2ax3bx4c==2x3x4  abc 
=:24abc.  Imperocchè,  un  prodotto  non  s'altéra  con  Finvertire  commi- 
que  Tordine  de*  fottori  (ÀriU  n.""  39),  quindi  2ax3bx4c=2xSx4  abc 
=:24abc. 

3.*  —  Regola  degli  esponenti,  o  vero  revota  per  la  moUÈpli" 
cozione  dtélie  stesse  iettere  con  esponenti  dmersi.  -^  Per  mcdaplioare 
dae  0  più  potenze  d'una  stessa  lettera ,  basta  scrivere  una  sola  volta 
questa  lettera  con  un  esponente  uguale  alla  somma  di  quelli,  ebe  sono 
nelle  diverse  potenze  date,  o,  come  più  semplicemente  suol  dirsi,  ba- 
sta sotmnare  gli  esponenti.  Cosl  :  a*xa'=a*^=a'.  In  fatti ,  a':=:aa  ; 
a^:^taaa  (n.®  9),  e  perô  a*Xa'=aaxaaa?=aaaaa=^'. 

4/  — Regola  de'segnû—  Qtiando  dt^ fattori ànno  lo  stoaso 
aegno,  il  loro  prodotto  è  positive,  eqvKmdoàimo  s^gfki  oon« 
trarii,  U  loro  prodotto  è  négative,  cosl: 

(+a)x(+b)=+ab ,       (^)X(-b)^+ab , 
i-a)x{+b)=^Ha) ,        {+a)x(-b):^>--ab. 

In  fatti,  sieoQ  interi  o  frazionarii  i  oumeri,  sappiamo  dall'Aritme- 
tiea,  che  la  moUipUcazione  è  gi^eiropero^îone  mercè  la  g^ual^,  daU 
due  numeriy  si  compone  per  mezzo  di  uno  di  essi  imterzo  numéro^ 
ono  stessQ  modo  che  VaMro  è  sla^o  formato  per  mezza  dMiutUà. 
Qneata  atessa  defloizione  estesa  ai  simboli  algeturici,  ci  oondueo  im- 
modiatamenie  alla  dîmostrazione  deirouunilata  regola*  E  per  two  (ri* 
teoeado  obe  b  sia  un  numéro  intero,  il  die  non  altemil  vogîMumnto) 
moltiplicare  +a  per  +b  vuol  dire  comporre  per  mozxo  (ti  -|»a<  un-  a^ 
tra  quantité,  alla  stessa  guisa  che  +  b  si  compone  per  mezM  dolL'  ur 
nila  :  pra  per  compo^rre  -f b  per  mezzo dellunità,  bisogna  ripotere  quo* 
al*,  twite  îqUo  per  quante  lo  indica  il  numéro  b,  ^  itfwdari  il  iwA* 
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tamento  col  segpo+(n.^  39),  cioè  coq  \o  stesso  segno;  qoindi,  tenendo 
présente  il  principio,  chemia  quantité  ripetuta  quantevoUe 
9i  voglia^  non  puô  da/re  per  prodoUo  che  v/na  qiLantità^  essa  omo- 
geneaj  ne  risulta  che  +a  ripetuta  b  volte  non  puô  dare  che  +(îb  ;  e 
doTeodo  ritenere  qaesto  risultamento  coUo  stesso  segno,  che  attual- 
mente  à,  ne  Tien  di  conseguenza  che 

(1)  (-fa)x(+6)=+a6. 

Questo  stesso  ragionamento  si  applica  ne!  fare  il  prodotto  di  —a  per 
+6  ;  cioè  che  per  formare  questo  prodotto  bisogna  ripetere  tante  volte 
il  moltiplicando  —a,  per  quante  unità  Ti  sono  nel  numéro  b,  il  che, 
pel  principio  qui  innanzi  posto^non  pu6  dare  altrimenti  che— a&;  si  che 

(2)  (-a)x(+6)=-a6. 

In  egual  modo,  dovendo  moltiplicare  +a  per  -&,  si  osserverà  che 
per  formare  questo  moltiplicatore  si.è  dovuto  ripelereVunità  tante  voile 
per  quante  ne  indica  il  numéro  5,  e  quindi  al  risultamento  si  è  dovuto 
dare  il  segno— ,  cio6  si  ë  dovuto  cambiargli  il  segno  (n.^  39);  quindi  in 
virtù  délia  definizione  délia  moltiplicazione,  ripeteremo  &  voile  il  mol- 
tiplicando  +a,  il  che  ci  dà  +ab«  e  poichè,  per  natura  stessa  délia  mol- 
tipticazione  tanto  vale  cambiare  il  segno  di  a  prima  di  moltiplicarlo 
per  6,  quanto  dopo,  coû  daremo  a  questo  risultamento  il  segno  — ,  e 
avremo  : 

(3)  (+a)x(-6)=.-a6. 

Fioalœeote  per  formare  il  prodotto  di  —a  per  —6,  bisognerà  rjpe- 
tere  —a  tante  volte  per  quante  lo  indica  il  numéro  b,  il  che  dà,  come 
sopra,  -^dbj  e  quindi  bisognerà  a  questo  risultamento  cambiare  il  se- 
gno, e  per  ciô  s*avrà  : 

(*)  (-Hji)X{"b)=+ab. 

Ora  le  formole  (i),  (2),  (3)  e  (4)  mostrano  Tenunziata  regola. 

41.  Pertanto  nel  moltiplicare  due  monomii  è  da  tenersî  la 
seguente  r  ego  la  :  ai  moUiplichino  ira  loro  i  coeffidenU  numerid; 
8%  scrivano  Vuna  dopo  VaUra  tuUe  le  lettere  diversey  che  entrano  net 
due  fattori;  a  ciascuna  lettera  si  diaun esponente  eguale  aMa som^ 
ma  di  queûi,  che  essa  à  ne'  dm  fattori  ;  e  flnalmente  al  prodoUo, 
coai  formato ,  si  dia  il  segno  + ,  o  tl  — ,  secondo  che  i  due  fattori 
ànno  lo  stesso  segno^  o  segni  contrariù 

EsBHPii.  2a«bx3ab«c=6a'b*c  ;    3ab*X(-a«b'd)=  -3a'b»d  ; 

(~2a«b*)X|a»c=-îa»b*c  ;    (-l-aVd)x(-î<ib V)=-hfe<i*6 Vd. 

42.  OssERVAzioiTE.-Essendo  (-a)X(+b)=(+a)x(-b)=-ab,  ne  vîe- 
ne  di  conseguenza  che  in  un  prodotto  negativo  di  due  fattori,  si  puà 
considerare  uno  qualunque  di  essi  come  posUivo,  e  Valtro  negativo. 

43*  TBiunNi  SIMILI  —  Grado  D*im  honomio.  —  Monomii  e  polino- 
MU  OMOOBiiBi.  —  Un  termine,  o  vero  un  monomio  algebrico  non  è  solo 
quello,che  vien  rappresentato  da  una  sola  lettera,  ma  più  generalmen- 
te  un  termine,  o  un  monomio  ë  un  prodotto  di  piii,  fattori  al- 
gébficij  e  numerjci,  come  quelli  degU  esempii  precedenti.  Ora  puô 
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dirai  die  due  moDomii  avessero  a  differlre  sollanto  pel  eoelBciente 
namerico;  in  tal  oaso  si  dicono  si  m  Ml  :  cosi  3a*b*c,— Sa'b'c,+4a*6*c 
sono  altreltanti  termini  simili,  pe*  quali  vale  la  stessâ  regola  di  ridu- 
xione  del  n.^  2S,  e  perd  si  possono  ridurre  al  solo  termine  2a*b^c. 
Inoltre  non  tutti  i  monomiî  debbono,  o  possono  contenere  lo  stesso 
numéro  di  fattori  leUeral%  e  perô  è  convenuto  di  distinguerli  secon- 
do  il  numéro  di  quesii  faitori,  il  quale  numéro  è  stato  chiamalo  gra- 
de del  moDomio  :  cosl  il  monomio  Sa^b'c^ ,  contenendo  2  faltori  egua- 
li  ad  a,  3  eguali  a  b,  e  4  eguali  c,  e  perciô  in  tutto  9  fattori  letierali, 
è  del  nono  grado.  Similmente  2a*b  è  del  3.^  grade;  — Sobc'  à  del 
4.^,  e  oosl  appresso.  Ed  ë  da  notare  che  U  coefjp^iente  numerico  non 
va  contoto  tra  i  fattori  algrebncî,  nel  determinare  il  grado  di  un  mo- 
nomio. 

44.  Risulla  immediatamente  da  questa  deflnlzione  che  il  jyrodotto 
di  due  opiUmonomii,  contenendo  tutti  i  fattori  algebrici,  che  sono 
nel  moltipllcando  e  nel  moltiplicatore^  dev'esser  di  grado  egibale  aUa 
somma  di  queUi  dc^suoi  fattori. 

4j|.  Due  0  più  monomiî  dello  stesso  grado  si  dicono  omogenei: 
cosl2a'b,  3mn*,  4abm  sono  monomii  o  termini  omogenei,  perché 
tutti  del  S""  grade. 

Ed  è  da  notare  che  diie  termini  simili  sono  sempre  omogenei,  ma 
due  termini  omogenei  possono  non  esser  simili. 

45.  Un  polinomio,  composte  di  termini  omogenei,  si  dice  esso  pure 
omogeneo,  e  di  grade  eguale  a  quelle  de'  termini  che  )o  compoogo- 
no:  cosl  a)'— 3aflc*+3a*x-a' è  un  polinomio  omogeneo  di3.® 
grado. 

Peraltro,  trattandosi  di  un  polinomio  non  omogeneo,  si  dira 
che  il  sue  grado  ë  quelle  stesso  che  h  il  termine  più  elevato.  Cosi  nel 
polinomio  Sa^b^-3ab+4a^b-7b'  il  termine  di  grade  più  elevato  ë  il 
primo,  e  questo  grado  ë  il  4.^,  quindi  il  polinomio  date  ë  di  4.^  grade. 

41.  Divisions  db*  honomu.  —  La  divisione  di  due  monomii  in  Alge- 
bra,  corne  la  divisione  di  dae  numeri  in  Aritmeiica,  &  per  obbietto, 
dato  un  monomio  ed  uno  de'  suoi  fatiori,  trovare  VaUro  faliore.  An- 
che qui  il  monomio,  che  si  considéra  come  prodotto  si  chiama  divi- 
dendo;  ilfattoredato  divisore,  e  quelle  che  si  cerca  que ziehte. 

In  ¥irtù  della  précédente  definizione  si  puô  agevotmente  stabilire 
la  regola  per  trovare  il  quoziente;  in  fatti  s' abbia  a  difidere  12a'b'c* 
per  4a*b':  si  tratterà  di  trovare  un  altro  monomio,  che  moUiplicato  per 
Za^b^  riproduca  12a'b'c*.  Ora,  1.^,  per  le  precedenti  regole  della  mol- 
liplicazione,  il  eoelBciente  i2  dev*essere  il  prodotto  de' coeffidenti 
de'  due  fattori,  cioë  di  4  pel  coe£Sciente  del  fattore  incognito  ;  quindi 
questo  eoelBciente  igooto  dev'  essere  il  quoziente  di  1 2  divise  per 
4,  cioë  3.  2.^  11  fattore  a'  deve  nascere  sommando  gli  esponenti  della 
stessa  lettera  a  nei  due  monomii,  cioë  nel  dato,  e  in  quello  che  si 
cerca;  laonde  l'esponente  di  a  nel  quoziente  dev'essere  la  differen* 
za  tra  l'esponente  5  di  a  nel  dividendo,  e  Y  esponente  2  della  stessa 
lettera  nel  divisore,  cioë  dev'essere  3.  3.®  Siccome  il  prodotto  conUe- 
ne  tutti  i  fattori  letterali,  che  sono  nel  moltiplicando  e  nel  moltipli- 
catore,  cosl  quel  fattori  letterali  del  dividendo,  che  si  trovano  già  nel 
divisore  non  possono  far  parte  del  quoziente  ;  e  perciô  nel  nostro 
RuBiNi  Ekm.  d' Algelrra»  3 
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0880  il  fàltoro  b*  del  dividendo,  trotandosi  tal  quale  nel  diyisore,  non 
paô  far  parte  del  quoziente,  quindi  ai  aoppnme.  Âiropposto  que*  fat- 
tori,  che  si  trovano  sollanto  nel  divideodo,  e  non  soqo  nel  lempo  stes- 
80  nel  divisore,  devonsi  necessariamenté  trovare  nel  quoziente;  e 
perd  il  faliore  c*  del  dividendo  12a'b'c*,  che  non  trovasi  nel  divi- 
sore  4a'b' ,  deve  trovarsi  tal  quale  nel  quoziente:  perlanto  il  quozi- 
ente cercato  sarà  3o'c*,  o  vero  sarà  12a*6*c*:4a*6*=3a^c*. 

Fin  qui  abbiamo  considerata  la  divisioneindipendentemente  da'se- 
gni  :  ora,  dofendo  porli  in  consideraziooe,  s'osserverà,  che  se,  per  la 
regola  dei  segni  nella  moliiplicazîone,  il  prodotlo  à  posilivo  o^  nega- 
Uvo,  seooodo  che  i  fattori  ànno  segni  simili  o  contrarii,  ne  se^uc  di 
oonseguenia  che  U  quoziente  deve  avère  lo  stesso  segno  del  divisore, 
0  il  segno  contrario,  secondo  che  il  dividendo  ë  positive,  o  negativoi 
0,  ciôch'è  lo  stesso,  il  quoziente  sarà  positivo,  o  negativo,  se- 
conde clieil  dividendo  eil  divisore  ànno  lo  stesso  segno^  o  segni 
conlrarii. 

Portante  la  regola  perla  divisione  di  due  monomii  è  la 
seguente  :  ai  dit)? de  il  coe/Tlciente  del  di/vi4iendo  per  quelle  del  di- 
visore,  e  si  à  U  eoefflciente  del  quoziente  ;  i/ndi  dagli  esponenti 
délie  lettere  del  dividendo  si  settraggen  quelli  délie  lettere  simili, 
che  sono  nel  divisore^  e  ciascun  reste  si  dà  per  esponenle  alla  let- 
tera  corrispondente,  che  si  scrive  nel  quoziente;  s'omettono  quelle 
lettercj  che  ànno  le  siesse  esponenle  nel  dividende  e  nel  divisore; 
si  scrioono  nel  quozienle  le  lettere  coi  proprii  esponenti,  le  quali 
sono  nel  dividendo  ^  e  non  nel  divisore  ;  e  tinolmenie  sida  al  quozir 
ente  il  segno  +,oil  —  j  seconde  che  i  monomii  dati  ànno  gli  stessi 
segni^  o  segni  opposti, 

49*  Secondo  questa  regola,  p&r  esser  possibUe  la  divisione  di  due 
monomii  è  necessario:  1.^  che  il  coelBciente  del  dividendo  sia  divi- 
sibile  per  quelle  del  divisore  ;  2.^  che  gli  esponenti  del  dividendo  sie- 
no  maggiori,  o  almeno  eguali  a  quelli  délie  stesse  lettere  nel  diviso- 
re; 3.^  che  il  divisore  non  contenga  lettere,  che  non  si  trovino  nel 
tempo  stesso  nel  dividendo;  altrimenti,  supposto  trovato  il  quozienle, 
quando  s*andrebhe  a  moltiplicarlo  pel  divisore,  s*avrebbe  unprodotto 
contenente  de*  fattori,  che  non  sono  nel  dividendo,  e  perô  quel  pro- 
dotlo non  potrebbe  mai  eguagliare  il  dividende,  il  che  è  contrario  alla 
natura  délia  divisione. 

49.  Hancando  una  qualunque  di  quesie  condizioni,  la  divisione  al- 
^ebrica  non  puô  aver  luogo,  e  s*indica,  allô  stesso  modo  che  s*indica 
10  Aritmetica  la  divisione  impossibile  di  due  numeri,  scrivendo  il  di- 
videndo al  di  sopra,  e  il  divisore  al  di  sotlo  d'una  linea  orizzontale  a 
mododi  frazione.  Cosl,  non  potendosi  di^idere  12a'b^perSa^bd^, 

12a*b* 
8*indicherà  quesfoperazione  impossibile  scrivendo  ,,  3     . 

Quest'espressione,  come  ogn*aItra  ad  essa  analoga,  indicante  una 
divisione  impossibile^  0  anche  possiblle,  prende,  come  in  Aritmetica, 
Ilnomedifrazione»opiiïgeneralinenteespressionefrazionaria. 
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LEZIONE  V. 
DeUa  moUiplicazione  de*  polmimiù 

SO.  La  moltiplicaxione  d'un  polinomio  per  un  monbmio,  o  quella 
di  due  poUnomii  tra  loro,  à  sempre  per  obbietto  di  formare  per  luezzo 
di  uoo  de'  polinomii  dati ,  che  prende  il  nome  di  mol ti plicando, 
un  teno  polinoaiio,  chiamato*  prodotto,  alla.stessa  guisa  che  l'al- 
tro  polinomio  o  monomio  dato»  che  si  chiama  moltiplioalore,  è 
composlo  per  mezzo  dell'uniià. 

Supponiamo  in  primo  luogo,  che  a,  b,  m  sieno  tre  monomii  posi- 
tivi  cioè  tre  numeri,  e  si  voalia  moltiplicare  a+&  per  m.  Questa  ope- 
razione  s'indica  cosl:  (a+5)m;e  volendola  quindi  algebricamenle 
eseguire,  si  ossenra  che,  seconde  la  deiioizione,  bisognerà  formare 
per  mezzo  di  a+&  un  altro  polinomio  allô  stesso  modo,  che  il  molti- 
plicatore  m  è  formate  per  mezzo  dellunità;  or  questo  è  st8to  formalo 
rooUiplicando  Tunità  pel  numéro  iniero  o  frazionario  m.  Pertanto  se 
si  moitiplica  a  per  m,  il  ché  dà  arriy  è  chiaro  che  questo  prodoilo  à 
minore  del  Tero;  imperocchè  la  quanlilà  a,  paragonata  aU'allra  a+b^ 
che  è  quella  che  si  deve  eiTettiiamenie  moltiplicare,  è  minore  di  qu'e- 
stuiiinia  di  tanlo  per  quanlo  Tindica  b  ;  e  per  conseguenza  il  prodotio 
am  è  tanto  minore  del  vero  per  quanto  lo  indica  il  prodotto  di  b  per 
m,  ch*è  irni;  laonde  il  vero  prodoito  à  am-^bmt  e  perô 

(1)  (a+6)  m=am+6m. 

Supponiamo  in  seconde  luogo  che,  continuando  a,  b,  m  a  rappresen* 
tare  monomii  positivi,  sia  di  più  a>b,  e  si  voglia  moltiplicare  per  m 
la  differenza  a—b,  che  in  tal  caso  sarà  positiva.  Ripetendo  il  medesimo 
ragiooamento,  e  cangiando  solo  la  parole  minore  in  maggiore^  si  oon- 
chiuderè  che 

(2)  (a-6)m=û7H— 6m. 

SI.  Se  mfosse  un  monomio  négative,  che  rappresenteremo  con— m, 
allora,  siccome  dopo  formata  questa  quantité  per  mezzo  deirunità, 
corne  l'indica  m,  s'è  dovuto  dare  il  segno  —  al  risultaraento,  cioè  si  è 
dovuto  cangiare  il  segno  al  risultamento  (n.^  39),  cosl  pure  per  mol- 
tiplicare a+b,  0  pure  a— b  per  —m,  bisognerà  moltiplicare  rispeitiva- 
mente  per  m,  seconde  le  formole  (I),  o  (2),  e  quindi  cambicire  il  se- 
gno al  risuliamento  ;  e  perô 

(3)  (a+6)x-wi= -am-bm; 

(4)  {a—b)X'-m=—am'{'bm. 

S%.  Se  a<b  nella  formnia  (2) ,  la  differenza  a-b  sarà  negaliv»,  e 
sarà  f  guale  alla  differt'nza  b—a  presa  col  segno  —  (n.^  29).  o  vero  sarà 
a-b=— (b— a),  e,  poichè  b>a,  la  dilT'Tenza  b— a  è  positiva  O'^îndi 
moltiplirare  a— b  per  m  è  lo  stesso  cbe  moliiplicare  —  (b— a)  per  m. 
Ma,  supposia  ridolta  la  diiïerenza  b— a  ad  nn  numoro  n,  l'operHzione 
si  nduce  a  uiolliplicare  — n  per  m,  il  che  dà  per  prudollu  —  nm  ;  quin- 
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di  si  pu6  moltiplicare  n,  o  la  quantità  6— a,  che  essa  rapprescnta, 
per  m  (n.^  42),  e  prendere  il  risulUmento  col  segno  opposto  :  ora,  es- 
sendo  b-a  una  differenza  positiva,  si  à,  per  la  formola  (2),  (b—aym, 
=bm— am,  e  perô,  daado  a  questo  risultameoto  il  segno  opposto, 
s'otlerrà  — 6m+am;  laonde— (6— o)m,  o  vero  (a— 6)m=aw^--6m•  Qae- 
sto  prodotto  mostra  che  nella  formola  (2)  il  risultameato  algebrico  è 
sempre  lo  stesso,  sia  a>by  o  pure  a<b. 

S3.  Passiamo  ora  a  considerare  la  moltiplicaiione  d*aD  polinomio,- 
e  sia  a— b+c— d,  pel  monomio  m.  Da  prima  slndica  Toperazione  scri- 
vendo  (ct-bH-c--ct)m;  indi  per  eseguirla  alf^ebricamente  s'osserva,  che 
a-b-H—d èla stessa cosa  che  a-hc— (ft-i-d),  si  che 

(a-6+c— d)  m=  [a+c-(6+d)]  m. 

Si  ponga  a-fc=n,  6+d=^,  esarà  [a+c-(JH-d)]m=(n-p)7yi=nm-pm 
(n.®  prec);  ma  (n.*^  50)  nm=(a-H5)m=am-i-cm,  pw=(6H-d)7n=6m+dm, 
quindi  [a+c-  (ft+d)]  m,  o  vero 

.„.       i  (a— 6-fc— d)m=am-fcm-(6fn+dm)=owi+cm-6m-dm 
^  ^       \  =am-6m-fcm—dm. 

Se  m  è  negativo,  si  ragioherà  corne  al  n.^  51  e  si  troverà  : 

(6)  (a— 6+c— d)x-m=~am-f-6m-cm-l-dm. 

Or  toile  queste  formole  (1),  (2)...  (6)  mostrano,  ch^eper  moUiplica- 
re  un  polinomio  per  un  monomiOy  sia  posilivo  o  negativo^  basterà 
moUiplicare  ciasct^n  termine  del  polinomio  moUiplicando  pel  mo- 
nomio moUiplicatore,  s^guendo  le  regole  délia  mx)ltiplicazixme  dei 
monomii  (n.^  41),  e  scmere  V  un  dopo  Valiro  i  varii  prodoUipar- 
zialij  che  s'ottengono. 

S4«  Poniamo  ora  che  anche  il  moltiplicatore  sia  un  polinomio,  e 
supponiamo  che  s*abbia  a  moltiplicare  a^b+c— d  per  m+n^  dove  cia- 
scuna  lettera  rappresenta,  in  générale,  un  monomio  positivo,  Volendo 
primamente  indicare  quest*operazione  si  racchiuderà  ciascuno  de*po- 
linomi  dati  in  parentesi,  e  si  scriverà:  (a— b+c— d)  (m+n).  Per  tro- 
vare  quindi  la  regola  come  eseguire  algebricamente  questa  operazio- 
ne,  porremo,  per  un  momenio,  a— b+c-'d=3:P,  e  la  questione  sarà  cosi 
ridotia  a  dover  moltiplicare  P  per  m+n.  Ora  se  si  moliiplica  P  sol- 
tanto  per  m,  è  chiaro  che  il  prodotto  Pm.  che  s'ottiene,  à  minore  del 
vero,  perché  il  numéro  m  ë  minore  del  vero  numéro  m+n,  pel  quale 
si  deve  moltiplicare,  e  n'è  tanto  minore  per  quanto  l'indica  n  ;  quindi 
il  prodotto  Pm  è  minore  del  vero  per  quanto  è  l*aliro  prodotto  di  P 
per  n,  che  è  Pn,  e  perô,  il  vero  prodotto  sarà  Pm+Pn^  quindi 

(7)  P{mr\^)=Pmr\'Pn. 

Se  i  termini  del  moltiplicatore  fossero  più  di  due ,  e,  per  fissare  le 
idée,  fossero  tre,  come  in  p+ç+r,  si  puô  dimoslrare  che  P(p-fç-fT)= 
Pr'^Pq'\'Pr.  Imperciocchè,  potremo  ^pporre  q-fr=8,  e  allora  sarà 
P(î>+9+0=^(P+s)=Pp+P8;  ma  Ps=P  (ç+r )=Pq-|-Pr ,  quindi  flnal- 
menteP(p+q-i-r)=Pp+Pg-hPr.  Continuando  ilmedesimo  ragionamen- 
to,  si  troverà  che,  qualunque  sia  il  numéro  dei  termini  posiiivt,  di 
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cui  è  composto  il  moUipKcaiore,  il  prodotto  è  sempre  la  somma  dei 
diversi prodotti  parziali  del  moUiplicando  per  ciascun  termine 
del  moltiplicaiore.  Cosi  :  * 

(8)  p^p^q^r'\-S'\' . .  •)=J^-fP?4-Pr+Ps  +  • . . 

Supponendo  sempre  m  ed  n  due  monomii  posilivi,  il  primo  dfii  qua- 
li  sia  maggiore  del  seconde,  e  che  s'abbia  a  moltiplicare  P  per  m— n, 
si  dimoslrerà  col  medesimo  ragionameoto,  e  solo  cangiando  la  parola 
minore  io  maggiore^  che  ' 

(9)  Pimr-nj^zPmr-Pn. 

Questa  formola  vale  ancôra  quando  m<n  ;  imperciocchè,  corne  al 
n.®  52,  rnr-fy=—  {n-m)y  e  la  differenza  n-m  è  essenzialmente  posi- 
tiya.  Inonde  moltiplicare  P  per  m—n  è  lo  stesso  che  moltiplicarlo  per 
—  (n^-tn);  ma  per  eseguire  qaesta  seconda  operazione,  bisogna  ripe- 
tere Plante  Tolte  per  quante  ne  indica  il  valore  numerico  n-^m  del  mol- 
tiplicaiore, e  quindi  cangiare  il  segno  al  prodotto  ;  quindi  P  (m—n) 
=PX—  {7t-m)=^-P  (71-^)=-  {Pn-Pm)=Pmr-Pn,  e  perô,  corne  fo- 
leTasi  dimostrare,  la  formola  ^9)  vale  si  nel  caso  di  m>nf  come  nel- 
Tallro  di  m<n. 

SS.  Ora  se  il  moltiplicaiore  contenga  più  termini  posilivi  e  nega- 
tivi,  si  potrà  sempre  dividerlo  in  una  somma  di  termini positivi,  e  in 
nn*altra  di  termini  negativi;  cosi,  sep-g+r— s-ft. . .  è  il  moltiplicaio- 
re, esso  potrà  scriversi  nel  modo  seguenle  :  p+r+IH- .  •  •— (g-f8+ . . .  ), 
e  quindi  ponendo  per  un  momento 

(10)  p+r+«+  . . .  =m,    g+8+  •  •  =n , 

e  supponendo  ancora,  che  il  moliiplicando  sia  il  polinomio  rappresen- 
tato  da  P,  la  qaeslione  sarà  ridotta  a  moltiplicare  P  per  m—n^  il  che 
dà  per  prodotto,  secondo  la  formola  (9),  Pmr-Pn,  quindi,  seconde  la 
formola  (8),  e  sostiluendo  per  m  ed  n  i  polinomii  (10),  che  essi  rap- 
presentano,  si  à 

,  -.        {  P(p-q'{r-s-\-t . .  .)-Pp+Pr-^Pt . . .  -Pq-Ps  . . . 
^  ^        i  =Pp'-Pq'\'Pr'-Ps+PL.. 

Questa  formola  mostra ,  che  per  moltiplicare  un  polinomio  per  un 
allro,  bisogna  luolliplicare  il  primo  per  ciascun  termine  del  secoo- 
do,  e  poichè  per  moltiplicare  un  polinomio  per  un  monomio,  si  deve 
moltiplicare  ciascun  termine  del  polinomio  pel  monomio  (n.^  53), 
cosi  conchiudiamo  che  la  regola  per  moltiplicare  due  poli- 
nomii consisté  nel  moltiplicare  ciosct^n  termine  del  moliiplicando 
per  ciascun  termine  delmoltiplicatore,  secondo  le  regole  délia  mol- 
liplicazione  de'  mx>nomii\  e  scrivere  a  mano  a  mano  i  diversi pro- 
dotti  parziali f  che  indi  s'otlengono\  e  in  iine  ridurre  i  termini  simi- 
lij  se  pure  ve  n'abbiano. 

se.  D*oidinario,  nel  fare  la  molliplicazione  algcbrica  di  due  poli- 
nomii, si  (iispongono  quesli  allô  slesso  modo,  che  il  moliiplicando  e  il 
mollipiicatore  in  Arilmelica,  e  nel  tempo  slesso  ciascuuo  di  essi  si  or- 
dina  secondo  le  potenze  ascendenli,  o  decrescenti  d*mia  medesima  let* 
tera  principale,  si  come  si  vede  nel  seguenle 
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ËSBBirio.  —  Sia  da  moltiplicare  il  polinomio 

a*-3a56+4a*6*+2a6»-56*    per   2a*-3a6+*5*. 

Quesli  polînomii,  già  ordinali  secéodo  lepotenze  disceadenti  di  a, 
si  dispongono  corne  qui  appresso  : 

(12)  a*-3a»6+4a*6H2a6'   -Sb^  moltiplicando 

2n^—^ab    +46*  moUiplicalore 

2a«  -  6a»6  +  ^a^b^+ia'^b^  -10a'-6* 

-3a»6+  9a*52-i2a'V-6a26*  -MSa6' 

+  4a*b^-!2a^6Vl6a*5V8aftg  -20b* 

prodotto  2o«  -  9a«6  +  2ia*fc*-20a»fc^  +  23a65-206«. 

Tiratauna  linea  soUo  il  moltiplicatore,  si  scrive  immediatamente  al 
di  sotto  la  prima  riga  di  prodotLi  parziali ,  che  s*  ottengono  molUpli- 
cando  i  termini  del  moltiplicando  pel  primo  termine  2a*  del  molti- 
plicalore;  indi  nella  riga  segueDle  si  dispongono  i  prodotti  parziali 
del  medesimo  molliplicando  pel  secondo  termine  —  3ab  del  molti- 
plicatore, badando  di  scrivere  ciascun  prodotto  parziale  sotlo  al  suc 
simile,  a  fine  di  agevolarne  la  riduzione.  Finalmenle  si  scrive  la  terza 
riga  di  prodolti  parziali  del  molliplicando  per  Tullimo  termine  4b* 
del  moliiplicatore.  Falto  ciô,  si  tira  una  seconda  linea,  al  di  solto 
délia  quale  si  segaano  i  termini  risultanti  dalla  riduzione  di  ciascuoa 
colonna,  e  si  à  il  prodotto  cercato. 

SV.  Secondo  la  précédente  regola  délie  molliplicazioni  si  à  : 

(1 3)  (a+b)  (a+b),  o  sia  (a+b)*=a*+2ab+b* , 

(t  4)  (a-bj  (a-b),  o  sia  (a~b)*=a*-2ab+b* , 

(15)  (a+b)  (a-b)        =a*-b*  ; 

ediqaesteformolelaprimaciraoslra,  che  il  quadrato  délia  som- 
ma didue  quanlitàè  uguale  alla  somma  de"  quadrali  di  quesie 
quanliià,  piii  al  doppio  del  loro  prodotto  ;  la  seconda  ci  fa  vedere 
elle  il  quadrato  dolla  differenza  di  due  quaniità è  uguale  alla 
soinma  dei  quadrati  di  quesie  quantità,  mena  U  doppio  del  loro 
prodotto]  e  liiialmcnte  la  terza  dnsogna  cheit  prodotto  délia 
somma  per  la  diffcrenza  di  due  quantità  è  uguale  alla  diffe- 
renza  dei  quadrati  di  qucste  quantità. 

&^.  Esposia  la  regola  per  la  inoliiplicazione  de*  polinomii,  passe- 
remo  a  fare  le  se^uenli  osservazjoni  : 

1 .'  —  J{  prodotto  di  due  polinomii,  quando  non  à  termini  simili, 
deve  conlencr  tanti  termini.per  quanti  ne  indica  il  prodotto  del  nu* 
mero  dei  teimini  dol  molliplicando,  per  quello  de  termini  dH  molti- 
plicalore.  Cosi,  se  il  moltiplicando  contiene  4  termini,  e  3  ne  coniiene 
U  niolliplicalore»il  prodotlo  dovrà  contenerne  4x3  o  sia  12.  Impercioc- 
chè,  nel  fare  la  molliplicazione,  si  ripe  le  ciascuno  dei  4  termini  del 
moltiplicando  per  ciascuno  dei  3  del  moliiplicatore. 

2.*  —  Quando  dalle  molUpUcazioni  parziali  risultano  termini  si- 
mili, il  prodotto  cohterrà  un  numéro  di  termini  minore  di  quello 
indicato  neïïoss&rvazione  precedeiiteXoû  ucl^e^empio  (12)  delà.®  o6 
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il  namero  di  tennihi  del  prodotto,  se  non  vi  fossero  state  riduzioni  di 
termini  simili,  sarebbe  stato  4S  ;  mn  queste  riduzioni  avendo  avuto 
luogo,  il  delto  numéro,  s*è  ridotto  a  soli  G. 

3,^  —  Nel  prodoUo  di  due  polinomii  m  8ono  sempre  due  termini^ 
che  non  van  soggetti  a  riduzione]  e  son  quelli  che  contengono  la 
più  alla,  0  la  più  bassa  potenza  délia letter a rvipePo alla qua- 
le  8ono^  0  si  possono  intendere  ordinali  i  polinomii  ;  e  quando  sono 
ordinati,  allora  i  deiii  tennini,  che  non  van  soggetti  a  riduzione 
sono  il  primo  e  Tultimo.  La  ragione  di  queslo  fatto  è,  che  tutti 
gli  altri  termini  cbe  ^^engono  dopo  del  primo,  o  prima  deirullimo, 
conteogono  quella  letlera  principale  elevata  a  una  potenza  inferiore  a 
quella,  a  che  si  troya  elevata  nel  primo,  e  superiore  a  quella,  a  che  si 
troTa  eleyaia  nell*ultimo.  L*esempio  (12,  S6)  mostra  la  verità  di  que- 
sta  3.*  osseryazione. 

4.*  —  Il  grado  del  prodotto  di  due  polinomii  è  vg^iale  aUa  som- 
ma de'  gradi  d€  faltori.  —  Imperciocchè  il  grado  di  ciascun  termine 
del  prodotto  è  uguale  alla  somma  dî  quelli  del  moltiplicando  e  del 
moltiplicatore  da  oui  dériva  (n.^  44);  e  siccome  il  grado  d*un  polino- 
mio  è  uguale  a  quelle  di  quel  suo  termine,  che  è  innalzato  al'massimo 
grado,  ne  il  prodotlo  d*un  tel  termine  de)  moliiplicando  per  Tanalo- 
go  del  moltlplicatore  va  soggetto  a  riduzione,  cosl  sarà  pure  questo 
prodotto  il  termine  di  più  alto  grado  del  polinomio  prodotto ,  il  oui 
grade  sarà  appunto  quello  di  questo  termine,  e  sarà  perciô  eguale  alla 
somma  dei  gradi  de*  corrispondenti  termini  del  moltiplicando  e  del 
moltiplicatore,  cioè  alla  somma  de'  gradi  di  questi  polinomii. 

S.*  —  Il  prodotto  di  due  polinomii  omogenei  è  ancVesso  omoge- 
neo.  —  La  ragiooe  è  queila  stessa  addotta  in  principio  deirosservazio- 
ne  précédente,  e  dérivante  dal  n.^  43. 

^EZIONE  VI. 

Délia  diviswnc  de'  polinomii. 

S9.  L*oggetto  délia  divisione  di  due  polinomii  è  quello  di  trovarne 
un  terzo  (il  quoziente),  il  quale  moltiplicato  per  uno  de* polinomii 
dati(il  divisore)  riproduca  l'altro  polinomio  (il  dividende).  Mes- 
sa  questa  deOnizione,  supponiamo  che  i  polinomii  dati  sieno  : 

Dividendo  il=2ac«-9aaî*4-21  a*x*-20a»a55+23a»a5-20a«, 
Divisore     B=cc*-3aa5'-i-4a*a5H2a*a5-5a* , 

ordinati  seconde  le  poienze  discendenti  délia  lettera  x.  Per  trovare  il 
qaozienle  Q,  se  vi  esiste,  ra$;ioneremo  come  segue  :  seconde  la  defl- 
niziene  précédente  deve  essere  il  polinomio  A  prodotto  dei  due  BeQ, 
quindi  deve  contenere  tutti  quei  termini,  che  nascono  dalla  meltipli- 
cazione  di  questi  due  polinomii.  e  deve  contenerli  ridotti  o  pur  no;  i 
primi  sene  la  riduzione  a  un  solo  di  più  prodotti  parziali,  i  secendi, 
non  soggetti  a  riduzione,  sono  1*  immédiate  risultaroente  délia  molti- 
plieaziene  di  un  termine  di  B,  considerato  come  moltiplicando,  per 
nn  termine  di  Q,  censiderato  come  moltiplicatore  (n.^  58,  l**.  e  2".). 
Or  quando  il  polinomio  date  JS,  e  il  cercato  Q  sono  ordinati  seconde 
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le  poteoie  d*una  medesima  lettera,  sappiamo  (n.^  S8,  S.*),  ohe  i  pri- 
mi  tennini  di  questi  polinomii  dànoo  quel  termine  del  loro  prodotto, 
che  non  si  riduce  con  alcun  altro^quindi  ne  conseguita,  che  essendo 
anche  A  ordinato  secondo  le  potenze  délia  medesima  lettera ,  il  suo 
primo  termine  2cc^  deve  nascere  dalla  immediata  moltiplicazione  del 
primo  termine  x*  di  B  pel  primo  termine  di  Q,  e  perô  questo  primo 
termine  sarà  il  quoziente  di  2a)^  per  x^ ,  cioè  sarà  2x'.  Or  se  queslo 
primo  termine  si  moltiplichi  per  tutli  quelli  del  divisore  J3,  e  i  prodotti 
parziali  si  tolgano  dal  dividendo  A,  s*ayrà  un  residuo  E,  che  sarà  un 
altro  polinomio,  il  quale  deve  contener  tutti  gll  altri  prodotti  parziali, 
che  nascono  moltiplicando  i  termini  dello  stesso  divisore  B  per  tutti 
gli  allri  termini  di  Q,  i  quali  vengon  dopo  il  j)rimo,  e  che  bisognerà 
cercare.  Per  ci6  s'osserva  che,  dovendo  il  residuo  R  essere  il  prodotto 
di  B  per  gli  altri  termini  del  quoziente  Q,  si  tratterà  di  dividere  R  per 
J3;  e  perô  tenendo  lo  stesso  ragionamenio,  ne  risulterà  che  si  dovrà 
dividere  il  primo  termine  di  R  pel  primo  di  JS,  e  s'ayrà  un  secondo 
termine  del  quoziente,  Il  quale  termine  si  moltiplicherà  per  B,  e  i  pro- 
dotti parziali  si  toglieranno  da  R,  e  s'avrà  un  secondo  reste  R\  sul 
quale  si  ragionerà  come  si  èragionato  per  it,  e  cosl  appresso.  Da  ciô 
nediscendela  seguente  regola  per  la  difisione  di  due  poli- 
no  m  i  i  :  si  ordinino  quesli  polinomii  secondo  le  potenze  d'una  stes- 
sa  leUera;  indi  sidivida  U  primo  termine  del  dividende  pel  pri- 
mo de{  divisore,  s'avrà  cosiU  primo  termine  del  quoziente ^  il 
quale  termine  si  moUiplicherà  per  tutli  queUi  del  divisore^  e  i  pro- 
dotti parziali  si  toglieranno  dal  dividende  ;  s'avrà  un  resto^  U  eut 
primo  termine  si  dividerà pel  primo  deldivisore^es'avràU  se- 
condo termine  del  quoziente,  il  quai  termine  si  moUiplicherà  per 
tutli  queUi  del  divisore,  e  i  prodi)Ui  parziali  si  togliera/nno  da  quel 
reste;  s'avrà  cosi  un  secondo  reste ,  su  cui  s'opererà  come  sul  pri- 
mo, e  cosi  appressOy  fine  a  che  si  giunga  ad  un  reste  nuUe,  o  pure 
a  un  reslo,  il  oui  primo  termine  non  sia  piii  divisibUe  pel  primo 
del  divisore. 

eo.  ÂvvERTENZA.  —  Slccomo  por  sottrarre  un  termine  gll  si  deve 
cambiare  il  segno,  cosl  nel  fare  la  moltiplicazione  del  divisore  per  un 
termine  del  quoziente,  s*avrà  cura  di  scrivere  coi  segni  carobiati 
i  prodotti  parziali,  doVendosi  questi  sottrarre.  La  pratica  di  questa  re- 
gola è  indicata  dal  seguente  esempio  : 

2a5*-9aac»4-2 1  a«œ*-20a V  +23a'x-20a*  Dividende . 

-2ag^+6aag^-  8a*ag*-  4o^as^-hl0a*x^ 

-3aaî*-f  1 3a«a;*-24aV+10a^x«+23o«œ 
+3aog*-  9a'sc*-i-12a'^oc^+  6a*ag^-15a^a; 

4a*x*-l2aV-hl6a*ac«+  Sa^X'-2Qa^ 
-ia*x*+12a'*x^-16aV~  Ja^x-hlOa^ 

œ*-3aa5'*+4a*x*+2a^œ-5a*  Divisore 


2œ^— 3ax  +4a*  Quoziente. 

Trovato,  come  sopia  è  detto,  il  primo  termine  2x*  del  quoziente,  si 
à  moltiplicato  per  i  termini  del  divisore,  e  i  prodotti  paniali  2x^ , 
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-600)*,  eo.  soDO  staii  scritti,  col  segni  mutati,  sotto  i  loro  termlni  si- 
mili, che  sono  nel  dividendo,  a  fine  di  agefolare  la  riduzlone;  la  qua- 
le,  esegulta,  à  dato  luogo  al  primo  resto,  o  secondo  diyidendo  pania- 
le  — 3aa^+13a^*—  ec. ,  e  qulndi  si  è  coatinuata  la  divisione,  corne  lo 
mostra  l'esempio,  e  si  è  avuto  per  ultimo  resto  zéro. 

61.  OssBRVAzioNE.  —  lo  Ofdine  alla  diTisione  di  due  polioomii  si 
pu6  osservare  quanto  sepie  :i.^  il  grado  del  quozienle  di  due  poli* 
nomii  è  ugiiale  alla  differenza  ira  queUo  del  dividendo  e  quéllo  del 
divisore;  imperciocchè,  considerato  il  dividende  come  ilprodotto  del 
divisore  pel  quosiente,  il  suo  grado  è  uguale  alla  somma  de'  gradi  di 
qoesti  due  polinomii  (n.^  58,  oss.  i*").  2.^  n  quoziente  di  due  polU 
nomii  omogenei  ë  ancKesso  omogeneo:  cîô  risulta  dairosservazio- 
ne  5/  dello  stesso  n.^  58.  3.^  Perché  la  divisione  di  d/ue  polinomii 
sia  possibUe,  è  d*uopo  che  il  primo  iermi/ne  del  dividendo^  e  queUo 
di  dascuno  de'  resU  successim  sien  sempre  dimsibili  pel  primo  del 
divisore.  E  siccome  i  polinomii  dati  possono  essere  egualmenle  ordl- 
nati  secondo  le  potenze  discendenti,  o  secondo  le  ascendenli,  e  in  que- 
sto  seconde  caso  i  termini  bhe  prima  erano  ultimi  divengon  primi,  e 
airopposto,cosl  è  rhecessario  anche,  che  VuUim^  termine  del  dividen- 
do,  e  queUo  di  ciascv/n  reàtOy  sia  divisUyile  per  Vultimo  del  divisore. 
Per  aliro  queste  condizioni  sono  necessarie,  manonsempre  suf- 
fi c  i  e  n  t  i.  Cosi  nel  dividere  a^— 3a6+b'  per  a~b,  si  potrebbe  credere 
possibile  la  ditisione,  perche  il  primo  termine  a*  del  di?idendo  ë  di< 
f  isibile  pel  prioio  a  del  divisore,  e  l'ultimo  b*  per  Tultimo  6  ;  ma  nel 
fatlo  non  ë  cosi,  perché  si  irova  per  re4o  -6*. 

4.^  Jn  grado  del  resto  délia  divisione  di  d/ue  polvifiomu  ë  sem/pre 
inferiore  a  queUo  del  divisore^  imperciocchè,  se  fosse. maggiore,  o 
anche  uguale,  si  potrebbe  continuare  a  dividere, 

5.®  Quando  nel  dividere  due  polinomii  si  ë  giunti  a  un  resto  di  gra- 
do inferiore  a  quelle  del  divisore,  la  divisione  non  ëpiù  possibile.  In 
questo  caso  si  usa,  come  in  Arltmetica,  di  indicare  questa  divisione 
in  forma  di  frazione,  e  aggiugner  questa  al  quoziente  incompleto.  Cosi 
dividende  ioc'+Sa;*— 3flc— 8  per  œ*— 3a5-H2,  si  trova  4a5+17  per  quo- 
ziente incompleto,  e40x-42per  resto;  quindi  per  comple- 
tare  il  quoziente  s'aggiugne  al  quoziente  incompleto  un'espressione 
in  forma  frazionaria,  il  cui  numeratore  è  il  resto,  e  il  denominatore  ë 
il  divisore,  e  si  scrive: 

4x^4- 8ag»-~3ap-8     ,  40ag-42 

œ«-3xH-2      -*^+"  +  x»-3aH.2" 

Abbiamo  qui  Tesempio  d'una  frazione  algebrica  in  termini  po* 
linomn. 

es.  A  complelare  i  casi  ordinarii  délia  divisione  de*  polinomii,  con- 
sidereremo  quelli,  in  cui  uno  de'  polinomii  dati  è  un  monomio.  Quindi 
l.^seildividendoètinmonomio,  eil divisore ttnpolinomio,  la 
divisione  è  impossibile;  imperocohë  il  quoziente,  se  par  vi  fosse, 
dovrd)be,  per  lo  mono,  essere  un  monomio»  il  quale,  moltiplicato  pel 
divisore,  che  è  un  polinomio,  darebbe  un  altro  polinomio,  che  non 
potrebbe,  per  ciô,  eguagliar  giammai  il  dividende,  che  è  un  mono- 
RuBiNi  Elem.  d*  Algebra.  4 
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mio.  2.^  Se U dMdendo  èwi  pollnomio,  eildivlsoreun  mo- 
nomio,  è  d^iiopo,  perché  la  dmsUme  sia possibUe,  che  fl  mono- 
mio  divida  dascun  termine  del  polinomio\  imperocchè /considé- 
ra to  il  diyidendo  corne  un  prodotto,  di  cui  un  fattore  è  il  dato  divisore 
monomiOy  ne  segue  che  i  termini  del  diyidendo  sono  i  prodoUi  di  quel 
monomjo  per  ciascun  termine  del  polinomio  quoziente,  e  perô  i  ter- 
mini di  questo  detono  essere  i  quozienti  di  quelli  del  dividende  pel 
monomio  divisore.  Cosl  : 

(12a»6«-15a«6«H-  9a6*)  ;  3a6»=4a*-5a6H-36«  ;  o  vero 
12a»6*-15aW+9a6*=3a6«  (4a«-5a6+36*). 

es.  Con  le  regole  délia  divisionê  ditnostreremo  il  seguente 
Teorema.  —  Sténo  x  ed  a  due  quanHtà  qualunque,  ed  m  un  nu- 
méro inlero  e  posilivo  ;  dico  che  la  differenza  x"— a"  sarà  sem/pre 
divisibile  per  to  differenza  x— a. 

Questa  proposizione  è  già  vera  pel  caso  in  cuim=2,  perché  sappia- 
mo  (n.®  57)  formola  (15),  che  x*-a*==(a;-a)  (aî+a),  e  perciô  (x*-a*)  ; 
(œ-a)=a5+a.  Eseguendo  poi  la  divisionê  di  x'— a* ,  x*-a* ,  ec.  per 
X— a,  seconde  le  regole  esposie,  troveremo  sikilmente  dei  quozienti 
esatti,  e  propriamente 

(x'-a')  :  (x-a)=x*+ax  +a* , 
(x*-a*)  ;  (x-a)=x*+ax*+a*x+a' ,  ce, 

^  che,  anche  per  questi  casi  il  teorema  è  veriflcato.  Ha  per  dimostrar- 
lo  pel  caso  générale,  in  cui  m  dinota  un  qualunque  numéro  intero  e 
positive,  ossenreremo  primamente,  che  i  quozienti  précèdent!  se^^on 
tutti  una  medesima  legge,  vale  a  dire,  che  sono  essi  de'polmomu  or- 
dinali  seconda  le  potenze  discendenti  di  x,  moUiplicate  rispettiva- 
m,ente  per  le  ascendenti  di  a  ;  comincicmdo  con  wna  potenza  di  x 
inferiore  per  un'wnità  a  quella  del  dividendo,  e  terminando  conuna 
egual  potenza  di  a.  Per  modo  che,  per  induzione,  si  pu6  coachiu- 
dere  che 

(1)         =a5^«+ax"^*-ha*aD~-*  •  . .  +a'*-*x+a'*-'  , 

^  '  X— a 

doye  il  seconde  membre  è  il  quoziente  indicato  dal  primo.  E  coi  fatto 
è  cosi  ;  imperocchè,  se  molliplichiamo  quel  seconde  membre  pel  di- 
visore X— a,  la  moliiplicazione  pel  primo  termine  x  ci  dà  il  polinomio 

aî~+ox^*+a«x^*+ H-a'^-^x^+a'^x , 

e  quella  per  -a  dà  un  altro  polinomio,  i  cui  termini  son  tutli  negati- 
yi,  e  propriamente 

-ax^*-a*af^* -a"^*x*-a*^*x-a"* , 

e  sono  in  numéro  m,  come  quelli  del  précédente,  con  la  differenza 
che  il  primo  termine  di  questo  seconde  polinomio  e  uguale  al  se- 
condo  del  primo,  il  seconde  al  terzo,  il  terzo  al  quarto,  e  cosl  appres- 


GONTINUAZIONB  DILLO  STES80  ABGOMENTO  Î7 

so,  6  rulUmo  termine  -a"*.del  secoodo  polinomio  non  ayrà  Teguale 
Del  primo.  Laonde,  sommando  que*  due  polinomii,  per  avère  il  pro- 
dotto  cercato,  non  restera  che  a^-a^,  cioè  il  dividende.  Perlante  ri- 
mane  dimostrato  Tenunziato  teorema. 

St.  Se  nella  formola  (1)»  poniamo  a=l ,  qualuoque  potenza  di  a 
sarà  pore  uguale  ad  1 ,  e  perû  sarà  : 

(2)  — 7-=aî"^'+aî^*+a5"^' ....  +aH-!. 

LEZIONfi  VII. 

CordinuaiUme  déilo  sti^o  argùïaenio. 

es.  1  cas!  di  divisione  precedentemenie  considerati  son  quelli  che 
d'ordinario  an  luogo  ;  perô  ve  n*à  dei  particolari,  che  pur  giova  sape- 
re,  e  che  qui  appresso  ci  faremo  ad  esporre.  Ma  pria  di  tuUo  è  d'uo- 
po  premellere,  che  talvolta  avvieue  che  in  un  medesimo  polinomio  si 
trovino  più  termini  contenenti  la  siessa  potenza  di  quella  lettera,  ri- 
spetlo  alla  quale  il  polinomio  vuolsi  ordinare  ;  cosl  nel  polinomio 

vi  sono  tre  termini  contenenti  as' ,  due  contenenti  sc^ ,  e  uno  conlenen- 
te  X.  In  tal  caso,  per  readere  più  agevoli  le  operazioni,  si  racchiudo- 
no  in  una  parenlesi  tulli  i  coefficienti  délia  siessa  potenza ,  ordinan- 
doli  seconde  le  potenze  d'un'altra  lettera  comune  (la  a  nel  caso  attua- 
le)  e  si  scrive  : 

(2)  (a«-h2a6-6*)x'^-(5a»-4a«6)x*-5a»6*aH-a»-&» , 

avendo  messo  il  segno  meno  innanzi  al  coefficiente  di  x^ ,  ))er  la  rego- 
la  indicala  al  n.^  21.  Questo  polinomio  si  suole  ancora  scrivere  come 
qui  appresso  : 


a* 


+4a*6 


œ*-5a*6*a5+o' 
-6». 


(3)  +206 

6e.  Qualunque  sia  quella  délie  due  formole  (2)  e  (3),  che  si  voglia 
adoperare,sichiamerà  coefficiente  complesso,  osoltanto  coef- 
ficiente délia  letlera,  che  è  fuori  délia  parentesi  nella  (2),  o  dopo  la 
retta  verticale  nella  (3),  tutto  il  polinomio  ch'è  racchiuso  nella  paren- 
tesi, 0  che  précède  la  verticale  ;  per  modo,  che  dinolando  con  A  il  coef- 
flcienle  di  a?',  con  B  quelle  di  x*,  con  C  quelle  di  x,  e  ilnalmente  con  D 
il  binomio  a'-b' ,  che  non  moltiplica  alcuna  polenza  di  se,  il  poUno- 
mio  (1),  scrilto  nelFuna,  o  neiraltra  délie  forme  (2)  e  (3),  si  suole  rap- 
presentare  più  semplicemente  cosl  :  ix'+Bœ^+Cas+P,.  e  si  dice  che 
ë  ordinale  rispetto  alla  lettera  x,  edèdelS^  grado  rispel- 
to  a  questa  stessa  lettera  ;  montre  in  sostanza,  rispetto  a  questa  lettera 
e  a  lutte  le  altre  contenule  in  A,  B,  C,  D  puô  esser  di  grado  maggio- 
re,  com'è  appunto  in  questo  caso,  in  cui  il  grado  del  polinomio  (1;  ri* 
spetto  a  tutte  le  lettere  è  il  quinio  (n.^  46).  In  générale 9 
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quando  un  polinomio  è  ordinato,  al  modo  ora  indieato,  secondo  le  po- 
tenze  decrescenti  d'una  medesima  lettera ,  il  grado  di  questo  polino- 
mio rispetto  a  quella  lettera,  è  quello  stesso  del  primo  termine,  il  quale 
è  del  grado  più  elevato. 

ev.  Posto  ciô,  supponiamo  dati  a  diyidere  due  polinomii,  Ton  dei 
quali ,  e  propriamente  il  dividendo,  contenga  la  lettera  x^  che  non  è 
contenuta  nel  tempo  stesso  nel  divisore:  in  tal  caso  è  vantaggioso  or- 
dinare  il  polinomio  dividendo  rispetto  alla  x,  Per  iissar  le  idée  sup- 
porremo  che  rispetto  a  questa  lettera  il  dette  polinomio  sia  del  3^  gra- 
de, in  modo  che,  ordinato  corne  è  dette  al  n.^  précédente,  prenda  la 
forma  Ax^+Bx^+Cx+D,  essendo,  in  générale,  A,  B,  C,  D  dei  coeffi- 
cient! complessi,  che  non  conlengono  a;,  o,  corne  suol  dirsi.  che  sono 
indipendenti  daac.  Dinotiamo  con  M  il  divisore,  il  quale,  per  ipo- 
tesi,  non  contiene  œ,  ma  conliene  quelle  stesse  lettere,  che  sono  in  il, 
B,  G,  D.  Posto  ci6,  se  la  divisione  è  possibile,  il  quoziente  dev'esser 
taie  che,  moltiplicandolo  per  M.  riproduca  tutti  quel  termini  del  divi- 
dende, che  son  rappresentati  dall'unico  termine  complesso  Ax^  ;  si- 
milmente  tutti  quelli  rappresentati  daU'altro  Bx'^ ,  e  cos)  appresso  : 
laonde  il  primo  termine  del  quoziente  deve  conlenere  x^  (che  non  ë 
nel  divisore  M)  moltiplicato  pel  quoziente  di  A  per  iff  ;  similmente  il 
secondo  termine  deve  contenere  a;^  moltiplicato  pel  quoziente  di  B 
per  Jlf,  e  cosi  per  gli  altri  termini.  Vale  a  dire  che  per  poler  essere 
possibile  la  divisiohe,  nel  caso  che  consideriamo,  ciascun  coefjflcien' 
te  convplesso  A,  B,  C,  D  dev'essere  separatmnente  divisiMepel  di- 
visore M;  e,  verificata  questa  condizione,  si  forma  il  quoziente  divi- 
dendo A  per  H,  e  moltiplicando  il  quoziente  per  la  slessa  poienza 
di  X,  che  moUiplica  A  nel  dividendo^  e  cosl  per  gli  altri  termini. 
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Si  divide  il  coefflciente  di  x^  pel  divisore ,  poi  quello  di  a; ,  e  flnal- 
mente  il  comple&so  dei  termini  indipendenti  da  œ,  e  Bi  trova,  corne  si 
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vede  dair  esposto  calcolo,  per  primo  quoziente  a^  +  ab  —  26* ,  per 
secondo  a*+6*,  e  per  lerzo  a+fr;  si  chc  la  divisione  è  possibile,  e  il 
qaoziente  cercato  ë  quello  che  vedesi  scritto. 

68.  Poniamo  ora,  che  abbiansi  a  dividere  duepolinomii,  che  ordi-< 
nati  rispelto  alla  stessa  lettera  x .  risullino  del  4^  grado  il  primo ,  e 
di  2^  grado  Taltro,  e  abbiano  enlrambi  coefflcienti  complessi  (n.^  66); 
per  modo  che,  dinotandoli  con  ito^+Boc'+Coc^-flte+E:  A'as^+B'flp+C', 
i  coefflcienli  A,  B .  . .  ,  A\  B',  C  sieno,  in  générale,  allrettanti  poli- 
nomii  contenenti  tuU*altra  lettera,  fuori  che  la  x:  trattasi  di  troyare il 
quoziente.  Se  queslo  esiste.  egli  è  chiaro  che,  rispetto  alla  stessa  let- 
tera X,  non  pud  esser  altrimeAte  che  del  2^  grado  ;  perocchè  se  fosse 
di  grado  superiore  o  inferiore,  ordinandolo,  e  moUiplicandolo  pel  divi- 
sore  ii'x*+ec. ,  s'avrebbe  un  prodotto,  il  cui  primo  termine,  che  noq 
si  riduce  con  niun  altro  (n.^  S8,  3®)  risulterebbe  di  grado  superiore  o 
inferiore  al  4^,  e  quifidi  tutto  il  prodotlo,  essendo  di  questo  medesimo 
grado,  non  potrebbe  giammai  eguagliareil  dividende  isc*+ec.,  che  è 
del  4^  grado.  Laonde  il  quoziente,  dovendo  essere  del  2^  grado  rispet- 
to a  œ,  dovrà  avère  il  primo  termine  délia  forma  Mx^  (n.®  64)  ;  questo 
primo  termine  molliplicato  pel  primo  A'x^  del  divisore  deveriprodur- 
re  il  primo  Aoc^  del  dividende,  il  che  non  puô  avvenire  se  non  è  ilfxA' 
=A;  vale  a  dire  cheJlf  dev'esscre  il  quoziente  di  A  per  A'. 
Pertanto  si  troverà  il  primo  termine  del  quoziente,  divi- 
dendo  il  coeffidente  complesso  del  primo  termine  deldiiidendo  per 
quello  del  divisore,  e  moUipliccmdo  il  quoziente  per  quello  délie  po- 
tenze  deUa  lettera  principale  x,  corUemite  in  detti  primi  termini. 

Trovalo  questo  primo  termine,  e  moltiplicatolo  per  tutti  i  termini  del 
divisore,  si  sotlraggono,  secondo  il  consuelo,  i  prodotti  parziali  dal 
dividende ,  e  si  à  un  resto,  sul  quale  si  ragiona  corne  se  fosse  un  no- 
yo  dividende,  e  si  conchiuderà  che,  per  avère  un  secondo  termine 
del  quoziente,  dovrà  dividersi  il  primo  termine  di  questo  reste  pel  pri- 
mo del  divisore,  e  cos)  appresso,  corne  nel  seguente  esempio  : 
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Si  ë  primamente  dinso  a*  —  a6  —  26'  per  a  ~  2b ,  e,  «segaendo  la 
regola  (  n.^  59,  )  si  è  trovato  per  quoziente  a  +  b,  cbe  si  è  scritto 
corne  coefficiente  del  primo  termine  del  quoziente,  e  quindi  accanto 
ad  a  +  b  si  è  scritlo  x,  quotiente  di  x^  per  x*.  Fatto  ciô,  si  è  molti- 
plicato  tutto  il  divisore  per  (a+2b)x ,  cominciando  la  moltiplicazione 
dal  secondo  termine  {a^  +  ab)x,  perché  quella  pel  primo  avreb- 
be  dovuto  necessariamente  dare  per  prodotlo  tutto  il  primo  termine 
del  dividende,  il  quale,  per  sotlrazione  sarebbesi  annullato  ;  è  per  ciô 
cbe  non  si  è  scrilto  quel  prodotto,  ma  si  è  passato  immediatamente  a 
fare  la  moltiplicazione  pel  secondo  termine  del  divisore,  e  il  prodotto. 
con  i  segni  cambiati,  si  à  scritto  in  lin'ea  solto  il  secondo  termine  del 
dividendo;  similmenle  si  è  fatto  pel  terzo  termine  del  divisore;  indi, 
falla  la  riduzione  dei  termini  simili,  si  è  ottënuto  il  primo  reste,  il  cui 
primo  termine,  seguendo  lo  ^tesso  andamento,  si  è  divise  pel  primo 
del  divisore,  e  si  è  otlenuto  per  quoziente  a*  — b',^che  è  il  secondo 
termine  del  quoziente  cercato.  Finalmente  si  è  moUiplicato  il  di? isore 
per  questo  secondo  termine  a*  —  b*,  cominciando  dal  secondo  ter- 
mine del  divisore,  per  la  stessa  ragione  di  sopra,  e  i  prodotti,  coi  se- 
gni cambiati,  si  sono  scrilti  in  corrispondenza  sotto  il  secondo  e  terzo 
^rmine  del  reste,  e,  fatta  la  riduzione  dei  termini  simili,  si  è  ottënuto 
zéro  per  reste. 

69.  OssBRYÀZioNB.  —  Dagli  esempi  esposti  nei  due  numeri  prece- 
denti  si  scorge  che,  nel  caso  délia  divisione  di  polinomii  a  coefficienti 
complessi,  Toperazione  si  riduce  ad  altre  division!  parziali  di  polino- 
mii a  coefïïcienti  incomplessi,  le  quali  finalmente  si  riducono  alla  di- 
visione de*  mooomil. 

Vil.  Dando  uno  sguardo  sulle  operazioni  algebriche  sin  qui  esposte 
si  pu6  agevolmente  scorgere  quale  sia  la  diflérenza  tra  quelle,  e  le  ana- 
loghe  operazioni  aritmeticbe.  L'Aritmetica  esegue  operazioni,  perché 
calcola  su  valori  individuati,  e  per  eseguirle  non  dimanda  altro,  che  i 
numeri  sieno  omogenei  ;  fatte  le  operazioni  richieste  dalla  natura  délia 
questione,  présenta  un  altro  numéro  individualo,  il  quale  perciô  non 
fa  più  vedere  ne  gli  elementi  che  lo  an  composte,  ne  le  operazioni  che 
si  son  dovute  fare  su  quegli  elementi  per  avère  il  numéro  cercaio  ;  in 
fine  l'Aritmetica  non  fa,  perché  non  puô  fare,  certe  operazioni,  che  so- 
no discordanti  con  la  natura  de'numeri,come  p.e.  quella  di  voler  sot- 
trarre  un  numéro  maggiore  da  un  minore.  L'ÂLlgebra  poi,  non  avendo 
a  calcolare  su  valori  determinali  e  individuati,  mdica  le  operazioni  a 
fare  su  quel  valori  quando  fossero  individuati ,  secondo  la  natura 
délia  questione,  o  pure  trasforma  quelle  prime  operazioni  in  altre,  che 
conducono  allô  stesso  risultamento  :  è  cosi  appunto  cbe  le  operazioni 
indicate  nella  formola  a  — (b-c)  le  trasforma  in  quelle  indicate  dalFal- 
tra  a— b+c,  e  in  questa  trasformazione  consiste  la  sottrazione  algebri- 
ca  (n.^  24)  ;  dicasi  altrettanto  per  le  altre  operazioni.  Con  le  successive 
trasformazioni  si  giunge  a  un  uUimo  risultamento,  che  se  non  mostra, 
in  générale, tutti  gli  elementi,  che  entravano  nelle primitive  operazioni , 
fa  perô  vedere  quali  operazioni.  e  su  quali  degli  elementi  dati  si  dévo- 
ue fare,  quando  i  valori  di  quegli  elementi  sono  individuati.  per  otte- 
uere  quel  che  si  cerca  :  cosi  neiresempio  del  n.^  25,  con  successive 
trasformazioni  délie  operazioni  indicate  da  quel  quattro  polinomii,  e  su 
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que'  polinomii,  si  è  giuntl  al  finale  risultamento  4a+4b— 2d,  che  pré- 
senta un  mixior  numéro  di  operazioni  a  fare  successivamente  sopra  un 
numéro  di  élément!  minore  del  date. 

Or  TAlgebra  nulla  sapendo  sul  valore  flelle  grandezze  messe  a  cal- 
colo,  e  comunque  sia  adempiuta  la  legge  d'omogeneilàj  puô  indicare 
délie  operazioni»  che  talTolta  possono  non  essere  aritmeticamente  pos- 
sibili  (n.^  28)  ;  allora  è  che  TAlgebra^  ritenendo  le  stesse  deflnizioni 
aritmetiche  délie  operazioni/ dà  loro  un'estensione  maggiore,  e,  com- 
binando  legittimamente  i  suoi  particolari  princlpi,  dà  origine  a  certi 
siogolari  risultamenti,  come  quei  che  dàn  luogo  a  quelle  distinzioni  di 
quantité  positive  e  négative ,  e  ad  altri ,  che  andremo  appresso  a  Te- 
dere ,  e  che  Y  Aritmetica  non  pnô  riconoscere,  percha  non  usa  quei 
princlpi,  ne  quelle  stesse  généralité  deU'Algebra,  ma  si  limita  a  consi- 
derare  soitanto  numeri,  e  operazioni  possibili. 

LEZIONE  VllI. 
DeUe  fraxioni  algehriehe, 

n.  Ne'  numeri  49  e  62  abbiamo  fatto  notare  come  una  divisione, 
impossibile  ad  aver  luogo,  dava  origine  aile  frazioni  algebriche,  allô 
stesso  modo,  che  la  medesima  operazione  in  Aritmetica  dà  origine  aile 
frazioni  numeriche.  Pertanto  diremo  frazione  algebrica  ognie- 
spressione,  che,  in  simboli  algebrici,  accenna  una  divisione,  che  non 
si  è  potuta  0  non  si  è  voluta  fare,  e  à  quella  stessa  forma,  con  che  si 

rappresenta  la  frazione  nnmenca.  Cosl  :  -r- ,  T—rr-  »  -îtt-  »  ^^'  sono 
^  6     4  a6*c      2àb 

altretlante  frazioni  algebriche.il  monomio,  o  polinomio  scritto  sulla  li- 
nea  orizzonlale  si  chiama  numeratore,  e  quello  segnato  al  di  sotto 
si  chiama  denominatore. 

12.  Quando  allelettere  si  sostituissero  numeri,  ciascuna  délie  espres- 
sioni  précèdent!  diverrebbe  una  frazione  numerica,  sulla  quale  potreb- 
ber  farsi  quelle  trasformazioni,  di  cui  in  Aritmetica  si  à  parlato  ;  ma, 
senza  che  valori  particolari  sieno  assegnati  aile  lettere ,  si  possono , . 
talvolta,  operare  sulle  frazioni  algebriche  quelle  stQ^se  trasformazioni 
che  si  fanno  sulle  numeriche.  In  fatti,  poichè  le  prime  rappresentano, 
come  le  seconde,  il  quoziente  d'una  divisione,  il  quale  non  s*alte- 
ra  molUplicando  o  dividendo  il  dividende  e  il  divisore,  o  sia  il  nume- 
ratore e  il  denominatore,  per  un  medesimo  fattore,  cosl  quaiora  i  ter- 
mini  iïima  frazione  algebrica  avesser  dd  foMori  comun%  questt  si 
potranno  sopprimere  ;  perché  ciô  è  lo  stesso  che  diyidere  entrambi 
quei  termini  per  questi  fattori  comuni  :  in  questo  modo  s'ottiene  una 
frazione  di  forma  pià  semplice,  che  sarà  la  più  sempiice,  quan- 
do si  sono  soppressi  tutti  i  fattori  comuni  ;  cioè  quando  i  detti  ter- 
mini sono  stati  divisi  pel  loro  massimo  diviser  comune.  Cosl 

9  d'b'cd 
nella  frazione  .^   >.  ^  i  due  termini  ànno  per  fattore  comune  3a'6c, 

12  a*6c*  ^ 

e  sopprimendolo  il  numeratore  diviene  36^,  e  il  denominatore  4ac, 
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si  che  Tçr-sm=-i — .  Similmente  nella  frazione--; ^  vi  è  il 

12a'6c*     4ac  IS(cH-c)* 

fattore  5(a-f-c)  comune  ai  due  termiai,  percha  a*— c*=(ch-c)  (a— c), 
e  (a+c)*=(a+c)(a+c)  (n,®  57);quindi,  soppresso  quel  fallore  comune, 

,     . ,  5  (a*-c^)  _   g-c 

*  15(a4-c)-"o(a-|-c)' 

Ora,  per ciô che riguarda la  riduzione  d'una  frazione  a  più 
semplice  espressione,  quando  i  suoi  termini  sono  monomii, 
puô  stabilirsi  la  seguente  regola:  si  diimtono  i  coe/Tk^ientt  n/i^77ie- 
nd  pel  loTo  rnammo  dimsore  camv/ne;  si  sopprimano  le  lettere  che, 
essendo  le  stesse,  wrmo  gli  stessi  esponenti  ne*  due  termini  i  quelle 
lettere  poi  che ,  essendo  cmche  le  stesse ,  àrmo  diversi  esponenti  si 
scrivano  in  quello  dei  termini^  ove  si  trovano  con  Vesponefnte  mag- 
giore^  e  diasi  a  dascuna  un  esponente  eguale  alla  differenza  tra 
qibeUi  che  à.  ne'  due  termini  ;  finalmente  si  conservino  vnalterate  ai 
loro  posti  quelle  lettere^  che  si  trovamo  in  y/no  solo  dei  termini  délia 
frazione. 

Ha  quando  i  tennini  délia  frazione  sono  polinomii,  allora  è  d'uopo 
trovare  il  loro  massimo  diviser  comune,  con  altri  princlpi,  che 
non  trovano  qui  luogo. 

VS.  ÀYVBRTBKZÀ.  —  Quando  il  denominatore  ë  un  esatto  divisore 
dei  numeralore,  la  frazione  prende  una  forma  intera  ;  e  quando  airop- 
posto,  il  numeratore  è  divisore  esatto  dei  denominatore,  allora  la  fra- 
zione data  si  cambia in un*altra,  di  cui  il  numeratore  à  Tunitè, 
e  il  denominatore  è  il  quoziente  dei  denominatore  pel 

numeratore  délia  data.  Cosi  :    ,  ^^^ .   =3a'6c*;  rs-rrr^  .  ,»  » 

ia^b'd  12a* 6*0    4a*6c 

14.  Considerando  sempre  i  termini  d*una  frazione  algebrica  come 
ridotti  ciascuno  ad  un  numéro,  tutte  le  operazioni  dimostrate  per  le 
frazioni  numeriche  an  luogo,  in  tutla  la  loro  estensione,  anche  per  le 
algebriche  ;  imperciocchè  le  dimostrazioni  fatte,  per  giu^ere  aile  re- 
voie aritmetiche,  erano  indipendenti  dai  valori  numerici  de'  termini 
délie  frazioni  su  cui  si  ragionava,  e  perô  avran  luogo  ancôra  quando 
questi  termini  si  rappresentano  coi  simboli  generali  algebrici.  Pertan- 
to  tutte  le  indicate  operazioni  sono  formolate  nelle  seguenti  espres- 
sioni: 

,..  a      6      c    ,  a-\-b+c+  .  .  . 


•  •  • 


m     m     m  m 


,^.  abc     anp+bvip-hcmn 

(2)  — I 1 — = ; 

^  ^  m     n      p  mnp 


(3) 


(4) 


a 


b     a—b         a      b  _  an—bm 
m     m'^  m    '      m     n        mn 

b     am±b      a  ,  ,       aàzbm 

a=i= — = ;  — ±6  = ; 

m       m        m  m 


DELLE  FBAZIONl  ALGEBRICHE  33 
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La  formola  (1)  indica  Taddizione  di piii  frazLoni  dello  stesso 
denominatore.  La  (2)  indica  parimenle  Taddizione  di piii  frazio- 
ni  di  denominatore  di^erso.  Le  (3)  dipolaiio  sotlrazione  di  due 
frazioni  dello  stesso,  o  di  diverso  denominatore*  Le  (4)  indi- 
cano  la  riduzione  d*interi  e  fratti  ad  un  sol  fratto.  Le  (S) 
rappresentano  la  molliplicazione  d\inafrazioneperunintci'o, 
0  quella  d'un  intcro  per  una  frazione.  Le  (O)  esprimono  la  divi- 
sion e  d'una  frazione  per  un  intero.  o  quella  d'un  inlero  per  una 
/ra2ion«.  Le  (1  )  rappresentano  la  moltiplicazione  (itpm/7'cïzio- 
nî.  Le  (8)  finalraente  rappresentano  la  divisione  délie  frazioni. 

W.  AvvERTENZA  1.*  —  Nel  sommare  le  frazioni  conlenule  nella  for- 
mola (2),  si  è  falta  la  riduzione  seguendo  la  regola  générale,  di  mol- 
liplicare,  cioè,  i  lermini  di  ciascuna  frazione  pel  prodollo  de'  denomi- 
natori  di  tutte  le  allre,  perche  i  denominatori  7n,  n,  p,  non  ànno  fat- 
tori  comuni.  Ma  quando  abbia  luogo,  il  contrario,  allora  si  farù  la  ri- 
dmione,  cercando  il  minime  comun  dividende  di  lulli  i  deno- 
minatori (Arit.  n.®  141,  e  seg.).  Queslo  minime  dividende  coraune, 
rispetlo  aile  frazioni  algebnche*  si  trova  più  agevolmènte  che  non  per 
le  numeriche;  impercioccbô,  in  ordine  ai  fallori  lelterali  diversi,  con- 
lenuli  nei  denominatori,  si  vede  subito  quali  cssi  sieno,  e  quale  la  piif 
alla  potenza  a  cui  ciascuno  sia  elevalo.  ^ 

c-      ^  f  1    f     •     .  3a'6c     ^aV     iab'-     labc'  ,,     . 
EsE.  —  Sien  date  le  frazioni  , — r —  ,  :r-T-\  >  ,\ — ^  ,  7i — -^-.11  mi- 

nimo  dividende  comune  rispetlo  ai  coefTicienti  numerici  4,6,9,3 
è  36.  Rispetlo  ai  faltori  lelterali  si  vede,  che  i  fallori  diversi  sono  tti, 
n.  p,  e  le  più  alte  potenze,  a  cui  si  trovano  rispeltiyamenle  elevati 
sono  m',  n*,  p';  quindi  il  minimo  dividende  comune  de'  denomina- 
tori délie  date. frazioni  è  36m*ny ,  il  quale,  divise  rispetlivamenle  per 
ciascuno  de' denominatori ,  dà  per  quozienti  9?7inp*,  6m^p,  4ny , 
\tm^n^  e  molliplicando  ciascuno  pel  corrispondente  numeratore  si 
àoDO  le  frazioni  ridotte  al  medesimo  denominatore,  cioè 

21a»6cmnp»    30a^&Wp    IGabVp^    24abc^77i^yi 
30771^ Al V    '  3Gîn5n-p^  '  SUtti^hV  '   36m37i«p»  ' 

<î.*  —  Similraente  è  da  tener  présente  nella  moltiplicazione  délie 
frazioni  algebriche  il  soppriraere,  sin  da  principio,  i  fattori,  che  pos- 
sono  risullare  comuni  ai  due  termini  dcUa  frazione  prodotto,  i  quali 
facilmente  si  scorgono. 

BuBUci  Ehm,  d*  Algehra,  S 
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Esis.  —  Abbiansi  a  mollipllcare  le  fraiioni   ^"l    ,  -. — rr— 

Si  vede  primamente  che  2a*  deve  entrar  fallore  coraune  ne'due  ler- 
mini  del  prodollo  ;  inoUre,  scomponendosi  il  numeratore  a*— 6*  ne'due 
fatlori  a— 6,  o+6,  si  vede  ancora  che  quesl'uUimofattore  è  comane  al 
numeratore  e  al  denominatore  délia  frazione  prodolto,  si  che  puô  es« 
sere  soppresso  iasiemc  col  primo  2a*  ;  e  perô,  in  luogo  délie  due  fra- 

zioni  date,  s'avranno  a  molliplicarc  le  due  -^r-  ,  —  ,  laonde  s'  avrà 

ja      c 

a2-6«  ^    4a*       2fa-6)  ^.      .,,,.,.        ,.       ,,    ,.  •  • 
-TT^r-X, — rr—-^^ —  •  Dicasi  altrelUinto  m  ordme  alla  divisione. 
6a^      (a-H6)c       ôac 

16.  OssERVAzioNE.  —  La  nécessita  di  doyer  accennare  le  operazio- 
ni  algchriche^  e  quindi  il  passaggio  da  un*operazione  ad  un*altra,  di- 
versa  dalla  prima,  quanlo  alla  forma,  ma  che  peraltro  conduce  al  me- 
desimo  risullamcnto  numerico ,  ci  offre  il  mezzo  corne  agevolmente 
dedurrc  délie  propîu'età  générait  su  i  numerL  Cosl  Teguaglianza  (1) 
ci  fa  vcdere  che  il  quoziente  délia  somma  dipiù  nwmeria, 
b,  c,  ec.  per  un  terzo  numéro  m,  èvguale  alla  somma  dei  quo- 
z  i  e  n  t  i  di  ciascimo  di  quei  num cri  pel  medesimo  numéro  m . 

La  seconda  formola  (3;  ci  mostra  che  iJ  prodotto  d'un  numéro 
pel  quoziente  di  due  altri numeri,  èicgualeal  quoziente  del 
prodotto  del  moUiplicando pel  dividendo,  diviso  pel  divisore. 

„.,,    a.        a      a.,     a       a  a  .Ji 

E  poichè  "T  *  <^=-r-  '?  7-*^=t— ,  ;  i— ilô=T— r  .  ce.  si  vede  che 
*  6  6c     bc        bcd  '  bcd       bcde 

per  dividere  un  numéro  successivamenîe  per  diversi  aUri  numori, 
basta  dividere  il  numéro  dato  pel  proctoUo  di  tutti  i  divisori  ;  in 
queslo  modo  le  diverse  divisioni  si  tro?ano  ridotte  a  una  sola  divi- 
sione. 

T    1.  ^  1'         1-         a      c     ad    ad     a      d         .         i.     ., 
Inoltrcleguaglianza -T- : -7-=^-=-r= — X-r-  mostra,  che  il 

b       d      be     eb      c      b     ^ 

quoziente  di  due  quozienti  hugualea  un  solo  quoziente 
di  due  prodoili  ;  0  i^Mve  ehe  a  quoziente  di  due  quozientili  ugua- 
le  al  prodotto  di  duQ  allri  quozieatif  cioè  di quello dei  divulen- 
di  per  quello  dei  divisori, 

17.  Cade  qui  in  acconcio  parlare  d*un  allro  caso  di  divisione  di  due 
polinomii,  ed  è  quello  in  cui  quesli,  essendo  ordinali  rispetto  aile  po- 
tenze  d*una  stessa  lettera,  ànno  i  coeiDcienlifrazionarii.  Ë  perô  osser- 
viamo,  che  la  dimostrazione  fatta  nel  n.^  G7  su  due  polinomii  a  coeHi- 
cienli  complessi,  s'appiica  letteralmente  quando  quesli  coefliçienti  non 
solo  sono  complessi,  ma,  in  générale,  sono  frazionarii  ;  si  che,  ordi- 
nati  i  due  polinomii  dali,  si  traitera  anche  qui  di  dividero  il  primo  ter- 
mine del  dividende  per  quello  del  divisore,  e  la  sola  differcnza  slarù 
in  qaesto,  che  in  luogo  di  dover  dividere  due  espressioni  inlere,  si 
avranno  a  dividero  due  espressioni  frazionaric,  il  che  si  escgue  secon- 
do  le  regole  qui  innanzi  spiegate.  A  rendcre  ci6  più  chiaro  porremo  il 
seguente  esempio 
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Si  comincia  dal  divîdcrc  r per  s —  i  il  clic  dà  —  ,  e  qucsla  fra- 

27rwip  ^     2mn  p 

zione  sarà  il  coefllcienîc  dcl  primo  termine  dcl  quozîeiUc,  il  qiiale  ter- 
mine conlerrà  inollre  il  quos;ienle  di  œ*  per  x^ ,  cioè  œ,  c  sorù  pcrciô 


a 


se,  come  si  vcde.  Indi  si  moUiplica  queslo  primo  termine  per  cia- 


scua  lerminc  del  divisore,  secondo  le  regolc  délia  moltiplicazîone  dél- 
ie frazioni,  qui  innanzi  spiegate,  e  i  prodotti,  co*se$;ni  mutali,  si  se- 
gnano  sotlo  i  termini  simili  del  dividendo,  e  quindi  si  riduce  come 
alfordinario.  Si  à  un  primo  resto,  e  si  continua  la  divisionc  aliosles- 
80  modo. 


LEZIONE  IX. 
Polenze  c  radici  délie  quanlitÀ  monomie. 

18.  Sappiamo  già  (n.*^  18)  che  per  formare  la  potcnza  d'una  quan- 
tilà,  convien  molUplicare  quesla  quantilà  tante  v.olte  per  se  slessa.  per 
quante  unilà  sono  nel  grado  délia  polenza  meno  una.  Ora  supponia- 
mo,  per  flssar  le  idée,  che  s'abbia  un  monomio  mvp,  e  si  voglia  ele-' 
vare  alla  4.*  potenza  :  secondo  la  deflnizione  sarà,  (mnp)*=m7ipxmnp 
Xmnpxmnp,  e  siccome  l'ordine  de'  fallori  pu5  esscrc  înverlilo,  senza 
che  si  alleri  il  prodotto,  cosi  sarà  (7n7ip)*x:rjim77i7?ixn7i7mxpppp  ;  ma 
77î77im7n=T7i* ,  ^717171=71*.  pppp=p*,  dunque  in  fine,  (»7inp)*=7M*7i*p*. 
Or  questo  ragionamenio  è  indipendente  dal  numéro  dei  fattori,  e  dal 
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grado  délia  polenza,  quindi  si  puô  stabiljre  che  la  potenza  d'un 
prodollo  èugiialeal  prodotlo  délie  polenze  di  cia*cun  fat- 
tore  ;  0  vero,  che  per  fonnare  la  potenza  di  un  prodotlo,  conviene 
fare  la  potenza  di  ciascun  fattore,  e  quindi  TrwUipUcare  ira  loro 
queste  varie  potenze. 

19.  Poslo  ciô,  siccome  un  monomio,  in  générale,  non  è  altro  che 

un  prodollo  di  fatlori  algebrici,  e  d'un  coefflciente  numerico,  il  quale 

è  pur  esso  un  faltore,  cosi  per  fare  la  polenza  d*un  monomio,  bisogna 

elevare  a  potenza  il  suo  coefflcienle  numerico  con  la  moltiplicazione 

succcssiva,  e  poi  elevare  a  polenz^  ciascuno  degli  allri  suoi  fattori  let- 

terali  :  ora  per  sapere  corne  sabbia  a  fare  quesrultima  operazione , 

poniamo  che  vogliasi  elevare  a*  alla  3/  polenza  ;  secondo  la  definizio- 

ne  avremo  (a*)'^=a*xa*xa*=a*^'^^'^^=a« •^  e  siccome  queslo  ragiona- 

mento  è  indipendenle  dalla  leltera,  e  dal  grado  délia  polenza,  cosl  si 

^  puô  slabilire  che  par  elevare  a  potenza  n?ia  lettera,  che  à  un  espo- 

nente^  si  deve  moWpUcar  quest  esponente  pel  grado  dellapotenza. 

80.  Finalmentc  il  monomio  da  elevare  a  polenza  polendo  essere 

positivo  0  negalivo,  convien  vedere  quale  debba  essere  il  segno  délia 

polenza  :  per  ciô  si  riflella.  che  un  numéro  qualunque  di  fallori  posi- 

liyi  non  puô  dare  allriraenli  che  un  prodollo  posilivo  ;  menlre,  se  que- 

sti  fallori  sono  negalivi,  il  prodollo  sarà  positivo^  se  i  faUori  sono  in 

numéro  parl^  e  sarà  negativo  se  i  faUori  sono  in  numéro  impari. 

Laonde  una  potenza  di  grado  pari  ê  sempre  positiva^  sia  che  dtri- 

vi  da  una  quantità  positiva  o  negativa  ;  e  wna  potenza  di  grado 

impari  è  positiva  o  negativa^  secondo  che  positiva  o  negativa  è  {a 

quantità  da  cui  dériva. 

M.DopotuUociôsiàlaseguenle  rcgola  per  elevare  un  mo- 
noraio  a  potenza:  si  elevi  primamente  a  potenza  il  coefflciente 
numerico  con  la  moltiplicazione  successiva  ;  indi  si  moliiplichi  Te- 
sponenle  di  ciiscuna  leltera  pel  grado  délia  potenza  (ricordandosi 
che  le  leltere  senza  esponenle  ànno  per  esponente  1)  ;  e  flnalmente 
si  dia  alla  potenza  il  segno  + ,  se  il  grado  è  pan,  e  se  il  grado  è 
lmj)ari  si  dia  il  segno  -h,  o  - ,  secondo  che  +,  o-è  il  segno  delta 
qvKintità  clevata  a  potenza.  Ecco  alcuni  csempii  : 

(=t2a*63c)*=16a»6«V  ;  {ab^c)^=a^¥c^  ;  (-3a*6c»)'=  -2Wbh^, 

82.  Se  la  quantità  da  elevare  a  potenza  è  una  frazione  -^  ,  in  cui 

Ac  B  indicano,  in  générale,  dei  monomii  composli  di  più  fattori  (o 
anche  dc'polinomii),  allora,  poslo  che  il  grado  délia  potenza  sia  il 

*.^savra:   (-j  -"^X-^X-^  X^=^^=^,  qumdisi  con- 

chiudecheper  elevare  a  potenza  una  frazione,  bisogna  ele- 
vare a  potenza  si  il  numeratore  che  il  denominatore,  per  la  quai 
cosa  si  farà  uso  dclla  précédente  regola,  cosi  : 

/Za^b^cy    (M^b^cY _  81  a«ft"c* 
83«  Trovalo  il  modo  ond  elevare  a  potenza  un  monomio  »  è  facile 
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stabilir  la  regola  pcr  estrarre  la  radiée  ;  împerocchè  l'obbicUo  di  quc- 
st'operazione  è  alTiitto  opposto  a  quello  della  prima,  e  perô  la  propo- 
sizionc  del  n.^  18,  relativa  aile  potenze^  rispetto  aile  radici  si  enunzia 
cosi:  la radice  d'un  prodotto  èngualeal  prodotto  deHera- 
dici  dei  fatiorU  E  la  regola  del  n,*"  81,  non  avcndo  per  ora  riguardo 
al  segno  della  quautltà  da  cul  deyesi  éslrarre  la  radice,  s*inyerle  egual- 
mente,  e  dà  quella  relaliva  aireslrazione  di  radice.  espressa  cosl  :  p  e  r 
éslrarre  la  radice  di  un  monomio,  i.®  si  estroe,  secondio  la 
regola  dAritmelicay  la  radice  del  coefficienle  ;  2.®  «i  dividono  gli 
esponenti  deUe  lettere  pel  gjodo  della  radice. 

St.  In  ordine  ai  segni  è  da  notare,  che  siccome  le  potenze  pari 
sono  sempre  posiiive,  sia  che  derivino  da  quanlilà  positive,  o  néga- 
tive, e  quelle  di  grado  impari  ritengono  lo  stcsso  segno  della  quan* 
tità  da  cui  derivano,  cioè  della  radice  (n.°  80)  ;  cosi  ta  radice  di  gra- 
do pari  d^una  quanlUù  positiva  deve  a/ver  il  doppio  segno  =t  ;  e 
quella  di  grado  impari  sarà  positwa,  o  n*'gativa^  seconda  che  posi- 
tiva 0  negativa  è  la  quantità  d'onde  dériva.  Cosl.  la  radice  quadrata 
di  4a*6*c*  è  =t2a*6*c  ;  e  la  radice  cubica  di  8a'6*  è  2ab^ ,  mentre  quel- 
la di  -8a»6«  è  ~2a6*. 

8S.  Segue  dalle  regole  ora  esposle  che,  per  polersi  estrarrc  la  ra- 
dice d'un  monomio,  è  nccessario  :  1  •"  che  il  coefficiente  numerico  sia 
una  polenza  esalta  di  grado  eguale  a  quello  della  radice  che  si  vuol 
éslrarre  ;  2.®  che  gli  esponenti  délie  lellere  sieno  divisibili  pel  gra- 
do della  rcdice  ;  3.^  finalmcnle  che,  nel  caso  in  cui  il  grado  della  radi- 
ée è  pari,  la  quantité  di  cui  vuolsi  estrarrela  radice  sia  positiva  ;  im- 
perocchè,  corne  si  è  sopra  notato,  nonvipossono  esserepoienzepari 
nf^gaiive;  cosl  è  impossibile  avère  la  radice  quadrata  di  —4,  perché 
ne  +2,  ne  —2  elevato  a  quadralo  puô  mai  dare  — 4, 

Quando  alcuna  délie  condlzioni  or  accennate  mancasse,  Vestrazione 
di  radice  non  si  puà  eseguire,  e  in  questo  caso  s*indica  Toperazione 
che  dovrebbesifare,  servendosi  del  segno  v/i  come  fuspiegaloaln.®20y 
e  ponendo  il  doppio  segno  àz  innanzi  ai  soli  radicali  di  indice  pari. 
Cosl: 


s 


(1)  =tv^2â6«;      \/9â^«;      ±/^;      ±V-2a6*, 

sono  iridicazioni  di  operazioni,  che  non  possono  dar  luogo  a  un'altra 
quantità,  seconde  lo  scopo  deiroperazione  ;  e  particolarmente  le  due 
ultime  indicano  un  perfetto  assurdo,  cosi  che  sono  state  denominate 
radici  immaginarie,  o  simboli  immaginarii.  in  générale  la 
radiée  di  grado  pari  d'una  qv^aniità  npgaiiva  è  immaginaria^  e  U 
simboU)  ehè  la  rappresenta  si  dice  ancKesso  ivimaginario, 

S6.  Quando  Timpossibililà  di  éslrarre  la  radice  non  dipende  dal  se- 
gno, ma  solo  perché  manchi  una  delle  due  condlzioni  (i.^  e  2/)  del 
n.^  preced.,  allora  la  radice,  e  lo  stesso  simbolo  che  la  rappresenta, 
si  dice  reale,  in  quanto  che  non  è  assurda  come  la  immaginaria, 
ma  si  chiama  inoltre  quantità  irrazionale,  come  si  dice  irraziona* 
le  la  radice  quadrata,  cubica,  ec.  d'un  numéro,  che  non  sia  un  quadra- 
to^  un  cubo.  ec.  Cosl  i  primi  due  radicali  (1)  sono  due  quantità  irra- 
zionali,  perché  non  possono  esser  liberati  dal  segno  radicale..  AU'op- 
posto  è  razionale  ogni  qmnlità  c/ie  non  présenta  indioazionQ  di 
estrazione  di  radice. 


À 
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87. 1  radical!  reali,  talvolta,  sono  suscetlivi  di  esserc  irasformati  in 
guisa,  chc  roperazione  indicata  cada  sopra  una  parle  soUanto  délia 
quanlilà  data  ;  in  elTelli,  corne  abbiamo  mostrato  al  n.®  83.  la  radicc 
d'un  prodotlo  è  uguale  al  prodotlo  délie  radici  di  ciascun  fattore  :  s) 
che  per  eslrarre  la  radice  d'un  monomio,  si  pnb  cstrarre 
la  radicc  di  ciascun  suo  failorB,  e  il  prodotto  di  luUe  queste  radici 
sarà  la  radice  dimandata.  Ora,  secondo  questo  principio,  si  eslrarrà 
la  radice  di  tutli  quei  faltori  de*  quali  si  puô  eslrarre,  e  gli  allri  rimar- 
ranno  sollo  il  segno  radicule,  facendo  un  sol  prodotlo  di  quelle  radici 

e  di  questo  segno  :  cosi  nel  primo  de'radicali  (1),  cioè±v/2a6^  ,  si 
vede  che  6*  è  un  quadralo,  e  pero  puô  eslrarsene  la  radicc  quadrata, 

che  è  6,  e  quindi  sarà  ±v/2a6*==fc:&\/2(*.Similraente  v/8a'b**c*  = 

2a5*  \/¥  ;  v/3a»6'c«*=aV  \/W. 

Ma  non  sempre  i  faltori  semplici  ànno  forma  di  potenze  esalle  del 
grade  delIa  radice,  corne  è  avvenuto  negli  esempii .  che  ora  abbiam 
mostrati  ;  e  non  pcrtanto  la  irasformazione  del  radicale  polrà  avère 
luogo.  In  etTetti,  si  puô,  sempre  che  è  possibiie,  scomporre  il  mono- 
mio dalo  in  due  altri  monomii,  ciascun  de*  quali  sia  un  prodotto  di  po- 
tenze ,  ciascuna  dello  stesso  indice  del  radicale.  Cosi,  dalo  il  radicale 
s 

v/34a*6*c* ,  si  scorge  agevo1mente,*che  il  monomio  sollo  il  segno  puô 
scomporsi  in  due  faltori  monomii  27a^b',  e  2a*6c*,  il  primo  de'quali 
è  un  cubo  esatto,  e  se  ne  puô  eslrarre  la  radice  cubica,  che  è  3ab,  e 

perciô:  VUcfib^  =  iab  vïa^^. 

In  générale,  per  ridurre  un  radicale  a  forma  più  scra- 
pl  ice ,  si  scomporrà^  quando  sia  possibiie,  la  quaniità sotto  al  ra- 
dicale  in  due  faiton,  Vuno  de*  quali  sîa  una  potenza  csntta  di  grra- 
do  eguale  alVindice  del  radicale  ;  di  questo  faltore  se  n* eslrarrà  la 
radice  con  la  regola  del  n.®  83,  e  si  porrà  innanzi  al  radicale,  sot- 
to  al  quale  si  scriverà  Valtro  fatlore,  che  non  è  potenza. 

88.  AvvERTBNZA.  —  Giova  notare  che,  per  poter  avère  luogo  que- 
sla  Irasformazione,  gli  esponenii  délie  letiere  sollo  al  radicale,  aime-* 
no  in  parte,  devono  nonesscre  inferiori alVindice  del  radicale.  Quaii- 
do  questa  condizione  è  verificata,  la  nduzione  del  radicale  alla  sua 
piU  semplice  espressione  si  fa  subilo,  seguendo  la  seguenle  pratica, 
che  in  sostanza  è  la  regola  précédente:  si  dividono  per  Tindicc  del  ra- 
dicale quegli  esponenii  délie  lettere,  i  quali  non  sono  minori  di  dello 
indice  ;  se  la  divisione  riesce  csatta,  la  lellcra  corrispondenle  si  scrive 
soltanto  innanzi  al  radicale,  con  un  esponente  eguale  al  quozientc  tro- 
valo  ;  ma  se  la  divisione  dà  luogo  ad  un  reslo,  allora  si  scrive  la  lellc- 
ra corrispondenle  fuori  il  radicale,  con  un  esponente  eguale  al  quo- 
zicnte,  e  sotlo  al  radicale  con  un  esponente  uguale  al  reste.  Quanlo  al 
coefTiciente  numerico  non  v*è  altro  mczzo,  che  quelle  di  scomporld  (co- 
rne sopra  è  dello  e  quando  sia  possibiie)  in  due  fatlorî,  uno  de'  quali 
sia  potenza  esatla  di  grado  eguale  airindice  del  radicale,  c  sia  la  mas- 
sima.  < 

89.  Siccome  un  radicale  puô  esser,  lalvolla,  rîdolto  a  più  semplice 
espressione,  cacciando  fuori  del  segno  laluni  faltori ,  cosi,  per  Toppo- 


CALGOU)  D£I  BADIGALI  ARITMETICI  39 

slo, si  puô  sempre  farpassare  sotto  il radicaleuna  quantUày  che  stia 

fuori  di  esso.  Per  esempio,  2a  v/T^si  puô  trasformare  in  v/4a*6  ;  ia 
effetti  Televazione  a  polenza,  e  Teslrazione  di  radiée  essendo  operazio- 
ni  coDlrarie,  luna  distrugge  inleramente  refTelto  deirallra,  quando 
sono  deilo  slesso  grado  :  cosi  elevare  2  a  quadralo,  e  dal  quadralo  4, 
che  s'oUiene,  estrarre  la  radiée  quadrata,  non  puô  dare  altrimenli,  ehe 
)o  stesso  2,  da  cui  si  è  partiti  ;  ora,  avendo  elevata  a  quadrato  la  quan- 
lilà  2a,  che  è  innanzi  ai  radicale  dato,  e  il  quadralo  4a^  avendolo  mes- 
so  sotlo  il  radicale  y  abbiaroo  cseguilo  appunto  due  operazioni,  che 

ànno  scambievolmente  dislruUi  i  loro  effelti ,  e  perô'2a  \/Yè  la  stes- 

sa  cosa  che  \/4q*6.  In  générale  per  passare  sotto  il  radicale 
una  quantilà  che  n'è  fuori,  bisogna  elevarla  a  potenza  di 
grado  eguale  alVindice  del  radicale. 

00.  Siccome  la  potenza  d'una  frazione  si  forma  elevando  a  poten- 
za  il  numeralore  e  il  denominalore  (n,°  82),  cosi  per  Topposto.  per 
estrarre  la  radiée  d'una  frazione,  biîognerà  eslrarla  dal 
numeratorCy  e  dal  denominatorey  seguendo  leregole  esposle  per  Te- 
strazione  délie  radici  monomie.  Cosi  : 

01.  Due  0  più  radiealisi  dicono  simili  quando  ànno  lo  stesso 
indice,  e  différiscono  ira  loro  per  la  sola  quaniitày  che  è  fuori  il  ra^ 
dicaley  la  quale  puô  dirsi  coefficiente  del  radicale  ;  cosi  sono  simili  i 

3  9 3  

radical!  segucnli:  2av/2a*6;  36  v^2a-6  ;  v/2a*6.Sinoliinlantoche 
potrebbe  aTvenire,  che  due  radicali  non  sieno  altualmente, simili;  ma, 
ridotti  alla  loro  più  semplice  espressione,  polrebbero  addivenir  tali. 

3  i  

Cosi  i  radicali  a  v/26,  e  v^546*  atlualmente  non  sono  simili ,  ma  il 

s 

secondo,  ridotlo  a  più  semplice  espressione  diviene  36  s/zb,  e  cosi  è 
simile  al  primo. 

LEZIONE  X. 

Calcolo  dei  radicali  arUmelici. 

Wt.  Un  radicale  si  diee  aritmetico  quando  si  considéra  come  rap 
présentante  il  numéro,  che  s'otterrebbc  qualora,  dati  de'valori  nume- 
rici  aile  Icltere,  si  eslràesse  la  radiée  secondo  le  regole  d'Aritmetîea. 
Per  ciô  è  o'uopo  che  la  quantilà  sotto  il  radicale  sia  sempre  considc- 
rata  come  un  numéro,  cioè  come  una  quantilà  positiva,  per  non  cadcre 
neir  immaginario,  quando  l'indice  del  radicale  è  pari.  D*altronde,  se 
Findicc  è  impari,  e  sotto  il  radicale  vi  è  una  quantitù  negativa,  quesla 
si  puô  sempre  supporre  positiva,  caceiando  il  segno  —  fuori  il  radi- 
cale (n.**  84)^  I  radicali  in  queslo  modo  considerali  si  possono  assog- 
gellare  aile  sei  operazioni  sulle  quanlilà  razionali,  esposte  nelle  pre- 
cedenti  lezioni,  come  qui  appresso  vedremo. 
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OS.  ÂoDizioiCB  B  soTTRAziONB.  —  L'addizioDC  c  la  soUrazione  di 
due  radicali  non  si  posspno  che  sollanto  indicarc  coi  segai  di  quesle 

operazioni.  Cosi ,  volendo  addizionarc  s/  a  con  v/  b  >  c  dalla  somma 

soltrarre  vc*  ,  non  si  farà  altfo  che  scrivere  \/a"+  sfh  —  V^c* . 
Quesia  regola  à  luogo  tanto  pe'  radicali  dissimili  che  pei  simili;  se  non 
che.  in  queslo  seconde  caso,  si  puô aIl*espressione  risultante  dallope- 
razione  indicata,  dar  la  forma  d'un  prodolto,  di  cui  un  fatlore  èîl  corn- 
plesso  di  Uilli  i  coeflicienli  del  medesimo  radicale  ne'  diversi  lermini, 
e  qucsto  radicale  è  Tallro  fallore.  Cosî  : 

=  (2a+36-a)  v/26=(a+36) \/26. 

94.  MOLTIPLICAZIOIfE  E  DIVISIONS  DEI  RADICAIJ  DELLO   STRSSO  IRDICE.  — 

Si  molliplicano,  o  si  dividono  due  radicali  dello  slesso  indice,  molli- 
plicando,  o  dividende  le  quanlilà  sotlo  al  radicale,  cosl  : 

3 s  3 3  3  3 

Infatli,  la  radice  3*  del  prodoUo  ah  è  uguale  al  prodolto  délia 
radice  3'  di  a  per  la  radice  S*"  di  b  (  n.^  83  );  e  similmenle  la  radice  3' 

délia  frazione  -r-  è  uguale  alla  radice  3*  del  numeralore  divisa  per  la  ra- 
dice 3*  del  denominatore  (n.®  90). 

02».  Elevazionr  a  potenza  kd  ESTnAziOfTE  Di  RADICE  dei  r(iûik,a\%. 

1.®  Il  primo  caso,  che  considcreremo  è  quello,  in  cui  devesi  elevarc 
un  radicale  a  una  polenza,  il  cui  graéo  è  uguale  alVindice  dello  stes- 
so  radicale;  in  tal  caso,  come  abbiam  notalo  al  n.^  89,1a  seconda  ope- 
razione  viene  interamenle  a  dislruggere  TeiTeUo  délia  prima,  e  il  risul- 
tamenlo  quindi  sarili  la  stessa  quanlilà  soUo  il  radicale  ;  si  che  per 
elevare  un  radicale  a  potenza  dello  slesso  grade  délia 
radice,  basla  sopprimere  U  radicale.  Cosi  :  ' 

(v/5).=a,(Vi56)*=2«.<,,  (^^*)'=^' ,  ce, 

2.^  Indi  passiamo  a  considerare  il  caso,  in  cui  il  grado  délia  polen- 
za  sia  qualunque  :  in  tal  caso  si  éleva  a  potenza  ilradicale,  elcran- 
do  a  potenza  sollanto  la  quantità  soggetta  al  radicale.  Cosl  : 

.  3 *      3 

(\/2a*6)  =  \/'l(ia*6*.  In  falli,  per  elevare  a  potenza  il  dalo  radicale, 
conviene  molliplicarlo  per  se  slesso  tante  voile,  per  quante  unilà  vi  ù 
nel  grado  délia  potenza,  meno  una  ;  ma  per  molliplicare  î  radicali  del* 
lo  slesso  indice,  bisogna  molliplicare  solo  le  quanlilà  solto  al  segno 
(n.°  prec.) ,  quindi ,  in  tal  modo  opérande ,  si  verra  a  molliplicare  la 
quantità  soggetta  al  dalo  radicale  tanle  voile  per  se  slessa,  per  quanle 
sono  le  unilà  délia  potenza,  a  cui  devesi  elevare  il  radicale,  meno  una: 
in  allri  lermini  si  verra  ad  elevare  a  questa  polenza  la  qumtilà,  che  è 
sotlo  il  segno  c.  b.  d. 
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3.^  Finalmente  considereremo  un  caso  spéciale»  cbe  è  quello  incui 
l'indice  del  radicale  è  divisibile  pel  grado  délia  poten- 
za  :  in  questo  caso  basta  soUanio  eseguire  quesla  divisioney  e  lasda' 

re  indlterata  la  quantilà  sMto  al  radicale.  Cosi  :  (  v^)  =  v/  o  •  In 

fatli«  Tolendo  formare  a  per  mezzo  di  V^  a  ,  bisogna  elevare  questa 
radiée  alla  6^  potcnza  ;  e  Tolendo  formare  la  slessa  quantilà  a  per 

mezzo  di  v/  a  conviene  elevare  qucsla  radice  a  quadrato  ;  si  che  a 
•         <        «         • • 0 

=  v/^  V^  v/^  v/a.  v/a.  \/~a.  ;  a=:  s/H^.  v^;  quindi  tre  fat- 

lori  del  primo  di  quesli  prodolti  equivalgono  ad  un  solo  del  seconde, 
•       «       «  • 

cioè  v/^  V^lk  1^0"=  vAo^  0  vcro  (  v  a  )'  =  y/al  c.  b.  d. 

Ml.  L*eslrazione  di  radice  essendo  un*operazione  inversa  delFelc* 
vazione  a  potenza,  le  regole  per  eseguire  la  prima  operazione  saranno 
per  conses^uenza  le  inverse  di  quelle  per  eseguire  la  seconda,  e  che 
orora  abbiamo  mosirale,  Quindi  per  estrarre  la  radice  d'un 
radicale  si  potrà  operare  in  due  modi  :  1*  esiraendolh  radice  dél- 
ia qiiantUà  soggeila  al  radicale,  e  lasciando  lo  stesso  Vindice  ;  2^  o 
Y^uvejnoliiplicando  l'indice  del  daio  radicale  ppl  gr a d^  ddla  radice 
che  vuolsi  estrarre,  e  lasciando  inalierdta  la  qnrantità  solto  il  mdi' 
cale,  Questa  seconda  maniera  di  operare  ë  sempre  possibile  ;  ma  la 
prima  è  possibile  solo  quando  la  quantilà  soggetta  al  radicale  è  una 
poienza  esatta^  di  grado  eguale  a  queUo  délia  radice  da  eslrarre. 


',.  V  v/27a«6V=  v/3â^  ;  V  V^ 


4S 


EsK.  V  v/27a«6V=  v/Sô^  ;  V  /2a»6V=  •2a36V. 

9V.  OssEBVAZiORE.  —  Dalle  regole  ora  esposle  per  Televazione  a  po- 
tenza, e  per  Teslrazione  di  radice  di  un  radicale  conseguita^  cbe  se  a 
un  tcripo  si  mfiUiplica  l'indice  d'un  radicale  per  un  numéro  quatsi- 
voglia,  e  s'éleva  la  qu^ntUà  soggetta  al  radicale  a  una  potenza  di 
grado  eguale  allô  stesso  numéro,  il  valore  del  radicale  non 
s*  a  1 1 e  ra.  Imperocchè.  cou  la  prima  operazione  si  estrae  la  radice  del 
dato  radicale  (n.^  prec),  e  con  la  seconda  si  éleva  il  medesimo  radi- 
cale a  una  potenza  di  grado  eguale  a  quello  délia  radice  estralta  (nu« 
mero  93,  2^)  ;  or  questa  seconda  operazione  disirugge  inleramente  la 
prima.  Similmenle si dimostra, che  il  valore  d'un  radicale  non 
s' a  Itéra  dividendone  l'indice  per  un  numéro  qualunque,  ed  nira- 
endo^  nel  tempo  stesso,  dalla  quantilà  soUo  al  radicale,  la  radice  di 
grado  eguale  al  numerê,  per  cui  si  è  diviso  Vindice. 

EsB.      v/2cÎ6=v/8ÏW;      v/ÎÏÏô*?  =  v/4â6*  • 

99.  Da  cotesta  osservazione  discende  la  regola  per  ridurre  i 
radicali  allô  stesso  indice.  —  In  fatli.  quando  sono  dati  deira- 
dicali  d  indice  djverso.  se  si  mfdiipUca  Vindice  d\m  radicale  qualun- 
que  pel  prodotto  degVindiei  de'  rimanenti  radicali,  e  nel  tempo  stes- 
so la  quantilà  soggetta  a  quel  radicale  sVteva  a  potenza  di  grado 
eguale  aWindicato  prodotto,  tuUi  i  radicali  acquistano  un  indice  co- 
RuBiNi  Elem.  d' Algebra.  6 
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munc,  montre  non  avran  cambiato  valoro  (n.^  prcc).  Ces),  dali  i  tre 
radicali 

(1)  v/â6,      v/2a«6,      \/Iâ^\ 

si  moltiplica  Tindicc  2  del  primo  pel  prodoUo  3x4,  o  vero  12,  dcgli 
altri  due  radicali,  e  nel  tempo  stesso  s*eleva  la  quantité  ab  sotto  al  ra- 
dicale alla  12^  polenza  :  similmente  si  moltiplica  l'indice  3  del  sdcondo 
radicale  pel  prodolto  2x4,  o  vero  8,  degli  allri  due  radicaji,  è  s'éleva 
2a*6  airs*  polenza  ;  e  finalmcnle  si  moltiplica  Tindice  *  del  terzo  ra- 
dicale pel  prodotto  2x3»  o  vero  6,  degli  allri  due,  c  nel  tempo  stesso 

u  ^u 

s'éleva  2a^b^  alla  6*  polenza,  Fatto  ciô  s'oUiene:  V^a«6«  ,  v'256a"6» 

v/64o"6**,  e  quesli  radicali,  mentre  in  valore  sono  rispetlivapaenle 
uguali  ai  dali,  si  trovano  inollre  aver  tulti  lo  slesso  indice  24. 

99.  Questa  riduzione  à  molta  analogia  con  quella ,  che  si  fa  suUe 
frazioni  numeriche ,  per  ridurle  allô  slesso  denominatore  ;  e  perô , 
quando  grindici  dei  radicali  dali  non  sono  tutti  primi  Ira  loro,  si  pren- 
derà  il  loro  minimo  diiidendo  comime,  che  sarà  pure  Tindicc  comu- 
nc  al  quale  si  ridurranno  i  radicali  ;  e  il  grado  délia  polenza  alla  qualc  . 
devesi  elevare  la  quantité  sotto  ciascun  radicale ,  perché  queslo  non 
s'alteri  nel  valore,  sarà  dato  dal  quozienle  del  ipinimo  dividendo  co- 
mune  diviso  pel  corrispondenle  indice.  Cosi  i  tre  radicali  proposli  nel 
n.^  prec.  si  possono  ridurre  allô  stesso  indice  12,  che  è  il  minimo  di- 
videndo comune  di  2,  3,  e  4,  e  le  potenzc,  aile  quali  si  dovranno  ri- 
speltivamenle  innalzare  le  quanlità  sotto  il  primo,  seconde,  e  terzo  ra- 
dicale, saranno  in  ordine  i  quozienli  di  12  diviso  per  2,  per  3,  per  4; 
in  queslo  modo  i  radicali  (1)  si  trovano  trasformati  nei  segucnli  : 

«  %i « 

lOO.  MOLTlPLICAZlOIfE  E  DIVISIORE  DE*  BADICALI  d' INDICE  DiVERSO.  ~ 

Dopo  il  dette  in  quesli  ullimi  numeri  inlorno  alla  riduzione  de*  radi- 
cali al  medesimo  indice,  e  sapendo  già  a  che  si  riduca  la  moltiplica- 
zione,  e  la  divisione  di  quesli  ullimi  radicali  (n.®  94),  agevolmentc 
s'intcnde,  che  volendo  moltiplicare,  o  dividere  radicali  d'indice  diver- 
se, si  ridurranno  prima  al  medesimo  indice,  e  quindi  si  moltipU' 
c/ierà,  0  dividerà  sotto  ai  segno. 

s  4  12 42 12^ 12 

12 5^ * 20 JO 

=  ab  v/8a*«6'  ;     v/â»6*  ;  s/â^b^  =  v/a««6»  ;  v/â«^. 

lOl.  Chiuderemo  questa  lezione  faceudo  nolare,  che  nelle  formole 

qui  innanzi  dimostrate,  cioè 

11» 

g*  m  n wi  m /y»        «i n nui 

v/Txv/T=\/â6;  \/a":  v/T=Vy  ;  v/a  xv/6"=v/â^; 


DB1  SlMBOLl  a--°'^a°—  BSPONINTI  FBAZIONABII  B  NEGATIYI  U 

si  puô  ben  supporre  che  a  e  b  rappresentino  due  polinomii,  invece  di 
rappresentare  due  monomii ,  e  le  regole  avranno  tuttavia  il  loro  Tigo- 
re;  solo  che,  iavece  di  operare  su  monomii,  si  dovrà  operare  su  poli- 
nomii. 


EsB.  -  (  \/âT6)  (  v/a^)=  V^(a+6)  (a-6)  =  Va^-b^  ; 

LEZIONE  Xî. 

Sîjjmt/lcato  de'  iimboli  ^"^ ,  a^.  —  Calcolo  delîe  quatUità  ccn  afponenU 

negativij  o  frazionariU 

I05Î.  La  regola  per  la  divisione  dl  due  polcnze  d  una  slessa  leltera 
richiede,  che  s*abbia  a  soUrarre  dairesponente  del  dividende  quello 
del  divisore  (n.®  47)  ;  cosl  a^  ;  a'*=a"*^,  Ora  osscrviamo ,  che  l'ope- 
razîone  indicata  nelFesponente  m-n  sarà  possibile  aritmeticaroente« 
llnchè  ni>n,  e  in  tal  caso  Tesponente  del  quoz'ente  è  positive.  Ma  se 
ni<n  l'operazione  aritmelica  non  ô  più  possibiU,  e,  se  vogliasi  opera- 
re algebricamenle,  Fesponenle  del  quoziente  risullerà  negalivo  ;  cosl 
o*:a'=a*"*=a""*.  Quindi  responcnle,che  per  deflnizione  non  poleva  es- 
sere  che  un  numéro,  o  sia  una  quantità  positiva,  acquista  maggior  ge- 
neralitâ  potendo  esser  anche  négative.  Intanto  per  interpelrare  la  nuo- 
va  espressione  ar^  osserviamo ,  che  per  le  regole  délie  frazioni  si  à 

—:=— i: ,  quindi  i  due  risultamenti  a"',  — : 

do  da  un  medesimo  fallo,  conviene  tenerli  corne  sostituibili  l'uno 
aU'allro,  per  rappresentare  la  stessa  cosa  sotto  forme  diverse^  Questa 
sostituzione  si  suole  indicare  scrivendo  : 

^"'""^  '  ^  *^  générale    (I)    a-^=^=  (— )"  ; 

cosl  che  ogni  quantità  con  esponente  negativo  équivale  a 
una  frazione  avente  per  numeratore  Vunità^  eperdenominatore  la 
stessa  qiumiUà  con  Vesponenie  posUivo. 

lOS.  Supponiamo  che  gli  esponenli  délie  potenze  da  dividere  sieno 
eguall,  si  che  si  Iratti  di  dividere  a^  per  a"*.  Secondo  la  regola  deila 
divisione  abbiamo  a"*  :  a*'*=a'"~'"=a^  ;  ma  d'altronde  ogni  quanlità 
di\lsa  per  se  stessa  dà  1  per  quoziente,  dunque  il  simbolo  a^  rappre* 
scnla  anch'esso  Vunilà,  e  si  scrive  : 

(2)  .  a^=l, 

il  che  vuol  dire,  che  per  rappresentare  i  possiamo  senirci  d'und 
quantilà  qiuxlunqiLe  con  Vesponenie  zero^  o  che  ogni  quantità  con 
lesponente  zéro  è  équivalante  a  1. 

104,  Se  nella  frazione  —^  sostituiamo  ad  a"*  Tespressione  equi- 


mm  ■  ■ 

pure  û*  I  û'=":;:s="~3  j  qnindi  i  due  risultamenti  (f^^-^^  derivan- 
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valenle  -5  »  avremo  :  -=îi=-7-=a",  quindi  ogni  quanlità  con  Te- 

sponente  positiva  puà  essere  sosliluita  da  una  frazione^  che  àper 
numeratore  l'unità,  e  pcr  denominatore  la  atcusa  quantiià  con  le- 
sponente  negativo.  Ouesla  proposizione  è,  corne  si  vede,  l'inversa  di 
quella  enunziala  in  fine  del  n.®  102,  ed  enirambe  riuniie  ci  fanno  sta- 
bilire  Tallra  proposiiione  cioè,  che  in  ogni  frazione  algebrica  ^t  puà 
pa^sare  vm,  qualunque  falture  da  un  termine  uWnllro^  purchè  perd, 
possnndo  al  niiovo  termine^  ei  cangi  U  segno  deWesponente  di  quel 
fattnre. 

lOS.  Le  due  quanlità  a"^  e  a^^,  il  cui  prodotto  è  1 ,  si  chiamano 
inverse  l'una  dellaltra,  perché  in  falli  essendo  a**X'i"**=^ ,  è  chia- 
ro  che  crescendo,  0  diminuendo  uno  de'  due  fallori  a",  a"**,  Tallro 
all'opposlo  dirninu  sce,  0  cresce. 

10«.  Abbîamo  veduto  al  n.®  84,  che  per  estrarre  la  radice  d'una 
quantiià  elevala  a  potenza,  si  deve  dividere  Tesponente  pel  grado  délia 
radice,  e  il  quoziente  ë  il  nuovo  esponenle  ;  quando  auesta  divisione 
non  sia  possibile  s'indica  Toperazione  per  mezzo  del  segno  radicale. 
Ora  se,  nel  caso  che  la  divisione  non  si  possa  fare,  s'indica  il  quo- 
ziente sotto  forma  di  frazione,  corne  si  usa  in  Aritmetica,  veniamo  ad 
avère  una  nuova  espressione  algebrica.  rappresenlata  da  una  potenza 
con  esponenle  frazionario  ;  cosi  la  radice  terza  di  a*  sarà  rappresen- 

tata  da  a^  ;  e  siccome  la  stessa  radice  puô  essere  rappresentala  da 

V^j  cosl  queste  due  simboli  possono  essere  sosUtuiti  Tuno  air  al- 

Iro,  e  perciô  si  scrive  VV=a^  ,  e  in  générale 


«  n 


(3)  v/c?=a^S 

e  quindi  la  radice  m™*  délia  potenza  n""  d'imn  quanlità  a  puà  esse- 
re indifffrentemente  espressa  dnWuno^  0  dalVuUro  deidue  simboli 
ddla  formula  (3) ,  ciascuno  de*  quaii  indica  due  operazioni  susse- 
culive. 

lOY.  L'estrazione  di  radice  pertanto  dà  luogo  ad  esponenti  fraziO' 
nam,  e  cosl  ancor  più  générale  si  rende  il  primitivo  signiflcato  del- 
Tesponente.  Or,  corne  che  queslo  puô  talvolla  esser  negativo  0  pure 
frazionario,  si  puô  dimandare,  se  le  operazioni  su  queste  forme  parti" 
colari  di  esponenti  si  possano  eseguire  con  le  stesse  regole,  mostrate 
relativamenle  agli  esponenti  positivi  e  iateri  ;  ed  è  questo  appunto 
quel  che  andremo  a  fare. 

Sieno  pertanto  le  due  potenze  a"*  ed  a'^  ;  dico  che 

(4)  a'^xa-^si 


I  la* 

,  In  fatU,  essendo  a^=-s  sarà  :  o**xa"*=a"*x-â=— s=<*"'^;  ®  poî- 

a  o      a 

ctaè  m-n  è  la  sonuna  deiresponente  positivo  m  e  del  négative  — n,  ne 


db'  sniBOLi  a"*""^  a^^  —  bsponbnti  fra2ion  aeii  b  nboàtiyi         is 

coDsegae  dalla  formola  (4)  ora  dimostrata,  che  nel  moUiplicare  due 
polenze  d  una  slessa  lettern,  ancorcl^  (ikuno  d^gli  f^apon^ntî,  o  en- 
trambi  fos^ero  negalivi.  devons!  »ommare  quesii  esponenti,  corne  nel 
caso  degli  esponenli  posilivi.  Sicnilmenle  abbiamo 


y/a"*     v/^ 


^^     *     -    ^  .-^ 


e  lutte  queste  formole  mostrano,  cbe  anche  la  diyisione,  Felevaxione  a 
potenza,  e  Tesirazione  di  radiée  di  polenze  ad  esponente  ne^iralivo  se* 
guono  le  slesse  regole,  che  an  luogo  per  gli  esponenli  posilivi. 
I08.  PaSdando  al  caso  degli  esponenli  frazionarii,  supponiamo  che 

s'abbia  a  moUiplicare  a^  per  a^;  dico  che  sarà 

eioë  che  anche  in  queslo  caso  vale  la  rcgola  per  gli  esponenli  inleri. 

In  effelli,  abbiamo  per  la  formola  (3)  a  *  =  \/a^ ,  a^  =  V^  ,  quin- 

«      g     »^ 9 ^Q «i+M 

dl  o*" Xa»  =  vV* X  vcf  =  v'a'^-^^^^a  ^^"^j  c.  b.  d. 

SimUmcnte  o*:a«  =  v/a":  v/^p  ==  v/l?^?^  ===  a  '•«  ; 

p 

e  tulle  queste  formole  mostrano  ad  eyidenza ,  che  dlvldere ,  elevarc 

a  putenza,  o  eslrarre  la  radice  di  polenze  ad  esponente  frazionario, 

valgono  le  slesse  regole  che  per  le  polenze  ad  esponente  inlero. 

MW.Dopo  tullo  ciô.  possiamo  conchiudere  che  se  m  edn  sono 

due  esponenli  inleri  o  frazionarl,  posilivi  o  negalivi,  si  à  sempre  : 

•* a 


n 


46  ELSU8NTI  D'ALGIBBA 

CAPITOLO  SECONDO 

LEZIONE  XIL 

Eguaglimzay  equazionc,  identUà,  —  Tras^ormazioni  elemenlari 

d'un^equazione, 

IIO.  Abbiamo  delto  ne]  n.^  9,  che  ogni  espressioDe  composta  di 
due  parti  sépara  te  dal  segno  =  si  chiama  eguaglianza,  e  che  cia- 
scuna  di  queste  parti  s'addimanda  membre.  Cosl  : 

(1)  |a-56=c4-|d-2c 

è  un'eguaglianza,  di  oui  la  parte  a  sinisira  del  segno  =  è  il  primo 
membro,e  quella  a  drilla  è  il  secondo.  E  s'intende  che,  eseguite  le  ope- 
razioni  in  ciascun  membro  indicate,  i  duc  risultamenti  debbono  avère 
uno  slesso  valore. 

m.  L' eguaglianza  si  dislingue  in  equazîone  propriam&iile 
dr?«a,  e  in  equazione  idenlica^  o  più  semplicemenle  iden  tità.  Equa- 
zioneè  queir eguaglianza,  in  cui  vi  sono  délie  quanlilù  date,  co- 
gnite,  0  note  corne  vogliadirsi,  euna  o  più  allre  quantilà,  il  cui 
valore  dev'essere  delerminato  in  guisa,  che  Veguaglianza  abbia  luogo; 
queste  quantità  son  dette  incognile,  o  ignote,  perché  col  fallo 
il  loro  valore  non  è  attualmente  conosciulo.Le  quantità  cognite,  se  non 
sono  date  in  numeri,  vengono  rappresenlale  con  le  prime  lettere  dcl- 
Talfabeto  ;  e  le  incognito,  d*ordinario,  con  le  ultime  lettere.  Cosl 

(2)  2+œ=6 , 

è  un'equazione,  e  x  rappresenla  V  îgnola,  il  cui  valore  dev'  essere  de- 
terminato  in  modo,  che  i  due  membri  délia  (2)  risultino  eguali,  il  che 
à  luogo  evidentemente  se  flc=4. 

Equazione  identica  o  identità  poi  è  queireguaglianza,  i  cui  membri 
rappresentano  la  stessa  cosa,  ma  solto  forma  diversa.  Cosl 

(3)  2+3=5,     4a-3a=a,     a:*-a*=(ac-|-a)  (x-a),  ec. 

sono  altrettante  idenlilâ  ;  poichc  lanto  è  2+3  quanto  5  ;  lanto  è  4a-3a, 
quanto  a,  e  cosl  appresso. 

112.  Importa  moltissimo  notare  la  diiïerenza,  che  pa^sa  tra  queste 
due  specie  di  equazloni  :  in  effetli  neirequazione  propriaménle,detla, 
se  va  délie  quantilà  date  nuraericamenle,  come  nella  (2),  o  pure  clelle 
quantità  letterali,  che  si  suppongono  noie,  e  che  possono  ricevere  dei 
valori  numerici  assegnati,  come  nella  seguente 

(4)  x+a=6-c , 

v'à  pure  délie  quantilà  il  cui  valore  non  è  arbilrario,  ma  di  pende 
da  quelli  délie  altre  quantità  date,  c  dalla  slessa  equazione.  Cosl  nel- 
la (2)  non  si  puô  dare  ad  x  allro  valore  che  4  :  e  in  quest'ultima  equa- 
zione (4),  se  si  suppone  che  le  quantità  date  abbiano  rispetdvamente 
per  valori  a=:2,  6=10,  c=3,  non  si  puô  avère  altro  valore  per  x  che  5, 
volendo  che  l'eguagliauza  tra  i  due  membri  abbia  luogo.  Neindentità 
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poi  lulte  le  quantité  leUerali  possono  essere  prese  ad  arbitrio,  e  l'egua- 
glianza  sempre  sussislerà  ;  cosl  nella  seconda,  terza  e  quarta  deile  (3) 
si  dia  qualunque  valore  si  voglia  aile  quantità  a,  x,  e  si  troYcrà  sem- 
pre chc  in  ciascuna  di  esse  Teguaglianza  sussiste.  E  comuoque  in  una 
identilà  yi  potessero  essere  dellc  quanlilà  ignote,  pure,  dato  un  yalor 
numerico  aile  note,  qucllo  dellc  ignote  rimane  arbilrario,  a  dilTerenza 
di  quel  che  awiene  nelle  equazioni.  Cosi  nella  terza  délia  (3)  si  dia 
ad  a  il  valoro  2,  e  per  x  si  potrà  prendere  qualunque  yalore  si  yoglia. 

113. 11  nome  di  cquazione,  corne  quello  di  eguaglianza,  si  dà  indi- 
slintamente  all'equazione  propriamente  dctla  e  airidenlilà;  ma  per  la 
giusta  interpetrazlone  dei  risultamenti,  conyiene  taWolta  richiamare  il 
vero  signifieato  di  quesli  yocaboli.  Intanto,  ritenendo,  in  générale,  la 
parola  equazione  per  indicare  le  due  specie  diyerse  di  cui  è  parola, 
passeremo  a  mostrare  talune  trasformazioni  elementari,  cbe 
si  posson  fare  indistinlamenle  sulle  une.  esulle  altre.  Qucste  trasfor- 
mazioni sono  Tondate  su  gU  assiomi  e  princlpi  seguentl. 

1.®  Se  a  grandezze  uguali  s*aggiungono  grandezze  uguaU,ouna 
stessa  grandezza,  le  somme  sono  eguali.  0  pure,  se  da  grandezze 
uguali  si  tolgano  grandezze  uguali,  o  una  stessa  grandezza,  le  differen- 
ze  saran  pure  uguali.  2.^  Se  due  grandezze  uguali  si  molliplicano,  o  si 
dîYidono  per  una  stessa  grandezza,  i  prodotti,  o  i  quozienli  sono  pure 
eguali.  Poslo  ciô,  ecco  le  trasformazioni  di  cui  è  parola. 

114.  In  ogni  equazione  si  pùô  passare  mh  iei^iine  qualunque  da 
un  membro  alValiro,  purcM  gli  si  camM  U  segno ,  quando  passa 
nel  nuovo  membro.  Sia  Tequazione 

(5)  a-6=c4-cl  ; 

e  poichè  i  due  membri  sono  attudlmenlc,  o  si  suppongono  eguali,  re- 
steranno  ancora  eguali,  seloro  s'agglunga  di  comune  la  quantité  6 
(n.*  prcc.  1®)  :  in  questo  modo  avrcmo  o-6+6=c+(î+6,  o  vero,  poi- 
chè +6—6=0, 

(6)  a=c+d+6 , 

e,  paragonando  quesfequazione  con  la  data,  vediamo  che  il  termine 
6,  che  nelta  (3)  trovayasi  col  segno  —  nel  primo  membro,  nella  (6) 
si  trova  nel  secondo  membro  col  segno  + ,  cioè  coi  segno  mutato. 
Similmenle,  se  dai  due  membri  délia  (6j  togUamo  d,  i  resti  saran: 
no  eguali,  e  sarà 

(7)  a-d=c+6: 

or  paragonando  qucst*equazione  con  la  (6),  si  vede  cho  il  d  è  pas« 
sato  dai  secondo  al  primo  membro,  cambianJo  il  segno + in  — •  Resta 
quindi  dimostrato  c.  c.  b.  d. 

115.  Da  ciô  risulta  che  si  possono  cambiare  uiii  i  segni  d'un'e^ 
quazione^  senza  iurbar  Veguaglianza]  perocchè  ciô  équivale  a  pas- 
sare tutl'  i  termiûi  d'un  membro  neiraltro,  e  reciprocamente. 

IM.  Osservazione.  —  Le  opcrazioni  fatle  per  passare  succès- 
sivamente  dalla  forma  di  equazione  (S)  alla  (6),  e  ppi  alla  (7)  non 
sono  soggette  ad  alcuna  restrizione,  e  la  loro  legillimilà  dipende  da 
quella  dello  stesso  assioma  da  cui  siamo  partit!  ;  si  che  queUe  equa- 
zioni possono  essere  indistintamenle  Vuna  aïïaUra  sostiluite. 
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117.  Sein  uyC equazione vi sono  de'  terminifrazionansipuô 
sempre  farli  sparire,  e  ottenere  cosi  una  nuovn  equazione,  in  cui 
tutlii  terminisieno  interi.  Sia  requazione 

^  ^  4c*  3ac  6a*6 

Iq  primo  luogo  è  cbiaro,  che  Teguaglianza  non  sarà  lurbala  se  tuile 
Je  frasioni  si  riducono  allô  stesso  deDomînatore,  che  è  il  minimo 
diîidendo  coinune  !2a*bc*  di  ttftti  i  deDominatori  (n.®  75},  e  si  à 

^•'^  ^"^    Î2S^+''^-'i2a^6c*    ^^     i2V6?- 

Ora,  moUiplicando  i  due  membri,  cbe  sono  eguali,  per  la  siessa 
Quantiià  12a*6c*,  i  prodolli  conlinueranno  ad  cssere  ugualî  (o.^  113, 
2^),  e  s*avrà  la  nuova  equaziooe 

(10)  24a*6c*aî-6a*6H12a«6c'=8a6*caî-36a«6V-10c»cte, 

iu  cui  non  v*à  più  termini  frazionarii;  qaindi  è  yero  c.  c.  b.  d. 

119.  Anche  qui  la  legiUimiià  délie  operazioni  per  passare  soc- 
cessivamente  dalh  proposia  equazione  (8)  alla  (9),  e  quindi  alla  (10) 
ci  permette  di  potere  alla  detla  proposia  sostitulre  la  (9),  o  la  (10). 
E  si  puô  pur  notarc  cocne  immediatamente  si  passi  dalla  (8)  alla  (10) 
moUiplicando  tuHa  Vequazione  data  (ft)  pel  denominatore  comizne 
dei  termini  frazionarii^  che  in  essa  si  trovano. 

UO.  Finalmente:  m  ogni  equazione  si  puà  sempre  ridurre  a  un 
sol  faitore  un  termine  qualunque,  il  quale  sia  il  prodoito  di  piû 
fdltori;  0  vero  corne  più  semplicemenle  si  dice,  si  pvù  liberare  una 
leltera  qualunque  dal  suo  coefficienle.  Abbiasi  l'equazione  (a+b)3a 
=a'+b*;  essa  non  sarà  turbata,  se  si  dividano  ambi  i  membrl  per  la 

a*-f  6* 
stessa  quanlità  a+6  (n.*  113,  2*^),  e  si  à  «=  — r-  ,  d'onde  si  vede, 

che  la  lettera  ce  è  liberata  dal  suo  coefficienle  a+b. 

In  générale,  Tolendo  liberare  una  leltera  qualunque  d'un  termine 
(anche  che  fosse  elevaia  a  potenza),  da  lutli  §^\  allri  fallori  di  quel 
termine,  i  quali  formano  il  coefficienle  di  quclla  leiiera,  e  che  puô 
esser  talyolia  complesso  (n.^  GG),  basterà  divider  lutta  Vequazione 
per  quel  coe/fidente. 

120.  Supposta,  p.  e.,  data  l'equazione  (10),  si  polrà  avère  un'aN 
tra  equazione  in  rui  si  trovi  la  x  isola  ta  nel  primo  merobro.  In  fat- 
ti  si  passeranno  prima  nel  primo  membre  tuui  i  termini  contenenit 
la  CD,  e  i  rimanenli  si  trasporteranno  nel  secondo  membro,  seguendo 
la  regola  spie^rata  al  n.^  il4,  e  s'avrè: 

(11)  24a'6c«aî-8a6*ca5+10c«da5=6a*6»-12a»6c*-36a«6V; 

indi  s'uniranno  in  un  solo  coefficienle  complesso  i  diversi  coeffi- 
cienti  di  x  e  verra: 

(1 2)  (24a»6c*-8a6*c+ 1 0c'(i)x=6a*65-i  2a»6c«-36a"6»c«  ; 

eflnalmente,  dividendo  tutla  Tequazione  pel  coefficiente  d'x  savrà, 
pome  volevasi  : 
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Si  faccia  ben  atlenzione  al  corne  dalla  (8),  per  mezzo  d'una  série 
di  successive  trastormazionî,  siesi  floalmente  giunti  alla  (13)  cbe,  al 
pari  dî  tulle  le  precedenli  (12),  (11),  (10),  pu6  sosliuire  la  slessa  e- 
quazione  dala  (8),  ia  modo  che  Vequazione  (13)  non  difTerisce  dalla 
(8)  se  non  per  la  forma;  ciô  ayviene  perché  le  opcrazioni  consecu- 
livamente  faite  per  giugaere  dalla  (8)  alla  (13),  corne  poggiate  su 
princlpi  inconcussi,  non  an  giammai  turbala  Veguaglianza  fra  i  due 
membri. 

121.  Le  operazioni  or  dichiarate  àa  luogo  ancora  quando  Fioco- 
gnita  si  trova  elevala  a  diverse  poteuze  neirequazione.  Cosi  dala  Te- 
quazioae 

^    ^  m  m^n      n^ 

si  Taranno  sparire  le  frazioni  molliplicandola  per  m^n^,  e  verra 

quiodi  si  passeranno  lulli  i  termini  nel  primo  membre,  e  s'avrà 

am*n*x*— 6'mn*x-[-m*n*x'+a'6*cn-6*m*aB'-i-a*m*n*aî=o; 

poi  si  riuniranno  in  un  solo  i  varii  coefllcienli  d*una  stessa  polenza 
deiriocognila,  e,  disponendo  queste  potenze  seconde  l'ordine  decre- 
sceote,  s'oUerrà 

(15)  (mV+6*m*)x'+am*n*x*-(6'mn*-a*mV)x+a^6*cn=o  ; 

dopo  ciô  si  potrebbe,  qualora  fosse  necessario,  liberare  x^  dal  suo 
coefliciente  chiuso  in  pareniesi,  dividende  lulta  Tequazione  per  quel 
coefliciente . 

122.  Ora  tutle  le  voUecbe  un'equazione  contenente  una  sola  ignola, 
clevata  a  differenti  polenze,  è  stata,  corne  la  (14),  trasformata  in  un'al- 
Ira,  la  (13),  il  cui  primo  membro  è  un  polinoinio  ordinalo  secondo 
le  potenze  discendenii  deiriucognila  (n.^  G6)  e  il  secondo  è  zéro,  si 
dice  che  ë  ordinale,  e  che  è  di  grade  eguale  a  quelle  délia  più 
alla  potenza  dell'ignota,  cioè  di  quella  potenza  cbe  sta  nel  primo  ter- 
mine. Cosi  la  (14)  ordlnata  divieneja  (15),  ed  è  del  3^  grade.  In  gé- 
nérale requazione 

il^a^+iiX'^^+iljX'^V  .  .  .  H-il^.,x+i^=o 

rapprcsenla  uQ^eqt^azione  ordiaala  del  grado  m^.  I  coefflcienli  A^, 
ili,  ec.  rappresentano,  in  geoerale,  de*  polinomi  algebrici;  ma  in  al- 
cuoi  casi  possono  essere  de'  numeri,  o  pure  aicuni  di  essi  possono 
essereanchenulli, esclusoilcoefflcienie  del  primo  termine,  imper- 
ciocchè  se  questo  coefliciente  fosse  nullo,  1*  equazione  oon  sarebbe 
più  del  grado  m"*®. 

11SS.  Da  uIlRno  giova  noiare,  ciô  ch'è  chiaro,  cbe  due  e^uazioni 
$i  possono  sommare^  sottrarrey  moUiplicare^  o  dividere  membro 
a  membro,  seoza  che  Teguaglianza  sia  turbata.  Cosi,  essendo  a=&, 
o'=6',  sarà  pure: 

a+a'=6+6'  ;  a-6=a -6'  ;  a6=a'6'  ;  a  :  o'=6  :  fc'. 
RuBiNi  Elem,  d*  Âlgebra.  7 
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LEZIONE  XIII. 

Délie  ineguaglianze. 

124.  Sappiamo  già  (n.^  9)  che  por  inéguaglianza  s^intende  o- 
gni  espressione  algebrica  composta  di  due  parli,  chiamale  membri, 
separato  ira  loro  per  mezzo  di  iino  de*  due  segoi  >  o  <.  Cosl  sooo 
ineguaglianze  le  seguenll:5-|-3>7— 4,  a+b>c— d,  ec.  Se  Tineguaglianza 
coniiene  una  o  più  quantlià  ignote,  da  dcterminare  in  guisa,  che  la 
iaeguagllaoza  abbia  luogo,  questa  prende  più  parlicolara)en(e  il  nome 
d*  inequaziooe.  Sono  inequazioni  le  seguenti: 

a?+5>9-2x;      a+x>6;      x-{-iy<a+y,  ec, 

125.  Corne  sulle  equazioni,  sulle  inequazioni  sncora  soglionsi  fare 
délie  irasforœazioni,  fondaie  sopra  assioroi  o  princîpi  comuni,  che  so- 
no i  segucnt*:  1.^  se  a  due  grandezze  disuguali  s'ai^giunga  una  stes- 
sn  graodezza,  le  somme  saranno  dUuguali  nel  medesimo  senso;  vale 
a  dire,  che  se  la  prima  grandezza  era  moggiore^  o  minore  della  se- 
conda, anche  la  prima  somma  sar5  maggiore,  o  minore  della  secon* 
da.  2.^  Se  da  grandezze  disuguali  si  toglie  una  slessa  grandezza  le 
differenze  sono  pure  disuguali  ncllo  stesso  senso.  3.^  Se  di  gran- 
dezze disuguali  si  prende  il  dcppio,  il  triple  ce.  la  melà,  la  lefza 
parte  éc,  e  in  générale  se  entrambe  si  moltiplicano,  o  dividono  pcr 
unn  slessa  quantilà  posUiva,  i  prodotli,  o  i  quozienti  saranno  anch*es- 
si  disuguali  nello  stesso  senso. 

126.  In  Tirlù  di  quesli  princîpi  si  possono  Tare  sulIc  inequazioni 
talune  di  quelle  stesse  trasformazioni  indicate  per  le  cquazioni. 

E  propriamente,  sccondo  il  primo  e  sccondo  principîo  si  puù  in 
un'eqtmzione  passare  un  termine  da  unmevibro  alValtro  cambian- 
dogliil  segno  ,  quando  si  passa  nclValtro  menibro.  Cosl,  aîendosi 
a+6>c-d,  sarà  pure  a+d>c-b. 

Similmenteslandoal  terzo  principîo,  si  posson  fare  spanre  le  fra- 
zioni  da  un'equazione^  se  pur  ve  ne  sono,  violtiplicandola  tuUapel 
denominatore  comune.  Cosi,  avendosi  rincquazionc 

36^         2a'-b      ^ 

4  m^       ^mn^         ' 

e  molliplicandola  per  iîm^a^,  spariscono  le  frazion*,  e  si  à 

1 2amV-96«A-a;<8a26mn+60^*n«. 

E  finalmenlc,  in  virlù  dello  slesso  principio,  siptiô  liberare  una 
leltcra  qualanque  dalsuo  coefficienle.  Cosi  neirinequazîone(a+ft)a3 
>a*— 6*,  si  posson  dividere  ambi  i  membri  pel  cociiîciente  posiiivo 
a4-6,  e  s' à: 

cc>(a*-b^)  :  (a4-&)  •  o  vcro  œ>a-6.    . 

12V.  Coterie  Irasformazioni  si  dimostrano  come  le  analoghe  per  le 
cquazioni  Tn.**  H3, 116, 118),  e  avvalendosi  de'  princîpi  dci  n.®  114. 
Perô  in  ordine  alie  inequazioni  è  da  osservare  quanto  qui  appresso  : 
1.^  se  a  e  6  sono  due  quantité  positive,  e  sia  a>&,  trasponendo,  sarà 
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pure  -6>-a,  o,  c'ô  che  è  lo  slesso,  sarâ:  -a>-6,  e  paragonando 
qut'st'inotiçtiHglianza  con  la  dniaa>6.si  vede  che  seinun'inoquazione 
si  cambiano  i  s(*gni  a  tutii  i  lerminij  si  deve  pure  cambiare  il  se- 
gno  iïinegiLaglianza  nel  siio  opposio.  2.®  E  perô  quando  si  molti" 
plicnnOy  0  n  dividono  tuiti  i  termini  d'iina  incquazione  per  una 
stCifSa  quantUà  negativa.  siccomc  tuiU  î  termini  vengono  a  cambiare 
di  segno,  converrà  'lambiare  pure  il  segno  d'ineguaglianza.  Cosl, 
se,  nel  fare  sparire  le  fntzioni  oa  una  ineguaglianza,  avvenga  cbe  al- 
cuno  de'  faltori  del  denorninalore  comune  sia  negaliyo,  si  dovrà  cam- 
biare  il  segno  d*ineguaglianza,  se  qu^^i  raltori  negalivi  sono  in  nun)ero 
împari.  perch^.  in  tal  caso  il  denominaiore  comune,  per  oui  si  moUi- 
plica  TineguagUanza  è  negaiivo,  e  lulti  i  termini  caoQbian  segno.  Ma 
si  puô  invece  rilenere  quel  railori  corne  posiliyi ,  purchë  si  cambino 
i  segni  de*  termini  ove  sono  quel  faliori.  Se  p.  e.  s*abbia 

/.v  bx    ,      2dx 

e  sia  a<b  il  denominatore  comune  3d  {a-b)  c  negalivo,  qaindi  s*à 

(a-6)6x<12(a-6)cd-6d2x, 

0  vcro  — (6-a)6x<— 12(6-a)cd-Gd-.r,  e  final  mente  ,  tornando  a  cam- 
biare  i  segni,  risulta:  (6— tf)6x>12(6— a)cd-|-6d*x.  Ma  si  à  lo  siesso 
risultameoto,  se  da  priucipio  si  cambia  nella  (1)  il  segno  del  deno* 
minatore,  e  il  segno  délia  frazione  del  secondo  membro,  e  poi  si  fanno 
sparire  le  frazioni. 

Slmilmenle  s'abbia  Tinequazione  (a— 6)x>a-— 6*;  dividendo  ambi  i 
membri  per  a— 6.  sarà  œ>a+6,  o  sD<a-|-5,  secondo  che  a>b,  o  a<6. 

128.  bieno  a,  b,  c,  d  quanlità  positive,  e  abbiansi  le  inegiiaglianze 

...  a      c  a      a        '  a      0 

facendo  sparire  i  denomioalorî  s'avrà:  a>c;  aocib;  ad>bc,  o  vero,  di- 
videndo la  seconda  di  queste  ineguaglianze  per  a,  e  la  terza  per  ac, 
e  Inverlendo  Tordine  de*  membri,  sarà: 

(3)  a>c;    c>6;    — < — . 

CL         C 

Paragonando  la  terza  di  qaesie  ineguaglianze  con  la  lerza  (2),  se  no 
deduce  che,  se  in  un' ineguaglianza  si  capovt>lgono  le  frazioni,  de- 
vesi  anche  cambiare  il  segno  d' ineguaglianza  nel  suo  contrario.  Pa- 
ragonando poi  la  prima  (3)  con  la  prima  (2),  e  la  seconda,  con  la  Se- 
conda, se  ne  trae  che,  se  due  frazioni  son  dimguali  cd  ànno  lo  ttes- 
sa  denominatore,  i  numeratori  sono  disuguali  nello  sfesso  senso; 
e  se  ànno  lo  siesso  numeralorCf  i  dmominatori  sono  disuguali  in 
senso  opposto. 

1%9.  OssERVÀziONE.  —  Le  conscguenze.  ora  dcdollo  sono  rcre , 
q-iialunquc  possano  essere  i  segni  dcUe  quanli(àa,b.c,d;  ifnperocchë  la 
sparizione  doi  dODominalori  s'oiiiene  moltiplicando^  in  gênerai*,  per 
quanlità  posilive;  ma  quacido  avvenga  che  nel  denominaiore  comune, 
pi'l  quale  si  deve  molliplicare  l'ineguaglianza,  contengn^i  un  numéro 
impari difattorinegalivi 9  si  puô  prendere  liripiego  indicaionel  n.^  127. 
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130.  Supponcndo  date  le  diverse  ineguaglianze  a>b  ;  a'>b'  ; 
a">b"\  ec.  luUe  nello  slesso  senso,  le  differenze  a— 6,  a'— 6',  a"— 6" ec. 
saranoo  luUe  positive,  e  quiodi  anche  taie  sarà  la  loro  somma  a+a'+a" 
+  ec,..-(  6+6'+6"+ec,  ),  e  per5  a-|-a'4-a"+ec...>t/-l-6'+fc"+ec.  Laoa- 
de,  se  si  ùnno  piU  ineguaglianze  nello  slesso  senso  sommandole 
membro  amembro,  ne  risulterà  una  nuova  ineguaglianza  anche 
nello  slesso  senso  délie  date. 

131.  Laproposizione  noo  à  piùluogo,  se  le  ineguaglianze  non  sono 
tulle  nello  slesso  senso;  ma  in  questo  caso  si  potrebbero  render  lali 
capovolgendo  alcune  di  esse.  Cosl,  aveado  le  ineguaglianze  a>b , 
—a'<V,  q!'>'-V'\  si  capovolgeià  la  seconda,  chediverrà  6'>— a',  e  cosl 
polrà  essere  sommata  con  la  prima  e  terza,  e  s'avrà 

13^.  Due  ineguaglianze  d^opposto  senso  posson  sempre  esser 
soVratle  Vuna  dalVallra,  e  il  scgno  delV ineguaglianza  risuUante 
sarà  quello  slesso  dcUa  inegttagiianza  da  cui  si  sotlrae,  Cos),  date 
le  due  ineguaglianze  a>6,  a'<6',  soUraendo  sarà  a— a'>6-6'  ;  im- 
perocchè  essendo  11  sotlniendo  a  maggiore  delfaltro  6,  e  aU'opposto 
il  soltraltore  a'  minore  del  soltrattore  6',  il  resto  a— a'  dev'  essere 
necessariamenle  minore  deirallro  b-b\  Questo  ragionamento  à  luogo, 
qualunque  sieno  i  segni  a,  b,  a',  b'. 

133.  Quando  poi  si  ànno  due  ineguaglianze  nello  stesso  senso,  si 
puô  rovesciarc  una  di  esse,  e  quindi  sollrarre  seconde  la  regola  pré- 
cédente. 

13t.  Rappresenlando  con  a,  a\  a'\  • .  6,  b\  b".  • .  quanlità  posilive, 
e  supponendo  date  le  ineguaglianze  o>6  ;  o'>5'  :  û">6"  ;  ec.  è  cbîa- 
ro  cbe  sarà  pure  aa'a"  .  .  >bVb"  ;  donde  si  conchiude  che,  se  si  ab- 
biano  più,  ineguaglianze ,  i  cui  membrisien  tuUiposilivi,  e  tulle 
nello  stesso  senso,  moUiplicandole  membro  a  membro,  ne  i*isuUerà 
una  nicova  ineguaglianza. 

135.  Se  le  ineguaglianze  non  sien  lutte  nello  stesso  senso,  ma  non 
pertanto  abbiano  tulle  i  loro  membri  positivi,  si  potranno  ridurre  ad 
csser  tulle  nello  stesso  senso,  corne  si  è  fatto  osservare  nel  n.^  131^ 
e  quindi  s'applicherà  la  regola.  Cosl,  avcndosi  a>b,  a'<b'  si  capovol- 
gerà  quest  uitima,  che  diviene  cosl  b'>a' ,  e  si  potrà  molliplicarla  per 
la  prima,  il  che  darà  ab'>ba'.  Ma  quando  non  sono  tutti  i  membri  po- 
silivi,  si  terrà  présente  quanto  fu  detto  aln.^  3(>,  parlando  délie  quan- 
tiià  négative,  vale  a  divc  cbe  le  quantilù  posilive  sono  maggiori  délie 
negalivQ,  e  quesle  sono  tanto  più  piccole  per  quanto  maggiore  è  il 
loro  valore  numerico.  D^altronde,  se  smbi  i  membri  d'una  délie  ine- 
guaglianze da  moUiplicare  sono  negalivi,  si  possooo  render  positlvi 
invcitendo  anche  il  segno  d'ineguaglianza ,  e  quindi,  seoccorrera, 
per  render  la  nuova  ineguaglianza  nello  stesso  senso  délie  altre,  si  po- 
trà rovesciarla. 

EsK.  —  1.^  Date  le  ineguaglianze  a>6,  — a'>— 6'  ;  si  cambino  i  se- 
gni alla  seconda  e  si  à  a'<b' ,  e  rovesciando  s'ottiene  b'<a'  ;  posto  ciô 
si  moUiplicherà  a>b  per  6'>a' ,  e  s'avrà  aV>ba\ 

^.^  Sia  a>6,— a'<6'  ;  mutando  i  segni  alla  seconda  diviene  a'>-6'; 
e  questa  si  j)uo  moUiplicare  per  la  prima,  imperciocchè  il  prodollo 
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de*  primi  membri  sarà  posîtito,  e  qoello  dei  second!  negativo,  quindi 
il  primo  sarà  maggiore  del  secondo  :  laoûde  dalle  due  proposie  ioe- 
guaglianze  si  deduce  Tallra  aa'>  —bb\ 

8.^  S'abbia  —  a<6,  — a'<6';  in  questo  caso  le  due  ineguaglianze 
sono  nello  stesso  senso,  e  intanlo  se  si  volessero  molUplicare  bisogne- 
rehbe  sapere  di  più  la  relazione  numerica  ira  a  e  6,  e  quella  ira  a' 
e  6'.  In  fulti,  rooltiplicando  le  ineguaglianze  date,  il  prodotto  de*primi 
membri  sarà  posilivo  corne  quelle  dei  secondi,  ne  si  puô  sapere  la  re- 
lazione  di  grandezza  fra  quesli  prodolti,  se  non  si  conosce  quelia 
Dumerica  tra  i  faltorî.  Cosl,  ponendo  che  nuroericamenie  sia  a>bj 
o'>6',  sarà  — aX-a'>66',  e  se  a<6,  a'<6',  sarà  — ax— a'<66' ;  ma 
se  a>6,  a'<5' ,  polrà  essere  —  ax—  a'  <  66' ,  o  pure  — ax— a'>66'. 
Cosl  per  le  due  ineguaglianze  •~8<7,  -4<1S,  si  à  32<105  ;  e  per  le 
alire  due  -8<3,  -4<7,  si  à  32>21. 

130.  In  ordine  alla  divisione  à  da  ossenrare,  cbe  due  ineguaglian' 
ze,  comunque  neUo  siesso  senso^  e  con  ambii  membri  posiiiii,  non 
poiranno  esser  divise  membro  a  membro,  senza  antlcipatamente 
conoscere  la  relazione  numerica  tra  i  primi  membri,  e  guetta  tra  i 
secondi  ;  cosl  se  a>6  e  a'>b\  fmchè  non  si  conosca  la  relazione  nu* 
merica  tra  a  e  a',  e  quella  tra  6  e  6',  non  si  potrà  neppur  sapere  il  se- 
gno  da  dare  alla  ineguaglianza  quoziente,  la  quale  puô  in  taluni  casi 
cambiarsi  in  una  eguaglianza ,  corne  ora  vedremo  :  cosl  dividendo  le 
incquazioni  4>2  e  7<3  ,  H>2  e  3>1 ,  4>2  e  8>4,  si  à  rispettiva- 

4      2      11  4      2 

menle^<-3-,y>2,-^=:-. 

1S7.  Ha  se  le  ineguaglianze  sono  in  opposto  senso,  si  potrà  sem* 
pre  dimdere  la  prima  per  la  seconda,  e  U  segno  dell'ineguaglianza 
quozienie  sarà  sempre  quello  délia  prima  ;  cosl  se  a>&  e  a'>&\  sarà 

pure  -7>-7r  ;  6  se  a<b  e  a'>6',  sarà  — 7<yr  ;  imperocchô  nelle 

prime  due  il  dividendo  a  è  maggiore  del  dividendo  6^  mentre  air  op- 
posto il  divisore  a'è  minore  del  divisore  6',  quindi  il  quozienle  di  a 
per  a'  à  Decessariamente  maggiore  di  quello  di  6  per  6':  una  dimo- 
strazione  analoga  si  fa  per  le  seconde  ineguaglianze. 

139,  Da  ciô  segue,  che  per  dividere  due  daie  ineguaglianze  neU 
lo  stesso  senso,  e  coi  membri  tuUi  posiiivixonverràprima  rovesciar- 
ne  una,  e  quindi  applicar  la  regola  ora  spiegata.  In  quaolo  ai  segni 
poi  s'osserTerà  che,  se  i  membri  di  una  délie  date  ineguaglianze  sono 
positivi,  e  quelii  deU'allra  sono  negativi,  si  renderan  ptima  positivi 
quesli  nltimi  secondo  la  regola  del  n.^  127,  e  quindi  si  opérera  corne 
ë  delto. 

Ha  se  in  una  o  in  amba  le  ineguaglianze  i  membri  sono  di  opposti 
segni.  allora  il  segno  detrineguaglianzj  quozienle  non  potrà  altrimen- 
ti  decidersiy  che  dal  valore  e  dal  segno  di  ciascun  quozienle:  Cosl , 
se-8<3,  ~4<7,sarà5>f ,  se-8<3,  -10<2,  sarà  ^<|,  se5>2, 
— 4<3,  sarà  — f  <f, 

139.  Finalmente  si  puô  tal volta  in  un*ineguaglianza  sostituire  ad  una 
quantité,  e  piùgeoeralmcnlead  uo'esprossionc,  altra  quantità  o  espres** 
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sione  taie,  da  non  alterare  i  valori  de*  due  membri,  o  da  rendere  più 
grande  il  maggioro,  e  più  piccolo  il  minore.  Cosl,  se  a,  6,  ec.  sono 

quanlilà  posîiive,'e  s'abbîa  an — > f ,  e  nel  tempo  stesso 

C         6 

b      d     j, 

sia       œ>a,  sara  pure  a3+ —  > f , 

ce 

6      d 

»       x>fy     »    »    a-] > X, 

ce 

•  ce      d      - 

'  ce 

.    ^  ^  d      . 

»        x>e ,    »    »    aH > h 

ex 


CAPITOLO  III. 

Délia  varlazlone  délia  grandeizs» 

LEZIONE  XIV. 

Quanlilà  variabilej  e  quanlilà  coslante  —  Limile  —  Quan^fd  /int(a» 

infinUcsima^  e  finila. 

140.  Una  quanlità,  che  à,  o  si  suppone  avère  un  talore  determina- 
to,  e  lo  conserva  costanlemente  in  tulle  le  operazioni  del  calcoio  di 
oui  fa  parle,  chiamasi  coslante.  Per  contro  una  quanlilà,  cbe  puà 
prendere  diversi  Talori  si  dice  variabile.  Finalmente  una  qoaniilà 
variabile,  i  cui  valori  non  le  vcnsçono  assegnali  ad  arbitrio,  ma  li  acqui- 
sia  in  virtù  di  quelii  assegnali  ad  un*allra  variabile,  chiamasi  funzi  o- 
n  e  di  questa.  Le  coslanli  si  rappresenlano  con  le  prime  lellere  del- 
Talfabeto,  e  le  vaiiabiii  con  le  ultime  :  cosl  nel  prodolto  ax  si  suppo- 
ne esser  a  una  quanlilà,  che  à  sempro  un  solo  e  medesimo  valore,  x 
un'altra  quanlilà,  che  puô  prendere  qualunque  valore  a  nostro  arbi- 
trio ,  e  luilo  il  profiotlo,  che  varia  insieme  con  x,  è  una  funzione  di  x. 
Poniamo  esempio,  che  sia  0=2,  allora  avremo  più  parlicolarmenle  2x, 
e  dando  ad  x  i  valori  ad  arbitrio  —3,  —2.  0,  2,  S  ec.  quel  prodoilo 
divienc  in  corrispondenza  —G,  —4,  0,  4,  10,  ec. 

lj|l.  Si  chiama  limite  d*una  quanlilà  variabile  un'altra  quanlilà 
di  valoie  coslanle  é  determinalo,  verso  cui  quello  délia  variabile  s'ac- 
costa conlinuamenle,  sia  crescendo  sia  decrescendo,  ma  non  lo  rag- 
giunge.  giammai.  Cosl^è  il  Imite  délia  frazione  décimale  periodi- 
ca  0,3333...,  perché  sappiamo  (Aril.  n.^  232),  che  il  valore  di  que- 
sta  seconda  fraz  one  si  va  awiciiiando  al  valore  i^  délia  prima,  a  mano 
a  mano  che  si  prcnde  un  maggior  numéro  di  cifre  deciniali,  ma  non 
si  giugne  giammai  a  pareggiiire  l ,  per  quanlo  grande  possa  essere  il 
numéro  délie  cifre  decimali,  che  si  rilengono. 
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14^.  Si  dice  che  il  Talore  d*una  quantité  è  assegnabile,  quaa- 
do  possiamo  rappreseotarlo  coo  un  numéro,  quanto  si  voglia  grande  o 
piccoIo;euna  quantità  è  assegnabile,  quandoà.opuôayere  va- 
lori  assegnabili.  Quindi  il  zéro,  non  avendo  valore,  è  inassegnabile,e  si 
dice  che  è  minore  di  qualunque  quantità  aitualmente  assegnabile. 

143.  Se  il  valore  d  uns  quaulilà  variabile  decresce  indcflnilamenle, 
e  lendc  ad  avvicinarsi  a  zéro,  senz^  mai  raggiungerlo ,  o  corne,  allri- 
menli  suol  dirsi,  converge  a  zéro,  quella  quanlilà  si  dice  infi- 
nitamenle  piccola,  o  infinitesima,  e  il  zcro  ne  è  il  limite. 

144.  Se  una  quanlilà  variabile  cresce  indeilnitamentedi  valore,  que* 
slo  tende  ad  avvicinarsi  a  un  limile,  che  si  chiama  infinito,  e  la 
quantité  si  dice  infiuitamente  grande,  o  infinita.  Cosl,  p.  e. 

la  quantità — col  dare  a  x  de'valorl  èempreppiù  piccoli-^V?  ïiôi  mô^  ^^'» 

diviene  10,100,1000,  ec.  vale  a  dire  acquisla  valori  assegnabili,  che 
vanno  sempreppiii  ingrandendo,  e  sono  tanto  piii  grandi^  per  quanto 
più  piccolu  è  x;  e  siccome  x  decrescendo  indeQnitamente  s'  accosta 

1 
al  limile  zéro,  cosi  il  valore  di —  aU'opposlo^  va  crescendo  indéfini^ 

X 

tamenie,  c  s'avvicina  ad  un  limite  rappresenlato  da  J%  che  è  appunto 
rinQnito  ;  il  quale  è  inassegnabile,  perche,  se  fosse  ailrimente  sareb- 
be  assegnabile  anche  il  zéro;  esso  ë  maggiore  d'ogni  valore  assegna-^ 
lUe^  e  si  rappresenta  col  simbolo  spéciale  o» ,  per  modo  che  si  scri- 
Te  -î=  c» ,  0  più  generalmenle  ~=  oo. 

145.  Si  chjama  quantità  linita  quella  il  cui  valore  non  èinii- 
niîesimo  ne  inflnilo.  Una  quantità  finita  ë  assegnabile^  alPopposto 
dclla  quantità  infinitesima,  e  délia  inDnitamente  grande,  che  non  ànno 
valore  assegnabile,  altrimente  la  prima  non  potrebbesi  avvicinare  in- 
deflnilamente  a  zéro,  e  la  seconda  airinÛDito,  contre  la  deflolzione» 

140.  Poslo  ciô,  dinoti  a  uoa  quanlilà  costanle  positiva,  ed  x  una 
Tariabile  ;  si  prenda  la  diiïerenza  a— a;,  e  si  suppongan  dati  ad  x  tutti 
\  valori  possibili.  Finchë  quesli  valori  sono  minori  di  a,  quella  diCTe- 
renza  ë  positiva  ;  e  si  mantiene  taie,  finchë  crescendo  il  valore  di 
X,  questo  non  diviene  uguale  a  qaello  di  a  ;  allora  la  differenza  a—x 
diviene  zéro  ;  e  finalmente  quando  i  valori  di  x  divengono  maggiori 
di  Oy  la  delta  differenza  diviene  negativa.  Precisamenie  il  contrario  à 
luogo,  se  si  comincia  per  dare  ad  x  de*  valori  maggiori  di  a,  e  quindi 
si  fa  decrescere  sino  a  divenire  minora  di  a;  la  difl'erenza  a^x  da  prin- 
cipio  sarà  negaliva,  quindi  diverrà  eguale  a  zéro,  e  pot  risullerà  posi- 
tiva. Pertanto  in  ambi  i  casi  la  delta  differenza  cambierà  di  segno 
passando  per  zéro. 

147.  Sia  inoltre  6  un*altra  quanlilà  costante  e  positiva,  e  si  formi  la 

frazione ,  che  si  rapprcsenti  con  y,  in  modo  da  essere  y= . 

û— 'ûC  fl-~lJC 

Dando,  corne  al  numéro  précédente,  divers!  valori  a  ce,  e  tenendo  pré- 
sente, che  il  quoziente  d*una  quantità  positiva  per  un'altra  positiva  o 
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négatif  a  y  à  lo  stesso  segoo  di  questa,  avremo  cbe 

per  aj<a,  sarà  a-coo,  e  quindi  y>Oj 

b 

»  coa    »    a-a5<o    1    »     2/<o; 
0  purCi  comiociando  per  dare  a  x  Talori  maggiori  di  a,  avremo 

per  x>a        a-x<o,    e  quindi  2/<o, 

»  a3=a,       a-a3=o     »      d     y- — =  00 , 

»  aî<a,       a-cD>o     »      »     2/>o; 

quindi  in  ambi  i  casi  la  frazione  y  cambia  segno ,  passandoper 
l'infinito. 

119.  lliunendo  in  una  sola  proposizione  i  risultaoïenli  oUenuU 
ne'due  numeri  preccdenli  possiamo  stabilire,  che  se  una  quaniità  va- 
riando  cambia  di  segno,  à  dovulo  nece^isariamenle  passa- 
re  per  zéro,  opcr  l*infinilo, 

LEZIONE  XV. 

» 
Proposizioni  inlomo  al  calcolo  dei  limilL  --  Operazioni  suUe  polcnze 

ad  esponente  irrazionale» 

149.  Sieno  A,  A'  due  quaniità  finile,  e  sia  a  una  quaniità  inûnila- 
n)ente  piccola,  se 

(1)  A'=A+a,  dico  che  A=A\ 

In  elTetli,  per  ipolcsi,  la  differenza  tra  A  e  A'  è  la  quantltà  infinité- 
sima  e  perciô  inassegnabile  a  ;  quindi,  non  potendosi  assegnar  diffe- 
renza ira  A  ed  A',  quesle  quantltà  devons!  riguardare  corne  uguali; 
e  perô  resta  provato  c.  c.  b.  d. 

Questa  proposizione  è  la  fondameninle  dei  calcolo  dei  limiii, 
e  s'enunzia  bretemente  dicendo,  che  due  quantUà  finile,  che  diffe- 
rUcono  ira  loro  per  una  quaniità  in finitamentapiccolaf  sipossono 
considerare  corne  uguali. 

150.  Poicbè  A  è  una  costante,  e  a  una  variabiie,  che  s*accosla  inde- 
finitamenie  a  zéro,  la  somma  A+a  è  pur  essa  variabile,  e  il  suo  limi- 
te è  A,  il  che  si  dinota  scrivendo  :  llm  {A+a)=A,  o?e  la  caraiterisUca 
lim  sia  per  indicare  limite.  Segue  da  ciô,  che  volendo  dinolare  che  a 
è  limite  d*una  quaotità  variabileoc,  si  puà  scrivere  x=a+a,  essendo  a 
una  qiiantiià  che  converge  a  zéro. 

m.  Posto  ciô,  alla  proposizione  dei  n.^  149  aggiungeredio  le  se- 
guenti  : 

\.^ll  limite  délia  somma,  odella  differenza  didutiquan- 
tità  variabili  è  uguale  rispetlivamente  alla  somma,  0  alla  d  i  f- 
ferenza  dei  limiti  délie  medesime  qitantilà.  In  M\\  s\eno P  e  Q 
due  quantilà  variabili,  i  cui  limili  rispetlivi  sieno  Aq  B\  sarà  (nuin. 
précédente  ) 

(2)  P=A+a,    Q=B+^, 


QUANTITE  TAniABILB  E  OUANTITI  GOSTÀNTE.  -^  LIMITE,  EG«  tH 

e^endo  a  e  ^  due  qoantità  cbe  tendono  indeflnitamente  a  zéro.  Som- 
mandOy  o  soitraendo  le  (2)  avremo  :  P±(J=A=fcB+a=fcp.  Ora,  essendo 
a±^  una  quanlità  che  s'accosta  indefiniiamente  a  zéro,  avremo  pel 
deUo  nel  n.^  prec.  Iim(P±(?)=A±B=limP±ljmp.  c.  b.  d. 

2.^  il  limite  del  prodotto  diduegiiantitàvariabilièvguale 
al  prodotto  de*liiniti  délie  stesse  qiiantilà.  la  tSelii,  moiiipW' 
caodo  membro  a  membro  le  uguaglianze  (2) .  avremo  :  PQ^AB+A^ 
+£a+a^  ;  ma  i  tre  ullimi  termini  del  secondo  membro  tendono  ad 
annuUarsi,  a  misura  cbe  a  e  ^  savvicinano  a  zero^  quindi  possiamo 
sciîTere  PQ=AB+io,  essendo  oi  una  quantilà  cbe  converge  a  zéro,  e 
perô  (n.^  prec.)  lira  PQ=AB=\\mPx\\mQ,  c.  b.  d. 

3.^/1  limite  del  quoziente  di  due  quanlità variabili è ugua" 
le  al  quoziente  dei  limiti  délie  dette  quanHtà.Ia  effetti,  po- 

p 

niamo  -7r=B>  c  quindi  P=QR  :  prendendo  i  limiti  da  ambi  i  membrl 

sarà  liinP=limQB=limQxlîmil,  dônde  si  cava 

,.    „    limP  ,.     P     lîmP      ^   ^ 

lirafl=r: — -r ,  0  vcfo    lim  -^=- — ^,  c.  b.  d. 

lim  C!  '  Q     lim  0' 

*.^  fl  1  i  m  i  l  e  délia  p  o  t  e  n  z  a  d*una  quaniità  variabile  è  uguale 
alla  potenza  del  limite  dcllamedesimaquantità.  In  eîïeiii,])0\' 
cbè  A  è  il  limite  di  P,  sarà  P=A-\'S^^  essendo  5  una  quantità  che  s'ac- 
costa indefinitamente  a  zéro  ;  quindi,  prendendo  le  potenze  di  ambi  i 
membriy  avremo  pure  P"*=(4+S)'*  '.  ora  mentre  5  converge  a  zéro  , 
A+S  converge  ad  i,  quindi  nella  stcssa  ipotesi  (1+5)"*  s'accosta  ad 
A"  ;  si  cbe  P^^^A^+io  ,  essendo  co  una  quantità  che  converge  a  zéro, 
e  perô  (n.®  prec.)  limP^=A"*,  e  polchè  A=limPj  sarà  finalmeate 
limP~=(IîmP)"*. 

i.^  Il  limite  délia  radice  d'una  quanlità  variabile  è  uguale 

tn      _      m 

alla  radice  del  limite  dellastessaquantità,  cîoôlim  \/  P  =:\/limP. 
La  dimostrazione  è  analoga  alla  précédente. 

152.  Ora  possiamo  dimostrare  che  le  regole  relative  aile  potenze 
con  esponenti  razional%  e  che  abbiamo  già  mostrate  vere  ne'  casi 
di  esponenti  frazionarii,  o  negativi,  valgono  pure  per  gli  esponenti 
irrazionali.  Supponiamodale  primamentea  moUipIicarele  due  espres- 
sioni  a^  t  a^  ^  in  cui  m  ed  n  sono  due  quantità  irrazionali  ;  dico  che 
anche  in  questo  caso,  come  per  gli  esponenti  razîonali,  avremo  a'^Xa'* 
^a"*"^.  Imperocchè  sieno  [x,  v  due  quantità  razionali,  cbe  successiva- 
mente  e  rispettivamente  s'accostano  ad  m  ed  n  ;  in  guisa  che  sia 
fn=liffltiL,  n=limv,  e 

(3)  a'*=lîma'* ,  a'*=lima''  , 
quindi  (n.^  prec.  2®)  sarà 

(4)  a'"xa'*=lima»*Xlima'=lim  (ai^xa^  : 

inoltre,  per  ipotesi  e  pel  n.^  prec.  (i^),  |i.+v=:m+7H-a,  essendo  a  una 
quantité  che  s'accosta  indeiiaitamente  à  zéro,  mentre  |Ji,  e  v  cresceo. 
do  0  decrescendo,  convergono  ad  971,  ed  n  ;  si  che,  essendo  a>^xa^ 
=0**"^^,  perché  jji  e  v  sono  razionali,  avremo  a^xa^=a''*'^^=a"*^'*'^* ,  e 
RuBiNi  Elem.  d'Algebra.  8 


88  EUtXBNTI  D*  ALG8BBÀ 

quindl  lima»*xa''=lima*»'**+*  ;  ma  llma"^"^=:a*^  perché  a  à  per 
Jimile  zéro,  dunque  sarà  pure  liai{a'*xa*')=rf"^;  laonde,  ponendo  nel- 
la  (4)  ia?ece  di  lim(af^xa^  il  valor  équivalente  a"^*,  avremo  a'^xa'* 
=a*^'* ,  c.  b.  d. 

1S3.  Similmente  dico  che  a^  :  a'*=a'*"*.  In  faiU,  divldendo  mem- 
bro  a  membro  le  (3)  e  tenendo  presenie  il  n.^  151  (3^)  atremo  : 

(5)  -ir^r — y=lini-^. 

^  a**    lima-'  a-' 

Ora  ji-v=m-n+a,  corne  sopra,  e  perô  — y  =  a**"^  =  a"^**^  ;  quindi 
lira— =lîma**"'*^^a'*^  ;  o  paragonandoquesl'eguagUanza  con  la  (5) 


a" 


a^ 


risulta  -â=a'**^i  c.  b.  d. 
IM.  Seguendo  analoghi  ragionamenti,  e  le  proposizioni  4*  c  S""  del 


m 


n.*'  15!,  si  diinoslra  egualmenle  che  (a''f=a*"* ,  v/a**  =  a'*. Pcrtàn- 
to  tulle  le  rcgolc  per  gli  esponenti  razionali  valgono  ancora  per  que- 
gli  irrazionalj. 


PARTE  SECONDA 

ÂPPLICAZIONE  DELL*ÀLG01UTM0  ALGBBRICO  ALLA  DIMÛSTRAZIONE 

DELLE  PROPRIETA  DE*  XiUMEEi. 


CAPITOLO  I. 

Proprl€(à  elementnrl  de'  nniiicrl. 

LEZIONE  XYI. 

RapprcscrUazione  algebrica  de'  numeri.  — *  Proprielà  che  se  ne  deducono. 

15â».  Sia  n  un  inlero  qualunque  :  poichè  un  numéro  pari  6  quel- 
lo  divisibilo  per  2,  cosi  esso  è  rappresenlalo  dalla  formola  2n;  c  quin- 
di un  numéro  impari  6  rappresenlalo  da  una  dclie  due  formole  2n+1, 
2n'l.  Oltrea  qucsle  formole  per  rappresenlare  qualunque  numéro 
pari  0  impari,  si  nnno  quelle  che  si  riferiscono  aimullipli  d*uno  sles- 
so  numéro.  Cosl  : 

3n,  3m+1,  3n+2;  4n,  4n+I,  4n+2,  4n+3;  ec 

sono  formole,  che  possono  rappresenlare  tutti  i  possibili  numeri  in- 
leri.  Le  prime  tre  sono  relative  ai  mullipli  di  3  ;  le  allre  ai  mullipli 
di  4.  E  siccome  dopo  4n+3  rilorna  4n,  si  pu5  considerare  la  prima 
di  queste  formole  come  quella,  che  dà  i  numeri  precedenli  a  quclii 
délia  forma  in  ;  ma  quesli  precedenli  sono  parimente  rapprcsenlati 
dalla  formola  4n— 1,  quindi  quesla  puù  essere  adoperala  in  luogo  del- 
Tallra  4n+3.  Ora,  essendo  4n  un  numéro  pari,  tutli  i  numeri  délie 
forme  4n+l  e  4n+3  o  4n-l  sono  impari. 
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UO.  Scguono  da  ciô  le  proporzioni  seffuenti  : 

1.^  La  somma,  o  la  diffcrenza  di  due  numen  pari,  o  di 
due  nuîneri  impnri  è  paii.  In  falli,  essendo  2n,  2n'duenume- 
ripari,  e  2?i-|-1,  2n'-hi  due  nuiueri  impari,  si  à  2?i±2n'=2(n=tn'), 
(2n+l)+(2n'-f  !)=2(n+n'+l),  e  (2n+lH2n'+i)=;;2(n-n');  or  cla- 
scQQO  de'secondi  membri  di  queste  eguagliânze  rappreseiita  un  nu- 
méro pari. 

2.^  /{  prodotto  d'unnuniero  qualanque  pari,  o  impari  per 
un  numéro  pari  è  sempre  p.ari;  perche,  avendo  per  faUore  un 
Dumern  pari,  à  pure  per  faUore  2. 

3.*  Il  prodotto  di  due  numen  impari  è  sempre  impari;  im- 
pcrocr.hè  si  à  (2n+l)l2M'+i)=2(nn'+n+n')+l. 

1S7.  Ë  noto  che  in  ogni  divisione  il  dividendo  è  uguale  al  divisore 
molUplicato  pel  quoziente  più  il  reslo;  e  perô  dinotando  con  N  un  nu- 
méro qualunque,  con  D  il  divisore,*  con  q  il  quoziente,  e  con  r  il  rc- 
sto,  sarà 

(1)  N=Uq+r' 

1S9.  Nel  Tare  la  divisione  al  modo  insegnalo  in  Àritmclica,  il  re- 
slo r  puô  estendersi  da  z^to  sîno  a  D—l\  e  il  quoziente  q  è  approssi- 
malo  in  meno  (Arit.  n.*  70),  si  che  puô  dirsi  quoziente  per  difetto. 
Na  si  puô  pure  prendcrc  un  quoziente  approssimalo  in  più,  o  per  ec- 
cessOy  scegliendo  quello,  che  moltiplicato  pel  divisore  D  dà  il  mul- 
tiple di  D  immedialamente  superiore  ad  N.  Cosl  nel  dividere  4S  per  6, 
si  puô  prendere  8  pcîr  quoziente  per  eccesso;  e  in  tal  caso,  dal  pro- 
dotto 48  del  divisore  pel  quoziente,  bisognerà  tos;Iiere  3,  che  conti- 
nua a  chiamarsi  resto,  come  ncl  quoziente  per  difetto,  ma  perô  è  ne- 
gativo,  come  risulta  dalfeguaglianza  45=6x8—3.  Quindi,  in  ogoi  di- 
visione, se  il  quoziente  è  per  difetto,  il  reste  è  positivo,  e  se  il  quo- 
ziente è  per  ecccsso  il  rcsio  è  negalivo]  e  perô,  ammellendo  che  nella 
ditisionc  s'abhia  a  prendi^re  quel  multiple  del  divisore,  ch'è  piu  pros- 
simo,  sia  in  m(*no,  sia  in  più,  »1  dividendo,  allora  mila  formola  (1) 
il  termine  r  puô  avère  il  segno  =t  ;  ma,  in  générale,  si  puô  rilenere  il 
scgno  +,  che,  ne'casi  particolari,  verra  modiflcato  seconde  relTetlivo 
segno  del  reste. 

ISO.  Quando  nella  divisione  si  usa  il  quoziente  più  approssimalo, 
sia  in  più  sia  in  meno,  il  reslo  ?*,  in  valor  assoluto,  non  puô  esten- 
dersi, al  più,  che  sino  a  ID;  in  Tatii,  dinolan  lo  con  q  il  quoziente  per 
difetto,  quello  per  eccesso  sarà  9+I ,  e  i  muliiplt  di  D  relativi  a  questi 
quozienti  saranno  £7,  e  1>(9+1 }»  0  sia  Dqi-D;  quindi  dal  primo  al  se- 
conde di  questi  multipli  avremo  la  seguente  série  di  numcri  consc- 
culîvî: 

(2)  Dq ,  Og+l ,  Dg+2  ,  .  .  Dq-hD  , 

Ira^qunli  vi  è  il  dividendo  N.  Ora  tutti  questi  numeri  sono  in  numéro 
D+l,  e,  lolti  i  due  estremi,  grintermedii  sono  in  numéro  D—i.  Posto 
ciô,  se  I^  ë  pari,  D-1  è  impari,  e  quindi  fra'delti  numeri  intermedii 
se  ne  troverà  uno  Dq-{-r\  che  sarà  egualmenlelontano  dagii  estremi; 
laonde,  se  eS50  ë  nppunto  il  dividendo  iV,  i  due  multipli  Dq,  Dq^-D 
ne  differiranno  Tuoo  per  difetto,  Tallro  per  ecccsso,  per  la  stcssa  quan- 
tilii  da  Tij  si  che  potrù  prendersi  egualmcote  per  quoziente  q  0  q^-\\ 
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e  avremo  Dqi-f-Dq=Dq+D-{Dq-\-r'),  d'onde  2t-'=D,  f=^D;  quîndi  il 
resto,  posilivo  ncl  primo  caso,  e  negativo  nel  secondo,  avrà  seinpre 
lo  stesso  valore  numerico,  che  sarà  appunto  ^D.  Ha  se  iVcoincide  con 
uno  de*numeri  compresi  nelia  prima  meta,  o  nella  seconda  meta  dél- 
ia série  (2),  bisognerà  prendere  per  quoziente  q  nel  primo  caso,  e 
9+1  nel  seconde,  e  perd  il  Talore  del  resto  sarà  in  enlrambi  i  casi 
minore  di  {  D,  Se  poi  D  è  impari,  D-1  è  pari,  ne  Ti  sarà  più  termine 
medio  nellâ  série  (2),  la  quale  si  scomporrà  in  due  meta,  la  prima  di 
numcri  prossimi  in  più  al  primo  multiple  D9,  la  seconda  di  prossimi 
in  menoal  seconde  mulliplo  Dq+D,  e  non  potendosi  iroyare  il  numé- 
ro N  che  nella  prima  0  nella  seconda  meta,  il  resto  délia  divisione, 
sia  positive  0  négative,  devra  necessariamente,  in  valore  assolulo,  es- 
sor minore  di  |D,  c,  b,  d, 

leo.  Teorbma.  —  Se  un  numéro  si  divide  in  due  parti,  una 
delfe  quali  sia  divisibile  per  un  aliro  numéro;  il  resto  deUa  dm- 
sione  delpnmo  numéro  dato  per  guesfo  secondh  sarà  quello  stesso^ 
che  dà  la  seconda  parte  divisa  pel  medesimo  numéro. 

In  fatti  siaiV  il  numéro;  a  e  6  sieno  le  due  parii,  la  prima  délie 
quali  sia  divisibile  per  un  dato  numéro  d,  si  che,  dette  q  il  quoziente, 
sia  a=^qd,  e  sarà  N=qdi-b.  Sia  9'  il  quoziente  délia  divisione  di  b 
per  d,  ci  r  il  resio,  e  sarà  6=g'd+r;  onde  sosUluendo  nella  formo- 
la  precedenle  s' avrà:  iV=qd+q'd-i-r=((/+g')d+r,  d'onde  si  vede  che 
r  è  11  reste  délia  divisione  di  ^per  d;  quindi  è  vero  c.  c.  b.  d. 

161.  Essendo  iO*=1, 10'=10, 10^=100,  10^=1000,  ce. ,  si  vede 
che  le  unità  de'diversi  ordini,  nel  sistcma  décimale,  possono  essere 
rappresentate  dalle  diverse  potenze  delUi  base  10  di  questo  sistC' 
ma:  cosl  lO*^*  rappresenla  Funilà  delFordine  m^^.  Inollre  la  poten- 
za  10"*  non  contiene  che  m+1  cifre,  délie  quali  la  prima  è  1,  e  le  ri- 
manenti  sono  zeri.  E  siccome  ogni  numéro  è  sempre  comprcso  fra 
due  successive  polenze  di  10,  cosi  ilpiii  piccolo  numéro,  che  con- 
tenga  m  cifre  e  10""',  e  il  pitt,  grande  ô  10*"— 1. 

162.  Ogni  numéro  si  puô  sempre  considerare  come  la  somma  délie 
coUezioni  di  unilà  d*ordini  diversi,  che  esso  contiens:  cosl  3S98=8 
+90+500+3000,  overo  (n.«  prec.)  3598=8+9.10+5.!0*+3.105.  In 
générale,  dlnotando  con  a^ ,  a, ,  o^  • . .  a„  le  n+1  cifre  di  cui  si  com- 
pone  un  numéro  JV,  e  supponendo  che  a^  rappresenti  lo  unilà,  ai  le 
diecine,  e  cosl  appresso,  avremo  la  formula  générale 

(3)  A=ao+a,  iO+a*  10^+0510'+  •  .  .  a^lO». 

163.  Essendo  Nun  numéro  intero,  dividendolo  per  10,  per  10-,  . . 
per  iO"*,  acquisla  !,  2,  .  .  .  m  cifre  decimali:  or  dividende  per  iO^ 
la  (3),  abbiamo: 

(4)  iaolO-^+a,10-Ha2lO-'+a3+  .  .  •  +aj(f^% 

e  il  seconde  membre,  che  contiene  ire  polenze  négative  délia  base, 
rappresenla  il  numéro,  che  contiene  tre  cifre  decimali.  Quindi,  se  la 
fomiola  rappresentanie  un  dato  numéro  coixiiene  al  tempo  stpsso 
potenze  positive  e  négative^  il  nitmero  avrà  cifre  iniere  e  decimali: 
eohterrà  solo  cifre  intere,  se  le  detie  potenze  sono  tuUe  positive,  c 
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con terra  lutle  cirre  decimali,  se  le  dette  polenze  sono  tutte  négative, 
e  la  cifra  che  rappreseola  le  unità  ë  nulla.  , 

lat.  Se  un  numéro  intero  N  si  scompone,  a  partir  da  destra,  in 
cîassi,  ciascuna  di  m  cifre,  e  si  dinotano  con  A^^  A^^  A^^y  ec.  i  nu- 
meri  rispettivamente  contenuti  in  ciascuna  classe,  e  considerati  cia- 
scuno  corne  un  numéro  solo,  il  numéro  N  sarà  rappresentalo  dalla 
formola 

(5)  N=A,-\-AJQ^+A,JQ^^+  .  .  .  +A^JQ'^. 

Cosi,  scompooendo  il  numéro  25842703023  in  classi  ciascuna  di 
tre  cifre,  a  partire  dalla  destra,  risulta: 

25812703025=023+703000+842000000+25000000000 

=025+703.103+8*2.10*-»+25.i05-». 

16S.  Attertbnza.—  Si  noti  che  il  numéro  délie  cirre  significati- 
Te  e  dei  zeri,  contenuti  in  ciascuno  dei  numeri  A^, ,  A^  ec.  è  sempre 
m;  meno  pcrô  in  quello,  che  rappresenla  la  classe  più  elevata,  che  è 
la  prima  a  sioistra,  e  il  quale  puô  contenere  anche  meno  di  m  ciflre. 

ie6.  Se  nella  formola  (5)  si  suppongono  négative  tutie  le  varie 
potenze  di  10,  e  nel  tempo  stesso  si  suppone  A^^o^  Afj^=A2^=A^^ 
=ec. . . .  =i,  si  à  una  frazione  décimale  (n.^  163)  e  periodica,  di  cui 
m  à  il  numéro  delle  cifre  dei  periodo,  e  il  il  valore  dei  periodo. 
Quindi  una  frazione  décimale  periodica  è  rappreserhtala  dalla  for- 
mola seguente 

lOl.  Teorema.  —  II  prodoWo  dipiibnumen  inleri  nonpxiô  con- 
îenere  piii  cifre  di  quarUe  ne  indica  il  numéro  di  quelle^  che  con- 
iengono  tutti  i  faUori;  ne  meno  di  quante  ne  indvia  questo  nume- 
roj  diminuito  di  tante  unitàj  per  quanti  sono  i  fattori  meno  uno. 

Dinotiamo  con  a,  a' ,  a" ,  ec.  diversi  numeri,  il  primo  dei  quali  con« 
teoga  n  cifre,  il  seconde  n',  il  terzo  n",  ec.  Avremo  cosi  (n.^  161) 

a<10%       a'<10*',       a"<IO»",  ec.  * 
a=IO»-*      a'JlO*^'^     ^'^10»"-*  , 

qnindi  moUiplicando  per  ordine  le  prime  ineguaglianze,  e  moltipli- 
cando  similmente  le  seconde  ineguaglianze  o  eguaglianze,  e  dino- 
tando  con  h  il  numéro  dei  numeri  dati  a,  a' ,  a" ,  ec* ,  con  v  la  somma 
di  tutte. le  cifre  n,  n',  n",  ec.  avremo: 

aaa" .  .  .  <I0^  ;      aa'a" =  10'-''-'*. 

Ora  10'-'  non  contiene  che  v+1  cifre  (n.®  161)  e  10'*'"'^  ne  conticne 
v-A+l,  0  vero  v-(fc— 1),  quindi  il  prodoUo  aa'a"  ec.  essendo  <10^ 
c  >10^\  non  puô  avère  più  di  v  cifre,  ne  meno  di  v(/i-l),  c.  b.  d. 

169.  Teorbma.^  La  polenza  m™*  d'un  numéro  di  n  cifre  non 
puo  av^r  più  di  mn  cifre,  ne  meno  di  ma— m+1. 

In  cffetli,  dinotando,  corne  sopra,  con  a  un  numéro  di  n  cifre,  a- 

vremo:  a<IO'*,  a~IO'*"',  e  quindi  elevando  ciascuna  ineguaglianza 
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alla  potcnza  m"*«,  s  avrà:  a"*<10"**.  a^lO"'"^.  Ora  10"**  non  con- 

liene  più  di  mn+l  cifrc,  e  lO*^**""*  non  ne  contiene  pîù  di  wm— m+1 , 
qulndi,  poichè  a"*  è  minore  délia  prima  e  maggiore,  o  almeno  egua- 
le  alla  seconda  di  queste  potenze  di  10^  cosl  quelfa  potenza  a"^  puô 
avère,  al  più,  mn  cifre,  e  almeno  mn-m+1,  c.  b.  d. 

169.  Teorbma.  —  Sia  un  numéro  di  n  cifrc,  di  tui  si  voglia 
ofitrarre  la  radies  m™*;  sia  inolire  q  il  quozicnie  esatto,  o  approssi- 
malo  di  n  diMisopcr  ro;  dico  che  il  numéro  dclle  cifre  delta  radicc 
sarà  q  nel primo  coso,  e  q-j-l  nel  sccondo. 

1q  fatti,  sia  r  il  reslo  délia  divisione  di  n  per  m,  e  sarà  71^=^194-^; 

e  siccome  a<10*,  e  a^lO*~S  sarà  a<\ff^^,  a^iO"*«'*^*  ;ma  r<m, 
cd  ?7ig+r-l>mç,  quindi  con  più  raglonea<10^^"^"*, a>IO"*^;  onde, 

m 

csiracndo  la  radicc  m"*"  da  ambi  i  raembri  (n.^*  19)  sarà  v/^<10^^* 

m 

)/  a>  \0*f.  Ora  10^'*'*  contiene  q+2  cifre,  c  10'  ne  conlienc  q+l 

m 

quindi  v/  a  deve  conlenere  un  numéro  di  cifre  minore  di  9+2,  e  non 
maggiorc  di  (j+l,  cioè  queslo  numéro  dev'esscre  9+I.  Dunque,  se  il 
quozienlc  q  è  approssimato,  il  numéro  délie  cifre  délia  radice  è  g+1, 
Che  se  il  quozienle  q  è  esatlo,  allora  r=o;  ed  n^=:mq==mq—mHn=: 
m{q'~\)-\-m,  sichesupponendo  che  q—X  sia  il  quoziente  approssimato 
di  n  diviso  per  m,  e  applicando  la  conclusione  précédente,  si  deduce 
che  il  numéro  délie  cifre  è  q-l+i  0  vcro  q.  Perlante  è  vero  c.  c.  b.  d. 

LEZiONE  XVll. 

DivisibiiUà  di  alcuneparlicolari  forme  di  numm, 

110.  Teorema  —  La  differenza  di  due  qu^lunquc  potenze,  deUo 
s(csso  gradô,  di  dw^  numeri  dati  è  sempre  divisibile  per  la  diffe- 
renza di  questi  m?.desimi  num^^ri. 

In  faili  sieno  a  e  6  duc  numeri  qualunqu^,  ed  m  un  numéro  intero; 
pcltcoremadeln.®63ladilTerenz»  a'"-6"*èdivisibtlcpera-6,  c.b.d. 

111.  Tborbma.  —  La  differenza  di  due  potenze  pari,  e  dello 
slesso  grado,  di  due  numeri  dati  è  dividbile  per  la  differenza  dei 
quadrati  di  questi  numeri^  e  quindi  per  la  loro  somma,  e  per  la  lo- 
ro  differenza. 

In  (  ffelli,  sia  m  un  numéro  intero,  c  sîcno  œ  e  1/  duc  quanlilà  qua- 
lunque;  e  sarà  x^-y^  divisibile  perdc-y:  quindi;  sea  eb  sono 
due  numeri  qualunquc,  e  poniamo  x=a^,  î/=6*.  sostiluendo  e  osser- 
vando  che  œ"*=(a*r=a«^,  y'^={b^)^=b^  (n.^  78),  risultf^rà  anche 
^2i»_52m  divisibile  per  a*-6*.InoUre  essendo  a*-6*=(a4-6)(a-b^  s«- 
rà  a-"*-62**  divisibile  per  ciascuno  deïalllori  ai-h  cd  a-b,  Ora  2m  è 
un  numéro  pari  (n.^  lo5),  quindi  è  vero  c.  c.  b.  d. 

jllîî.  Tkorema.  —  La  somma  diduc  potenze  impari,  c  dello 
slesso  grado,  di  due  numni  dali  è  divisibile  pcî'  la  somma  di  que- 
sti numeri. 
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la  faUi  qualunque  sieoo  lo  quantità  x^  y,  e  il  numéro  intero  71,  la 
dilTerenza  a^*— t/**"^*  è  divisibile  œ— y;  quiadi  se  a  e  6  sono  due  nu- 
mcrl,  e  pooiamo  œ=a,  y=^—h,  e  osserviamo  che  (  —6  )*'^*=-6*'*^* 
(a.*  80),  avremo  a^'^*+6*^*  diîisibile  per  a+6;  ma  2n+l  è  numé- 
ro împari,  quindi  à  vero  c.  c.  b.  d. 

173.  OssERYAzioNE.  —  Lo  slesso  ragionamenio  à  luogo  se,  nei 
due  teoremi  precedenli,  le  a  e  &  sono  due  quantità  qualunque. 

114.  Se  ne' Ire  précèdent!  teoremi  poniamo  a=10,  6=1,  avremo 
cbe  10"*-1  è  divisibile  per  10-1,  cioè  per  9  (n.^  170);  iO'-^-î  è  di- 
visibile per  10+1  e  per  10-1,  cioè  per  11  e  per  9  (n^  171);  e  10*5*^* 
+1  è  divisibile  per  10+1,  ossia  per  11  (n.^  172).  Quindi,  relalivamen- 
te  ai  numeri  di  base  10,  abbiamo  le  tre  proposizioni  seguenti:  1.^  ogni 
potenza  di  10,  diminuUa  di  1,  ê  divisibile  per  9:  2."  ogni  potenza 
pari  di  10,  diminuita  di  1,  è  divisibile  per  \  1  e  per  9.  3.*  ogni  po- 
îenza  impari  di  10,  aumentata  di  1,  ê  divisibile  per  11. 

lis.  Pel  leorema  del  (n.^  170)  a^-b^  è  divisibile  per  a-6;  quindi 
se  ponesi  a=a'* ,  6=^'*  e  si  sostituisce,  risulterà  a"*'*-fi«»»  dimibile 
per  a**— P".  E  similmenle  dagli  allri  due  teoremi  (a^  171  e  172)  risul- 
ta  che  a"*'*-g"*'^,  è  divisibile  ancora  per  a^'+g'*,  se  m  c  numéro  pari; 
e  a^^^+g"*"  ô  divisibile  per  a"  +^'*,  se  m  è  numéro  impari,  Quindi, 
ponendo  a=10.  p=l ,  ne  consegue  che  10  "*'*—!  è  divisibile  per  10"— 1  ; 
0  lO*"*-!  è  divisibile  pure  per  10*^+1,  se  n  ô  pari;  e  10"*'*+1  è  divi- 
sibile per  10'*+1,  se  71  è  impari. 

116.  Teorekà.  —  Vn  dato  numéro  sarà  divisibile  per  2"*,  5"*, 
se  staccando,  a  pariire  da  drittay  m  cifre,  il  numéro  staccato  è.di" 
visibile  per  una  d%  quelle  potenze. 

In  fatti  un  numéro  N  si  puô  esprimerc  cpsl  : 

(1)   N=^A,+A^i(i^+Ain^W+A,JO^^  .  . .  +il„^10'^"»,  (n.*>  16i) 

quando  quel  numéro,  a  partire  da  désira,  si  scompone  in  clnssi,  cia- 
scuna  di  m  eifre,  e  si  rappresentano*  con  A^,  A.^  ec.  i  numeri  corri- 
spondenti  (  considéra ti  ciascuno  corne  un  numéro  solo  )  contenuti  in 
ciascuna  classe.  Da  ciô  vediamo  che  N  si  compone  di  due  parti,  una 
délie  quali  è  divisibile  per  10"*,  e  Tallra  è  Aq  ;  si  che  il  reste  délia  di- 
visione  dl  N  per  10"*  sarà  quello  che  dà  A^  divise  per  10"*  (n.®  160); 
quindi,  se  questo  è  nulio,  À' sarà  divisibile  per  10"*,  e  comechè  10"*=: 
(2.5)"*=2"*.5"*,  cosl  JV  sarà  divisibile  per  2"*  e  per  5"*.  E  Se  ilo  è  divi- 
sibile per  una  sola  dl  queste  polenze,  anche  iVsarà  divisibile  per  la 
stessa  potenza,  c.  b.  d. 

111.  Da  questo  leorema  risullano  i  corollarii  scguenli  :  1. 
numéro  termina  con%na  délie  cifre  2  0  S  è  divisibile  per  2  0  per  o 
2.**  se  le  ultime  due  cifre  a  dritla  cVun  dato  numéro  formano  un  nU" 
mero  divisibile  per  4  0  per  25,  anche  il  dato  numéro  sarà  divisibile 
per  4  0  per  25.  Cosl,  staccando  le  ultime  due  cirre  a  drilta  del  numé- 
ro 54712,  si  à  12  cbe  è  divisibile  per  4,  e  per6  anche  il  dalo  numé- 
ro è  divisibile  per  4.  Similmenle  nel  numéro  2S7.'>  le  ullime  due  cifre 
compoogono  il  numéro  75,  che  è  divisibile  per  25,  c  perô  2875  ë  di- 
visibile per  25;  3.®  se  le  ultime  tre  cifre  a  dritta  d'un  dato  numéro 
formano  un  numéro  divisibile  per  8  0  per  125,  anche  il  numéro 
dato  sarà  divisibile  per  8  0  per  123;  p.  e.  il  numéro  5432  è  divisi- 
bile per  8  ;  e  il  numéro  12250  è  divisibile  per  125.  E  cosl  appresso. 


^  se  un 
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1V8.  Tborema.  —  n  resta  délia  dm9ione  d'un  dato  numéro  per 
9,  ë  quéUo  ètesso  che  dà  la  somma  délie  cifre  significative  dél  nu' 
mero  dato  divisa  per  9. 

Sieno  /V  il  numéro  dato  ,  a^y  a^j . .  a^^le  sue  cifre  a  parlire  dalla 
driita,  e  sarà  (3, 1G2) 

(2)  iV=a^4-a,iO+a2lO*+ +a^lO'*. 

Quesfespressione,  aggiugnendo  e  togliendo  at^  a^^  ec.  pub  scrWersi 
cosl  : 

rsr         N=\       a,(10-l)+a,(!0«-lK  .  . .  +a„(10'^-l) 
^  ^  (  +«0         +«1  +at+ +a^  ; 

â*ODdc  si  vedc  che  la  prima  linea  del  secondo  membro  à  divisibîle 
per  9,  perché  ogni  suo  termine  è  divisibile  per  9  (n.®  174)  ;  e  perà, 
pel  teorema  del  n."*  ICO,  il  reslo  délia  divisione  di  iVper  9  sarà  quello 
stcsso,  che  dà  la  seconda  linea  divisa  per  9.  Ma  quella  seconda  linea 
è  la  somma  délie  citre  signiiicatiTe  del  numéro  dato,  quindi  è  vero 
c.  c.  b.  d. 

11».  Se  ao-i-a,+  •...  +  «>»  è  divîslbiie  per  9,  anche  iV  sarà  divi- 
sibile per  9  :  quindi  se  la  somma  délie  cifre  d*un  dato  numéro  k  di- 
visibile per  9,  lo  stesso  numéro  è  divisibile  per  9  (Arit.  n.*  124). 

180.  Tborema.  —  Il  reslo  deUa  divisione  d'  un  numéro  diviso 
per  11,  è  quello  stesso,  che  dà  la^differenza  ira  la  somma  delte  uwe 
cifre  di  posto  impari  e  quella  délie  cifre  diposto  pari  divisa  per  11. 

In  faiii,  ritenendo  le  siesse  denominazioni  précèdent!,  si  polrà  dare 
alla  formola  (2)  la  segaente  forma  : 

a\          N-\          a,(10+l)+a,(10^-l)  •  ,  •  +a,(10±l) 
^^^  \  +ao  -a,  +a2 ±a^ 

dove,  neirultimo  termine  avrà  luogo  il  segno  superiore,  o  Tinferiore, 
secondo  che  n  è  pari,  o  impari.  Ora  la  prima  linea  del  secondo  mem- 
bro à  divisibile  per  11,  perché  ogni  suo  termine  è  divisibile  per  It 
(n.®  174),  quindi,  pel  leorema  del  n.®  160,  il  resto  délia  divisione  di  N 
per  11  sarà  quello  stesso,  che  dà  la  seconda  linea  divisa  per  11.  Ma 
quella  seconda  linea  à  la  somma  délie  cifre  di  posto  impari,  meno 
quella  delle  cifre  di  posto  pari  del  numéro  dato,  quindi  è  vero  c.  c.  b.  d. 

181.  Se  tto— ai+Oj— ec.  è  divisibile  per  11,  anche  iV  sarà  divisibile 
per  11  ;  quindi  se  la  differenza  ira  la  somma  delle  cifre  di  posto  im- 
pari e  quella  delle  cifre  di  poslo  pari  d'un  dato  numéro  è  divisibile 
j^&r  11,  anche  il  numéro  dato  è  divisibile  per  11  (Arit.  n.*^  130). 

18^.  Fncendo  sulla  formola  (1)  trasformazioni  analoghe  faite  sul- 
le  (3)  e  (4),  si  potrà  porla  sotto  Tuna,  o  Faltra  dtlle  forme  seguenli  : 

(K)       NÀ         A„(10"*-l)+A2m(i0*''*-l)+i3jl0^'^-l)+ec. 
/6^       N^{         ilJ10'«+l)+A,^(10*'«-1)4-A3„,(103-+i)+ec. 

dalla  prima  delle  quali,  tenendo  présente  ciô  che  si  fece  osservare  in 
fine  del  n.^  1,  si  scorge  che  il  reslo  della  divisione  di  N  per  lo*"— 1, 
0  per  un  qualunque  divisore  di  qaesla  differenza,  è  quello  stesso  che 
dà  la  divisione  della  somma 

(7)  io+^/n+^m+^ajn+^C'  P^^  '<>  slcsso  dlvisoro  ; 
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6  la  seconda  cinsegna,  che  il  resto  délia  divisfone  di  iVper  10"*+!, 
0  per  un  qualunque  di\isoro  di  quesla  somma,  è  quello  stesso  che  dà 
la  divisione  dell'espressione 

(8)  io-^m+^îm~^3m+6C.  per  lo  slcsso  divisore. 

E  perô,  quando  la  (7)  è  divisibile  per  10"*— 1,  o  per  un  fatlore  di  que- 
sta  differenza,  lo  snrà  pure  il  numéro  N;  e  similmente,  quando  la  (8) 
è  divisibile  per  lO^^-f  1,  o  per  un  faltore  di  quesla  somma,  lo  sarù  pure 
il  numéro  iV.  Ora  la  (7)  è  la  somma  de'  numeri  costiluenli  le  classi 
ciascuna  di  m  cifre  in  cui  è  slalo  diviso  il  numéro  daio  N:  e  la  (8) 
rappresenta  la  differenza  Ira  la  somma  de'  numeri  costituenii  le  classi  ' 
d'ordine  impari,  e  quelle  de'  numeri  costituenti  le  classi  d*ordine  pari; 
quîndi  si  ànno  i  icoremi  e  coroliarii  seguenti. 

Teorema.  —  Se  un  dato  numéro  N  si  scompone  in  classi,  cia* 
scuna  di  m  cifre,  a  partire  da  destra,  c  la  somma  de^numm  costi- 
tuenti ciascuna  di  qiteste  classi,  divi^n  per  10"*— 1,  o  per  un  falto- 
re P  di  quesla  diffarenza,  dà  per  resto  il,  questo  sarà  pure  il  resto 
deUa  divisione  di  N  per  10*"— 1,  o  per  P. 

Quinfli  se  il  resto  R,  di  cui  è  parola  in  questo  teorema,  è  nullo,  il 
numéro  N  sarà  divisibile  esaltamenta  per  10"*— 1,  o  per  P. 

Teoreha.  —  Se  un  dato  nibmaro  N  si  scompone  ia  classi,  da- 
scuna  di  m  cifre  ^  a  partire  dalla  désira^  é  se  la  differenza  ira  la 
somma  de*  numeri  costituenti  le  classi  d'ordine  impari,  equella 
de  numeri  costituenti  le  classi  d^ordine  pari,  divisa  per  10"*h-1.  o 
per  un  fatlore  P  di  quesla  somma,  dà  un  resto  R,  questo  sarà  pure 
il  resto  délia  divisione  di  N  per  10"*+1,  o  per  P. 

Quindi  se  il  resto  W,  di  cui  è  parola  in  questo  teorema,  è  nullo, 
il  numéro  N  sarà  divisibile  per  i0"*+1,  o  ppr  P. 

EsE.  —  Scomposlo  il  numéro  25  30i  532  007  in  classî,  ciaFcuna  di 
tre  cifre,  partendo  da-drilla,  i  numeri  di  quesie  classi  sono  7,  552, 
304  e  25;  la  loro  somma  è  888,  ed  ë  divisibile  per  i  1 1  ;  ma  questu  nu- 
méro ë  fatlore  di  10^-1,  quindi  anche  il  daio  è  divisibile  per  111  :  in' 
faUi,  esetruita  la  divisione,  si  à  per  quoziente  227968937. 

193.  OssBRVAzioNE.  -  Cercaudo  i  fatlori  di  10"*-1  e  10"*+1  per 
cîascun  valore  parlicolare  di  m,  si  possono  slabilirt^  le  forme  parlico- 
lari  de'  numeri  divisibili  per  tali  fattori.  E  si  puô  pure  risolvore  il  se- 
guenie  problema  :  trovare  U  resto  délia  divisione  d'un  numéro  qua- 
lunque N  per  un  dato  numéro  P,  In  faiii  la  qnestione  si  riduce  a 
trovare  quella  potenza  m  di  10  taie,  che  dividende  10"*  per  P,  s'ab- 
bia  per  resto  +1,  o— 1  ;  îndi  dividere  il  numéro  daio  N  in  classi  di  m 
cifre  ciascuna,  e  se  il  resto  ë  +1,  prendere  la  somma  de'numeri  co- 
stituenti ciascuna  classe  ;  e,  se  invece  il  rrsto  è  —1,  prendere  la  dif- 
ferenza Ira  la  somma  de'  numeri  costituenti  le  classi  d^ordine  impari, 
e  quella  de' numeri  costituenti  le  classi  d'ordine  pari  :  e  finaimpnte 
nel  primo  caso  dividere  la  somma,  e  nel  seconde  la  differenza  per  P; 
il  resto  R  di  queste  divisioni  sarà  il  dimandato.  Imperocchè,  secondo 
la  maniera  con  cui  ë  stato  determinato  m,  risulta  che  P  è  faltore  di 
10"*— 1  0  di  10"*+1,  e  quindi,  in  virtù  del  due  teoremi  prccedenti,'il 
lesto  R,  trovato  come  è  dette,  sarà  quello  che  si  cercava. 

194.  Teorbma.  —  Sefèun  numéro ^  che  divide  il  prodotto  AB 
Rqbini  Elem.  d'Algebra.  9 
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di  due  altri  numeri  A  e  B,  ed  è  primo  con  uno  di  essi^  deve  neces- 

sariamente  dividere  l'altro. 
Sia  P  primo  coq  A  :  in  tal  caso,  cercando  il  inassimo  d'msor  cornu- 

ne  Ira  quesli  dae  numeri,  si  dovrà  necessariamente  giugnereadun 

ultimo  resto  eguale  ad  1  ;  inoltre  supponendo  che  sia  A>P  (*),  e  che 
dlYideado  A  per  P  s'abbia  Q  per  quozienle  ed  A  per  resto, 
di^idendo  P  per  JR  s'abbla  Q  per  quczienie  ed  R  per  resto, 
ditidcndo  R  per  B!  s'abbia  Q" per  quoziente  ed  B"  per  resta,  ec. 

avremo  le  varie  eguaglianze  : 

A=:PQ+R,    P==Rff+R',    B=B'ff'+B",ec, 
0  moltiplicando  ciascuna  per  B  e  dividendola  per  P,  avremo  le  altrc: 

la  prima  délie  quali,  mostra,  che,  essendo  per  ipotesi  AB  divisibile 
per  P,  il  primo  membro  è  un  JDtero,  e  quindi  dev'esserlo  pure  il  se- 

BR 

coodo,  il  che  richiede  che  sia  -y  un  namero  inlero,  e  perciè  BR  de- 

v*esser  divisibile  per  P.  Indi  la  seconda  eguaglianza  ci  fa  vedere,  che 
il  secondo  membro  dev*essere  un  intero  corne  ii  primo  ;  ma  il  primo 

termine  del  secondo  membro  è  un  inlero,  perché  -5-  è  un  intero , 

BR' 

quindi  anche  l'altro  termine  -5-  dev'esscre  un  intero ,  e  perciô  JSR' 

divisibile  per  P.  Similmente  la  terza  ci  fa  conchiudere,  che  BR'  de- 
v'essere  divisibile  per  P,  e  cosl  appresso.  Ciô  yuol  dire  che  il  numé- 
ro B  moltiplicato  pe'  successivi  resti  JR,  JR' ,  R" ,  ec.  deve  risultare  sem- 
pre  divisibile  per  P  ;  ma  l'ullimo  di  questi  resti,  come  sopra  abbiam 
osservato,  dev'essere  1,  dunque  £xi ,  cioè  B  sarà  divisibile  per  P. 
Perlanlo  è  vero  c.  c.  b.  d. 
19S.  Da  questo  leorema  si  traggono  i  corollarii  seci^uenli  : 
L  —  Se  un  numéro  primo  P  divide  U  j)rodotto  ABCD  di  piU  nvr 
meri,  deve  dividere  necessariaviente  uno  di  essi.  In  falti,  se  P 
non  divide  il,  devra,  dividere  il  fattore  BCD  (n.**  prec.)  ;  e  se  non  di- 
vide Bj  dovrà  dividere  Taliro  fattore  CD  ;  e  ûnalmenle  se  P  non  divi- 
de C,  dovrà  dividere  necessariamente  D. 

II.  —  Se  la  potenza  rn!^  d'un  numéro  N  è  divisii>ile  per  un  numé- 
ro primo  P,  anche  N  sarà  divisibile  per  P.  In  falti,  se  nel  prodotto 
ABCD...  supponiamo  i  fattori  eguali  tra  loro  e  ciascuno  eguale  a  IV,  0 
se  di  più  supponiamo  che  questi  fattori  sieno  971,  îl  prodotto  si  can- 
gerà  nella  potenza  JV"*  ;  ed  essendo  per  ipotesi  divisibile  per  P,  un 
qualunque  suo  fattore  N  sarà  pure  divisibile  per  P. 

III.  —  Quindi,  se  un  numéro  P  è  primo  con  wi  altro  numéro  N, 
sarà  primo  ancora  con  una  qualunque  lyotenza  N™  di  questo  secon- 
do numéro  ;  imperoccbè  se  P  polesse  dividere  JV"^ ,  dovrebbe  divi- 
dere ancora  iV,  il  che  è  contrario  alla  supposizione. 

(*)  La  supposizione  contraria  puô  egaalmente  ammettersi. 
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IV.  —  Sewn  numéro  primo  P  divide  un  dalo  prodoito  ABC...  di 
piU  nwneri  pnmU  deve  necessariamente  essere  uguale  ad  uno  di 
questi  ;  imperoccbè  il  numéro  P  dividendo  il  prodoUo  ABC...  deve  (I) 
diYidere  uno  de*  faltori  A^  B,  C  ...  ;  ma  un  numéro  primo  non  puà 
dlvidere  uq  altro  numéro  primo,  se  non  quando  gli  è  uguale,  dunque 
P  deve  essere  eguale  a  uno  de'  faltori  A,  jB,  C,  ec. 

V.  —  Un  numéro  non  puà  scomporsi  in  fattori  primi  che  in  un 
sol  modo  ;  o  vero»  due  prodotU  di  numeri  primi  non  possono  essor 
uguali,  se  non  sono  composti  di  fattori  eguali  cia^cu/ao  a  dascuno. 
In  fatti,  sapponiamo  che  uno  slesso  numéro  abbia  potuto  scomporsi 
in  due  modi  diversi  in  fattori  primi  ABC  ec.  ;  A'FC  ec.  ;  ciô  vuol  dire 
che  ABC  ec.  =  A'B'C  ec.  ;  ma  il  primo  di  quesli  prodotli  è  divisibile 
per  Ay  quindi  questo  numéro  primo  deve  dividere  anche  il  secondo 
prodotto,  per  sussistere  Teguaglianza  ;  ma  i  faltori  A\B\  ec.  sono 
anch*essi  primi,  dunque  A  deve  essere  uguale  ad  uno  di  questi  (IV.): 
sia  il=A'  ;  si  sopprimano  questi  due  numeri  uguali  dalla  eguaglianza 
précédente,  e  si  ridurrà  a  BC  ec.  =:  FG  ec.  ;  e  ripetendo  lo  slesso  ra- 
gionamento  si  proTcrà  che  £=F,  C^C,  ec. ,  e  perô  i  fattori  primi 
del  primo  prodotto  sono  gli  stessi  che  quelli  del  secondo,  c.  b.  d. 

Ouesta  proposiziooe  non  richiede  assofutamente  che  i  numeri 
i4,  B^  G,  ec.  sieno  disuguali  ;  ma  possono  esservene  anche  degli  egua- 
li :  allora  il  fattore  che  si  trova  ripetuto  un  certo  numéro  di  yolte  nel 
primo  prodotto,  altrettante  devesi  trovare  ripeiuto  nel  seconde. 

VI.— Se  un  numéro N  è  divisihileper  più  numeriprimi  a,b,c,  ec, 
è  divisibile  pd  loro  prodoUo  abc...  In  fatti,  essendo  N  divisibile  per 
a,  se  dinotiamo  con  q  il  quozienle,  sarà  N=aq  ;  e  poichè  per  ipote- 
si  iV  à  divisibile  per  b,  anche  aq  sarà  divisibile  per  b  ;  ma  b  à  primo 
COQ  a,  quindi  b  deve  divider  q  (n.^  184)  ;  e  perô,  chiamando  q'  il  quo- 
ziente,  sarà  q=bq' ,  e  sostituendo  nella  précédente  espressione  di  iV, 
risulterà  N=abq\  Continuando  lo  stesso  ragionamento  si  troverà 
JV=abcg"=abc(ig'"= ....  ;  il  che  mostra  che  N  è  divisibile  pel  p'ro- 
dotio  abc.  . ,  c.  b.  d. 

VII.  —  Perché  una  frazione  irreducibile  possa  essere  eguale  a 

un'dUra  frazione,  è  duopo  che  i  termini  di  questa  nuova  frazione 

a 
sieno  egualmente  moliiplici  di  quelli  délia  data.  In  fatti,  sla-v-lra' 

a'  a     a' 

xiooe  irreducibile,  e  -rr un* allra frazione,  e  sia -7-==  vr:  sarà  cosl 

ab'  aV 

a'=  -y-j  ma  a'  à  un  inlero,  quindi  anche  taie  dev'essere  -p;  onde  aV 

dev'essere  divisibile  per  b;  ma  b  ë  primo  con  a,  dunque  b  deve  divi- 
dere V  (n.^  184),  e  perô  dev'essere  b'  un  mulliplo  di  b,  cioè  dev*es« 

aV 
sere  b'=^kb  ;  allora  posto  questo  valore  neireguaglianza  o,'='jr  risul- 

egualmente  moltiplici  de' rispeltivi  termini  aeb  délia  data,  c.  b.  d. 
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LEZIONE  XVIII. 
Di  alcune  proprietà  délie  potenze  e  radici  de"  numeri. 

186.  É  chiaro  che  la  j)Oienza  (ïun  numei'o  intero,  rimanendo  lo 
slesso  il  grado  delta  potenza,  crcsre  o  diminuisce  colvalore  delnu^ 
nwro  ;  c  che  la  radice  d'un  numéro  intcro,  restando  lo  slesso  il  gra- 
do  délia  radice,  cnsce  o  diminuisce  col  valore  dcl  numéro,  Cosl 

2'<3^<4' ,  ec.  ;  /T"  <  /«"<  /ÎG,  ec.  E  in  générale,  se  a^b  ,  es- 

sendo  aob  due  numeri  inleri,  sarà  pure  a^\b^ ,  v^  a  ^  v^  6  , 

181.  Teorema.  —  La  potenza,  o  la  radice  d'  un  numéro  fra* 
zionario  è  un  aliro  numéro  frazionariOf  maggiore  o  minore  del- 
Cunilàj  a  simiglianza  del  dato. 

m       *** 

In  falti,  siail  numéro  frazionario -r-  :  sarà    (^\  =t^  ,  e  J^ 


m 


a 


tn 


sTb 


(o.  82  e  90).  Or ,  se  a>6  ,  sarà  y  >1,  e  sarà  pure  a"*>6**, 


e  va>  v6  (n.^prcc);  quindiy^>l,-- — >1.  E  sea<6,  sarà 


w, 

h 

m 


v/T 


d  m m û**  \^  a 

-x<l ,  esaràpurea^<6"*,  va<  vb,  quindi  Tâï<*ï  ■» — <  *• 

Dunque  c  voro  c.c.  b.  d. 

188.  Teorema.  —  Le  potenze  de'  numeri  magqiori  deW  unilà 
crosvono,  e  quelle  de'  numeri  minori  ddVunità  diminuiscoTio ,  al 
crescere  delVesponenle, 

In  fdtli,  sia  a  un  numéro  qualunque  ;  due  polenze  consécutive  di 
queslo  numéro  saranno  rappresentale  da  a*"  ed  a"*"**' ,  in  cul  m  è  ua 
intero  ;  e  la  loro  differpiiza  sarà  espressa  da  a*^*— a"*,  o  vero  da 
a^(a— 1),  essendo  ehc  a"*^'=a"*.a:  onde  se  a>l,  detla  dillerenza  sarà 
positiva,  e  perciô  sarà  a"*^*>a*^  :  airopposlo,  se  a<l,  delta  differen- 
za  s?«rà  nrgaiiva,  e  quindi  sarà  a'^*<a"*  ;  laonde  è  vero  c.  c.  b.  d. 

189.  ÏEORE^fA.  —  Le  radici  de  mimeri  magqiori  delVunità  de- 
cre^cono,  e  quelle  de' numeri  minori  deirunità  creacono^  al  cresce- 
re del  graiio  dv.lla  radice. 

In  falii,  sia  a  un  numéro  qualunque;  due  radici  consécutive  di  que- 

slo  numéro  saranno  expresse  da  v/^ ,  ^  a  i  essendo  n  un  inlero. 
Poniamo  v^  a  :=^aL^  \/  a  =p,  e  sarà  a=a'*,  e  0=^**^*  ;  laonde  se  dî- 


a** 


vidiamo  per  ordîne  cotesle  uguaglianze,  avremo  Talira  l=g5H:i  ;e  poi- 
cliè  ^'^^s:^^.^,  possiamo  scrivere  ruitima  eguaglianza  soUo  la  forma 
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1=  g^  .  -^ ,  e  quindi,  moltiplicando  primo  e  seconde  membro  per  p, 

a**  /  a  N** 

e  cambiaDdo  l'ordine  de'membri,  avremo  g;s^=?»  o  vcro  y-Qj  =  P  ; 

cd  elcYando  primo  e  secondo  membro  alla  polenza  (n+l^**"**  avremo 

( -g- j        =P"+«=a.  Da  ciô  vediamo,  che  se  a>  1 ,  sera  pure  -g-  >1 

(n.^  187),  cioè  a>3  :  o  vero,  sostituendo  per  a  e  B  i  loro  yalori,  sarà 

\/  a  >  v/  a  :  dunqiie  se  a>1 ,  la  radice  di  grado  stipcriore  è  mino- 
re di  quella  di  grado  inferiore.  Se  poi  a>l,  la  slessa  soperiore  egua- 

glianza  indica  che  -q-<1,  cioè  a<p,  o  vero,  v/a  <  s/ a  ;  quindi , 

se  a<!,  la  radiée  di  j;rado  superiore  ê  maggior  di  quella  di  grado 
inferiore.  Pertnnlo  c  vero  €•  c.  b.  d. 

190.  Teorema.  —  La  potmza  d'un  numéro  maggiore  delV  «• 
nità,  crescendo  il  grado  délia  potenza,  puô  divenir  maggiore  di 
qiHilunque  qnantilà  data.  La  potenza  dtin  numéro  minore  delVu- 
nità  crescendo  il  grado  délia  potenza,  puà  divenire  minore  di  gwa- 
lunque  quantità  data. 

1.^  Sieno  a  un  numéro  maggiore  di  1,  e  x  un  intero,  quanto  gran- 
de si  Togiia  :  avremo  per  la  formola  del  n.^  S6. 

(a*-l)  :  (a-l)=a^-»+a^-Va*-'+.  •  •  •+a*+a+!  ; 

ma  sîccome  a>  1 ,  e  ogni  polenza  di  I  è  1 ,  sarà  pure  a*""*>1 ,  a*"*>l ,  ce. 
a*>l  ;  e  perô,  se  nel  seeoado  membro  délia  précédente  eguaglianza 
poniamo  1  in  luogo  di  ciascun  termine,  quel  secondo  membro  diver- 
rà  minore  di  quel  che  è:  nel  tempo  stesso,  siccorae  quel  lerraini  sono 
05,  il  suo  valore  sarà  x  ;  quindi  sarà  (a^— 1)  ;  (a-l)>a3,  e  facendo 
sparirc  la  frazione,  sarà  a*— 1  >  (a— t)a3,  o  in  fine 

(1)  a^>H(a-l)x. 

Posto  ciô,  sia  h  un  numéro  daio,  grande  quanto  si  voglia,  e  si  pren- 
da  per  x  quel  valore,  che  è  determinato  dalla  Tormola 

in  lai  modo,  moltiplicando  la  (2)  per  la  quaolilà  positiva  a-i,  avre- 
mo (0-1)05^/1-1  ;  e  quindi  lH-(a-l)xni;ma  secondo  la  (1  )  a*>l 

+(a— i)a5,  quindi  sarà  pure,  con  ejîuale  o  con  maggiot  ragione  a^>/i. 
Dunque,  in  primo  luogo,  se  al  numéro  a>l  si  dà  per  esponenle  Tin- 
lero  più  prossimo  in  ptù  al'a  frazione  del  secondo  piembro  dclla  (2), 
la  polenza  che  ne  risulta  sarà  maggiore  di  /t,  per  quanto  grande  pos- 
sa  cssere  queslo  numéro. 

2.®  -  Sia  a  un  numéro  minore  di  1,  e  fc  un  numéro  piccolo  quanto 
si  TOglia  :  dico  che  sarà  sempre  possibile  determinare  per  x  tal  valo- 
re da  rendere  a^<k.  In  falii,  divi«J -ndo  primo  e  secondo  membro  per 
la  quaniità  positiva  ka" ,  e  cambiaudo  l'ordine  de*membri,  avrc- 


i 
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11  /l \«      1 

°'^â*'^T*  ®  ^®^^  v'ô")  "^T*  ^^'  peripotesi,  a<\  efc<l,  quin- 

.11 
di— >le-Y->l,e  perô,  corne  abbiamo  qui  innanti  provalo,  si  puô 

determioare  per  x  un  tal  numéro  ialero  da  soddisfare  airiaeguagliaa- 

(\  \x     1 
— j  >  "^  »  e  qulndi  alVineguaglianza  a^<k,  quanto  grande  pos- 

sa  essere  \:kf  o  sia  per  qaanto  piccolo  possa  essere  k.  Quindi  è  vero 
c.  c.  b.  d. 

Per  determinare  il  valore  di  x  che  soddisfà  allMnequazione  a^Kk^ 

»  1  / 1  \*     1 

s  osserra  che  esso  soddisfà  pure  all'allra  inequazione  f — j  >  y- ,  e 

1  1 

perô  si  à  ponendo  nella  formola  (2)  —  in  luogo  di  a,  e  -j-  in  luog» 

di  hj  e  fatle  le  riduzioni,  si  irova 

>  k     l~a 

191.  OssBRTAziONE.  -  Secoodo  la  formola  (2)  il  yalore  di  œ,  che 
soddisfà  airinequazione  a^>h  (oye  a>l),  restando  a  sempre  lo  sles- 
so,  è  tanto  più  grande  per  quanlo  più  grande  è  /i  ;  e  per  uno  slesso 
valore  di  h,  esso  è  lanto  più  grande  per  quanto  roeno  il  numéro  a  dif- 
ferisce  da  1,  La  formola  (3)  poi  ci  moslra,  che  il  valore  di  x,  che  sod- 
disfà Talira  inequazione  a^<k  (dove  a<l),  per  uno  stesso  valore  di  a, 
è  tanto  più  granâe  per  quanto  più  piccolo  è  fe,  e  per  uno  stesso  valo- 
re di  fe  e  tanto  più  grande  per  quanlo  meno  a  differisce  da  1. 

192.  Dal  teorema  prec.  conseguila,  che  se  a  è  un  numéro  maggio- 
re  dell'unilà,  la  polenza  a*  ya  crescendo  con  l'esponente  in  modo  da 
poler  divenire  maggiore  di  qualunque  quantité  data,  grande  quanto  si 
voglia  ;  e  perô  se  x  diviene  infinito,  anche  la  potenza  a*  diviene  in- 
finita.  Airopposto  se  a<l,  la  polenza  a®  va  decrescendo  al  crescere 
di  œ,  e  in  modo  da  poler  divenire  minore  di  qualunque  numéro  pic- 
colojBhe  fosse  ;  quindi  se  si  suppone  che  x  divenla  inQnito  la  poten- 
za a*  diviene  minore  di  qualunque  quanlilà  assegnabile,  cioè  divie- 
ne zéro  (n.^  143).  Pertanlo,  se  a>l,  sarà  a*=a)  ;  e  se  a<l,  sarà 
a*=o,  0  vero,  in  altri  termini,  il  limite  délie  potenze  crescenti  d'un 
mmero  maggiore  deWunità  è  Vinfinilo\  e  quello  délie  potenze  d'un 
numéro  minore  delVunità  è  zéro. 

19a.  Teorexa.  —  Dato  un  numéro  maggiore  di  i,  è  sempre 
possibile  estrarre  di  questo  numéro  taie  radiée,  che  la  differenza 
ira  questa  e  Vunilà  sia  minore  di  qualunque  quanlilà  data,  picco- 
la  che  sia.  E  dato  un  numéro  minore  dt  1,  è  sempre  possibile  estrar- 
re di  questo  numéro  talc  radiée,  che  la  differenza  Ira  1  e  quesla  ra- 
diée sia  minore  di  una  quanlilà  data,  piccola  che  sia. 

i.^  -  In  falii,  sia  a  un  numéro  maggiore  di  i,  e  fc  una  quantité 
data,  quanto  piccola  si  voglia  :  sarà  sempre  1+/i>l,  e  perô,  pel  teo- 
rema  del  n,^  190,  sarà  sempre  possibile  determinare  per  x  tal  yalor 
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intero,  che  risulU  (l+'t)^>a;qaindi  estraendo  la  radice  x^''^  da  ambi 

X  X 

i  membri,  avremo  l+h>  V^ ,  d'onde  v/ôT^l  </i. 

2.^  —  Bitenendo  le  stesse  denominazioni ,  sarà  1— h<l ,  e  perô, 
(n.^  cit.)  potremo  determinare  sempre  per  x  tal  valore  intero  da  ri- 

X  

sultare  (i-ft)*$:a,  e  quindi  1— \/a</i  ;  ond'è  vero  c.  c.  b.  d. 

194.  Segue  da  eotesto  teorema,  che  si  puô  far  crescere  successi- 
?amente  il  grade  délia  radice  d*aa  date  numéro  maggiore  o  minore 
di  1  in  guise,  che  la  differenza  numerica  ira  la  radice  e  Tunità  sia 
di  più  in  più  piccola,  cioà  in  modo,  che  la  radice  differisca  da  1  per 
meno  d'uoa  quantité  data ,  piccola  che  sia  :  si  che  il  valore  délia  ra- 
dice tende  ad  ayricinarsi  ad  1,  e  perô  il  limite  délia  radice  d'un  nu- 
méro maggiore  o  minore  delVunità^  è  sempre  1.  Quindi  si  puô  dire 

y —  -  i 

che   V  a  =1,  0  vero  (n.^  96)  a*=  1  ;  ma  — =o,  (n.°  144) ,  dunque 

a^=i.  In  questo  modo  ci  formiamo  un'idea  più  esatta  del  simbolo  a^ 
(n.®  101) ,  yale  a  dire  che  se  nella  potenza  a^  facciamo  convergere 
Tesponente  x  al  limite  zéro,  la  potenza  a^  con  verge  al  limite  i. 

195.  Tboreha.  —  Vna  potenza  qualunque  d*una  frazione  ir- 

a 
TedudbUe  è  un'altra  frazione  irreducibile.  -  Sia  -v-  una  frazione  ir- 

reducibile,  per  modo  che  aeb  sleno  due  numeri  primi  tra  loro.  La 
potenza  m"^  di  questa  frazione  sarà  ^  :  or,  se  quesla  seconda  frazio- 
ne potesse  esserc  riducibîle,  i  due  numeri  a**,  6**  dovrebbero  ammct- 
tere  un  faltore  comune,  il  quale  per  conseguenza  dovrebbe  divider 
pure  a  e  b  (18S,  IL),  conlro  la  supposizione. 

19«.  Teoreua.  —  La  radice  d'un  numéro  intero  non  puô  es- 
ser  mai  espressa  da  una  frazione  ordinaria. 

In  fotli,  se  è  possibile,  sia  -^  la  radice  m^  d*un  dato  numéro  in- 
tero ;  quesla  frazione  puô  sempre  intendersi  ridotta  alla  più  semplice 
espressione,  e  perô  atb  possono  esserc  considerati  corne  due  nume- 

merî  primi.  Or,  se  la  frazione  -r-  è  la  radice  m^  del  dato  întero,  allo- 

ra  elevandola  alla  potenza  m^  deve  dare  Fintero  ;  ma  ciô  è  impossi- 
bile  (n.^  pre.),  quindi  è  vero  c.  c.  b.  d. 

197.  Da  questo  teorema  discende,  che  se  d'un  dato  numéro  inte- 
ro fi  si  voglia  cstrarre  la  radice  n™*  esattamente,  quel  numéro  deve 
essere  una  potenza  n™'  d'un  allro  intero  ;  imperocchè,  se  ciô  non  è, 
la  radice  non  puô  essere  un  intero  ;  ma  non  puô  essere  neppure  una 
frazione  ordinaria,  corne  abbiam  dimostrato,  quindi  la. detla  radice 
non  puô  aversi  esattamente.  Si  puô  avère  perô  per  approssimazione, 
corne  qui  appresso  andreroo  a  spiegare. 

19S.  Paoblexa.  —  D'un  numéro  N,  che  non  è  polenza  esatta 
del  grado  stesso  délia  radice^  vogliasi  la  radice  n*"',  approssimata 
in  modo  da  diffcrire  daila  vcra  per  meno  d\ma  frazione  data  L 
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Essendo  iV= -^ ,  SBià  v/^  =  Vl7^=~ir"*  O^^semem+l 
sono  i  due  Inleri  ira'  quali  ô  compreso  il  vero  Talore  di  \/Np^  ,  sarà 

m  <  V  JNV*  <  m  +  J ,  e  quindi  ancora  —  < < ;  cioe  il  va- 


n 


lore  di  v^,  espresso  dalla  seconda  di  queste  tre  fraiioni,  è  comprc- 

tfyi  971  -h  1  i 

so  tra  le  altre  due  —  ed ;  ma  queste  dîfferiscono  traloro  per  — , 

P         P  î> 

n  ( 

quindi  la  difforenza  tra  v^e  una  di  dette  frazioni  sarà  minore  di  — . 

Pertanto,  volendo  risolvere  il  proposto  problema,  si  eUverà  alla  po- 
ienza  n™*  il  denominalore  délia  data  frazione.  c/ie  rappresenla  la 
chiesta  approsdmazione  ;  indi  si  violiipUcherà  il  numéro  datoper 
questa  potenza,  e  dnl  prodotto  scstrarrà  la  radice  sino  ogl'interi  ; 
finalmenie  si  diiiderà  il  risuUamonto  pcr  V  indicato  denominato^ 
re,  c  ciô  che  otUensi  sarà  la  radice  approssiniata  rlchiosla, 

EsE.  —  Vogliasi  la  radice  quadrata  di  15.  in  modo  da  dilTerire  dal- 
la vera  per  mono  di  •^.  Si  farà  il  qua<lralo  di  12,  cirè  14t,  e  per  que- 
slo  numéro  si  mcllipliclierà  il  dalo  75  ;  del  prodotto  108U0  s'cslrarrà 
la  radice  sino  aile  unilà,  e  s'avrà  105  ;  onde  jr  sarà  la  chiesta  radice. 

199.  Usando  le  frazioni  decimali,  riesce  più  ngevoleil  calcolc:  im- 
perocchè,  tratlandosi  di  radici  quadralc,  se  Vapprossimazione  dev'es- 
sere  in  meno  di  ^,  o  di  ^^,  o  tli  -^  ec.  il  qua-irato  di  queste  frazio- 
ni si  fa  subito  raddoppianao  il  numéro  de'zcri  (Aril.  n.®  277);  si  che 
secondo  questo  principio ,  la  regola  de)la  moiliplicazione  per  10 , 
per  100  ec. ,  e  la  précédente  regola,  bisognerà  aggiugnere  a  dritia 
del  numéro  dato  una,  due,  tre,  ec.  coppie  di  zeri,  secondo  che  Tap- 
prossimazione  deVessere  in  meno  di  -^,  ,^,  x^^  ec. ,  e  quindi  dal 
prodotto  estfarre  la  radice  sino  alFuItima  coppia.  Ciô  è  lo  stesso,  ch(^ 
aggiugnere  al  numéro  dato  tante  coppie  di  zeri,  per  quante  sono  le 
cifre  decimali,  che  si  vogliono  nella  radice,  e  Terrore  sarà  in  meno 
d'un'unilà  deirordine  più  elevato  di  decimali,  che  si  à  nella  radice. 

Quando  si  (ratta  di  radici  cubiche,  con  ragionamenli  analoghî  ai 
precedenli,  si  pruova,  che  per  ogni  cifra  décimale,  che  vuolsi  nella 
radice,  bisogna  aggiugnere  una  lerna  di  zeri,  e  Terrore  che  si  com- 
mette sarà  in  meno  d*una  unilà  dell*iiUim*ordine,  che  è  nella  radice. 

^OO.  Giova  notare  corne  il  calcolo  délia  radice  quadrata  si  possa 
talvolla  abbreviare,  allontanandosi  a  un  certo  segno,  dalla  regola  gé- 
nérale esposla  in  Aritm.  n.^  2G8.  In  falli,  poninmo  calcolata,  al  modo 
ordinario,  una  parte  a  délia  radice  quadrata  d'un  numéro  iV,  e  sia  b 
la  parte  che  rimanea  calcolnre,  in  modo  che  i'V*=(a+6)^=a*-f  2ab-f  6*» 
donde  poriando  a-  nei  primo  membro  e  dividende  per  2a,  si  deduce 

N^-a-         &*  6^ 

-^ — -=6+ô-«  Ora,  se  -x-  è  minore  d*una  unità  delFordine  più  ele- 
Âa  iàOt  fia 
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Tato,  ehe  si  vuole  rltenere  in  b,  qaesta  frailone  è  disprezzabile  rispet- 
to  a  6,  e  perd  îl  secondo  membro  deU'eguaglianza  précédente  puô  ri- 
dursi  a  solo  6 ;  si  che,  per  calcolare quesValtra parteb délia radice, 
basta  dWidere  il  resto  N—a^  pel  doppio  délia  parte  calcolata  a. 

Sarà  disprezzabile^-  rispelto  a  b  qmndo  si  è  gûmli  a  Irovare  più 

délia  melà  di  iuUe  le  cifre,  che  si  vogliono  avère  nella  radice,  la 
falti,  b^  conliene  il  doppio  délie  cifre  di  6  (Arit.  n.""  266),  e  perô  se  2a 
si  riduce  ia  uoilà  dello  stess*ordine  di  6,  il  denominatore  délia  Tra- 

zlone  ^  avrà  sempre  una  cifra  di  più  del  numeratore  ;  si  che  questa 

frazione  sar5  minore  dt  un'unila  delFordine  più  elevato  di  decimali 
contenuto  in  b.  Cosl,  p.  e. ,  supponendo  che  la  radice  d'un  numéro 
di  3  cifre,  si  YOglia  con  5  cifre  tra  iniere  e  decimali  ;  allora,  giunti  a 
trovare  le  prime  tre  cifre  con  la  regola  ordinaria,  le  rimanpntl  due  si 
potranno  avère  dividendo  il  resto  per  il  doppio  délia  parte  trovata. 
EsE.  —  Si  voglia  la  radice  quadrata  di  2  con  quattro  cifre  decimali. 


2 

10,0 
40,0 
il,90 
620 


1.4142    Si  estrae,  secondo  la  regola  nota ,  la  ra- 


2,4         dice  di  2  sino  ai  centesimi  e  si  trova  1,41 , 

2.81  col  resto  119  ;  quindi  per  avère  le  altre 

2.82  due  cifre  si  divide  119  centesimi  per  282 
e  si  à  42  diecimillesimi,  si  che  la  radice 

cercata  sarà  1,4142,  con  un  errore  minore  di  un  diecimillesimo  (Arit* 
melica  n.^"  280). 

201.  Yolendo  conoscere  se  Terrore,  in  meno  o  in  più,  nella  radice 
sia  minore  di  mezza  unità  delFordine  deirultima  cifra  che  si  riliene, 
si  rifletterà  a  quanto  segue.  Sia  JV  il  numéro  di  cal  vuoisi  estrarre  la 
radice  quadrata,  e  supponiamo  che  la  parte  calcolata  di  questa  radice 
sia  a.  Uultima  cifra  da  ritenere  io  a  sarà,  in  eccesso  o  in  difetlo,  mi- 
nore di  i  delFunità  deirordine  di  questa  cifra,  secondo  che  la  cifra, 
che  dovrebbe  venirein  seguito,ëmaggiore  o  minore  di  S(Arit,n.^228); 

per  modo  che  \/lVsarà,  nel  primo  caso,  compresa  fra  a  +  ^  ed  o+l; 
e  nel  secondo  caso  sarà  compresa  fra  a  ed  a  +  f  quindi  nel  primo 
caso,  o+l  sarà  la  radice  con  un  errore,  in  eccesso,  minore  di  ^  del- 
l'onilà  deU'ullim'ordine  rilenuto  in  a+1  ;  nel  secondo  caso  sarà  a  la 
radice  con  un  errore,  in  difetto,  minore  di  |-  dell*unilà  delFordine  in- 
fime rilenuto  in  a. 

Ora  ,  quando  v/lv  cade  fra  a+^e  a+1,  iVcade  fra  (a+ J)*=a*+o 
+  ï,  e  (a+l)*=a*-h2a+l  ;  quindi  il  resto  JV-a*  è  compreso  fra  a+J, 
e  2a+l  ;  e  perô,  se  questo  resto  ë,  almeno  a+1,  Tullima  cifra  délia 

parte  calcolata  a  deesi  accrescere  di  1.  Similmente  quando,  V^lVcade 
fra  a  e  a+^,  iy  cade  fra  a*  e  a^+a-^-^  ;  quindi  îl  resto  iV-a*  sarà  com- 
preso fra  zéro  ed  a+1,  cioè,  al  più,  sarà  eguale  alla  parte  calcolata. 
Perlante  VuUima  cifra  deUa  parte  calcolata  d'una  radice  quadrata 
dovrà  essere  aumentata  di  1,  se  il  resto  è,  almeno,  egimle  a  questa 
parte  calcolata  piii  uno  ;  e  potrà  ritenersi  qtiaVè^  se  U  resto  è,  al 
piùj  eguale  alla  detta  parte  calcolata.  Nel  primo  caso  Verrore  sarà 
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in  eccessot  e  nel  seconde  in  difetlo\  ma  in  ambi  i  oasi  sarà  minore 
di  }  deiranità  deHordine  deirultima  cifra  ritenuta. 

202.  Quel  cbe  si  disse  in  Arilmelica  rispelto  aile  radici  quadrate  e 
cubiche  di  quei  numeri,  cbe  Don  sono  quadrati  o  cubi,  Ta  deUo  per 
quaiunque  radiée  d*un  numéro,  cbe  non  sia  potenza  del  grado  délia 
radiée  ;  cioè  è  irrazionale  o  incommensuràbile  la  radiée  di  quaiun- 
que grado  di  quel  numéro,  cbe  non  è  potenza  esatta  del  grado  di  que- 
sta  radiée. 

203.  Inoltre,  possisimo  osservare,  cbe  Vestrazione  delIa  radice  d'u- 
na  frazione,  di  quaiunque  grado,  si  puô  sempre  ridurre  a  estrarre  la 
radice  d'un  solo  de'  suoi  termini.  In  faiii 

»  n  n Il  n 

_^.opureVy=V^=-^;;=; 


quindi  per  estrarre  la  radice  n^  d'una  frazione  ordinaria,  simoUipU- 
ckerà  il  nvmeratore  per  la  potenza  (n— 1)""  del  denominatore;  dal 
prodotto  si  estrarrà  la  radice  esaltamente  o  per  approssima^^ione, 
e  il  risuliamento  si  dividerà  pel  denominaiore  délia  frazione  da^a; 
0  pure  si  moUiplicherà  il  denominatore  per  la  potenza  (n— !)"•  del 
numeratore  ;  del  prodotto  si  estrarrà  la  radice ,  «ta  esattamente  o 
per  approssimazionej  e  per  questa  radice  si  dividerà  il  numerato- 
re deUa  frazione  data.  Cosi  : 

./T_v1ï_3^84^.  /2a        /^ôTâftc     v/6â6c 

LEZIONE  XIX. 
Problemi  diversi  su  t  numeri, 

204.  Abbiam  veduto  in  Aritmetica ,  cbe  un  numéro  scomposto  in 
fatlori  primi  puô,  in  générale,  contener  questi  ripetuli  più  voUe  (Arit- 
metica n.^  108).  E  perd,  dinolando  con  a,  6,  c,  ec,  i  fatlori  primi  e 
diversi  d  un  numéro  /V,  questo  puô  rappresenlarsi  con  la  formoia 

(1)  JV=a"*6V.,. 

oye  m,  n,  p,  ec.  sono  degli  interi,  rappresentanti  i  gradi  con  cui  i 
fattori  a,  6,  c,  ec. ,  rispettivamente  entrano  nel  numéro  m. 

Sappiamo  ancôra  (Arit.n.^111)  cbe  un  divisore  di  iVdeve  contener 
tutti,  0  parte  de'  medesimi  fatlori  a,b,c^  ec.  elevati  anch'essi  a  poten- 
ze  noQ  superiori  rispettivamente  ad  m,  n,  p,  ec.  ;  si  cbe  questo  divi- 
sore ayrà,  in  générale,  la  forma 

(2)  D=a'*6*^c'^... 

essendo  {jl,  al  più,  eguale  ad  m  ;  v,  al  più,  eguale  ad  n,  ec. 

20s.  Segue  da  ciô,  cbe  tulti  i  divisori  del  numéro  iVsi  ànno  col 
dare  a  p.  tutti  i  valori  0,i,2,...m,  a  v  lulli  i  valori  0,1,2... n,  a  u  tulti 
i  valori  0,1,2...p,  e  cosi  appresso,  e  quindi,  formate  le  série 

1,  o,  a^•.a"*  ;    1,  6,  6*...  b^;    I,  c,  c*...  c**,  ec. 

prendendo  un  termine  da  ciascuna  série,  e  formandone  un  prodotto; 
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ciascono  di  questi  prodotti  sarà  un  fattore  del  dato  numéro  iV  ;  e  tra 
questi,  corne  Tcdesi,  è  compreso  pure  il  faitore  1,  che  nasce  dal  pro-* 
dotto  de'  primi  termini  di  queste  série,  e  lo  stesso  numéro  iV,  che  na- 
sce dal  prodolto  di  tutti  gli  ultiaû  termini  di  dette  série. 

20e.  Deducîamo  da  ciô  che  tutti  i  diyisori  di  2V  sono  tanti,  per 
quanti  termini  dà  il  seguente  prodotto  sviloppato 

(3)  (H-o+a*+-  •+a'")  (1+6+6*+  •  +6'')  (l+c+c*+*  +cP)  ec. 

e  siccome  il  numéro  de'  termini  del  primo  di  questi  fattori  è  m+1 , 
quelle  de*  teronioi  del  secondo  è  n+1,  e  cosl  appresso,  ne  segue  che 
il  numéro  1V«  di  detli  divisori  è  dato  dalla  formola 

(4)  iV.=(m+l)(n+1)(p+l)... 

EsB.  —  T  fattori  primi,  e  diversi  di  360  sono  2,  3,  S  ;  il  primo  tro- 
TBsi  ripefuto  3  Tolte,  il  secondo  2  volte,  e  il  terzo  uoa  sola  voila,  quin- 
di  360=2^.3^.5,  e  secondo  la  formola  (4)  tutti  i  divisori  di  360  sono 
(3+!)(2+l)(l+l)=24,  corne  sapevasi  (Aril.  n.^  113). 

20Y.  Siccome  ogni  termine  che  si  à  dallo  sviluppo  del  prodotto  (3^ 
è  un  divisore  di  JV,  cosl  ne  segue,  che  la  somma  di  deiti  termini  e 
pure  la  somma  de' divisori  di  iV compresovi  lo  stesso  numéro  N 
e  1.  Ora  per  la  formola  (2)  del  n.^  64,  abbiamo  che 

l+a+a*+...+a'*= j-  ;     l+b+6*+...+b^=  ^   .     ;  ec.  ; 

a-i  6—1 

e  perô,  diootando  con  S  la  somma  di  detti  divisori,  incluse  1  e  lo  stes- 
so numéro  dato  iV,  sarà 

,^.  ^    a"^-l      V^'-i     cP-^'-l 

(5)  S= r—    '  "T—. —  •  7—   •   •   • 

'  a-1  6-1  c-1 

EsEVPiK  1.^  -  Numéro  dato  iV=3C0=2^3^5.  Somma  de*  divisori 
2*-l  3»-l  5^-1     15  26  24    ,^  .^  ^    ,,^^ 

2.*  -  Numéro  dato  ]V=105840=2*.3^5.1*.  Numéro  de'suoi  divisori 
i!r«=:5.4.2.3=120.  Somma  di  questi  divisori 

23-Jl3*JI.5«-l,]^^ 
^      2-1   3-1    5-1    7-112    4     6      "*''^"* 

1t09.  Passiamo  ora  ad  altre  questioni  relative  anche  a  numeri. 

Probleua.  —  Dato  im  numéro  N,  trovare,  netta  série  di  tutti  i  nU" 
meri  da  1  sino  a  N,  quanti  ve  n'abliano  primi  con  qv^to  numéro. 

Sieno  a,  6,  c,  ec.  i  diversi  fattori  primi  di  N.  Ë  chiaro  che,  per  ri* 
solvere  il  proposto  problema,  bisognerà  togliere  dalla  série 

(6)  1,  2,  3,  4.  .  .  iV 

JV 
primamente  tutti  i  mullipli  di  a,  cioè  a,  2a,  3a... N  o  vero  —  a;  or  il 

a 

N 
numéro  di  questo  multipli  è  — ,  e  toltili  da  N  rimangono 

W-^,        osia   (7)    AXl--^) 
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numeri  non  dinsibili  per  a.  Similmente,  se  dalla  série  (6)  si  toglies- 
ser  tuU'i  multipli  di  6,  cioë 

(8)  6,26,36.,.y6, 

N 
questi  mulUpIi  sarebbero  tant!  quanti  ne  indica  -r-» 

Or,  dovendo  toglicre  a  un  tempo  i  multipli  di  a  e  di  b,  contenuti 

N 
nella  série  (6)  devonsi  togliere  dagli  —  multipli  di  a  que!  di?isibili 

CL 

N 
per  b  ;  0  dagli  -y  multipli  di  6' quel  divisibili  per  a.  Operiamo  in  que- 

slo  seconde  modo,  e  perciô  osserviamo,  che  esseodo  a  e  b  due  nume- 
ri primi,  trovare  i  multipli  di  a,  conlenuti  nella  série  (8)  de^muIUpti 

N 
di  by  ë  lo  slesso  che  trovare  quelli  compresi  nella  série  1»  2, 3...  -r- 

N         1 

(n.*  184);  ma  questi,  seconde  la  (7),  sono  y  (1  -  — )>  quindi,soppri- 

mendo  nella  série  (6)  tutti  i  numeri  divisibili  per  a  o  per  b,  rimango- 
no  altri 

m~)-^{i-\)0UT0    (9)    iV(l-|)(l-4-) 

numeri,  niuno  de*  quali  è  divisibile  per  a  o  per  b. 

CoDtinuando  a  sopprimere  i  multipli  degli  allri  fattori  primi  di  iV,  e 

sieno  quelli  di  c ,  osserviamo  che  i  multipli  di  questo  faltore  oonle- 

N  N 

nuti  nella  série  (6)  sono  c,  2c,  3c... —  c,  e  il  loro  numéro  è  —  ;  dai 

c  *♦ 

quali  bisognerà  sopprimere  i  multipli  di  a  o  di  b,  il  cni  numéro  lo 

N  iV  1  l 

dà  la  formola  (9),  postovi—  învece  di  iV,  ed  è  — (  1-  -^);(*  ■"  -r*)  î 

e  perd»  tolti  dalla  série  (6)  tutti  quel  numeri  che  sono  divisibili  per 

1  1 

une qualunque deïattori a,b,c, ne restano altri N{i )  (l^-r-) 

Cv  0 

^  (1-—)  (1— ^),  0  vero  2V(1-  — )  (l-^r)  (*-—)»  <*e  potran- 


c  ^      a^^      b^^  ^      a^        b^^      c 

no  esser  divisibili  soltanlo  per  une  qualunque  de*  rimanenti  fattori 
primi  di  iV,  eccettuati  a,b,c.  Conlinuando  lo  stesso  ragionamento,  e 
supponendo  che  questi  altri  fattori  sieno  d,  e, . .  l,  avremo,  per  de* 
terminare  il  numéro  richiesto,  che  dinoleremo  con  P,  la  formola  se* 
guente  : 

(10)         P=2V(1  --i)  (1^1)  (l-y)  . .  . . .  (1  -  -j)- 
Ess.  ~  Dato  il  numéro  28S,  si  yaol  sapere  nella  série  da  1  a  ÎS9 
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quanti  numeri  primi  con  288  Ti  sono  ?  Abbiamo  288=2^3^.4,  qaindi 
in  Tirlu  délia  formola  (10)^  il  numéro  cercato  sarà 

P=888(.4)(l4)(.4).2..»..4<'-"f-')'*-" 

=2^3.1.2.3=72. 

200.  PaoBLBMA.  —  Data  un  numéro  primo  A,  conoscere  quale 
sia  la  pvU  alla  potenza  di  questo  numéro^  la  quale  divida  il  prodoi- 
io  1.2.3.  • .  m  de'numeri  délia  série  natwrale  da  1  ad  m,  fraquali  è 
compreso  lo  stesso  numéro  A. 

Si  divida  m  per  A  ;  sia  n  il  quoziente,  e  si  trascuri  il  resto.  Ë  chia- 
ro  che  nella  série  1,2,3.  •  •  m,  si  troyeranno  i  multipli  di  A,  da  A 
ad  nAf  e  saran  questi  i  soli  fattori  della  detta  série  divisibili  per  A;  si 
che  il  prodotto  A.2A.3A..,nA,  che  non  à  diverso  dairaltro 

(11)  1.2.3...n.A'*, 

sarà  fattore  del  prodotlo'dato  1.2.3. ..m. 

Se  nel  prodotto  1.2.3. ..n  délia  formola  (11)  non  vi  fosse  alcun'al* 
Ira  potenza  di  A,  allora  è  cbiaro  che  A^  sarebbe  quella  che  si  deman- 
da. Ha  se  Yi  è,  conviene  cercarla»  e  perô  convien  ripetere  su  n  e  A 
la  stessa  operazione  falta  su  m  e  A  ;  vale  a  dire  si  dividerà  n  per  A, 
e  snpposto  essere  p  il  qaoziente,  esatto  o  approssimato,  sarà  A^  le^  più 
alta  potenza  di  A  contenuta  nel  prodotto  1.2...n,  si  che  il  prodotto 
dato  1.2.3...m,  conterrà  il  prodotto  1.2.3...p.AP.A'*=1.2.3...  pA"^. 
Coniinoando  lo  stesso  ragionamento,  se  p>A,  si  dividerà  p  per  A,  e 
se  il  quoziente  q  è  minore  di  A,  allora  il  prodotto  précédente  divie- 
ne  1.2.3...g.A""^"''^ ,  e  sarà  A^^"^  la  massima  potenza  cercata.  Che 
se  q>A^  s'eseguirà  la  divisione  di  q  per  A,  e'  quindi  ancora  un*altra 
divisione,  sin  che  non  si  giuoga  a  un  quoziente  non  più  divisibile  pel 
dato  numéro  A. 

EsB.  QaaVè  la  più  alta  potenza  di  3  contenuta  nel'prodotto  1.2.3*. 100? 
Abbiamo  in  questo  caso  A=:3  ;  m=100;  e,  trascurando  i  resli,  ^=33 
=n  ;  ^^H=p  ;  -^=3=g  ;  |=l=r,  e  quindi  la  potenza  cercata  è 

CAPiTOLO  n. 

Dei  résidai. 

LEZIONE  XX. 

Pfojprieià  dt'Tesidui,  e  loro  appltcoztone  a  ialune  regole  d'àrilmeiiea. 

%êO.  Teoiuuia.  —  Se  p  ë  un  numéro  primo  rispeUo  ad  a  ;  divi- 
dendo  per  p  la  série  de'  muUipli  successtvi  dt  a,  i  resli  saran  tuîH 
diversisino  almuUiplo  (p— l)a»  e  quindi j  dopo  da^cun  muUiplo 
di  a,  il  quale  è  divisibile  per  p,  si  riprodAirranno  i  medesimi  reM 
periodicam.ente, 

1.^  In  fatti  supponiamo,  s*è  possibile,  che  due  muilipli  ma,  m^a 
(ciascano  minore  di  pa)  di^isi  per  p  polessero  dare  il  medesimo  re- 
ste r ;  allora,  dinotando  con  q^q'  i  quozienti  rispettivi»  avremmo  : 
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(4)  ma=P9+f  ,    m'a=pq'+r, 

donde,  sotlraendo,  si  deduce  (m-m')a=p(9— g')-  Quesfeguaglianza 
mostra,  che  il  prodotto  (m-m')a  è  divisibile  perp  ;  e  perô,  essen- 
do  p  primo  con  a,  dev*essere  m— m'  divisibile  per  p,  il  che  non  pu6 
essere,  perché,  per  ipotcsi,  m—m'Kp.  QuiDdièpureimpossibile,  che 
vi  possano  essere  due  divers!  mullipli  di  a,  minori  ciascuno  del  mul- 
tiplo  pa,  i  quali  diano  uno  stesso  resto.  E  perô  rimaa  dimostrata  la 
prima  parte  del  leorema. 
2.®  Aggiugoeodo  ad  ambi  i  membri  délia  prima  délie  egaaglianze 
12)  il  termine  npa,  in  oui  n  dinota  un  intero  qualuoque,  ne  risulla 
m-i-np)+a=(g-l-na)p+r;  e  da  quest'eguaglianza  si  rileva,  chefacendo 
successivamenle  n=1.2.3,  ec.  il  resto  r  rimane  immutalo,  laonde 
tutti  i  multiplî  (m-hp)a,  (m+2p)a,  (m+3p)a,  ec.  divlsi  per  p,  dànno 
il  medesimo  residuo.  Inoltre,SLccome  il  residuo  del  muUiplo  (m+np)a 
=ma+npay  diyiso  per  p,  è  quello  stesso,  che  dà  ma  divise  per  p, 
cosl,  dinotando  con  TiJ^^Tp^^  i  residui  rispettivi  de'multipli  a,  îa, 
(p— i)a  divisi  per  p,  avremo  che 

a,  (  P+l)a,  (2p+l)a,  ec.  daranno  per  resto  r^, 
2a,  (  p+25a,  (2p-f  2}a,  ec,  daranno  per  resto  r^, 


î 


(p-l)a,  (2p— î)a,  (3p— l)a,  eô.  daranno  per  resto  Vp^; 
quindi,  dopo  ogni  multiple  dl  a  divisibile  per  p,  si  riproduce  periodi- 
camente  la  stessa  série  di  resti,  c.  b.  d. 

m.  Essendo  tutti  diversi  i  residui,  che  dànno  i  mullipli  a,  2a, 
3a,..(p— 1)  a  divisi  per  p,  e  il  resto  essendo  sempre  minore  del  diviso- 
re,  ne  segue  che  i  detti  resti,  a  eccezione  deirordine,  con  oui  si  suc* 
cedono,  sono  gli  stessi  numeri  délia  série  i,2,3..p— 1. 

212.  Inollre,  se  fra  i  mullipli  di  a  si  scelgan  quelli,  che  sono  prî- 
roi  conp,  i  residui  saranno  anch*  essi  primi  con  p.  Imperocchè,  se 
ma  è  uno  di  quesli  mullipli,  ed  r  il  residuo,  si  à  la  prima  eguagllan- 
za  (I),  dalla  quale  si  rileva,  che  se  p  ed  r  avessero  un  fatlore  cornu- 
ne,  questo  dovrebb'esser  fatlore  ancora  di  ma,  il  che  è  contre  Fi- 
potesi.  E  perô,  se  n,  n',  ri',  ec.  sono  i  numeri  primi  con  p  délia  sé- 
rie i,  2...p— 1,  i  mullipli  na,  n'a,  ri'a,  ec.  daranno  per  residui,  ma, 
in  générale,  con  altr'ordine,  gU  stessi  numeri  n,  n',  ri\  ec;  si  che, 
dinotando  con  r,  r\  r",  ec.  i  detti  residui  sarà 

(2)  rrY''**=nriri''* 

213.  Posto  ciô,  possiamo  dimostrare  la  proposizione  segueote. 
Teorema  —  Se  p  è  un  numéro  primo  rispetto  a  un  aliro  7mme- 

fo  a,  e  «e  k  è  il  numéro  de*  numeri  primi  con  p  e  minori  di  p;  la 
polenza  a*^  divisa  per  p,  darà  per  residuo  1. 

In  Tatli,  dmoliamo  con  n,  ri,  ri\  ce.  i  numeri  primi  con  p  ed  a 
questo  inferiori;  rappresentiamo  con  g,  g',  q",  ec,  e  con  r,  ?•',  r"  ec. 
i  rispettivi  quozienti  e  resti  di  na,  n'a,  ri'a,  ec.  divisi  per  p:  avremo 
na=pg-i-r,  ria^pq'-^-r',  ri'a==pq"-i-r'\  ec.  Mollipllcando  quesle  ugua- 
glianze  per  or  line,  è  chiaro  che  Y  ullimo  termine  del  prodotto  sarà 
rr'r'\., ,  e  luUi  gli  allri  termini  conterranno  p  a  diverse  potenze;  si 
che,  chiamando  Q  il  complesso  de' termini  che  moliiplicali  per  p  dàn- 
no quesli  termini  del  prodotto,  e  dinotando  con  k  il  numéro  dei  nu* 
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mer!  n,  n',  n",  ec,  avremo  nn'n"...a*=Op+rr'/',,.  o  vero  per  la  (2) 
nn'n"...a*=Op-Hin'n"...  donde  si  trae  nnV...(a*-l)=Qp;  e  si  teda 
che  il  primo  membro  è  divisibile  per  p;  ma  il  faltore  nnW...  non 
puô  esser  divisibile  per  questo  numéro,  perché  per  ipotesi,  p  è  pri-. 
mo  con  ciascuno  deî  nuraeri  n,  n',  n"y  ec.  quindi  a*—!  dev'esser  di- 
visibile per  p,  0  vero  a^,  diviso  per  p  deve  dare  per  resto  1^  quindi 
è  vero  c.  c.  b.  d. 

21t.  Quando  p  è  un  numéro  primo  assoluto,  allora  è  chiaro  che 
fc=p— 1,  e  quindi  sep  è  un  numéro  primo  assoluto ,  dividendo  a^*"* 
per  p,  s*à  per  resto  1.  È  questo  uno  de*  celebri  teoremi  di  Fermât. 

21S.  Teorbma.  —  Se  p  ë  un  numéro  primo  rispetto  ad  a,  e  ai 
dividano  per  p  le  successive  polenze  a®=l,  a,  a*,  ce,  si  dovrà  ne» 
cessariamente,  pria  d' arrivare  alla  potenza  a^,  irovame  almeno 
una^  che  divisa  per  p,  dia  per  resto  1  ;  e  se  a"  è  la  piU  piccola  di  sif- 
fade  potenze,  i  resti  di  tuite  le  polenze  da  a^  sino  ad  a°  saranno 
diversi,  e  quindi  si  riprodurranno  periodicamente. 

1  .^  In  primo  luogo  osserviamo,  che  i  residui  dovendo  esser  mino- 
ri  del  divisore  p,  non  si  possono  avère  più  di  p—l  resti  differenti,  e 
perô,  dividendo  per  p  le  successive  potenze  di  a,  dalla  a^  alla  a^,  si 
dovranno  necessariamenie  trovare  almeno  due  potenze,  che  dànno 
resti  egaali;  sieno  a^  ,  a^'  colesle  potenze,  q,  q'  i  rispettivi  quozien- 
tl,  ed  r  il  resto  comune;  per  modo  che  sia 

(3)  a"*=pg+r ,    a"»  =pg'+r  , 

da  cni  si  ricava  a**-a'*'=p(5-g')»  o  vero  a'*'(a"*^ -l)=p(g-g'),  e 
quindi  si  vedeche  il  primo  membro  dev*esser  divisibile  per  p;  ma  il 
fattore  rf*'  non  puô  esserlo,  perché  a  è  primo  con  p,  quindi  a*"""^-! 
dev*esser  divisibile  per  p  ;  cioè  a"*~*^'  divisa  per  p  devc  dare  per  re- 
ste 1  :  ora  per  ipotesi  m—m' <p,  quindi  resta  dimostrala  la  prima  par- 
te del  teorema. 

2,*  Sia  ora  a*  la  pîù  piccola  potenza,  diversa  da  a®,  che  divisa  per 
p  dà  per  resto  1  ;  dico  che  tutti  i  residui  délie  potenze  précèdent!  ad  a^ 
saranno  disu^uaîi.  imperocchè,  se  vi  potessero  essere  due  polenze  a^^ 
a^  inferiori  alla  a*^,  che  dessero  lo  stcsso  resto,  se  ne  concbiudereb- 
be,  come  sopra,  che  la  potenza  a"*"*^  darebbe  per  residuo  1  ;  e  sicco- 
me  d^"'*  è  inferiore  ad  a*,  cosl  non  sarebbe  più  a**  la  più  piccola  po- 
tenza che  dà  per  residuo  1,  il  che  è  contro  Tipotesi.  Ora,  dinotando 
con  q  il  quoziente  di  a*^  diviso  per  p,  avremo  : 

(4)  o"=pgH-l , 

e  moltiplicando  successivamente  ambi  i  membri  per  a,  a^,  a^^-^a*^,  si  à 
cF^^=.paq^a  ;  o"^*=pa*g+a*  ;  (i^'^^^pa^q^-a^ ,  ec...  a*'*=pa'*g-fa* , 
donde  si  vede  (n.^  160)  che  il  residuo  di  a**^*  diviso  per  p  è  quello 
stesso  di  a  ;  quello  di  a"^*  è  quello  slesso  di  a*,  ec.  ;  e  per  a**  il  re- 
siduo sarà  quello  slesso  di  a'*;  laonde  i  residui  délie  potenze  a**,  a^^^ 
a*^*. .  .  fl^"  son  quegli  slessi  délie  polenze  a*,a*,o*...  a*.  E  simil- 
mente  si  dimostra  che  si  ripele  la  stessa  série  di  residui  di  a***^*  ad 
a'*,  e  cosl  appresso  ;  e  perô  è  vero  che  al  di  là  délia  più  piccola  po* 
tenza,  che  divisa  per  p  dà  per  residuo  1,  si  riproduce  periodicamente 
la  série  dei  resti  in  guisa,  che  ad  ogni  potenza  di  a,  il  cui  esponente 
è  multiplo  di  n,  ricomparisce  il  residuo  1,  e  perô  dinotando  con  fc  un 
intero  positivOi  si  à  in  générale , 
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(5)  a^=pq^+i  , 

ItlB»  ÀTrBRTENZA.— Il  teorema  non  à  più  luogo,  se  a  e  p  non  sono 
primi  tra  loro  ;  imperocchè^  se  a  e  p  potessero  avère  ua  fattore  co- 
mune  a,  allora,  pcr  la  prima  relazione  (3),  a  dovrebbe  di?ider  pure 
il  resto  r,  il  quale  perciô  non  polrebbe  mai  essere  u$çaale  a  1. 

Mî.  Ora  moUiplicando  la  prima(3)  per  a^*,  si  à  a"^**=pga*"+ra**, 
e  sostituendo  nel  secondo  termine  del  secondo  memJ)ro  di  questa  egua- 
glianza,  il  valore  di  a^  dato  dalla  (5),  risulta 

(6)  a"^**'=^(îa*''+rg/k)+r. 

Similmente,  se  dinotiamo  con  q'  il  quoziente  e  con  r'  il  residuo  délia 
polcnza  a™^*",  essendo  m>kn,  avremo 

(1)  o"^^*=pg'+r' , 

e  quindi,  moUiplicando  per  a^  e  riducendo  corne  sopra,  si  Iroverà  : 

(8)  a*=:p(g'a*»-H''Çfc)+r'. 

Paragohando  la  (6)  con  la  prima  délie  (3),  c  la  Cl)  con  la  (8)  dedu- 
ciamo  che  se  alVesponenie  (Vuna  potenza  di  a  ^aggiunge ,  o  pure 
da  queWesponente  si  toglie  un  mulUplo  qualwnque  di  n  ;  il  residuo 
rimane  inallerato. 

QMS.  Da  ciô  segue  che  se  una  potenza  a^^  superiore  alla  a^  (  che  è 
la  più  piccola  che  dà  per  reslo  1  )  dà  per  residuo  1 ,  Tesponente  di 
quella  potenza  deve  di  nécessita  essere  un  mulliplo  di  n  ;  imperocchè 
se  nol  fosse,  allora  si  potrebbe  togliere  da  (i  il  più  gran  muUiplo  di  n, 
e  s'avrebbe  per  risultamenlo  una  potenza  a^  inferiore  ad  a^  la  quale 
(n.^prec.)  darebbe  per  residuo  1,  al  pari  di  a^y  e  ciô  c  impossi- 
bile  (n.^  215). 

219,  Essendo  a"*=pg+7%  sarà  a"*'*"'=pag+or,  e  se  a=^(f+r^j  sarà 
ancôra  a^^^=p(aq-\-rq' )-{-rr' ,  e  quindi  si  vede  dalla  seconda  délie  pre- 
cedenli  eguaglianze  e  da  quest'ullima,  che  otlemUo  il  residuo  d'una 
qualunque  potenza  a™ ,  per  aver  quello  délia  pot&iiza  a"^"^* ,  imme' 
diaiamente  superiore^  ba^ta  moUiplicare  il  residuo  précédente  per 
a,  0  pet  residuo  di  a,  e  dividere  il  prodotto  per  p. 

25&0.  Dal  delto  in  queslo  numéro  e  nel  n.""  217  risulta  un  mezzo 
semplicissimo  corne  ottenere  il  residuo  d*una  potenza  moUo  elevata. 
In  fatti,  pel  dimoslrato  nel  n.**  217 ,  una  volta  trovala  la  più  piccola  po- 
tenza a^  di  a,  diversa  da  a^ ,  la  quale  dà  per  residuo  1,  per  aver  quello 
duna  potenza  a"*,  superiore  ad  a^,  basterà  togliere  da  pi  il  più  gi^an 
multiplo  di  n,  e  dinotando  con  v  il  resto ,  la  potenza  a/^ ,  che  sarà  una 
di  quelle  comprese  tra  a®  e  a*,  darà  il  residuo  corrispondente  ad  a^. 
Ora  per  avère  i  residui  corrispondenti  al  période,  si  puô,  secondo  il 
n.®  prec,  calcolare  con  reffetliva  divisione  i  residui  corrispondenti 
aile  prime  potenze  a^,  a^  a^ ,  ec. ,  e  quindi  i  rimanenti  del  période. 

EsK.  —  Si  voglia  saperc  il  resto  délia  divisione  di  i^'^  divise  per  13. 
Abbiamo  primamenle  che  4® ,  *• ,  4*  dànno  per  residui  rispeltivi  1 ,4,3; 
quindi  per  aver  quelli  délie  potenze  superiori,  si  raoltiplica  il  reslo  3 
per  4,  il  che  dà  12  e  si  divide  per  13,  il  residuo  sarà  12,  che  sarà  pure 
quelle  di  4'.  Similmente  si  moUiplica  12  per  4  e  il  prodotto  48  diviso 
per  13  dà  per  resto  9,  che  è  il  residuo  di  4^  ;  indi  9x4  dà  per  resi- 
duo 10,  che  è  quello  di  4'  ;  e  linalmente  10x4  dà  per  residuo  1,  che 
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ë  quello  di  4*.  Laonde  4*  à  la  più  piccola  potenzn,  divcrsa  da  4^,  che 
dà  per  residuo  i  ;  quiodi  si  di  videra  357  per  6,  e  s*avrà  per  quozien- 
le  59,  e  per  reslo  3\  laonde  4mïz=4*»-«'*'*  ,  e  pcrô  il  residuo  cercalo  è 
lo  slesso  di  4',  cioè  12. 

2^1.  Abbiamo  dîiDOSlrato  (n.®  214),  che  se  p  è  un  numéro  primo 
assolulo.  e  a  un  numéro  qualunque,  a''""*  divisa  per  p  dà  per  resi- 
duo 1.  Ora  moslreremo  che  se  a*^*  ê  la  liii  piccola  polenzit,  diver- 
sa  da  a®,  la  quale  divisa  per  p  dàpcr  residuo  1 ,  p  derc  necessaria- 
mente  essere  un  numéro  primo  asHoluto.  Imperocchè,  se  cosl  non 
fosse,  allora,  supponendo  essere  a  uno  de'  faltori  primi  di  p,  sarebbe 
necessariamenle  a<p  ;  e  comechè  i  resli  délie  successive  divisioni  da 
a^  ad  a^"*  sono  luUi  oiversi  (n.®  215)  e  perô  devono  essere  i  numeri 
1,  2....p— 1,  con  un  cerlo  ordine  disposU,  cosl  a  dovrcbbe  essere  uno 
di  quesli  numeri,  e  una  di  detle  divisioni  darebbe  la  relazione  a^=pq 
+a  ;  si  che.  essendo  a  divisore  di  se  slesso  e  di  p,  dovrebbe  esscrlo 
pure  di  a  ;  laonde  i  due  numeri  a  ep  non  sarebbero primi  Ira  loro,  e 
perciô  (n.®  216)  non  vi  polrebbe  essqre  più  alcuna  polenza  di  a,  che 
divisa  per  p  desse  il  residuo  1,  contro  Tipolesi. 

222.  Rawicinando  queslo  risultamenlo  al  teorcma  cîel  n.®  215.  de- 
daciaroo,  che  se  p  è  un  numéro  primo,  e  ^uolsi  che  le  polenze  succes- 
sive a^i  a*,  a*,....  a**"*  d'un  numéro  a  divise  per  p  desscro  per  ré- 
sidu! tutti  i  numeri  Inferiori  a  p,  è  d'uopo  cbc  a  sia  taie,  che  la  sua 
più  piccola  polenza,  divcrsa  da  a*^,  e  che  dû  per  residuo  1 ,  sia  a****. 

22S.  In  générale  vi  possono  essere  molli  di  quesli  numeri,  che  sod- 
disfanno  a  laie  condizione;  e  queili  Ira  cssi.  che  sono  inoltre  inferiori 
allô  stesso  numerop,  fùrono  da  EuLEKO  delti  radici  primitive  ri- 
spetlo  a  p.  Cosl  2  è  radice  primitiva  rispello  a  5,  perché  2^,  2*,  2*,  2*, 
divisi  per  5,  dànno  i  residui  1,  2,  4,  3,  che  sono  inferiori  a  5,  come 
lo  slesso  2.  Similmenle  3  è  rariice  primiliva  rispello  allô  slesso  5. 

224.  Sappiamo  (n.^  213),  che  essendo  k  il  numéro  de' numeri  pri- 
mi con  p  e  ad  esso  inferiori,  la  polenza  a*  dà  per  residuo  f  :  quindi, 
se  a*  non  ë  la  più  piccola  polenza  cbe  dà  per  residuo  1 ,  k  dev'essere 
un  multiple  deli'esponente?!  délia  più  piccola  polenza  a^ ,  diversa  da 
zéro,  la  quale  dà  1  per  residuo  (n.®  218).  K  siccome  i  residui  diffé- 
rent!, che  formano  il  période,  sono  queili  che  si  ànno  dalla  polenza 
o*=l  sine  alla  polenza  a",  cosl  nel  case  in  discorso,  ?i,  e  quindi  an- 
che il  numéro  de'  residui  diversi  dev'essere  un  divisore  di  fc. 

225.  E  note  daU'Arilmetica,  che  per  converlire  una  frazione  ordi- 
naria  f  in  décimale,  bisogna  molliplicare  a  per  le  successive  polenze 
di  lO,aparlireda  10®=l,edivlderepcrp;  per  modo  che  alla  (m+1)"* 
divisiene  si  ë  gîunli  a  molliplicare  a  per  10**.  Se  j>  è  primo  con  10, 
e  10*  è  la  più  piccola  polenza  di  10.  che  divisa  per  p  dà  per  residuo  1 , 
allora  a.  10*  darà  per  residuo  a,  cioë  il  primo  dividende,  e  quindi  ri- 
torna  la. série  dei  quozienli,  si  che  la  frazione  ë  periodica.  Ora  abbia- 
mo nel  0.^  prec.  mostralo  che  in  tal  case  m  è  un  divisore  del  nume* 
TO  k  de*  numeri  primi  con  p  e  ad  esso  inferiori  ;  e  siccome  inoltre  m 
dinola  il  numéro  de'residui  diversi  che  si  ànno  da  a. 10**  sine  ad  a.lO*, 
cosl  ne  segue,  che  se  il  denominatore  d*una  frazione  ordinaria  è 
primo  on  10,  svoUa  in  décimale  dà  una  frazione  periodica.  il  oui 
periodo  cominda,  dalla  prima  cifra^  e  il  numno  ddle  cifre  delpe- 
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riodo  è  un  dimore  de'  numcrl  primi  col  denominatore  c  ad  csso 
inferiori. 

Ê  questa  la  1*  regola,  che  demmo  neirArilmelica  (n.®  226,  Arit.). 
Or  si  puô  osservare,  che  se  il  denominalore  p  à  per  fatlore  2"* ,  per 
esempio,  cioè  contiene  m  fotlori  eguali  a  2,  allora  molliplicando  il 
nunjçralore  a  per  10"'~2"*.5"*,  il  fallore  2*"  svanisce,  e  dalla  nuova  fra- 

a  5"* 
zionc  spuria  -^ —  es'ralta  la  parle  intera,  che  dinoteremo  con  i,  avre- 

mo   — — =i-j — ,  dove  a'  è  un  numéro  minore  di  p  e  primo  con  que- 
P  P 

a' 
slo;  si  che  la  frazionc  —  trovandosi  nel  caso  précédente,  svolta  in  fra- 

zione  décimale,  darà  luogo  ad  una  frazione  décimale  perlodica,  analo« 
ga  a  quella  sopra  considcrala,  e  in  cui  il  période  comincerà  dalla  pri- 
ma cifra  dopo  la  TÎrgola.  Ora,  per  fare  cotesla  operazione,  abbiamo 

a 
dovuto  jraolliplicare  la  frazione  —  per  10**,  e  qulndi,' cseguila  Tope- 

razione,  converrà  dividere  per  iO*",  il  che  fa  spdslare  Iji  virgola  di  m 
posti  a  sinislra,  e  perù  il  periodo  comincerà  m  cifre  dopo  la  virgola.  Lo 
slesso  ragionamento  à  luogo  se,  invece  del  fallore  2"*,  si  consideri 
l'altro  5**,  e  quindi  la  2"  regola,  indicala  nello  slésso  n.«  226  del»*A- 
ritmetica,  rimane  dimoslrata. 

^^6.  Aggiungeremo  qui  la  dimostrazione  di  quelle  regole,  che  sol- 
lanto  enunziammo  ne'  n.*  237  e  seg."  deirAritmetica.  Sicno  perlanlo 
a  e  6  due  numeri  da  molliplicare,  e  sieno  esatli  :  dinoliamo  con  a  e  ^ 
gli  ordini  d'unilà  délie  ullime  cifre  declmali,  che  si  voglion  rilenere 
in  a  e  b,  sprezzando  le  rimanenti.  Se  supponiamo  che  quesle  ullime 
cifre  contengano  il  massimo  errore.  allora  i  numeri  aeb approssima* 
ti,  e  nel  caso  più  sfavorevole,  saranno  rappresentali  da  a=t:ia  e  6±JP; 
si  che  il  loro  prodolto  sarà 

(p)  (a=^î-a)  (6±JP)=o6±J6a±J^ap±J^a^ , 

e  perô  se  si  trascura  il  termine  ^a^,  come  molto  piccolo  rispelto  ai 
precedenli.  si  puô  rilenere  che  Terrore  Ira  il  vero  prodolto  ab  e  quel- 
lo  approssirnalo  (p)  sia±^&a±J-ap  ,  o  almeno  una  quantità  molto 
prossima  a  questa.  Ora,  se  indichiamo  con  y  Tunità  décimale  di  quel- 
1  ordine,  che  si  demanda  neirapprossimazione  del  prodolto,  dovrà  es- 
sere  ±f6a±Jap<7.  o  vero  =t6a±ag»<27,  o  meglio,  supponendo  il  caso 
più  sfavorevole,  ch*è  quelle  in  cui  i  due  tcrmini  del  primo  membro  di 
quest*eguaglianza  ànno  lo  stesso  segno,  dev'essere 

(9)  .  6a+op<27. 

La  quesUone  perlanlo  è  ridotta  a  trovar  due  numeri  a,  ^  tali,  che 
moUiplicati  rispetlivamente  per  b  ed  a,  e  sommati  i  prodotti,  ne  risuiti 
una  somma  minore  della  quantità  data  2^  '•  cio  puô  farsi  in  più  guise, 
e  Ira  quesle  vi  è  pur  quella  di  prendere 

(10)  &a<Y,    ap<T> 

perche  ë  chiaro  che  soddisfatte  queste  ineguaglianze  resta  veriflcata 
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pure  la  (9).  Or  quesle  ineguaglianze  dimostrano  la  regola  del  n.^  222 
delf  Arilmetica  :  e  siccome  esse  moslrano  ancora  che,  se  a>6,  dev'es- 
sere  ancora  a<3,  cos)  ne  scgue  che  de'  duo  failori  approssimati  il 
più  piecolj  dev  esscre  pure  il  piii  approssimato. 

Allorchè  ne'  due  faltori  dali  si  sopprimono  le  virgole,  le  unità  deci« 
mali  a  e  ^  divengono  dello  sless'ordine.  e  propriamenterisulla  a=^=l  ; 
si  che  l'errore  f  (6a+aP)  diviene  ^{a-\-b).  Or  queslo  errore,  se  si  aggiu- 
gnesse  al  vero  prodolto  ab,  o  da  queslo  si  logliesse,  non  polrebbe  al- 
terare  che  le  ultime  cifre  a  dritta  di  queslo  prodolto,  e  propriamentc 
tante  quanle  ve  n*ù  in  ^(fl+b)  ;  quindi  tante  di  quesle  cifre  si  devono 
ritenere  corne  erronée  in  un  prodolto,  di  cui  si  vuglia  antioipalameate 
conoscero  il  gradu  d*approssiinazione  (n.^  2i0  Arit.). 

227.  Se  invece  di  niollipUcare.  dividiamo  i  due  nunoeri  approssi- 
tnali  n=i=^a  e  bàzi^^  seguendo  le  regole  già  spiegate,  e  arrestiamo  it 
quozienle  al  terzo  termine,  trascurando  i  rimanenli  lermini,  comechè 
risultano  molto  piccoli  rispetlo  al  rileuuli ,  si  trova  il  quozienie  ap- 
prossimato 

.  .  adzia     a      a      a? 


fc^îp     6     26"^26> 


a 


si  che  puô  tenersi  corne  errore  Ira  il  vero  quoziente  -r-  e  questo  ap- 

prossimalo,  la  quantité  =t  ^=fjj;i  5  ®  V^^^  se  y  dinola  Tunità  deH'or- 

dine  deirultima  cifra  del  quozienle  approssimato ,  dev'essere  nel  caso 
più  sfavorevole 

La  quesUone  è  qui  pure  ridotta,  corne  nel  caso  précédente,  a  deter- 
roinare  due  Talori  per  a  e  ^,  in  modo,  che  la  somma  dei  due  termini 
del  primo  membre  délia  précédente  inegua^lianza  risulti  minore  del 
secondo  membre.  Ma  in  queslo  seconde  caso  puô  rendersi  più  sem- 
plice  la  queslione.  psservando  che  tulla  la  difficolià  nel  calcolo  del 
quoziente  sla  principalmente  nel  valore  del  divisore,  e  die  perciô  puô 
supporsi  che  il  dividende  sia  abbastanza  prolungato  per  |)Olerlo  sup- 
porre  corne  csatio,  e  quindi  l'errore  a=o;  onde  1  ineguaglianza  prece- 
denlc  si  riduceairaliraa?<6*.2Y,  che  dimostra  l'allra regola  del  n.®226 
dellAriimelica. 

22S  Ma,  volendo  anche  consîderare  il  caso  générale,  in  cui  en- 
trambi  il  dividende  a  e  il  divisore  6  sieno  appr<)ssimati ,  riterremo  a 
nelleguaglianza  (12),  che,  Ira  le  diverse  manière  con  che  puô  essere 
verificata,  puô  esserla  pure  supponend»»  a<6Y,  e  op<(>*Y-  ®  quindi  puô 
slabilirsi  una  regola  più  générale  di  quella  deirindicalo  n.^  2M  del- 
l'Aril. .  e  che  puô  enunziarsi  come  segue  :  volendo  con  una  data  ap^ 
pros^imazione  il  quozienle  di  due  numeri  approssimali,  bùognerà 
che  il  dtvidf*ndo  sia  approi^simaio  in  modo  y  che  una  uni'à  dt'lVul- 
lima  cifra  cfie  si  riiiewi  sia  minore  del  prodolto  dH  divisore  per 
Vuniiàj  che  stabilisce  Capprossimuzione  del  quozienle;  e  il  dividen* 
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do  dovrà  csiere  àpprossimato  in  guisa,  chc.  una  ùnità  delCultima 
cifra  die  in  esso  si  ritiene  sia  viinore  del2)rodoUo  del  quadrato  del 
ditisore,  ^noUiplicato  pcr  la  detta  unità  slabiliia  per  l'approssima- 
zione  del  quozvm'e  (*). 

Dinolando  con  10™.  e  \0^  i  denomînalori  délie  unilà  a  e  p,  Terro- 
re  (12)  puô  essore  scrillo  successivamenle  corne  qui  appresso  si  vede 


(*-iV"-ÏF-) 


2   '       6*  2  '  6*  .        2   *         l0«-^6^' 

Ora  6.10*  e  a.lO**  rappresenlano  il  divisore  e  il  dividendo  ridoUi  ia 
numeri  inleri,  quindi  ne  vienc  la  regola,  data  nel  n.®  241,  Arit. ,  per 
conoscere  il  ti[rado'd*approssi[nazione  cliepuù  deriTarne  da  due  nu- 
rneri  approssimati. 


PAIVIE  TEUZ4 

APPLICAZIONE  DELL'ALGORITMO  AL6EBRIC0  ALLA  BISOLUZIONB  DBLLB  EQCAZIOM 

DBTBRMINATB  DI  1.^  E  2.^  GRADO. 


OAPITOLO  I. 

RlsoSnzIone  délie  equazloiil  dl  primo  BT^do  a  nna  o  plii  IneoBrniie. 

LEZIONE  XXL 
Preliminari. 

^%^.  Fin  qui  non  abbiamo  fatlo  che  esporre  le  fondamentali  ope- 
rbzioni  algebriche,  e  applicarne  ralgorltino  alla  dimoslrazione  di  la- 
lune  fra  le  elementari  proprielà  de*  nuoieri.  In  queste  dimoslrazioni  i 
simboli  algebrici  non  rappresentavano  che  quantilà  supposle  daie  (nu- 
meri), corounque  di  valore  arbilrario  :  e  appunlo  perché  il  sirabolo 
algebrico  poteva  rappresenlare  un  qualunque  numéro  dato,  o  sogget- 
to  soltanto  a  veriCcare  talune  condizioni,  la  conclusicne  del  ragiona- 
mento  era  capace  di  tutla  quelia  generalitù,  di  che  gli  stessi  simboli 
sono  dotali  nelle  medesime  condizioni. 

Ora  passeremo  a  Iratlare  un*altra  spczie  di  queslione,  il  cui  princi- 
pale scopo  è  quello  di  cercare  il  valore  di  una  o  di  piii  quantità  al- 
tualmente  ignole,  in  modo  che  i  valori  di  queste  incooniie,  insieme 
ton  qaeUi  di  certe  quaniità  date,  abbiano  a  soddisfare  talune 
daie  condizioni,  te  quali,  corne  vedremo  più  innanzi,  sono  espresse 
per  mezzo  di  equazioni  Ira  le  quantilà  daie  e  le  incognile.  Qucsle 
equazioni  son  quelle,  che  secondo  le  parlicolari  queslioni  si  ànno,  e 
merco  di  esse  dobbiamo  trovare  grindicali  valori  délie  incognile. 

!^30.  Poslo  ciô,  risolvcre  un'cquazione  ad  un'incogaita 

(•)  AifANTB  —  Aritmetica  ;  pag.  179. 
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Tuol  dire  trovare  un  tal  valore  per  Vincognita,  il  quale  messo  in 
luogo  di  quesia  nella  data  equazione,  renda  idenlicamente  eguali 
i  dite  mcmbri.  Cosi,  risolvere  Tequazione  2+x=10— x,  vuol  dire  tro- 
vare quel  valore  che  poslo  in  luogo  dî  as  rende  eguali  i  due  meinbri; 
e  qui  chiaramenle  si  vede  che  un  lai  valore  è  x=i,  perché  sostiluen- 
do  si  à  idenlicamente  :  2+4=10—4,  o  sia  6=6. 

Il  vaîore  dellincognita,  il  quale  ^ode  della  proprieià  enunziata,  si 
dice  che  soddisfà  Tequazione,  o  la  verifica,  o  risolve. 

t8Sl.  Per  risolvere  una  equazione  occorrono  quelle  regole  di  cui  par- 
lamoio.  allorchè  si  trattô  deireguaglianza  in  générale  (n.^  114  e  seg.)) 
e  mcrcè  le  quali.  con  successive  Irasformazioni,  si  passa  dalla  equa- 
zione dala  ad  un*ullima  equazione,  di  cui  il  1.^  membre  conliene  la 
sola  X,  e  il  2.®  membro  è,  in  générale,  un  complesso  di  operazioni  da 
fare  su  quantilà  date,  il  quale,  sia  sollo  forma  algebrica,  sia  In  forma 
numerica,  si  puô  considcrare,  ad  operazioni  eseguite,  corne  un  numé- 
ro, che  dev'essere  ne!  lempo  stesso  il  valore  del  primo  membro,  cîoè 
quelle  delPincognita  ;  allrimenti  la  slessa  equazione  da  cui  si  è  parlili 
non  avrebbe  i  suoi  mcmbri  eguali,  come  si  c  supposto  nello  siaEilirla; 
ne  le  Irasformazioni  successive  turbano  quesla  primiliva  eguaghanza, 
cerne  facemmo  altrove  noiare  (n.*  106  e  110). 

2SfS.  Per  roaggiore  inlelligcnza  di  quanto  abbiamo  asserito,  ripren- 
diamo  la  superiore  equazione 

(1)  2+x=t0-x, 

la  quale,  comunque  il  valore  di  x  non  sia  allualmenle  note,  si  suppo- 
ne  non  pertanlo  avère  uguali  i  due  membri.  Ora,  supposto  Irovato 
queslo  valore  di  x,  Tcquazione  (I)  si  puô  riguardaro  come  una  egua* 
glianza,  e  perô  si  potrà  trasportare  il  termine  — x  dal  seconde  al  pri- 
me membre,  e  il  termiue  2  dal  primo  al  secondo,  e  s'avrà  2x=10~2 
(n.^  1 11)  0  vero  i'x=8,  e  quindi  dividende  per  2  quesrequazione.  Iro- 
vercme  x=4,  come  sopra.  In  questo  modo  Tequazione  (i)  è  stati  ri- 
solula,  e  il  valore  che  la  risolvc  è  4  ;  imperoccliè  Tultima  equazione 
x=4  non  è  allra  cosa,  che  la  (1)  posta  sotte  altra  forma  ;  ma  messe  4 
in  luogo  di  x  nelTequazione  x=i,  ne  risulta  Tidenlilà  4=4,  quindi  an- 
cera  la  (1)  devcsi  ridurre  a  un'idenlità,  quando  per  x  si  sosliluisce  lo 
slesse  valore  4  ;  col  fatto,  sostiluendo,  si  trova  6=6  ;  quindi  4  è  il  va- 
lore, che  risolve  la  data  equazione  (1)  (n.®  230)  E  questo  è  il  solo  va- 
lore, che  goda  di  qucsta  proprieià  ;  impcrocchè  qualanque  aliro  va- 
lore si  penga  in  luogo  di  x  neircquazione  x=4,  non  s'uvranne  mai  i 
duc  membri  eguali,  e  perô  altrellanto  deve  avvenire  nella  proposla  (1). 
233.  In  générale,  sia  (jualunquerequaiione  conlenenlc  un'incogni- 
te,  si  polrà  operare  su  essa  come  si  fcce  vcderc  nel  n.®  118,  c  ordi- 
narla  in  modo  da  prender  la  forma 

(2)  il^x"+A,x"»-*4^,x"*-*-f .  •  •  +A^,.x''^A^^^x^A^  , 

în  cui  si  puô  pure  passare  il  termine  nolo  A^  nel  prime  membre,  e 
porre  per  censegueuza  zéro  nel  secondo.  Le  Ictlere  Aq.A^.A^,  ec  Â^ 
rappresentano,  in  générale,  de'  coelllcienli  complessi,  che  non  centeu- 
gono  X  ;  essi  pessono  esser  posilivi  e  negalivi .  letteruli  e  numerici,  e 
in  alcuni  casi  pessono  esser  nulli,  esciuse  ilo*  Quando  sono  letterali  o 
algebrici,  la  slessa  equazione  (2;  si  dice  lellerale  o  algebrica; 
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6  se  sono  tutti  numerici,  snche  rcquazioaeè  numerica.  Inoltre 
quando  ncssuno  di  detti  coeflicienii  è  nullo,  allora  si  dice  che  Tequa- 
zlone  (2)  è  compléta;  allopposlo  è  in  coin  pie  ta,  se  uno  o  più  di 
quei  coeflicienti  sono  nulli.  ^ono  complele  le 

(3)  3?-+ ooc-f  6=0,    (4)    a;5-ox*+7aî+8=o  , 

e  sono  incomplète  le  seguenli  : 

(5)  2a5*-3œV5=o,    (a-f6)a)''-5a5«ac+3a*(a+6)*=o. 

Or  quando  un'equazione  è  incompletn  si  rende  compléta  sggiugnen- 
dovi  i  termini  che  mancano,  dopo  aveiii  molliplicati  ciascuno  per  zéro. 
Cosi  si  rende  compléta  la  prima  di  quesle  due  ultime  equazioni,  scri- 
vendola  al  modo  qui  appresso  : 

(6)  2x*-f-o.  iB'-3cc-+o.  aî-l-S=o , 

ed  è  chiaro  che  i  due  lermini  aggiunti,  perché  nulli,  non  alterano  Te- 
quazione  priinitiva. 

2a4,  Prima  di  decidere  del  grado  d'un'equazîone,  convîene  che  sia 
sempre  posta  sollo  la  forma  (2)  ;  vale  a  dire  è  necessario  che  lïnco- 
{^nita  non  si  Irovi  in  denominatore,  ne  sotloposla  a  radicale,  o  corne 
altrimenli  suolesi  dire,  è  necessario  che  il  primo  membro  deirequa- 
zione  (2)  sia  un  polinomio  inlero  e  razionale  rispetto  airinco* 
gnila.  in  futti  se,  p.  e. ,  è  data  Tequazione 

non  puô  pià  dirsi  che  essa  sia  del  2*^  grado,  come  sarebbe  col  fatlo 
se  X  non  si  irovasse  pure  nel  denominatore  ;  ma  'facendo  prima  spa- 
rire  le  frazioni,  e  poi  ordinando  si  à  : 

(8)  4a:«+20a;*+32âc^-2a;-3=o , 

e  cosi  si  vedc  che  è  del  5.®  grado. 
Similmente,  se  s'avesse  Tequazione 

(î))  X—  v^=a  ; 

prima  di  decidere  del  suo  grado,  converrà  far  sparire  il  radicale  :  il 

che  qui  facilmcnte  s'olliene,  porlando  a  nel  primo  membro,  e  \/x 
nel  seconde,  e  quindi  elcvando  a  quadralo  enlrarabi  i  membri,  il  che 
dà  x'— 2flx-i-a^=aî,  c  poi  ordinando  solliene 

(10)  x^-{2a+\)x+a^=o; 

labnde  questa  equazione,  e  quindi  la  data  (0)  è  del  2.°  grado. 

2SM5.  Non  si  pu6  mai  molUijUcare  o  d»mcfereun  equazione  per  un'e- 
spressione  contcnenle  rincognita.  In  fntti,  abbiasi  Tequazione 

(i)  a;+2=:lO-a3, 

che  sappiamo  essere  verificatn  dal  solo  valore  05=4  (n.®  232)  Se  la 
molllplichiamo  per  œ— 3  p.  e.,  Tegunglianza  non  verra  lurbata,  e  s  avrà 

(1 1)  (aî~3)  (a;+2j=(10-œ)  (œ-3)  ; 

ma  perô  quesla  nuova  rquazione  non  puo  dirsi  più  sostituire  la  pro- 
posla  (i),  imperocchè  la  (11)  è  veriCcala  ponendo  œ=3,  mentre  la  (1) 
non  ammetle  questo  valore  per  Tincognila  ;  ossia,  come  altrimenti  suol 
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dirsi,  non  animette  la  soluzione  x=3.  Quindi  si  vede  che  Tintro- 
duzione  del  faltore  estraneo  df;-3,  ù  introdoUo  ne)  lempo  stesso  una 
soluzione  estranea  nelfequazione  originaria  (1). 

Reciprocamente,  se  Tequiizione  data  fosse  slala  la  (11),  vedendo  che 
il  fallore  œ— 3  è  comune  ai  due  membri,  e  sapendosi  che  dividende 
lutta  l'equazione  per  queslo  faltore  Y  ej^uaglianza  non  è  lurbata,  si  fos- 
se eseguila  la  divisione,  si  sarebbe  otlenuta  la  (t)  ;  ma  questa  perô 
non  polrebbe  giammai  sostituire  cssa  sola  la  (11)  ;  imperocchè  la  (1) 
non  ammelte  che  la  sola  soluzione  œ=4,  menlre  la  (11)  è  verificata 
per  queslo  valore,  e  anche  per  Taltro  x=3,  si  che  ainmelle  due  so- 
luzioni. 

Pertanlo,  col  fallo  dclla  molliplicazione  per  un  faltore  conlenenle 
rincognila  si  aumenta  il  numéro  délie  soluzîoai,  di  cui  ô  capace  Te- 
quazione  data  ;  e  con  la  divisione  si  âiminuisce  il  dctto  numéro  di 
soluzioni,  e  in  ogni  caso  Tequazione  primiliva  è  alterata. 

^36.  Nota.  —  Da  qaanto  abbiarao  dimostralo  nel  prec.  nura. ,  par- 
rebbe  polersene  inferire,  che  l'operazione  falla  suH'equazione  (1)  per 
ridurla  a  forma  inlera,  abbia  dovulo  inlrodurre  délie  soliizioni  eslra- 
nee,poîchè  per  fare  sparire  le  frazioni  s'è  dovuto  moUiplicare  per  iœ', 
cîoc  per  una  quantilà  contenente  Tincognila.  Ma  si  puo  osscrvare  la 
diOerenza  Ira  questa  molliplicazione  falta  sulla  (7),  e  quclla  falla  sul- 
la  (!)  :  in  effelii  neila  (1)  il  faltore  ac— 3,  introdotlo  ne'due  membri  con 
la  molliplicazione,  non  si  poleva  ridurre  con  divisori  simili,  ed  è  quin- 
di rimasio  inalterato  ;  menlre  la  molliplicazione  falla  sulla  (7)  pel  fat- 
tore  4a^  non  à  lasciato  inalterato  queslo  fallore  in  tutti  i  termini,  pe- 
rocchè  taluni  di  quesli  contenevano  al  denominalore  délie  potenze  in- 
feriori,  o  anche  uguali  a  x^  ;  quindi  Tindicata  molliplicazione  non  à 
introdotlo  alcuna  soluzione  estranea,  che  sarebbe  stala  x=o,  se  vera- 
menle  4x'  fosse  slato  un  faltore  délia  (7)  introdotlo  col  fare  sparire  i 
denominatori. 

LEZrONE.XXIÎ.   ^ 
Risoluzione  deWequazione  di  1^  grado  ad  una  sola  incognila. 

237.  Data  un'equazione  di  1^  grado,  e  ordinalala  seconde  le  regole 
sp:egale  nella  Iczione  précédente,  prende  la  forma 

(1)  ax=b , 

jn  cui  a  e  b  dinolano,  in  générale,  de*  polinomii  algebrici,  composti 
da  quantilà  note,  o  pure  de'  numeri  posilivi  o  negativi. 
Dividende  entrambi  i  membri  per  a,  risulla  : 

(2)  œ=—  ; 

e  queslo  è  il  valore  che  risolve  l'equazione  data  (n.**  230)  in  modo  che 
si  puô  stabilire  la  seguente  regola  per  risolvere  un*equazio- 
ne  di  1.**  grado  a  un'ignola  :  si  facoiaiio  sparire  le  frazioni; 
si  porlino  nel  primo  membro  tutti  i  termini  conienenli  l'incognitay 
e  nel  seconda  i  lermini  noti;  si  riuniscano  ia  un  sol  coefflciente 
eomplesso  i  varii  coefficienli  dellincognita  ;  e  finalmente  si  dixida 
U  seeondo  membro  per  questo  coeffidente  eomplesso;  ciô  che  oUien- 
si  sarà  il  valore  cereato. 
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238.  Nota.  ~  Non  sempre  occorrono  tulle  le  operazioni  che  abbia- 
mo  îndicate,  e,  ad  eccezione  dell  uUima,  tulle  le  altre  possouo  essere 
cseguile  con  queirordinc  che  si  vuole. 

Esempii.  —  1.®  Equaz.  data  x4-î-f-4  3c=5+ï3D-|  :  faite  sparire  le 
frazioni,  si  à  i2x-4+9x=60+6x-10  ;  porlando  i  lerniini  ignoti  nel 
1 .®  meinbro,  riunendo  i  coefllcienli  di  x  io  un  solo,  e  passando  i  ler- 
mini  nolî  nel  2.°  uiembro,  si  a  :  I5x=5f-,  e  finalmenle  x=^  =  3|. 

2.®  Equaz.  data  ax-'b=cx-\-d  :  passando  ex  nel  1®  membro,  e  d  nel 

2«,  si  à  (a-c)aj=6+d,  e  quindi  05= . 

'  '  '  a— c 

«  «  T^  ,  .  3ri-6*    «       h^x    -,,.     c*x 

3.^  Equaz.  data  ax-  -7~^+2ac=^— .-25*-— r . 

Falli  sparire  i  denominatori  col  moUiplicare  Tequazione  pel  minimo 
dividendo  comune  12a'6c-,  si  à 

12a^6c'a5-9tt*65+24a*6c'=46*c*a;-2ta«6V-2ac'^jD; 

passando  lutli  i  termini  ignoti  nel  1^  membro,  riunendo  i  divers!  coef- 
iicienti  di  x  in  un  solo,  e  passando  lutli  i  lermini  noli  nel  2?  membro 
s  olliene  : 

(l2a'6c*-46*c«+2ric5)x=9a*6»-2ia«bc»-24a*6V, 

0  vero        2c*(6a'6-26*+ûc3)  x=3a26(3a*6«'-8ac»-86*c*) , 

^    ,  3a*6(3a26«-8ac»-86*c*) 

c  flnalmcnle         x  =  — »  ^/,.  3,.  c^ui  ■ — r; — • 

,  n  T.  ^  .     0}^  3ab        26*        603 

4.*^  Equaz.  data    ^    u>+,,    .i;=ô /./^   »,/ 

*  a*— 6^    4(a+6)     àa     b(a-6) 

Faite  sparire  le  frazioni,  col  moUiplicare  tutla  Tequazione  pel  minimo 
dividendo  comune  12a(a+6)  (ar-6)=12a(tt*-6*),  ne  risulla 

\  2a'x4-9a*6(a-6)=86«(a«-6*)-2a6(a+6)x  ; 

passando  i  termini  ignoti  nel  1.®  e  i  noti  nel  2.®  membro  s'oUienc  : 

[  12aVia6(a+6)  ]x=86»(a*-6*)-9a«6(a-6) , 

indi  effelluando  le  moitiplicazioni  indicale,  e  cacciando  fuori  le  paren- 
tesi  i  fallori  comuni^  si  à 

2a(6a*+a6 4-6*)xr.6(l  1  Q*6--86»-9a») , 

.    ^  '6(17a'-6-86*-9a») 

e  in  line  x=   a  //»  « . — m^r"- 

Aggiugniamo  i  segucnli  csenipii  per  escrcizio. 
fi  0  oe-10    5(a;+l)_»„_M  . 

1.  "F"*         ."      6^1' 

S(a-6)         ob*         3oa; 
^-  •  ^'^"~ï^^~'¥^r*    2(0+6)' 
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LEZIONE  XXJII. 
Risoluzione  de*  problemi  di  1 .®  grado. 

2SO.  Corne  si  sa  il  problenia  ë  una  queslione,  che  richiede  una  so* 
luzione.  Risolvere  un  problema  vuol  dire  dctmninare  il  va- 
tore  di  una  o  piii  incognite,  talmente  che  qunsli  vdlori  e  quelli  di 
allrc  quaniUà  date  verifichino  talune  condizionù  Cos)  è  un  proble- 
ma il  seguenle  :  trovare  un  numfiro  il  cui  doppio  e  la  cui  ierzapar* 
te  presi  insiume  formino  2!  ;  e  risolvere  queslo  problema  vuol  dire 
appunto  determinare  il  Talore  di  quel  numéro  incognito,  talmente  che 
esso  e  il  numéro  dalo  21  soddisfacciano  alla  condizione,  che  il  doppio 
del  numéro  richieslo  insieme  con  la  terza  parte  di  questo  medesimo 
numéro  formino  21. 

240.  Generalmente  parlando,  le  condizioni  aile  quali  devono  sod- 
disfare  le  quantité  note  ed  ignole^  secondo  Tenunzialo  del  problema, 
sono  traducibili  in  equazioni  tra  queste  medesimc  quanlità.  Cosi,  se 
dinotiamo  con  x  il  numéro  cercato  nel  problema  qui  innanzi  poslo,  al- 
lora,  secondo  lo  slesso  enunziato,  il  doppio  di  x,  cioè  2x,  insieme  con 
la  sua  terza  parte  cioè  \x,  devono  formate  una  somma  eguale  a  21;  e 
siccome  la  somma  di  2x  e  Jas  viene  espressa  da  2x+îx,  eosl  dev'es- 
sere  2x4-ya;  =  21.  In  questo  modo  si  di(!e  che  il  problema  proposto  è 
stalo  messo  in  equazione;  e  per  risolverlo  bisognerà  risolvere 
cotesta  equazione,  la  cui  soluziono,  in  générale,  è  pur  quella  del  pro- 
posto problema  ;  avvertendo  che  abbiam  detto  in  générale^  perche  si 
posson  dare  dei  casi,  corne  vedremo  appresso,  in  cui  il  valore  deirin- 
cognita,  il  quale  risolve  Tequazione  del  problema  »  non  risolva  pure  il 
problema. 

211.  Abbiamo  detlo  che  le  quanlità  ignote  potevano  essere  una  o 
più,  e  appunio  per  ciô  suol  dirsi  che  un  problema  ë  ad  una»  a  duçy 
a  ire  ec.  ignote,  secondo  che  una,  due,  tre,  ec.  sono  le  incognile.  Si- 
milmente  Tcquazione,  o  le  equazioni  esprimenti  le  condizioni  del  pro- 
blema possono  risultare  di  1^  grado.  o  anche  di  grado  superiore  al 
primo,  e  quindi,  Iratlandosi  d*un  problema  a  una  sola  incognila,  si 
dice  che  è  del  primo,  secondo,  terzo.  ce.  grado,  secondo  che  taie  ê 
quelle  deirequazione,  che  rappresenta  renunziato. 

242.  Ne!  risolvere  un  problema.  qualunque  ne  sia  il  grado,  e  qua- 
lunque  sia  il  numéro  délie  incognito,  si  devono  disiinguere  due  falli 
del  tutto  tra  loro  diversi  ;  il  primo  rigiiarda  il  modo  di  porre  in 
equazione  il  problema,  cioè  di  stahilire  le  equazioni  tra  le 
quantità  date  e  le  incogmte,  secondo  Cenunzinto  stosso  délia  que- 
btione,  conie  abbiam  vedulo  al  n.®  2i0  ;  l'allro  fatlo  riguarda  la  ri- 
soluzione di  queste  equazioni,  o  yevo h delerminazione  doi 
valori  délie  yrnote,  mercè  le  dette  equazioni.  Per  ciô  che  concerne 
la  risoluzione  dclle  equazioni  si  ànno  délie  norme  costanti,  per  qualun- 
que potesse  essere  il  problema  :  e  la  diiTerenza  potrà  stare  so]tanto  in 
ciô  che  dipende  dal  grado  dellequazione.  o  dal  numéro  délie  equazio- 
ni che  s'ànno  a  risolvere.  Ma  il  porre  in  equazione  un  problema  ë  fat- 
lo che  varia  secondo  la  natura  deirenunziato  :  e,  in  tcrmini  generali, 
si  pu6  tener  présente  la  seguenle  regola  per  porre  un  proble- 
RuDi.^1  Elem,  d^Algebra.  12 
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ma  in  equazione:  siprendanoperincogniUqucllaqwmtità.le 
qtuili  se  fosner  voit',  il  problema  sarebbe  risoluto  ;  e  quindi  si  cer- 
chi  psprimere  algehricamente  le  operazioni  numeriche,  che  si  do- 
vrebbf'TO  fare  su  qualle  quantità  incognile  e  lenote^pervcnficare, 
seconda  lenunziato,  se  vcramente  le  prime  sono  le  quanlità  che  si 
cercano, 

243.  Riprendiamo  il  probleraa  del  n.®  240,  e  applichiamo  la  rcgo- 
la  générale  or  indicata.  Secondo  î'ermnzialo  di  quel  problema  si  va  ccr- 
cando  un  numéro,  il  cui  doppio  e  la  cui  lerza  parle  facciano  una  som- 
ma eguale  a  21.  Il  numéro  cercato  è  rincognila,  che  rapprescnleremo 
con  X  :  indi,  supponendo  già  nolo  questo  valorc,  e  volendo  \erificarc 
se  veramenle  esso  è  il  cercalo,  secondo  l'enurizialo  del  probleraa,  che 
dovrebbesi  fare  ?  Bisognerebbe  prenderc  il  doppio  di  quel  numéro  as, 
il  quale  è  2x  ;  preodcrne  parimentc  la  terza  parle,  che  ë  dinolala 
da  ^x.  e  flnalmente  sommare  quel  doppio  e  quesla' terza  parte,  e  la 
somma  îx+s^  dovrebbe  risullare  eguale  a  21,  cioè,  in  forma  alge- 
brica  dovrebbe  essore  2x-|-5X=21  ;  cosl  il  problema  sarà  stalo  D>esso 
in  equazione,  nô  resta  che  risolvere  colesta  equazione  pcr  avère  il  va- 
lore  di  x.  Ora,  risolvendo  la  precedcnic  equazione,  secondo  la  regola 
del  n.**  231,  si  trova  x=9.  Qweslo  è  pure  il  numéro  cercalo,  perché, 
col  falto,  il  doppio  di  9  è  18,  la  terza  parle  è  3,  e  la  somma  di  18  e  3 
è  21,  come  si  cercava. 

244.  Continuando  le  applicazioni,  proponiamoci  il  seguente 
Problema.  —  Dato  il  numéro  14,  formame  due  parti j  la  cui  dif- 

ferenza  sia  4. 

SoLUzioNE.  —  Per  metiere  in  equazione  questo  problema  si  ragiona 
al  seguente  modo.  Se  una  delle  parti  ccrcate  fosse  nota,  sarebbe  co- 
nosciula  parimentc  Taltra  ;  perché  colesle  due  parli  dovendo  forma- 
te 14,  conoscendo  il  valore  délia  prima,  si  toglierebbe  questa  da  12. 
e  il  reste  sarebbe  Taltra  parte  :  quindi  dinotinmo  con  x  una  di  dette 
parti,  c  sia  la  maggiore:  la  minore,  sarà  14-œ.  Ora,  se  x  fosse  noto, 
e  si  volesse  verificare  se  esso  veramente  è  quel  numéro,  che  rîsolve 
la  questione,  bisognerebbe  togliere  da  x  Taltra  parle  14— x,  e  Irovare 
per  dilTcrenza  4  ;  vale  a  dire  che,  in  linguaggio  algebrico,  dev*essere 

(1)  x-(14-x)=4. 

In  questo  modo  il  problema  è  messo  in  equazione,  perche  con  la  (1) 
si  sono  cspresse  algebricamente  le  condizioni  indicate  neirenunziato. 
Non  rimanc  quindi  che  risolvere  delta  equazione,  secondo  la  regola 
dèl  n.®  231,  e  si  trova  x=9  ;  laonde  9  è  la  parte  maggiore,  e  perciô 
14-9.  0  sia  5  è  la  minore.  Col  fatlo  la  somma  di  queste  due  parti  è  14 
e  la  dilTcrenza  è  5,  come  è  richieslo. 

24*.  OssERVAziONE.  —  Abbiamo  supposto  che  x  rappresen tasse  la 
maggiore  delle  due  parli,  in  che  dev'essere  partilo  il  dato  numéro  14. 
Ma  è  chiaro  che  potevasi  supporrc  egualmente  rapprescntar  x  h  parte 
minore,  e  allora  la  maggiore  sarebbe  slata  dinolala  con  la  stessa  espres- 
sione  44— x,  come  sopra  ;  perô  questa  essendo  ora  la  parle  maggiore, 
ed  X  la  minore,  la  differenza  dev'essere  presa  togliendo  x  da  14-x, 
per  modo  che  Tequazione  del  problema,  invece  di  essere  la  (1),  sarà 
la  seguente  : 
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(2)  14-aî-aî=4, 

che  risoluta  dà  x=^}^  corne  doveva  risultare. 

Ora  le  due  equazioni  (1)  e  (2),  corne  cbiaro  si  vede,  inno  i  primi 
membri  di  segno  contrario  Ira  loro,  corne  pure  doveva  essere  ;  si  che 
possono  essere  riunile  nella  sola  equazione  ac— (14— a3)==t4  la  quale, 
secondo  che  si  riliene  il  solo  segno +  o  il  —  ,  si  riferisce  parlicolar- 
mentc  alla  (1)  o  alla  (2),  cioè  al  caso  Iq  cui  Tincognita  x  rappresenla 
la  roaggiore.  o  a  quello  ia  cui  rappresenta  la  minore  délie  due  parti, 
in  cui  devesi  parlire  il  dato  numéro.  Inoltre  si  puô  osservare  che  se  x 
è  la  parte  minore,  quesla  aggiunta  alla  dilTorenza  4  deve  dare  la  parte 
niaggiore,  che  sarù  perciô  espressa  da  aî+4,  e  quindi,  se  a;  è  la  parte 
cercala,  dev'essere  per  condizione  del  problema,  a;4-a5+4=!4,  e  cosl 
abbiamo  una  terza  maniera  di  porre  in  equazione  lo  stesso  problema. 

240.  È  qui  un  allro  luogo  per  far  nolare  la  differcnza  tra  le  opera- 
zioni  arilraetiche  e  le  algcbriche,  risolvendo  lo  stesso  problema.  cnun- 
zialo  in  modo  più  générale  corne  qui  appresso  :  trovare  due  numeri 
fait,  che  la  loro  somma  sia  eguale  a  un  dalo  numéro  a,e  la  diffe- 
renza  cguMe  a  un  allro  numéro  h. 

Dinolando  con  x  il  minore  de'  due  numeri  cercali,  allora  il  maggio- 
re,  corne  abbiamo  qui  innanzi  veduto,  dev*essere  eguale  a  questo  mi- 
nore più  la  differcnza  b,  cioè  deVessere  6+»,  e  quindi,  secondo  Tc- 
nunziato  del  problema,  devesi  avère 

(3)  b+x-\-x=a , 
donde  si  Irae  : 

(i)  cc=J(a-6)=Ja-J6  parte  minore  , 

(5)      6+x=6+î  (a-6)=|(a+6)=J-a+|6  parte  maggiore. 

247.  Paragonando  questa  soluzione  con  le  precedcnti,  nottamo  la 
dilTcrenza,  cioè  che  in  quelle  si  sono  ottenuti  i  valori  délie  due  parti 
richieste»  senza  scorger  più  nel  risuliamenio  in  quai  modo  ven$!ano 
essi  composli  per  mezzo  de' numeri  diiti  14  e  4  :  mentre  con  le  for- 
mole  (4)  e  (5)  delFaltuiile  soluzione,  non  solo  risolviamo  il  problema, 
qualunque  polessero  essere  i  numeri  dati  a  e  &.  ma  ne  deduciamo 
eziandio  una  regola  per  valutare  i  numeri  cercati.  la  quale  puô  essere 
cosi  enunziala  :  data  la  somma  e  la  diff'renza  di  duenum.eri.  il 
maggiore  èuguale  alla  meta  délia  somma  più  la  meta  délia  dif- 
fercnza  :  eil  minore  è  uguale  alla  meià  ddla  somma  meno  la 
vieià  doVa  differenza, 

îM8.  Problbma  —  Vna  pf^rsona,  in  compenso  de'servigi,  che  gli 
renderàun  domestico^  promette  dargli  200  bre  ail  aimo,  piii  tm 
abito.  Awiene  che  dopo  10  m»  si  è  congedato  il  domcs'icfi.  e,  per 
comppnsn  de'  servigirendtitiin  queslo  lempo.  riccvc^  secondo  il  pat' 
to,  160  lirp.  e  Cabiio.  Quautn  val'va  l  abito  ? 

Soluzione.  —  Kssendo  quesio  valore  Tincognila  del  problema,  lo 
dinotcremo  con  x,  cioè  rapcresmteremo  con  quesla  lellera  il  numéro 
di  lire,  che  vale  labito  Cosl  essendo,  si  rifleilerà,  che  se  queslo  nu- 
méro fosse  conosciuio,  ç  si  volesse  verificaie  se  risolve  la  questione, 
si  dovrcbbe  1.®  aggiugncrlo  allô  200  lire,  con  che  s'avrebbe  per  com- 
penso deiriatero  anno  200+a;  lire  ;  2.^  calcolar  con  questo  dato  quel 
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chc  spelterebbe  al  domestico  pei  10  mesi  che  à  servilo,  il  che  s*ollie- 
ue  Drcridendo  ii  quarlo  proporzionale  ai  Ire  numeri  12  mesi,  10  mcsi 
e  200-f œ  lire,  e  si  ti  ^  (20O+2D).  o  |  (200-fa;)  ;  c  3.^  finalmenle  vcde 
re  se  questo  valore  eguagli  ci6  che  à  ciTuUiYamenle  ricevuto  ii  dome- 
stico nelPessere  congedalo,  cioè  160  lire  in  conlanle.  e  a;  lire  per  va- 
lore deirabilo  ;  in  allri  lermini  si  deve  troyare  vcriflcala  l'cquazione 
2-( 200+05)= 160+ac  Cosi  è  messo  in  equazione  il  problema.nè  rimane 
che  ricavare  il  valore  di  x,  che  si  Irova  esserc  40  (n.®  237).  Volendo 
veriPicare  questo  risullamento,  si  aggiungerà  a  200.  e  s*avrà  che  per 
lin  anno  il  domestico  avrebbc  avuto  240  lire,  cioè  20  lire  al  mese,  e 
perciù  per  10  mesi  gli  sarebbcro  spetliilc  200  lire,  cio  che  à  col  fatlo 
ricevnto,  prendendo  160  lire  in  contante  c  40  lire  in  valore  deU'abito. 

^t9.  Problbma.  —  Con  5  piasire  si  fanno  0  ducaliy  c  con  200 
lire  si  fanno  47  duc.  :  v(de7ido  formare  19  duc.  con  48  pezzi^  ira 
piasire  e  lire^  quanta  deoono  e^eer  le  prime  e  quanle  te  seconde? 

SoLuziONE.  —  Sia  X  il  numéro  délie  piastre  ;  e  poichè  questo  in- 
sieme  con  quelle  délie  lire  devono  formare  48,  il  numéro  délie  lire 
sarà  48—03.  Or,  poichè  3  piastre  valgon  6  ducati,  x  piastre  varranno 
tanti  ducati  per  quanti  ne  indica  il  quarto  termine  délia  proporzione, 
che  à  per  primi  lermini  S.  œ  e  6,  cioè  varranno  S^x  ducati:  similmen- 
le  48— X  lire  varranno  ^^ (48-œ)  ducali;ma  quesle  due  somme  de\o- 
no  formare  19  ducati,  quindi  devesi  avère  l'equazione  ^x-}-^{i8—x) 
=  19,  che  risolula  dà  £C=8.  Quindi  le  piastre  devono  essere  8,  e  le 
lire  40. 

2$0.  Problema.  —  Vna  persona  dispone  c/ie  il  siw)  pairimonio 
s'abbia  a  ripartire  ira'  suoi  figli  nel  modo  seguente  :  il  primo  nalo 
deve  avère  1000  lire  e  la  décima  parte  di  quel  cite  rei/^ta  déliasse 
totale,  loltene  le  1000  lire  ;  il  secondo  deve  are?'e  2000  lire  c  la  de- 
cima  parle  del  resto  ;  il  terzo  3000  lire  e  la  décima  parle  del  reslo^ 
e  co^i  appresso.  Con  queHa  norma  il  pa^rimonio resta  egualmente 
diviso  fra  gli  eredi^  Si  vuol  sapere  il  valore  di  questo  patrim^niOy 
il  numéro  de^figli,  e  la  porzion^  di  ciascuno. 

SoLuzioNE.  —  Primameiîte  osserviamo,  che  se  sia  conosciuto  il  va- 
lore del  patriinonio,  e  la  porzione  di  ciascun  erede,  poichè  queste  por- 
zioni  debbono  esser  tulle  eguali.  il  numéro  de*  figli  si  conoscerà  di- 
vidende il  primo  valore  per  quelle  délia  porzione  speltanle  a  uno  qua- 
lunque  di  essi.  Or,  se  dinoliamo  con  x  questa  porzione,  e  con  y  il  va^ 
lore  del  patrimonio,  avremo,  secondo  l'enunziato  che 
il  l.«  flglio  avrà  1000+iV  (y-1000)=iV  (9000+j/) , 
il  2.0  flglio  avrù  2000-f  Vô"  (y-aî-2O0O)=  -^  (I8000+y-x) , 
il  3  *»  flglio  avrà  3000+7^^  y-2aî-3000= -^(27000+17-20?) , 
e  cosl  appresso.  Ma  siccome  tutle  quesle  porzioni  devono  essere  ugua- 
ii,  cosl  basla  eguagliarne  due  qualunquc  tra  loro  ,  le  prime  due  p.  e. 
peraverrequazione  del  problema,  la  quale  perciô  sarà -^  (9000+1/) 
="40  {*8000-fî/-œ),  da  cui  si  ricava  successivamente 

9000+î/=18000+2/-3C ,     œ=18000-9000=9000  ; 

quindi  ciascun  erede  airà  9000  lire.  E  poichè  la  parle  di  uno  qualun- 
que  di  essi  deve  equivalere  a  quesia  somma  di  lire,  cosi  dev'essere 
Ti5<90<>0+y)=9000,tfondesi  trae2/=810O0,equesto  è  il  valore  deirerô- 
dità:  si  che,  per  rosservazione  superiore,il  num^o  de' figli  ^^^^9. 
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2S1.  Aggiangiamo  qui  appresso  gli  cnunziali  di  taluni  problemi  da 
risolvere  per  esercizio. 

!.•  —  Un  mercadante  à  compralo  \in  cerlo  numéro  di  metri  di 
panno  alla  ragione  di  23  lire  ogni  2  metri  ;  quindi  li  à  rivenduti 
allaragionediM^ogniy^,  e  si  Irova  aver  guadagnalo  ii^;  quan- 
ti  erano  i  metri  del  panno  ?  —  Risposla  24™. 

^.®  —  Si  ànno  due  van,  e  un  sol  coverchio  ;  il  primo  pesa  10  chi- 
logrammi,  e  ponendoii  il  covercliio  pesa  il  triplo  di  quel  che  pesa 
il  secondo.  Se  poi  il  coverchio  si  porte  su  qucsto  seconcio,  il  peso 
del  vase  e  del  coverchio  rimlta  quadruplo  di  qtiello  del  primo  vase. 
Quanto  pesn  U  covi-rchio,  e  quanto  il  secondo  vase  ?  —  Risposta:  il 
covecchio  pesa  21*^'^.  S,  e  il  secondo  vase  resa  12^\  3. 

S.*  —  Du  mercadante  à comprali  12  metri  dipannoper  161  lire] 
2  metri  erano  di  panno  nero,  3  di  panno  rosso,  el  di  panno  ver- 
de.  Un  meiro  del  rosso  costava  2  franchi  di  piii  che  îin  meiro  dd 
nero  ;  e  un  métro  del  verde  costava  3  franchi  dipiii  dd  rosso,  Quali 
erano  i  rispettivi  prezzi  di  qucste  tre  spezie  di  panno  ?  Risposta  : 
il  nero  costava  10  lire  il  meiro  .  il  rosso  12,  e  il  verde  IS. 

4.®  —  Si  ànno  due  spezie  di  movete  ;  a  monele  délia  prima  for- 
mano  m  unità  di  moncia  d'una  lerza  spezif  ;  eh  monete  délia  se- 
conda spezie  forwano  un  mcmero  n  di  unità  di  moneta  dHla  stes- 
sa  lerza  spezie.  Ora  si  dtvono  pagare  p  unità  di  quesfultima  spe^ 
zie^  con  c  monete  délie  due  prime  ;  quante  se  ne  devono  prendere 
délia  prima  spezie,  e  quante  delta  seconda  ?  Risposta  :  monele  del- 

1        •  •    aibp-cn)    j  „  j    b(cm—ap) 

la  prima  spezie  -j^ :  ,  délia  seconda  -i ^. 

bm—an  bm—an 

LEZIONE  XXIV. 
Risoluzione  délie  equazioni  di  1.®.  grado  a  più  incogniie. 

2S^.  Risolvere  più  equazioni  ad  altreltante  incognî- 
te  vuol  dire,  deterrainare  per  ciascuna  di  quesle  incognile  un  valo- 
re  in  gui^a,  che  sosliluendo  in  ognuna  délie  equazioni  date  per  cia- 
scuna incognila  il  corrispondenle  valore  Irovato,  restino  tulle  le  delte 
equazioni  veriticale.  S'intende  già,  che  per  Iraltare  quesla  queslione  è 
d*uopo  che  le  equazioni  derivino  da  un  medesimo  probleroa,  o  corne 
suol  dirsi,  che  le  equazioni  date  esistano  simultaneamente,  o 
coesistano;  imperocchè,  se  talune  derivassero  da  un  probleraa,  e 
allre  da  un  problema  diverso,  le  incognile  non  rappresenlerebbero  più 
la  medesima  cosa  in  tulle  le  equazioni.  e  perô  una  sles.sa  incognita 
poirebbe  non  avère  il  medesimo  valore  in  qualunquc  délie  equazioni 
date.  11  complesso  di  tali  equazioni  simultanée  sindica  d'ordioario  col 
nome  di  sistema  di  equazioni. 

2S3.  Una  data  equazione  con  due  incognile  œ  ed  y,  facendo  spari- 
re  i  denominatori,  qualora  ne  conteuga ,  poi  passando  tulti  i  leriuini 
ignoti  nel  primo  membro  e  i  noli  nel  secondo,  riunendo  in  un  coeffl- 
ciente  complesso  i  diversi  coefllcienli  di  ce,  e  altreltanto  facendo  pei 
termini  in  i/,  si  rîduce  sempre  alla  forma  ax-f  6î/=c,  in  cui  a,  6,  c, 
sono,  in  générale,  de'  polinomii  composU  di  quanlilà  note,  e  in  quai- 
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che  caso  possono  essere  de*numeri  iateri 'posillvi  o  negativi.  Simil- 
meale  ua'equazione  a  Ire  incognite  ac,  y  z  si  riduce  sempre  alla  forma 
ax-\-byi'CZ=d:  e  in  générale  un'equazione  con  n  incognite  a?,,  flCj,  x,.., 
x^  si  riduce  alla  Torma 

2S4.  Allorciiè  un'equazione  conticnepiù  d*un'ignola,  non  si  puô  mai 
per  mczzo  di  essa  dclerminarc  il  vaîore  d'una  délie  incognile,  fincliè 
lutte  le  allre  sono  sconosciule.  Cosl  risolvendo  i'equL/ione  2x—^y=i 
rispetto  a  X  cioè  supponendo  sola  questa  quanlilù  essere  incognila,  e 
applicando  la  regola  per  la  risoluzione  dell  equazionc  a  un'ignota,  s*ol- 
liene  ûc=î-(3j/+5)  :  ne  con  ciô  pu6  dirsi  ayor  conosciu'o  il  valore  di  ae, 
se  anche  queJlo  di  y  è  lultavia  ignoto.  Quindi  si  vede  clie.  essendo  date 
più  equazioni  con  più  ijjnole,  e  volendo  determinare  i  valori  di  que- 
sle,  non  possiamo  traltare  ciascuna  delle  equazioni  date  separala- 
mente. 

^3îS.  Pertanto  per  rîsolvcre  un  sistema  di  equazioni  si  dovrà  farc 
un'operazione preliminare,  cliesichiama  climinazione,  c consiste 
fifl  HGSlituire  al  sislema  di  equazioni  date  un  aliro  équivalente 
sistema  di  equazioni^  cia'^ciina  delle  qiiali  non  conlenga  che  una 
8ola  ignota  l'er  cseguire  reliminazione  vi  sono  parecchi  metodi,  e  i 
più  ordinarii  sono  i  Ire  che  passercmo  ad  esporre,  e  che  son  detti  per 
sostituzionc,  per  comparazionc,  eper  addizione  o  sot- 
trazione,  o,  in  una  parola,  per  riduzione.  Tutti  e  tre  questi  me- 
todi,  corne  qualunque  allro  si  potessc  iramagiuare,  si  fondano  sul  prin- 
cipio  délia  coesistenza  deilo  equazioni  dnle,  per  modo  che  quella 
slessa  cosa  che  c,  e  quel  medcsimo  valore  che  à  un'incognila  in  un  c- 
quazione,  c  ed  à  in  lutte  le  altre.  Per  ora,  tratleremo  due  equazioni 
con  due  incognite,  c  quindi  farem  vedere  come  si  estenda  il  melodp 
a  qualtinque  numéro  di  equazioni. 

ÎÎS6.  MlîTODO  DI   ELIMIXAZIONE  PER   SOSTITCZIONKY  QuCStO  mclodo 

consiste  nel  risolvere  una  delle  due  equazioni  date  rispetto  a  una  delle 
incognite,  corne  se  Taltra  fosse  nota,  e  soslituire  neiraltra  equazionc 
Tespressione  ricavatn  p'-r  queirignotn  ;  in  questo  modo  s'oltiene  un'e- 
quazione  con  una  sola  incognila,  e  si  ricava  il  valore  di  quesl'ignota, 
il  quale  poi  si  sostituisce  in  una  delle  equazioni  date,  e  si  ricava  il  va- 
lore deiraltra  incoj»nila. 
Sieno  le  due  equazioni 

(1)  5x-3y=ll;    2a34-7y=29. 
Si  risolve  la  prima  rispetto  ad  se  e  si  à 

(2)  x=H^H3y), 

e  siccome  a?  à  lo  s'esso  valore  in  cntrambe,  cosi  possiamo  sostituire 
nclla  seconda  (l)  in  luogo  di  x  requivalente  espressione  (2),  ed  avrc* 
mo  un'equazione  con  una  sola  incognila,  cioe, 


(ll+3y)-f7y=29, 


0  vero,  facendo  sparirc  le  frazioni  e  riduccndo  successîramcnle  si  à  : 
22-i-6y-f3Sy=143.  4iy=123  ; 

(3)  !/=!^=3. 
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In  queslo  modo  possiamo  soslituire  al  sislema  dalo  (l)raltro  sistoma 
composte  deirequazione  (3)  e  di  una  dolle  date,  la  quale  puô  esser  la 
prima»  se  si  vuole,  o  la  (2)  che  la  sostitulsce.  E  poichè  la  (3)  déter- 
mina già  y,  potrcmo  porre  in  (2)  in  luogo  di  y  il  suo  valore  3  già  (ro- 
valo,  e  ûvrerao  œ=J-(i  1+3x3 )=J-  (lt+9)=^  20=4.  Pertanto  i  yalori, 
che  soddisfanno  le  equazioni  date  sono 

(4)  aj=4,  y=3  ; 

e  col  fallo  messi  questi  valori  nelle  (i)  si  trovano  verificale. 

%S1.  MeTODO  di  ELIMINAZIONE  PER  COMPARAZIONE.  COHSisle  qUCSlO 

metodo  nel  risolvere  ciascuna  délie  due  equazioni  rispelto  a  una  stes- 
sa  ignota,  e  uguagliar  quindi  le  due  esprcssioni,  che  per  quelFignota 
s'otlengono  ;  cosi  si  à  un*equazione  contencntc  soltanto  l'allra  inco- 
gnito, e  quindi  si  procède  corne  preccdentcmenle. 
Sieno  le  medesioie  equazioni 

(1)  5x-3y=H;    2a;+7y=29  ; 

e  risolvendo  ciascuna  rispetlo  a  y  si  ricava  : 

(3)  !/=U5^-<0»    2/=f(29-2aî); 

ma  poichè,  per  ipotesi,  il  medesimo  valore  che  ù  y  nella  prima  à  pure 
nella  seconda  equazione  (1),  cosî  ne  consegue  che  quesle  due  esprcs- 
sioni trovate  per  y  devono  essere  uguali,  e  perô  avremo  : 

(6)  ^(3x-ll)=;-(29-2ûc). 

In  queslo  modo  la  j/  è  stala  eliminatà,  cd  abbiamo  ollenula  un*equa- 
zioae  contenente  soltanto  Taltra  incognila  x,  e  clie  puô  essore  sosli- 
tuita  ad  una  délie  date  (1).  Pertanto,  risolvendo  la  (6),  seconde  le  re- 
gole  già  note,  si  trova  x=4  ;  quindi  mcsso  queslo  valore  in  una  dél- 
ie (1),  0  se  si  vuole  in  una  délie  (5)  (che  soslituiscon  quelle)  e  sia  la 
piima,  si  trova  y=i.  Laonde  avremo,  comc  col  prime  metodo,  le  stes- 
50  sistema  di  valori  (4),  cioè  .x=i,  y=3. 

^S8.  Metodo  di  eliminazione  per  addizione  e  sottrazione,o  per 
RIDUZI05E.  Consiste  queslo  lerzo  metodo  nel  rendcre  uguali  i  coefli- 
cienli  d'una  slessa  incognila  nelle  due  equazioni  e  quindi  addiziona' 
rc,  o«o^/rarreirisullamenli,  seconde  che  i  coeflicienti  eguagliati  àn- 
no  segni  contrarii,  o  lo  stesso  scgno.  in  questo  modo  si  élimina  una 
délie  ignolc,  e  si  à  un'equazione  con  sola  Taltra  ignota,  e  quindi  si 
procède  comc  nei  due  metodi  precedenti. 

Sieno  sempre  le  medcsime  equazioni 

(1)  5x-3j/=ll,    2x4-7y=29. 

Si  riflelta  che  essende  il  valore  di  x  lo  stesso  nelle  duc  equazioni ,  se 
i  coeflicienti  di  x  nella  prima  e  seconda  equazione  fossero  eguali,  an- 
che eguali  sarcbbero  tulli  e  due  i  tormini  conlenenti  quest'incognila, 
e  perô  bastere  >bc  soltrarre  le  délie  equazioni  per  eliminare  la  x,  e 
avère  un  equazione  con  la  sola  y.  Similmcnle  se  fossero  eguali  i  coelTi- 
cienli  di  y  in  (1),  comechè  questi  coeflicienti  sono  di  segni  conlrarii, 
baslerebbo,  dope  eguaglialili,sommare  dette  equazioni,  pet  fare  spa- 
rire  y,  c  av*»re  un*equazione  con  la  sola  x. 

Or,  siccome  il  prodotto  di  duo  numeri  è  sempre  lo  stesso,  qualun- 
que  sia  Tordino  de'  faltori,  cosi  è  sempre  possibile'  rendere  uguali 
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i  coefficienli  d'una  stessa  încognita,  moUiplieandoeiascv^ 
na  equazione  pel  coefficiente^  cfie  à  nelVaUra  equazione  Vincogni- 
ta  cJiG  si  vuol  climinare.  E  si  tenga  présente  che  la  moltiplicazione 
si  fa  pel  solo  valore  lyzvienco  del  coefflciente,  senza  tener  colUo  del 
segno.  Cosi,  se  dalle  (1)  vogliasi  eliminarc  y,  si  molliplicherà  la  pri- 
ma per  1  e  la  seconda  per  3,  e  verra 

33aî-21y=71  ;    6a;4-21y=87  : 

indi,  siccorae  i  coefficienli  di  y  sono  di  segno  contrario,  si  addizîone- 
ranno  quesle  equazioni,  e  cosl  sparirà  il  termine  in  y,  e  s*avru 

4ta:=164  ;  donde  x=i. 

Con  un  procedimenlo  analogo  polrebbesi  trovare  y  ;  cioè  molliplican- 
do  la  prima  delle  (1)  per  2,  e  la  seconda  per  5,e  quindi  sotlraendo  le 
due  nuove  equazioni  ;  o  pure,  corne  si  è  fallo  ne'  metodi  precedenli, 
si  puô  sosliluire  in  una  qualunque  delle  (l)  il  trovato  valore  di  ae.  Nel- 
l'un  modo  o  nciraltro  si  troverà  y=3  ;  ed  avremo,  come  anche  con  gii 
allri  due  metodi  abbiara  trovalo,  x=4^  y=3. 

Pertanlo  dcduciamo,  che  qualunque  clei  tre  esposti  metodi  vogliasi 
adoperare  il  risuliamento  sarà  sempre  lo  stesso. 

^59.  Avverlcnza.  —  Abbiam  dello  che,  nel  terzo  melodo,  per 
uguagliare  i  coefficienli  d'una  medcsima  incognita,  bisognava  molli- 
plicare  ciascuna  délie  equazioni  date  pel  cocffîciente,  che  à  Tincogni- 
ta  da  eliminare  nelFallra  equazione  ;  ciô  devcsi  intcnderc  in  géné- 
rale ;  iroperciocchè  puù  bene  avvenirc  talvolla  che  i  detli  coeflicienti 
sicno  già  cguali,  o  pure  abbiano  de'  faltori  primi  comuni  in  modo,  che 
in  questo  secondo  caso,  si  potranno  enlratnbi  ridurrc  al  loro  minime 
dividende  comune,  come  si  usa  per  la  riduzione  delle  frazioni  allô 
slesso  denominalore  (Arit.  n.°  162). 

Cosi,  date  le  due  equazioni  cc-fy=a,  œ— y=6,  si  vede  che  lanlo  i 
coefficienli  di  x,  quanlo  quelli  di  y  sono  eguali,  e  perô  basterà  una 
volta  sommare  quelle  equazioni  per  eliminare  y,  e  un'altra  volta  sol- 
trarle  per  eliminarne  x,  e  si  troverà  : 

Similmente,  date  le  due  equazioni  4x-f5y=28 ,  6x-10y=2,  per  eli- 
minare y,  basterà  moUiplicare  soUanlo  la  prima  per  2,  e  quindi  som- 
mare. É  per  eliminare  la  x,  basterà  ridurre  i  due  coefficient!  4  c  6 
al  loro  minime  dividende  comune  12,  molliplicando  la  prima  equazio- 
ne per  3  e  la  seconda  per  2  ;  dope  di  che  si  farà  la  sollrazionc  e  re- 
stera eliminata  la  x. 

*160•^Passiamo  ora  al  caso  di  tre  equazioni  a  Ire  ignole,  c  sieno  : 

(7)  3as-f2y-f  5z=33 ,    œ-8y+4s=3,    2x+Sy~32=l. 

Prima  di  passare  alla  effeltiva  eliminazione  osserviamo,  che  se  Ira  due 
qualunque  di  queste  equazioni,  poniamo  la  prima  e  seconda,  si  élimi- 
nasse una  delle  Ire  incognile,  e  sia  la  x,  avremme  un'equazione  fra  le 
allrc  due  incognite  y  e  ::,  la  quale  polrebbe  essere  sostiluita  ad  una 
delle  due  trattate  ;  ê  similmente,  se  si  éliminasse  la  medesima  inco- 
gnita Ira  la  prima  e  terza,  e  t^a  la  seconda  e  lerza,  avremme  un'altra 
equazione  in  y  e  z  ;  si  che  avremme  un  nuove  sistema  composte  di 
duc  equazioni  a  due  ignole,  sestituibili  alla  prima  e  seconda  delle  (1), 
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e  della  terza  di  quelle  medesinoe  (7)  ;  quindi  potremmo  trattare  le  due 
novelle  equaiioni  con  due  incognite,  per  determiDare  i  valori  di  que- 
ste  ignote,  corne  si  è  falto  ne'  numeri  precedenti  ;  e,  trovali  questi  Ta« 
lori,  sosUtuirli  nella  tena,  o  più  generaltnente,  in  una  qualunque  délie 
tre  equaziooi  date  per  determinare  la  terza  incognita  x. 

Perlante  elimineremo  x  tra  la  prima  e  seconda  (7),  facendo  uso  del 
metodo  di  riduzione  ;  per  lo  chc  bastera  (n.®  prec.)  moltiplicare  soU 
tanto  la  seconda  equazione  per  3,  e  quindi  sottrarre  ;  cosl  avremo 

(8)  26j/-72=24. 

Similmenle,  molliplicando  la  seconda  equazione  per  2,  e  soltraendo  il 
risultamento  dalla  terza,  restera  eliminala  la  Xf  e  s'avrù 

(9)  21y-H:5=-2. 

Ora,  eliminando  y  tra  queste  due  equazioni  (8)  e  (9),  si  troverà  z=4; 
c  sostituendo  questo  valore  in  una  qualunque  di  queste  medesime 
equazioni,  si  ricava  iy=2  ;  e  finalmente  sostituendo  questi  valori  di  y 
e  2  in  una  qualunque  délie  (7)  si  trae  x=i.  Laonde  il  si  s  te  m  a  di 
valori,  che  soddisfà  le  equazioni  date  è  x=3,  }/=2,  2=4. 

261.  É  facile  verificare,  con  la  sostituzione,  corne  questi  valori  Ye- 
rifichino  le  proposte  equazioni  ;  ma  si  puô  farlo  benancbe  riflettendo, 
che  le  (7)  per  ipotesi  coesistono,  e  le  operazioni  faite  per  giugnere  al 
Duovo  sistema 

(iO)  cc=3,  2/=2,  s=4 

sono  lutte  legitlime,  si  cbe  le  (7)  possono  essere  sostiluite  dalle  f  10), 
che  sotto  altra  forma  rappresentano  le  (7)  ;  ma  le  (10)  sono  verificate 
ponendo  aî=3, 2/=2,  2=4,  quindi  anche  le  (7)  debbono  esser  verifica- 
te da  questi  stcssi  valori. 

fEB2.  Consideriamo  ancora  un  sistema  di  quattro  equazioni  con  quat- 
tro  incognite,  e  supponiamo  che  non  tutte  leignote  entrino  in  ciascu- 
na  equazione,  corne  qui  appresso  si  vede  : 

(11)  2v+3a;-î/=7,    (12)    6î?-2cc+42=8 , 

(13)  4y-h32=22,    (14)    Zy-ix   .   =-3. 

Ricavandosi  il  valore  di  i;  da  quesl*ultima,  e  sostituendolo  nelle  (11) 
e  (13),  faite  le  débite  riduzioni,  savranno  le  altre  due  equazioni 

(15)  6v+4aî=l8,      (16)    20cc+92=78  ; 

cosl  al  sistema  di  equazioni  date  possiamo  sostituire  una  qualunque 
délie  Ire  (11),  (13),  (14)  (fra  le  quali  si  è  climinata  y),  la  (12),  e  lo 
(15)  e  (16).  Ora  queste  tre  ultime  contengono  tre  sole  mcognite  v,a?,z, 
e  se  ne  puô  facilmente  eliminare  una,  la  x,  p.  e.;  perocchè,  per  eli- 
minarla  tra  la  (12)  e  la  (15),  basta  moltiplicare  solo  la  prima  per  2,  e 
quindi  sommare  il  risultamento  con  la  (IS),  e  si  à 

(17)  18i;-f82=34. 

E  similmenle  per  eliminare  as  tra  la  (12)  e  la  (16)  basta  moltiplicare 
solo  la  prima  per  iO,  e  sommare  il  risultamento,  il  che  dà 

(18)  eOu-f  492=158. 

Ora,  otlenute  due  equazioni  (17)  e  (18)  fra  due  ignole  v  0  2,  si  élimi- 
nera una  di  esse,  e  sia  la  Vy  e  cosl  avremo  una  equazione  con  la  sola 
RuBiNi  Elem.  d'Algebra.  43 
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incognila  z,  cbe  si  déterminera  facllraeate.  Nel  fare  quest'eliminazio- 
ne  si  puô  primamente  dividere  la  (17)  per  â,  che  è  faltore  comune  di 
tuUi  i  suoi  termini  ;  indi  molliplicare  l'equazione  risultimte  9^+42=17 
per  20,  e  la  (18)  per  3,  e  quindi  sotlrarre  le  due  equazioni  cbe  ne  ri- 
sultano  (n.^  250),  con  che  si  à  :  672=134  e  quindi  2=2.  Trovato  que- 
sto  Talore  di  z,  si  sostiluisce  nolla  (18),  o  nella  (17),  e  si  ricava  t;=l. 
Ouesli  valori  di  jz  e  v  si  sostituiscono  nella  (12).  e  si  ricaya  x=i,  che 
si  puô  pure  otlenere  ponendo  nella  (IS)  invece  di  v  il  suo  valore  1,  o 
nella  (16)  in  luogo  di  z  il  suo  valore  2.  Finalraenle  si  soslituiscono 
nella  (11)  invece  di  v  ed  a?  i  loro  valori.  e  si  dedurrà  i/=i  ;  il  qualc 
valore  si  polrebbe  oUener  pure  sia  ponendo  nella  (13)  per  :;  il  suo  va- 
lore 2,  sia  ponendo  nella  (l4)  invece  di  x  il  suo  valore  3.  Perlante  i 
valori  che  risolvono  le  proposle  equazioni  sono:  i;=I ,  x=i  y=4, 2=2, 
e  si  puô  ciô  verificare  con  la  sostiiuzione  di  questi  valori  nelie  equa- 
zioni date.  0  ragionando  corne  al  n.®  261. 

!E68.  In  générale  possiamo  stabilire  l'i  seguente  regel  a:  essen- 
do  date  n  equazioniy  con  aitreUante  incognite,  s'élimina  uninco- 
gnita  successivamente  ira  una  qiùalunque  délie  equazioni  date  e 
doêcuna  deUe  rimanenti  n— 1  ;  6*avranno  cosi  n— 1  eqitazioni  con 
allretante ignole  ;  fra  queste  n— 1  equazione  s'élimina  allô  i^tesso 
modo  una  seconda  ignota^  e  s'ollcnguno  n— 2  equaziimi  co7i  alirel- 
iantH  incognife  ;  co^i  si  conlinua,  finriiè  non  si  giunga  a  dne  equor 
zioni  con  due  sole  incognito  le  quali  saranno  per  dû  w^segnafe 
mercè  queste  equazioni.  Trovaii  i  valori  di  queste  due  ignote^  si  so* 
stituiranno  in  una  di  quelle  equa7.ioni,  che  le  conlengono  insieme 
con  vna  terza  incognita^  che  resierà  cosi  pur  essa  aasegnata  ;  cono- 
sciute  ire  incogni'e,  si  passera  al  modo  stesso  a  conoscere  una  quar- 
ia^  e  cosi  appresso  fino  ad  assegnarle  tuile. 

^64. 1  valori  di  lutte  queste  incognito  trovati  corne  ora  è  dette,  qua- 
li che  essi  sieno,  soddisferanno  le  equazioni  date.  In  fatti  sieno 

(  nia54-fW3iœ,+n3X3+-<»--+n,ja3„=fc», 

le  n  equazioni  date.  Opérande  seconde  è  dicbiarato  nella  précédente 
regola,  troveremo  : 

(20)  x^-a^  y  Xi=oi^ ,  œ3=a5 »«=«,» , 

essendo  a,,  a,,  a, ...  a»  quanlilà  noie.  Ora  le  (20)  come  dedoltc 
dalle  (19)  con  operazioni  legillime,  non  sono  altro  che  le  siesse  (19) 
posle  sotto  allra  forma  ;  ma  le  (20)  sono  verificate  ponendo  a;,=a, , 
X2=^aj .  .  a5,j=a,j ,  quindi  anche  le  (19)  saranno  verificate,  ponendo  ri- 
spellivamenle  ai ,  o, ,  a, .  .  .  a»  in  luogo  di  œ, ,  oe, ,  Xj .  .  .  x^. 

^MS.  Dal  fin  qui  dette  risulla  che,  essendo  date  n  equazioni  con 
altrettanle  incogniie^  si  puà  df'tcrmvnare  un  sislema  unico  di 
valori  proprii  a  verificare  le  date  equazioni.  Ora  vedremo  ciô  che 
avvenga  quando  le  incognito  son  meno  délie  equazioni,  o  alfopposlo. 

%66.  Abbiamo  gi&  veduto  (n.^  2Si)  che  una  sola  equazione  fra  due 
incognito  non  à  sufflciente  a  determinare  i  valori  di  queste  inoognile; 
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ma  è  sempre  possibile  conoscerne  una,  assegnando  prima  un  valore 
arbttrario  all'altra.  Cosl,  data  requazione 

(21)  2/-2a5=4 , 

e  risoluta  rispello  ad  j/,  si  à  2/=2û;f  4  ;  onde  y  restera  ignoto.  âochè 
taie  è  X  ;  ma,  dato  un  yalore  aualunque  ad  Xj  riroane  determinsito 
quello  di  y  :  cos],  p.  e. ,  dando  a  x  i  valori  sei?uenlJ:  x=o,  x=l,  as=2, 
a;=:3.  0^4  a^5,  ec.  si  r  cavano  in  corrispondenza  per  y  i  seguenli 
valori  :  î/=4  y=6,  i/=8. 3/=10,  y=12,  y=\ij  ec.  ;  e  perô  ciascuno 
deVistemi  (x=o.  y=i)  ;  (œ=l.  2/=6);  (x=2, 3/=8);  (x=X  y=10);  ec. 
a?rà  la  proprirtà  di  vcrificsire  la  proposla  eijUiizione  (2l).  per  modo 
che  nel  caso  altuale  àvvi  un  numéro  infinilo  di  sislemi  di  valori,  che 
veriHcano  la  dala  equ»zione. 
267.  Supponiamo  ora  date  le  due  equazioni 

(22)  2a5-î/+js=8,     cc+3y-22=5 , 

con  tre  incognite  x  y.z.  Passando  z  nel  secondo  membre,  queste  equa- 
zioni diveogono 

2a5-î/=8-2 ,    aî+3j/=5+2;2. 

Hollîplicando  la  prima  per  3,  e  sommando  il  risultamento  con  la  se- 
conda, si  élimina  la  y,  e  si  trova 

(23)  x=\  (29-s)- 

Similmente,  moltiplicando  la  seconda  per  2,  e  sottraendo  il  risultamen- 
to dalla  prima,  si  élimina  la  x,  e  si  à 

(24)  î/=K2+52). 

Da  qoeslc  formole  (23)  e  (24)  si  scorge  che  i  valori  di  a;  ed  y  non  sa- 
ran  noti,  se  non  prima  s*assegna  un  valore  a  ;z  ;  e  per  Topposlo,  dalo 
un  valore  a  2,  s'otliene  un  valore  per  x  e  uno  per  y.  Cosl,  dando  a  z 
i  valori  2=0,  2=1^  2=2,  2=3,  2=4,  2=3,  ec.  ;  si  à,  secondo  le  for« 
mole  (23)  e  (24) , 

or»— ^L      or»— 55.      or»— .12.      or» — ^       /y»»-.  tS      or»— -?4.      m*    • 

y=  1  .  y=i  »  !/=-f  '  y=^  »  î/=-t  .  2/=t-  »  ec. 

E  perô,  essendo  le  equazioni  (23)  e  (24)  la  slessa  cosa  che  le  propo^ 
ste  (22),  ciascuno  de'sislemi,  (2=0,  y=|.  x=-^);  (2=1,  y=1,  aî=-f-); 
(2=2,  y=-^,  05=-^)  ;  ec.  verifica  le  equazioni  dale  ;  si  che  anche  qui, 
corne  neiresempio  prec,  s*ânno  iiiQnili  sislemi  di  valuri  per  leignote. 
^•8.  In  générale,  se  si  ànno  m  equazioni  a  n  ignote,  essendo  n>m, 
si  puô  supporre  che  n-m  di  quesle  incognite  sieno  attualmente  note, 
per  modo  che  le  m  equazioni  dale  si  possano  considerare  como  con- 
tenenti  solo  m  ignole,  e  perô  si  potranno  risolvere  secondo  la  regola 
del  n.®  263.  e  si  iroveranno  per  le  m  incognite  ullretlanle  espressio* 
ni  conlenenli  le  allre  ?i-m  incognite  e  quanlilà  note  ;  si  che  i  valori 
rispetlivi  di  quelle  m  ignole  non  polranno  cssere  conosciuli,  finchè  ri* 
mangono  i^noti  quclli  délie  rimanenti  n-m  ;  e  per  conlro,  dando  a 
ciuscuna  di  quosle  un  valore  ad  arbitrio.  no  verranno  di  conseguenza 
quelli  délie  m  inoognile,  c  s'avranno  inDniti  si^temi  di  valori  proprii 
a  verificare  le  equazioni  date.  In  questo  caso  perlanio  si  dice  che  le 
equazioni  dale  sono  indelerminate«  in  quanto  che  non  si  possa 
per  loro  mezzo  determinare  un  unico  sislema  di  valori  per  le  incogni- 


iOO  ELBMBIfTI  D^ALGBBBA       ' 

le  che  contengono.  Pertanto,  qu<mdo  il  numéro  délie  equaziom  è  mi- 
nore  di  quello  dclle  ignote^  quesie  (e  (e  slesse  equazioni)  sono  in- 
delerminale. 

269.  Gonsidoriamo  finalroeale  il  casojn  cui  il  numéro  délie  equ>a- 
zioni  è  maggiore  di  quello  délie  incognite:  e,  per  fissarlc  idée,  po» 
niamo  che  s'avcssero  tre  equazioni  con  due  incognile  y.x.  Se  si  pren- 
dono  due  qnalonque  di  queste  equazioni ,  si  polranno ,  in  générale 
determinare  i  valori  délie  a?,  y,  (n.^  265)  ;  allora,  se  queste  equasioni 
derivano  da  un  medesimo  prôblema,  e  i  yalori  trovali  per  x  e  7/  sod- 
disfanno  pure  )a  (erza  equazione,  di  oui  non  s'ë  tenuto  conto,  è  segno 
che  questa  terza  equazione  è  conseguenza  délie  allre  doc,  che  da  sa 
sole  sono  suiTicienli  a  determinare  i  valori  délie  incognite,  che  sod- 
disfanno  tulte  e  tre  le  equazioni  date  ;  per  modo  che  in  questo  caso 
non  si  deve  considerare  il  sistéma  dato  corne  quello  di  tre  equazioni 
essenziahiiente  distinte .  ma  propriamente  corne  il  sislema  di  due 
equazioni  a  due  ignote.  Ma  se  la  tcrza  equazione  non  è  verificata  da 
quei  valori  di  os  e  y  ricavati  dalle  prime  due,  yuol  dire  che  non  è  poa- 
sibile,  con  un  unico  e  deteroiinalo  sistcma  di  valori  per  le  due  inco- 
gnite soddisfare  le  tre  equazioni  date.  E  comcchè  in  questo  caso  y!  è 
un'equazipne  di  più  délie  necessarie  per  determinare  le  incognite, 
cosl  suoi  dirsi  che  la  queslione,  cho  à  dalo  luogo  a  quelle  equiizioni, 
è  più  che  determinata;  laqualedenominazionesiestendeaqua- 
lunque  altro  caso,  in  cui  il  num^ero  délie  equazioni  è  maggiore  di 
quello  délie  incognite  :  essendochè  si  puô  sempre  applicare  il  mede- 
simo  ragionamenlo  tenulo  nel  caso  esaminato. 

270.  Allorchè  i  coefficienti  délie  dato  equazioni  non  ùnno  valor  nu- 
merico  attualmento  delerminato,  il  caso  in  queslione  conduce  a  la- 
lune  equazioni,  delte  di  condizione  ;  il  che  ora  mostreremo  col  se- 
guente  sistema  di  quatlro  equazioni  a  due  incognite  : 

^    ^  (  O30c+6sy=C3 ,      a^x+b^y==c^. 

Prendendo  due  qualunque  di  queste  equazioni,  poniamo  le  prime,  e 
ricavandosi  i  valori  di  x  ed  y,  con  uno  qualsivoglia  de'  tre  metodi  di 
elimioazione  ionaozi  spiegati,  troveremo  ; 

(26)  a,  =  i44i^,      j/  =  ^5!jc:^, 

0  messi  questi  valori  nella  terza  e  quartatlelle  equazioni  date»  ed  ese- 
guite  le  riduzioni  si  olterrà  : 

m\        ^  ai62C3-a,C263+6,c^a3-6|a^C5+C|a26s-c,62a3=o, 
^    ^        \  a^b2C^-alC^b^+b^Cia^''b^a2Cli'C^Q^b^—c^b^a^=o. 

Ora,  ragionando  corne  nel  n.^  prec.  f  se  queste  equazioni  non  sono  da 
se  stesse  verificate,  cioë  se  i  coefficienti  a|,  6|  ec.  non  ànno  tali  va- 
lori, che  i  primi  roembri  s*annuliino,  sarà  irapossibile  con  Tunico  si- 
stema (26),  poter  verificare  a  un  tempo  le  (2S),  e  la  questione,  che  à 
dato  luogo  a  coteste  equazioni,  sarà  più  che  determinata.  Ma  se  a,^ 
bi  ec.  non  ànno  altualmente  valore  determinato,  si  potrà  attribuir  loro 
tali  valori  da  far  si  che  le  (21)  restino  verificatc,  e  cosi  la  questione 
cessera  di  essere  piii  che  dctermvnata.  Per  contre ,  se  vuolsi  che  la 
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questione  non  sia  taie*  conviene  ehe  i  coeSicienti  a, ,  &| ,  ec.  abbia- 
no  a  soddisfare  le  equazioni  (27),  che  per  ciô  si  dicono  equazioni 
di  condizione. 

2V1.  Potrebbesi  credere  che  operando  sulle  equazioni  (25)  in  un 
modo  diferso  dal  précédente,  s'avesse  a  giugnere  a  condizioni  diver- 
se dalle  (27)  ;  ma  è  age?ole  assicorarsi  che  se  invece  di  eliminare  Ira 
la  prima  e  la  seconda,  si  elimini,  poniamo  tra  la  prima  e  terza,  i  Ta- 
lori  che  si  dedurraono  per  x  ed  y  coiocideranno  con  quelli  délie  for« 
mole  (26),  e  le  nuove  equazioni  di  condizione  saranno  comprese  nel« 
le  (27).  In  fatti  il  risullamenlo  dell'eliminazione  in  quesi'ullimo  modo 
s'avrà  senz'alcuna  nuova  operazione,  ma  solo  sostituendo  nelle  (26) 
^3  «  ^3  9  Cs  învece  di  a^ ,  &2)  ^s^  ^  ^errà 

/9fi^                                 «.  —  C|&3  — OiCg                         QiC3~"^i^3 
(  ZO I  X  ■=  — r r ,         y  = r r , 

e  questi  ?alori  sostituiti  nella  seconda  e  quarta  délie  (23)  dànno 

/«ON        j  a,62C3-a|C263+6iC2a3-5,ajC3+c,a2&3--C46ja^=o, 
^    ^        f  Qib3f^i-aiC^b^+b^c^a^-bia^c^'\-c^aj^b^-Cib^a^=o. 

La  prima  di  quesle  equazioni  è  idenlica  alla  prima  (27)  ;  Tallra  è  cou- 
seguenza  d'cnlrambe  le  (27) ,  corne  ora  proveremo.  In  fatti  le  (27)  e 
la  seconda  (29)  possono  essere  scriite  ancora  cosl  : 

(ai6j-64a2)Cs+( 6|a5-a,6s)c2+(a563-62»3)Ci=o  > 
(a^6,-6^aJk^^-^6^a^-a|64)cJ^-^aJ6^-6Ja4)C|=o  , 
(«ibs-fti<^3)c*-f(6ia4-a46jc8+(aA-68a4)C4=o, 

Ora,  esisteodo  le  prime  due  di  queste  equazioni,  esisterà  pure  la  dif- 
ferenza  che  s'ottiene  molliplicando  la  prima  per  b^a^—a^b^  e  la  se- 
conda per  &!%— 0,63 ,  e  soitraendo  il  secondo  dal  primo  prodotto  ; 
ma  faite  queste  operazioni  si  trova  per  risullameaio  la  terza  délie 
eqaazioni  precedenti,  che  è  la  stessa  seconda  (29) ,  onde  le  (29)  non 
sono  due  condizioni  disUnle  dalle  (27),  ma  sono  queste  slesse,  sotto 
aitra  forma. 
£d  à  pur  facile  provare  che  le  (28)  non  dànno  valori  diversi  da  quoi 

che  dànno  le  (26)  ;  cosl  p.  e. ,  ^*^3-&iC3^Cife^-^C2 .  j^  ^jf^m^  f^. 

^1^3"'^l%      tt|02— Ofttj 

cendo  sparire  i  denominatori,  eseguendo  le  moltiplicazioni  e  riducen- 
do,  si  trova 

0'^b^CJ—a^c^b^+b^c^aJ-'b^alC^^j-Cla^b^'-c^b2(ly=o  ; 

ma  quesfequazione  è  la  stessa  (27),  che  si  suppone  verificata,  quindi 
le  due  precedenti  frazioni  sono  eguali,  e  perciô  anche  i  valori  di  x 
dati  dalle  (26)  e  (28).  Siroilmente  si  dimostra  per  quelli  di  y. 

Ciô  conferma  pure  che  rnia  voUa  veiHficate  da  se  stcsse  le  equazio- 
ni di  condizione,  il  sislema  di  equazioni  date  è  laie,  che  per  delermi- 
oame  le  ignote,  basta  considerar  solo  tante  di  quelle  equazioni  per 
quante  sono  le  ignote,  e  le  rimanenti  equazioni  sono  convprese  nelle 
prime. 
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LEZIONE  XXV. 
Risoluzione  di  problemi  di  i.^  grado  a  plù  incognile. 

Mf2.  La  regola  data  n.^  242  è  générale,  qaaluaque  sia  il  numéro 
délie  iDCOgnite,  cbe  il  problema  ammette  ;  e  tulla  la  diflicoUà  per  por- 
re  un  problema  in  equ&zione  starà  solo  nel  sapere  ÎDdagare,  dielro 
renuDziato  del  problenia,  quelle  relazioni,  tra  le  quantilà  date  e  le  in- 
cognite,  che  tradoite  in  linguaggio  algebrico  esprimono  complelamen- 
te  le  condizioni  del  problema  proposto,  necessarie  per  coooscere  i 
valori  délie  ignote.  Pertanto  passicimo  a  moslrare  rapplicazione  di  del- 
ta regola  rolla  risoluzione  di  laluni  problemi. 

273.  Problema.  —  Trovare  due  numeri,  di  cm  la  somma  eguagli 
un  dato  numéro  a,  e  la  differenza  un  altro  numéro  dato  b. 

SoLuziONE.  —  Esseodo  ignoU  ambi  i  numeri  dimandaû,  dinoteremo 
il  maggiore  con  x,  e  il  minore  con  y  ;  e  poichë  la  loro  somina  dev'es* 
sere  uguale  ad  a,  e  la  loro  differenza  eguale  a  6,  saranno  indicale 
quesle  condizioni,  scritendo  le  due  equazioni  xi-y^a  ;  x—y=b.  la 
questo  modo  il  problema  è  roesso  in  equazione,  e  nonrimane  che  ri- 
solvere  coteste  due  equazioni  ;  il  che  facilmeote  si  consegue  (d.^  239) 
e  s'otliene  :  x=J  (fl\-b)y  2/=i  (a-6). 

274.  Quesli  vaiuri  sono  ideulici  a  quelli  Irotali  nel  n/  246  ;  e  cosl 
doveva  essere.  perché  il  problema  ora  risoluto  è  quello  stesso  di  quel 
numéro.  GI6  che  importa  osservare  è,  che  talvolta  talune  condizioni 
d*un  problema  sono  iali^  che  per  melterlo  in  equazione  non  è  neces- 
sario  far  uso  di  tante  incognito,  per  qnanle  appareniemente  ne  richie- 
de  Tenunzialo  ;  imperocchè  puô  darsi.  che  due  o  più  incognite  sien 
tra  loro  connessc  mercë  relazioni  tali,  che,  per  conoscere  una  di  que- 
ste  incognite,  basli  conoscere  le  rimanenli.  e  quindi  fare  una  délie 
operazioni  elemenlari  su  queste  ultime.  Cosl,  nel  caso  del  problema 
proposto,  bastava  determinarsi  il  valore  d'uno  de*  due  numeri  che  si 
van  cercando,  e  quindi  ricayarsi  Tallro  col  io$;liere  dalla  somma  a,  o 
con  Taggiugnere  alla  differenza  b  il  numéro  già  irovato,  secondo  che 
questo  si  ë  supposto  il  maggioreo  il  minore  de' dimandaii;  quindi  ba- 
stava supporre  ignolo  un  solo  de*  due  numeri  richiesti.  Sim'lmente, 
se  in  un  problema,  apparentemenle  a  due  i^^note,  il  prodotto  di  que- 
ste dovesse  essere  uguale  a  una  quanlità  data  a,  o  il  loroquozientea 
una  quantilà  b,  bastercbbe  adoperare  una  sola  ignotat  perché,  deter- 
minata  questa,  il  valorc  delfalira  s*otterrebbe  con  una  divisiooe  o  una 
molliplicHzione  Tra  quantilà  note. 

275.  Problema.  —  Si  son  comprati  del  panno  a  8  lire  U  m^'ro, 
e  délia  stoffa  a  5  lire  il  métro,  e  siè  speso  per  entrambi  171  lire  ; 
se  la  siofja  si  fosse  pagata  al  prezzo  del  panno,  e  questo  al  prezzo 
di  quella,  si  sarebbe,  invece,  t^pesso  180  lire.  Si  domanda  sapere 
quanti  meiri  era  tl  panno  e  quanti  la  stoffa  ? 

SoLuzioNB.  —  Si  rappresentino  con  x  il  numéro  di  metri  del  pan- 
no, e  con  y  quelli  délia  stoffa  ;  e  siccome  il  prezzo  d*un  métro  di  pan- 
no, per  condizione  del  problema,  è  8  lire,  cosl  x  metri  cosieranno  8x 
lire  ;  similmente  y  metri  di  stoffa  a  5  lire  il  métro  costeranno  5j/  lire; 
ma  questi  due  prèzzi  devono  fare  171  lire,  quindi  avremo  requazione 

(1)  8aî4-52/=171. 

iQOllre  è  detto  nell'enunziato  del  problema  »  che  se  la  sloffa  si  fos* 
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se  pagata  al  preszo  del  panno,  doè  a  8  lire  il  métro,  e  il  panno  al 
prezzo  délia  stcffa,  cioè  a  5  lire  il  métro,  si  sarebbero  spese  in  tat- 
to  180  lire  ;  quindi  devesi  avère  Taltra  eqaazione 

(2)  5ae+8y=180. 

Ecco  espresse  con  le  equaziODi  (1)  e  (2)  le  condîzioni  del  problema  ; 
c  rimane  solo  r:so]yere  colesle  equnzioni,  le  qaaii  coq  uno  qualunque 
dei  metodi  di  eliminazione  spiegnti,  dànno  x=l2,  y=^\o,]  si  che  12 
erano  i  oietri  del  panne,  e  IS  quelli  délia  slotra. 

216.  Problema.  —  Si  ànno  tre  parlite  di  grano^  délie  quali  wia 
contiene  0,15  di  segala  e  0.10  di  orzo  ;  la  seconda  contiene  0,12  di 
segala  e  0,08  di  orzo  ;  la  terza  finalmenle  contiene  O.20  di  senala 
e  0,15  dl  orzo.  Si  vuol  formare  una  qiiarta  partita^  la  quale  con- 
ienga  0.17  di  segala  e  0,12J-  di  orzo  ;  quanto  se  ne  deie  prendere 
di  ciascuna  parliia  ? 

SoLuziOxVB.  —  Sia  x  la  porziooe  che  si  deve  prendere  délia  prima 
pailila  ,  y  quella  che  devesi  prender  della  seconda  ,  e  flnalmente  z 
quella  che  dev3si  prendere  della  lerza.  Osserviamo  in  primo  luogo* 
che  nella  prima  parlita  essendovi  0,13  di  segala  e  0.10  di  orzo,  il  re- 
&to  della  partilt  dev'esser  grano  ;  questo  resio  si  à  logliendo  da  1  la 
somma  di  quesle  due  frazioni,  e  si  trova  0,15.  Similmente  la  seconda 
partita  conterrù  0,80  di  grano,  e  la  terza  0,C3.  Posto  ciô,  se  tulta  la 
prima  paniia  contiene  0,13  di  segala,  la  porzione  x,  che  da  questa 
partita  si  prende,  deve  contenere  0,tSx  di  segala  ;  similmente  con- 
terrà  0,10x  di  orzo,  e  0,15x  di  grano.  Cosi  pure  la  porzione  y  della 
seconda  partita  conterrù  0,l2y  di  segala,  0,08?/  di  orzo,  e  0.80t/  di 
grano  ;  e  finalmenle  la  porzione  z  della  terza  partiia  conterrà  0^20z 
di  segala,  0.15::  d'orzo,  e  0,65j:  di  grano.  Ma  lutta  la  segala,  che  de- 
vesi contenere  nella  partita  da  formare  dev'essere  0,17  dl  tutta  la  par* 
tita ,  l'orio  dev'essere  0,1 2J-,  e  quindi  il  grano  dev'essere  0,10|  ;  la- 
ondo  dobbiamo  avère  le  tre  equnzioni 

O,15œ+O,12î/+O,20j3=0.n  ; 
0,10x-fO,08y+0.152=0,12J-  ; 
0,75œ+0,80^+0,65z=0,7o|  ;' 
le  qualiy  moltiplicate  per  100,  e  latte  sparire  le  frazioni  divengono 

13x+12î/+20s=!7,  60xh48j/+90.:=73,  430jd+480î/+390:3=425, 

e  qoeste  risolate  dènno  :  x=^,  y—hi  ^=i-  Quindi  della  prima  par- 
tita se  ne  deve  prendere  ^,  della  seconda  ^ ,  e  della  terza  ^. 

Vn.  Pbobleha.  —  Trovare  tm  numéro  compos^o  di  tre  cifre  talij 
1.®  che  (a  loro  somma  $ia  18;  2.®  che  la  somma  délie  cifre  délie  die- 
cine  e  deVe  centinaia  superi  di  2  quella  deUe  unità;  3.^  che  aggiu* 
gnendo  495  aL  num>ero  ncWesfo,  s'abbia  (o  stcsso  numéro  8cntlo  in 
ordine  i/nverso. 

SoLuzioNB.  —  Sieno  x,  y^  z  rispettîTamente  le  cifre  délie  unità, 
délie  diecine  e  délie  centinaia,  e  le  condîzioni  del  problema  sono  in- 
dicate dalle  segueDtiequazioni  : 

x-H/-|-z=18,   z4-y=a5+2,    aî-i-10î/-}-100s4-493=z-i-10î/+100x 

le  qaali  possono  essere  cambiate  nelle  seguenti  : 

œ+y+z=18,    -x+i/+2=2,    x-2=5, 

che  dànno  x=:8,  î/=7,  2=3,  Quindi  il  numéro  cercato  è  378. 
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218.  TalToUa,  per  oltenere  più  ageyolmenle  la  soluzione  d*un  pro- 
blema,  giova  scostarsi  alquanlo  dalla  regola  générale  (q.^  242),  come 
moslreremo  con  la  seguenle  questione  tolta  daU'Algebra  d'EuLBRO. 

pROBLEMA.  —  S'ànno  tre  compagnie  di  soldali,  e  devesi  dare  un 
assalto  con  una  parte  di  questa  Imppa,  da/tido  per  compensa  901 
scudi.  col  patio  segucnte:  cia^cun  soldato  di  quella  compagnia,  che 
andrà  alVassaUo  avrà  uno  scudo^  e  la  somma  residua  sarà  dùiri- 
buita  egnalmente  ira  i  soldati  délie  allre  due  compagnie,  Con  que* 
sta  condizione  si  trova  che  :  l.^  selai"^  compagnia  è  quella  che  dà 
Vassalto,  cioscun  soldato  delta  2*  e  3*  riceve  mezzo  scudo  ;  2.**  se 
Vassalto  lo  dà  la  2*  compagnia,  ciascun  soldalo  délia  1*  e  3'  riceve 
un  terzo  di  scudo  ;  3/*  c  (inalmente  se  Vassalto  lo  dà  la  3*,.ciascMn 
soldato  délia  1*  c  2*  compagnia  riceve  un  quarto  di  scudo.  Si  do- 
manda  di  quanti  soldati  era  ciascftma  compagnia  ? 

Soluzione.  —  Diooii  x  il  numéro  deg^rindividui  délia  1*  compa- 
gnia ;  y  quello  délia  2*,  e  j^  quello  della  Z."  Posto  ciô,  inlroduciamo 
una  nuova  incogniia  u,  che  rapprcsenti  la  somma  délie  Ire  x,  y,  z  ; 
vale  a  dire  poniamo 

(1)  xc+y-\-z=:u  ; 

allora,  grindWidui  della  2'  e  3^  compagnia  saranno  u-x  ,  grindivi- 
dui  della  1*  e  3'  saranno  t^-y,  e  grindividui  della  1*  e  2'  saranno 
u—z.  Or,  andando  la  1*  compagnia  alTassalto,  siccome  ciascun  suo 
îndiyiduo  riceve  1  scudo,  cosl  x  indivldui  avranno  x  scudi,  e  i  rima* 
nenti  n— ac  dclle  allre  due  compagnie  dovendo  ricevereciascuno  J  scu- 
do, avranno  in  lulto  f  u—^x  scudi  :  ma  queste  due  somme  devono  for- 
mare  901  scudi,  quindi  avremo  rcquaziooe 

(2)  œH-î^u-îx=901: 

similmenle  iroveremo 

(3)  y+iw-^J=901,    (4)    z+lu^lz::^m. 

Da  ciô  vediamo  che,  se  fosse  coDosciutoil  valore  deirignota  ausi- 
liaria  u,  allora  la  (2)  darebbe  immedialamenle  il  valore  dl  x,  la  (3) 
quello  di  i/,  e  la  (4)  quello  di  z  ;  imperocchè  quelle  equazioni  dàono 
rispeltivamente 

(5)  03=1802-1^,    22/=2703-w,    3z=3604-w. 

Per  ricavare  il  valore  di  u,  moliiplichiamo  la  prima  di  coteste  equa- 
xioni  per  6,  la  seconda  per  3,  e  la  lerza  per  2,  e  sommando  i  risul- 
tamenli  avremo:  6(x+j/4-2)=26129-Hu;  ma  per  la  (1),  è  x+î/+j:=w, 
dunque  6ti=26'129— llw,  da  cui  si  rlcava  w=1537  ;  e  perô  sosli- 
luendo  queslo  valore  in  ciascuna  délie  (5)  det1orremo:îr=265,2/=58.1, 
;c;=689.  Perlanlo  la  1*  compagnia  era  composta  di  265  iodividui,  di  583 
era  composta  la  2* ,  e  di  689  la  3*. 

219.  Soltanto  Tuso  nella  risoluzione  dei  probleroi  puô  fare  acqui- 
stare,  generalmente  parlando,  la  pratica  di  riconoscere  i  ripiegbi^  che 
talvolta  convien  prendere  per  giugnere  con  più  semplicità  alla  risolu- 
zione del  problema;  noiando  che  questi  ripieghi  non  sono  giammai 
estranei  alla  questione,  ma  si  irovano  in  telune  particolari  atiinenze 
che,  oltre  aile  generali  espresse  neirenunzlato  del  problema,  echea 
prima  giunta  si  scorgono,  possono  csistere  Ira  le  ignote,  come  sono  le 
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mdicate  al  n.®  274.  Per  eserchio  dello  stodiante,  aggiugniamo  qui 
appresso  gli  ennnziati  di  taluni  problemi. 

1.®  —  Ûna  persona  à  délie  monete  in  ciascfima  délie  mani;  se  ima 
mùneta  dalla  de&tra  passa  alla  sinislra^  il  numéro  délie  monete  in 
questa  mano  divien  doppio  di  quelle  rimaste  nclla  désira  ;  rccipro^ 
camenfe,  se  due  délia  sinistra  passano  nella  dédira,  il  numéro  dél- 
ie monete  in  questa  mano  divien  doppio  di  quelle  rimaste  nella  si' 
nistra.  Quanie  eroTio  le  monete  in  ciascuna  mano  ?  Risposta:  nella 
destra  4  e  nella  sinislra  5. 

^.*  —  Tre  individui  comprano  in  comune  un  fondo  di  2000 
lire,  ma  niuno  di  essi  à  tulta  la  somma  spesa.  Il  primo  à  tanio, 
che  se  si  fosse  aggiunla  alla  meta  di  do  che  à  il  secondo,  qnegli 
avrebbe  potuto  comprare  da  se  solo  il  fondo.  Similmente  se  il  se- 
condo  avesse  aggiunto  a  cià  che  egli  à  la  terza  parte  di  cià  che  à 
il  terzo,  avrebbe  poluto  da  se  solo  acquistare  il  fondo;  e  finalm^nte 
se  il  terzo  avesse  aggiunto  al  danaro  il  quarto  di  quello  del  pri- 
mo^ avrebbe  egli  solo  acquisiato  il  fondo.  Sidomanda  quanto  pos- 
sedeva  ciascuno^  Risposla  ;  il  primo  aveva  1280  scudl  ;  il  secondo 
ne  avea  1440,  e  il  terzo  1680. 

S.®  —  Tre  individui  A.B.C  giuocano  tre  partit e\  nella  prima  per- 
de k,  e  perde  tanloper  quanto  ànno  gli  altri  due  giuocatoriinsie' 
me  ;  nella  seconda  perde  B,  e  ciascuno  dei  rimanenti  raddoppia  il 
suo  denaro  ;  finalmenle  nella  terza  partita  perde  C ,  e  gli  altri  due 
raddoppiano  il  dcTiaro^  che  avevano  in  principio  di  questa  terza 
parlUa.  FinUo  il  giuoco,  dascuno  si  irova  con  24  lire.  Quanto  ave- 
va  ognuno  nel  porsi  a  qiuoco  ?  Risposta  :  il  primo  aveva  39  lire  ;  il 
secoQdo  21,  e  il  terzo  12. 

AvTBRTBNZA.  —  Questo  problema  puô  essere  risoluto  corne  quello 
del  n.®  prec. ,  poneodo  eguale  a  uo'ignôla  ausiliaria  la  somma  délie 
tre  incogniie*  cbe  servono  a  rappresenlare  le  monete,  che  aycTano 
rispettÎTamente  i  tre  giuocatori  al  principio  del  giuoco. 

4.**  —  Trovare  un  numéro  convposto  di  quatlro  dfre  tali,  i.^  che 
la  loro  somma  sia  eguale  a  11  ;  2®  che  la  dfra  délie  unilà  superi 
dii  la  somma  di  quelle  degli  altri  tre  ordini:  3^  che  la  somma  dél- 
ie dfre  délie  diecme  e  délie  ceniinaia  sia  tripla  di  quella  délie  mi' 
gliaia;  4^  e  flnalmente  che  aggiugnendo  6633  alnumero  richiesto, 
s^dbbia  per  somma  qîi^lo  medesimo  numéro  scritto  in  ordine  m- 
verso.  Risposta  :  numéro  richiesto  2S19. 

LEZIONE  XXVI. 

Modo  d'interpelrare  %  valori  délie  incognile,  in  taluni  casi  parlicolari. 

ItSO.  I  Talon  délie  incognito  ricavati  dalle  equazioni,  cui  an  dato 
laogo  i  problemi  risoluti  nella  lezione  précédente,  ànno  la  propriété 
di  yeriflcare  le  dette  equazioni,  corne  fu  dimosirato  al  n.*  26S,  o  corne 
puô  Teriflcarsi  con  i'immediata  sostituzione  ;  e  Terificano  in  pari  tem- 
po il  corrispondente  problema.  Ma  non  sempre  awiene  che  questa 
duplice  condizione  rimanga  adempiuta,  potendo  bene  aY?enire  che  t 
valori  deUe  incognUey  i  quali  soddisfanno  sempre  le  equazio- 
ni, da  cui  sono  siate  dedoUe^  non  verifichino  U problemu^  che 
RuBiNi  Elem.  d*Algebra.  14 
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à  dcOo  luogo  a  quelle  equazionL  la  fatti,  egli  è  vero  ehe  ogni  equa- 
zione  è  l'espressione  algebriça  d'una  condizione  del  proposlo  problè- 
me, e  perô  i  valori  délie  incogaite,  cbe  soddisfanno  queste  equazk>iii, 
soddisfanno  pure  quelle  particolari  condizioni  ;  ma  se  queste  noa 
sono  lutte  quelle  cbe  si  ricbiedono  per  la  risoluzione  de!  problema, 
anzi  Te  ne  à  délie  ultre,  cbe  non  si  à  potulo  algebrlcamenle  esprime- 
re,  puà  avrenlre,  e  puà  non  avvenire,  cbe  quel  nominaii  valori  délie 
ignote  verificbino  pure  queste  condizioni  tacite  :  nel  primo  caso,  ri- 
manendo  verificate  lutte  le  condizioni  del  problema,  i  valori  trovaii 
Yeriflcano  pure  il  problema  ;  ma  nel  secondo  caso  ciô,  in  générale, 
non  à  plu  luogo.  £  puô  darsi  adcora  cbe  Tequazione,  o  le  equazioni 
algebricbe  espriman  tutte  le  condizioni  del  problema,  e  non  perlanto 
dieno  de*  valori  singolari,  cbe  accennino  a  contraddizioni  ;  e  talvolia 
sono  indizio  d*un  vero  assurdo  o  d*un  assurdo  soltanto  apparente.  Di- 
cbiareremo  questi  principi  generali,  proponendoci  didiiarare  questi 
délie  particolari  questioni. 

S81.  pROBLEioA.  —  Trovare  un  numéro  taie,  che  aggiungendo  U 
6U0  seUvjplo  a  8,  s'abbia  una  somma  egv^le  a  quella,  che  8i*{JL  ag- 
giungendo a*  12  lo  stesso  numéro  cercaio  moltipliGato  per  9. 

SoLuzioNB.  —  Sfa  X  il  numéro  cercalo,  l'equazione  del  problema 
sarà 

(1)  7a;+8=l  2+905 , 

che  risoluta  dà  succcssivamenle  7x-9a;=12— 8  ;  -2x=4  :  a;=— 1-=— 2. 
Questo  valore  trovato  per  x,  comunque  negativo,  soddisfà  airequazio- 
ne  (1)  dond*è  stato  dedotto  ;  ma  soddisfà  pure  al  problema  ?  Per  ri- 
spondere  a  questa  dimanda,  si  deve  osservare  cbe,  secondo  Tenun- 
ziato,  il  problema  cbiedeva  un  numéro,  e  questo  non  puô  essere  al- 
trimenti  che  positive  ;  ma  questa  condizione  non  potevasi  algebri- 
ça mente  esprimere,  e  considerarla  insieme  con  la  (I),  e  perô  il 
trovato  valore  —2,  non  verificando  tutte  le  condizioni  esplidte  e  ta^ci^ 
te  del  problema  dev*essere  rigetiato. 

Ha  se  si  riileite  che  questo  valore  messo  in  luogo  di  x  nella  (1), 
che  soddisfà,  fa  prendere  a  quell'equazione  il  seguente  aspetto  : 

(2)  -7x2+8=12-9x2 , 

e  cambia  la  somma  di  ciascun  membre  in  una  diiTerenza,  o  vero  cam- 
bia  raddizione  in  sotlrazione  ;  allora  si  puô  ritenere  il  valore  —2  corne 
risposta  delproposto  problema,  ma  modificato;  inquanloche, 
tal  quai  esso  è  quel  valore  modip^ca  col  fatto  le  operazioni,  che  espri- 
mono,  in  linguaggio  algebrico,  le  relazioni  fra  le  quantilà  note  e  ignote 
del  problema  date.  Cod,  i*eguaglianza  (2),  quando  in  luogo  di  2  si 
poae  ce,  corrisponde  ad  un  problema,  cbe  puô  enunziarsi  cosl  :  tro- 
vare un  numéro  taie,  che  togliendo  (iuvece  di  aggiugnendo)  U 
suo  setluplo  da  8,  la  differenza  (invece  délia  somma)  sia  eguale 
aqueUa  ches'otiiene  togliendo  (invece  di  aggiugnendo )  da  12 
lo  slesso  numéro  cercalo  moltiplkato  per  9.  Or  questo  novelio  enun- 
ziato  6  quelle  stesso  del  problema  primitive,  modificato  scambîando 
l'addizione  in  sotlrazione. 

latanto  se  poniamo  in  equazione  il  problema,  secondo  questo  nuo- 
vo  eaunûatOi  troviamo  requazione 
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(3)  8-1aî=12-9x , 

che  rîsoluta  dà  x=2^  ne  qucsto  risultamento  è  più  iacompdtibile  coq 
r&ltra  condizione  per  cui  il  yalore  deirincognita  dev'esser  positivo  ;  di 
modo  che  quesia  coadizione  implicita,  e  relira  esplicita  (3),  le  quali 
costituiscoDO  tulle  le  condizioni  del  problème,  si  Irovaao  veiiflcale  dal 
^aiore  x=2,  che  perciô,  menlre  verifica  la  (3),  Yeriflca  pure  il  proble- 
ma  d  onde  deri?a,  che  ammetle  une  condizione  esplicita  contrarie  a 
qaella  del  problema  proposto.  Vediamo  inollre  dal  paragone  délie  (3) 
ed  (1),  che  se  in  una  di  esse  si  cambiano  i  segni  de*  lermini  conte- 
nenli  Tincognita,  si  dà  luogo  a  una  nuova  equazione,  che  è  quelle  del 
problema  contrario  al  proposto. 

%9^.  Iq  générale,  se  un'equazione  di  l.^  gr.  dà  per  Tincognlta  un 
valore  negativo,  questo  è  de  rig^ttarsi,  se  Toggetto  che  quelFincogni- 
ta  rappresenta  non  puô  esistere  alirimenti,  che  in  modo  positivo,  co« 
me  un  numéro  ;  e,  cosl  essendo,  si  puô  ritenere  il  valore  negativo  ot« 
tenuto  corne  risposle  a  un  altro  problema,  di  condizioni  contrarie  a 
quelle  del  proposto.  In  effelti,  supponiamo  che  un'equazione  di  1^  gra- 
do,  che  rappresentiamo  brevemenle  ccn  £=o,  abbia  dato  per  soluzio- 
ne  œ=—ay  dove  a  indica  nn  numéro:  se  x  indica  un  numéro  astralfo, 
la  soluzione  —a  à  assurda ,  comunque  sostiluila  nell'equaziODe  £=o 
la  yerifichi.  Or  con  questa  sostituzione,  ogni  termine  contenenle  ï  in- 
cogaila  essendo  di  1^  grado,  viene  a  cambiar  di  segno,  e  perô  quelli 
Ira  quesli  iermioi,  i  quali  erano  addilivi  si  cambiano  in  sottratiivi,  e 
reciprocamenle,  il  che  muta  le  relazioni  primitive  in  altre  del  tutto 
contrarie.  Intanto  la  nuova  equazione,  che  diremo  £'=o  dev'esser  sod« 
disfalta  de  x=a  ;  imperciocchè  mutare  x  in  — œ  nella  E=o  è  lo  stesso 
che  mularlo  nella  x^—a,  che  con  ciô  diviene  --œ=— a,  o  vero  cc=a  ; 
si  che  quesi'equazione  rappresenta  la  trasformata  £=o  ;  malaa^aè 
verificala  dal  valore  cc=a,  dunque  encore  la  J5'=o  dovrà  esser  veriflca- 
1a  da  questo  medesimo  valore. 

283.  Talvolla  la  soluzione  negativn  non  è  assurda,  ma  è  conseguen- 
za  d*una  supposizione  faite  nello  stabilire  l'equazione  del  problème, 
corne  far^'mo  vedere  traltando  la  seguente  questione. 

Phoblema.  —  Due  corrieri  partonx),  nel  tempo  stesso  da  dm  pun* 

X •  — •  — .•  — •  — —  •  Y 

A      B      R      C  R' 

ti  diversi  A  c  B,  c,  con  velodfà  differenti ,  camminano  entrambi 
andando  verso  un  medesimo  pmtto  C  delkb  stessa  linea  che  con- 
giunge  ipunti  A  e  B.  Ipunti  A,  B,  C  sono  dati  di  posizione;  la 
distanza  ^C=^i  chilometri  AB=!5,  e  perd  BC=2!î.  La  velocità  del 
corricre  che  parte  da  A  è  di  10  chil.,  cioè  in  1  ora  quel  corriere 
percorre  10  chil.  ;  la  velocità  del  corriere  che  parle  daH  è  di  1 
chil.  Si  domanda  in  quai  pv/nto  délia  strada  s' inconireranno  i 
corrieri  i 

Soluzione.  —  Nulle  sapcndo  ovc  sia  questo  punlo,  converrà  fare 
una  sopposizione  ad  arbitrio  ;  cosl  supporremo  che  dello  punto  sia 
quello  dinotato  de  JR,  che  cade  ire  B  eC.  Perteodo  da  quesl'ipotesi 
porremo  il  problema  in  equazione,  stabilendo  primemenle  rinco(;nite, 
che  puô  essere  una  qualunque  délie  tre  distanze  AR^BR^  CR  ;  sia 
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quesfultima,  e  perô  si  ponga  CR=x.  In  tal  modo  lospazio,  cbe  dovrà 
percorrere  il  corriere  che  parie  da  A,  per  ragjçiungere  quelio  che  par- 
te (la  B,  sarà  AR=AC-CR=iO-x  ;  e  quelio  che  à  a  percorrere  il  cor- 
riere che  parle  da  B  per  giungere  in  B,  sarà  BC— CjR=25— œ. 

Ora,  se  il  corriere  che  parte  da  A  percorre  in  1  ora  lo  spazio  di  10 
chil. ,  per  percorrere  lo  spazio  40— ce  dovrà  impicgare  un  tempo  dato 
dal  quarto  lertnine  délia  porzione  10  : 1  :  :iO-x:-^iQ-x).  Similmen- 
te  il  lempo,  che  impiegherà  il  corriere  partito  da  B  per  giungere  in  iî, 
sarà  il  quarto  termine  délia  proporzione  1  ;  1;:25— x:}-(25— œ).  Bla  i 
due  corrieri  partendo  nel  tempo  stesso  da  À  e  B,  impiegano  evidente- 
mente  lo  stesso  tempo  per  giungere  nel  lempo  stesso  in  B,  quiodi 
dev'essere 

(4)  -ïV(40-aî)=K25-x). 

É  questa  Tequazlone  del  problema,  la  quale  risolula  dà  co=— fO  ;  e 
questo  valore  soslituito  nella  (4),  che  deve  vèriflcare,  dà 

(5)  -5t(40+10)=K25-t-10) , 

il  che  mostra,  che  la  distanza  x  delFignoto  punlo  d'incontro  R  dal  pun- 
to  C,  e  il  cui  yalor  numerico  è  10^  non  deve  esser  tolta  dalle  note  di- 
stanze  AC=40,  BC=25,  corne  si  era  supposto  nello  stabilire  requazio- 
ne  (4),  ma  invece  dev*essereaggiunta:  in  guisa  che  prendendo  CB'=10, 
da  C  verso  F,  cioè  in  senso  opposto  a  CR,  sarù  R  il  punlo  dimanda- 
to.  La  nostra  sup]^osizione  era  falsa^  e  ilvalor  negalivOj  irovalo 
per  Vincognita^  Va  correUa. 

294.  Possiamo  direttamente  verificare  la  legiltimità  di  questa  con- 
clusione,  osservando  che  il  corriere  che  parle  da  A  deve  impiegare  un 
tempo  espresso  da  ^,  cioè  un  lempo  di  4  ore  per  giungere  in  C;  men- 
ire  quelio  che  parte  da  B  deve  impiegare  soltanto  -^,  o  vero  S®*"*  f , 
cioè  un  tempo  minore  del  primo  ;  cosl  che  il  corriere  B  sarà  giuolo 
in  C,  mentre  A  ancora  vi  deve  arrivare,  e  perô  i  due  corrieri  non  an 
potuto  inconlrarsi  tra  B  e  C,  ma  convien  che  passino  il  punlo  C  per 
potersi  incontrare.  Se  questa  osservazione  si  fosse  falta  da  principio, 
allora  invece  di  porre  CR=x,  s'avrebbe  dovuto  melter  CR'=Xj  e  quin- 
di  ne  sarebbe  venulo  AB'=40+a;,  BB'=25+x,  e,  ragionando  corne  so- 
pra,  Tequazione  del  problema  sarebbe  stala  •^(40+a;)=f  (25+05),  la 
quale  risolula  dà  il  risultamento  positive  a;=10,  ne  implica  più  alcu- 
na  contraddizione. 

28S.  Problema.  —  Un  oste  e  un  cacciatore  convengono  ira  loro 
che  toste  pagherà  5  àecimi  di  lira  al  cacciatore  per  ogni  colpo,  in 
che  costui  farà  cacciagioney  e  riceverà  3  decimz  dal  cacciatore  per 
ogni  ùolpo  fallito.  Dopo  20  colpi  si  îrova  il  cacciatore  creditore  di  1 
lire  e  4  decimi  :  si  domanda  quanti  sono  stali  i  colpi  in  cui  à  fat- 
ta  ca^ciagione  ? 

SoLUzioNE.  —  Sia  X  questo  numéro  di  colpi  ;  quelli  fallili  saranno 
20— X  ;  e  poicbè  ciascuno  de*primi  costa  5  decimi,  e  ciascuno  de*  se- 
cond! 3,  e  la  differenza  ira  il  prezzo  totale  dei  primi  e  quelio  dei  se- 
cond! dev'essere  di  74  decimi,  cosi  Tequazione  del  problema  sarà  : 
5œ-3(20-aî)=14,  la  quale  dà  a;=16J.  Coiesto  risultamento,  che  ri- 
solve  r  equazione,  non  risolve  perô  il  problema  d*onde  essa  dériva  ; 
imperocchè  il  numéro  de*  colpi  scaricali  dal  cacciatore  non  puô  essere 
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altriiDenti  che  intero,  e  il  valore  trovato  è  frazionario.  Or  qaesta  coa- 
dizione  era  ioespricDibile  algebricamente,  e  non  trovandosi  verificata 
dal  valore  trovalo,  questo  dev'essere  rigettato. 

296.  Problbaia.  — I/n  mercadante,  che  avea  20  metri  di  iéla,  ne 
à  venduta  una  porzione  guadagnandovi  S  decimi  a  métro,  e  sulla 
porzione  rimanente  à  perduto  H  deoimi  a  melro  ;  intanto  si  trova 
coîi  un  guadagno  di  7  lire  e  4  decimi.  Si  domanda  quanti  erano  i 
metn  m  i  quali  à  guadagnalo  ? 

SoLuzioNB.  —  Diootando  con  x  queslo  numéro,  Tequazione  del  pro- 
blema  sarà  la  stessa  del  précédente  cioë  :  Sx— 3(20— œ)=74,  e  perô 
x=16|.  Or  qui  queslo  risuilamento  non  è  più  incompatibile,  come  nd 
précédente  problema  ;  imperoccbè  ben  puô  darsi  un  numéro  frazio« 
nario  di  metri  :  quiadi,  potendo  in  questo  caso  il  numéro  ricbieslo 
essere  inlero  o  frazionario,  Tunica  e  sola  condizione  del  problema  sarà 
quella  espressa  algebricamente,  e  il  valore  trovato,  soddisfacendola, 
ë  la  soluzione  non  solo  dell'equazione,  ma  si  pure  del  problema. 

281.  Problema.  —  Un  operaio  à  lavpraio  in  una  prima  circostan' 
za  per  un  certo  numéro  di  giorni  a  !'*•  ,50  al  giorno,  e  avendo  auu- 
ta,  per  un  cerlo  altro  numéro  di  giorni  secolui  la  moglie,  la  quale 
gli  apportava  la  spesa  di  0"',60  al  giorno,  à  ritraito  vn  guadagno 
di  5"',20.  In  una  seconda  circostanza  à  lavorato  6  giorni  di  meno^ 
a  2^^  al  giorno,  tenendo  seco  la  moglie  per  2  giorni  di  meno  che 
neUa prima  circostanza,  e'quesla  voila  la  moglie  gli  arrecavauna 
spesa  di  0'*',75  al  giorno  :  finito  questo  secondo  lavoro,  si  è  trovato 
con  un  debilo  di3^^%S0.  Si  domanda  sapcre  per  quanti  giorni  à 
lavorato,  e  per  quanti  à  tenuto  seco  lui  la  moglie  ? 

SoLuzioNB.  ~  Sia  X  il  numéro  dei  giorni  in  cui  à  lavorato  nella  pri- 
ma circostanza,  e  y  quello  in  cui  .à  teouto  con  se  la  moglie  ;  cosl  le 
condizioni  del  problema  saranno  espresse  dalle  due  equazioni , 

(6)  l,50x-0,60y=5,20  ;     O,75(î/-2)-2(x-6)=3,50 

che,  riducendo  la  seconda  e  molliplicandola  per  i,  e  similmente  mol- 
tiplicando  la  prima  per  10,  divengono  13x-6j/=52  ;  8x— 3y=28,  e  da 
quesle,  con  le  regole  spiegate,  si  deduce  x=4,  j/=|. 

Qui  abbiamo  che  un'incognila  è  data  da  un  numéro  intero,  montre 
Taltra  à  data  da  un  numéro  frazionario  ;  ne  questo  risultamento  frazio- 
nario sarebbe  incompatibile,  se  i  giorni  rappresentati  da  questo  nu- 
méro fossero  giornate  di  lavoro;  ma  essi,  in  questo  caso,  rappresentano 
propriamenle  il  numéro  de*  giorni  in  cui  Toperaio  à  dovuio  spendere 
una  certa  somma  in  ognuno  di  essi,  per  dar  villo  alla  moglie  ;  e  que- 
sta  spesa  giornaliera  veniva  fatla  daU'operaio,  sia  che  la  moglie  rima- 
neva  per  lutta,  o  per  una  sola  parte  délia  glornata  presso  Toperaio. 
Quindi  il  risultamento  \  è  iocompatibile.  Ma  ollre  a  ciô  è  pure  da  ri- 
fletlere,  che  lo  stesso  numéro  inlero  4  oltenuto  per  Taltra  incognita  à 
ineompatibile  ;  perché,  se  è  detto  nel  problema,  che  Toperaio  nella 
seconda  circostanza  à  lavorato  6  giorni  di  meno,  vuol  dire  che  nella 
prima  à  dovuto  lavorare  più  di  6  giorni,  e  intanto  la  risoluzione  délie 
equazioni  ci  à  dato  un  numéro  minore  di  6.  Ora  tulle  queste  condizio- 
ni non  si  potevano  algebricamente  esprimere,  per  unirle  aile  due 
espresse  già  dalle  equazioni  (6),  e  perô,  non  trovandosi  quelle  prime 
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coDdixioni  teriOcate  dai  valori  ricaTati  dalle  equadoni,  che  esprimono 
le  altre  dae  condizioni,  couvien  conchiudere  che  i  detti  iralori  soddi- 
sfano  leequazioni,  ma  non  rispondono  al  problema,  il  quale,  con  qaei 
dati  è  impossibile. 
299.  Passiamo  ad  allre  question!,  e  si  voglia  risolvere  il  segaente 
PftOBLBMA.  —  Trovare  un  numéro  tale^  che  il  quintupla  deUa  dif- 
ferenza  ira  quel  numéro  e  10,  aum^ntato  di  8  voUe  la  somma  deUo 
stesso  numéro  cercato  e  2,  sia  eguale  a  4  i;oUe  il  numéro  diman- 
dato^  meno  34. 

SoLuzioNE.  —  Chiamando  x  il  numéro  richiesto,  Tequazione  del 
problema  si  troYa  essere  la  seguente  : 

(7)  5(a3-»0)+8(sc+2)=4a5-34  ; 

eseguendo  le  moltiplicazioni  e  portando  tuiti  i  termini  noli  ne!  secon- 
do  membre  e  grignoti  nel  primo,  si  à  9co=o  ;  ma  siccome  il  faltore  9 
non  puô  esser  nullo,  cosi  dev'essere  a;=o.  Queslo  valore  verifica  Te- 
quazione  (7),  ma  non  risponde  al  problefma,  il  quale  à  cbiesto  un  nu- 
méro, e  perciô  un  valore  positive,  diverse  da  zéro,  ne  questa  condi- 
zione  potevasi  algebricamente  esprimere. 

Ora  se  si  fa  la  riduzione  nel  primo  membre  délia  (7)  si  troya  che 
queirequazione  è  la  stessa  cbe  la  seguente  13x-3i=:4as— 34,  e  chia- 
ramente  si  vede  che  non  potrn  mai  esser  verificata,  per  qualunque  nu- 
méro si  volesse  soslituire  in  luogo  di  ce,  per  modo  cbe  quesi'equazio- 
ne,  e  quindi  la  stessa  (7),  e  Teounzialo  del  problema  racchiude  un 
assurdo,  palesato  dalfAlgebra  col  risultamento  gc=o. 

5S89.  Atvertenza.  Si  faccia  altenzione  a  non  conchiudere,  dielro 
questo  risultamento,  che  ogoi  probiema  in  cui  risuKa  per  Tincognila 
ua  valor  nullo  ^  sia  assurdo.  Ed  in  vero,  se  Tincognita  rappresenta 
una  quantité,  cbe  pu6  passare  per  tutii  gli  stati  di  grandezza  da  —  od 
a  +  <3D,  puô  pure  esser  nuUa,  e  il  problema  non  è  più  assurdo. 

290.  Problbma.  —  Trovare  un  numéro  taie,  che  aggiungendo  2 
alla  sua  meta,  ed  alla  somma  aggiungendo  il  terzo  dello  stèsso  nu- 
méro cercato,  il  risultamento  eguagli  i  cinque  sesti  di  questo  me- 
desimo  numéro  accresciuli  di  7. 

SoLDzioNE.  —  Sia  xTiocogoito  numéro,  e  Fequazione  del  problema 
sarà 

(8)  iac+2-^^x=|œ+7. 

Quindi, facendo  sparire  i  denominatori,  e  portando  tutti  i  termini  igno- 
ti  nel  primo  membre  e  i  noti  nel  seconde,  si  trova 

(9)  o.x=30. 

Ora  dovendo  essere  x  un  numéro,  seconde  l'enunzfalo  del  proble- 
ma, questo  risultamenio  diviene  0=30,  e  indica  un  assurdo  manife- 
ste. Quesrassurdo  è  conseguenza  di  quelle  che  sta  neirenunzialo  del 
problema  ed  è  espresso  dalla  stessa  equazione  (8)  ;  in  elîetli  una  taie 
equazione,  riducendo  ciascun  membre,  senza  trasportar  termini,  di- 
viene |oc+2=|aî+7,  e  moslra  chiaro  l'assurdo. 

291.  ÂvYERTBNZA.  —  Ma  la  conclusione  d'assurdo  non  si  de?e  ren- 
der  générale,  e  accettarla  ogai  volta  che  si  giugne  a  un  risultamento 
délia  forma 
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(10)  o.(C=ay  che  dàaî= —  , 

6  di  cui  la  (9)  6  un  caso  particolaro.  Imperocchè  qtiest'aUima  espres- 
sione indica  che  a;=oo  (n.^  144),  e  questo  risultamento  non  si  puô 
tenere  più  corne  assurdo,  quando  la  grandezza  rappreseotata  dairin- 
cogaita  x  è  capace  di  potere  essere  iaûnita.  E  col  fatto  il  risuUamenlo 
iniioito  puô  bea  soddisfare  Tequazione  (10)  ;  imperocchè  se  un  pro- 
dolto  di  due  fattori  dev*essere  uguale  ad  una  quantité  data  a,  ne  ^îen 
di  conseguenza,  che  a  roisura  che  uno  di  essi  impiccolisce ,  Taltro 
deve  crescere,  si  che  quando  uno  diviene  minore,  di  qualunque  quan* 
tità  assegaabile,  cioè  divien  zero^  Taltro  ali'opposto,  deve  dîTenire 
maggiore  di  qualunque  quantité  ass.egnabile,  cioè  deve  divenire  in- 
finiio. 

^9%.  pROBLEMA.  —  Trovare  v/n  numéro  lale^  che  dal  suo  doppio 
iogliendo  la  terza  parte  del  quadniplo  di  questo  numéro  aumen* 
tato  di  ^,  s'abbia  per  resto  quello  stesso  ches'ottiene^  quando  dalla 
terza  parte  del  doppio  délia  differenza  delmedesimo  numéro  cer- 
cato  e\  si  toglie  6 . 

SoLuzioNE.  —  Ghiamando  x  il  numéro  dimandato,  Vequazione  del 
problema  sarà  : 

(11)  2x-|(aî+5)=|.(aî-l)-6 , 

e  qniûdK  fatte  sparlre  le  frazioni,  e  portando  tutti  i  termini  iocognili 
nel  primo  membro  e  i  noli  nel  seconde,  troYoremo 

(12)  o.as=o. 

Questo  risultamento  mostra  che  il  numéro  dimandato  x  puô  esser 
qualunque  ;  perocchè,  raoltiplicaadolo  per  zéro,  il  prodolto  sarà  sem- 
pre  zéro,  e  cosl  la  (12)  si  troverà  sempre  veriiicata.  Quindi  x  rimane 
indeterminata,  eil  problema  esso  pure  è indetermioato,  come  ri- 
sulta  dalla  stessa  equazione  (11),  quando,  senza  trasportare  alcun  ter- 
mine,  si  fa  la  riduzione  in  ciascun  membro,  e  si  à  j(2a5-20)=^(2x-20), 
da  cui  si  vede  che,  sia  qualunque  il  numéro  clie  si  voglia  porre  in 
luogo  di  X,  risulterà  sempre  il  primo  membro  identicamente  ugtui- 
le  al  secondo. 

^SS.  Problema.  —  Trovare  due  numeri  tali,  che  aggiungendo  5 
al  terzo  di  uno  di  essi,  s'abbia  per  somma  la  meià  deWaltro  ;  e  dai 
tre  mezzi  di  questo  togliendo  5,s'a66ia  per  reslo  il  primo  numéro* 

SoLuzioNB.  —  Dinotando  con  xedy  ï  numeri  cercali,  le  condizio- 
ni  del  problema  saranno  espresse  dalle  equazioni  seguenli  :|^x=5î/+5; 
|x— 5=î/,  0  vero  3a3-2jy=30,  3a5-2j/=10,  ed  elîmiaando  t/,  si  giugne 
airequazione  assurda  0=20^  e  quindi  anche  il  problema  proposto  è 
assurdo.  E  di  fatto  coteste  due  equazioni,  che  son  quelle  che  esprimo- 
no  le  condizioni  del  problema^  sono  manifestamente  assurde,  in  quan- 
to  che  non  è  mai  possibile  trovare  due  valori,  uno  per  x.  Valtro  per  t/ 
tali,  .che  dal  triple  del  primo  togliendo  il  doppio  del  secondo,  s*abbia* 
no  due  diverse  diiïerenze,  quali  sono  30,  secondo  la  prima  equazione, 
e  10  in  Yirtù  délia  seconda.  Quelle  equazioni  sono  dunque  in  com- 
pati bili ,  perché  non  possono  essere  soddisfaîte  entrambe  da  un 
sqIo  e  m^iesimo  sistema  di  valori  di  x  ed  y. 
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^91.  Per  meglio  mostrare  il  modo  onde  interpeirare  i  risultamenli 
delta  risoluzione  délie  equazioni  derivanii  da  un  problema,  e  sa  père 
corne  alla  questione  rispondano,  ci  faremo  a  risolvere  il  seguente 

Problema.  —  Due  corrieri  C,  C  percorroTW  la  stessa  linea  XT, 
andando  entrambi  per  lo  stesso  senso,  da  X  verso  Y.  Vno  di  essi, 
che  cammina  con  una  velociià  a,  giunge  a  un  cerlo  tempo  in  k^e 
prosegue  il  suo  corso  verso  Y  ;  dopo  c  ore  Vallro  corriere,  che  cawi- 
mina  con  una  velodlà  b,  giunge  in  B^  e  prosegue  a  camminare 
verso  Y.  La  distanza  fra  i  due  punii  A  c  B  ê  dala^  ed  è=d  :  si  cto- 
manda  in  quai  punto  délia  XY  si  raggiungeranno  i  corrieri  ? 

C  C 

X  À  B  R  Y 

SoLUzioTTE.  —  Non  sapendo  ove  possa  cadere  questo  punto,  faremo 
un'îpotesi,  e  supporremo  che  sia  in  R,  cioè  a  dritta  di  B.  Esso  sarà 
conoscioto  quando  n'c  cognita  la  disianza  ad  uno  dei  punli  fissi  AoBy 
poniamo  a  JS,  e  facciamo  per  ciô  BR=x,  in  quesio  modo  lo  spazio, 
che  dovrà  percorrere  il  corriere  C  sarà  x,  quelle  che  dovrà  percorre- 
re  il  corriere  C  sarà  AB+BR=:d+x  ;  e  perô  essendo  a  la  velocità  di 
qaesto  seconde,  il  tempo  che  impiegherà  a  percorrere  lo  spazio  d-^x^ 
sarà  (d+cc)  :  a;  e  similmenie  quello  che  impiegherà  il  corriere  B  sarà 
XI  b.  Se  entrambi  i  corrieri  muovessero  a  un  tempo  stesso,  allora  i 
tempi  trovati  dovrebbero  essere  uguali  ;  ma  comechè  il  corriere  giua- 
to  in  A  deve  camminare  per  allre  c  ore.  pria  che  Taltro  corriere  giun* 
ga  in  J?  e  continui  il  suo  cammino,  cosl  ne  segue  che  il  tempo,  che 
impiegherà  il  corriere  C  per  andare  da  A  in  fl,  dev'essere  uguale  aile 
c  ore,  più  al  tempo  che  impiega  il  corriere  C  per  andare  da  B  in  A; 

ovvero,  devesi  avère  la  relazione:  ~^=c+4^,  d'onde 

a  b 

in^\  b(d-ac) 

(13)  X-  ^        \ 

a—b 

Quesla  formola  puô  presentare  divers!  casi  :  1.**  se  d-ac,  e  a-b 
sono  dello  stesso  segno,  il  valore  di  ce  risuUa  positive,  e  indica  che  la 
congiunzione  de'  due  corrieri  deve  awenire  in  un  punto  a  dritta  di  B, 
conforme  aU'ipolesî.  In  fatti,  se  i  delti  binoraii  sono  entrambi  posili- 
vi,  sarà  a>6,  e  d>ac  ;  la  prima  di  queste  inejçuaglianze  indica,  che  il 
corriere  C  si  rauove  con  una  celerità  maggiore  di  quella  con  cui  muo- 
vesi  il  corriere  C  ;  la  seconda  poi,  osservando  che  ac  è  lo  spazio  che 
percorre  C  in  c  ore,  moslra  che  dopo  c  ore,  quando  G  rouove  da  B, 
il  corriere  C  si  irova  ancora  a  sinislra  di  B,  e  perô  i  due  corrieri  non 
an  potuto  raggiungersi  da  questa  via,  ma  per  la  stessa  raççionc  non  si 
raggîungono  in  B,  quindi  C  raggiungerà  G  al  di  là  di  B,  come  si  è 
supposto,  e  lo  raggiungerà  per  la  celerità  maggiore  con  cui  muovesi 
C.  Se  poi  si  à  nel  tempo  stesso  d<ac,  a<b  allora  lo  spazio  ac,  per- 
corso  dal  corriere  C  nel  tempo  c,  essendo  maggiore  délia  distanza  d 
fra  i  due  punli  A  e  B,  il  corriere  C  avrà  varcalo  il  punto  B,  anzî  che 
G  muovesse  da  questo  punto  ;  si  che  questo  corriere  seguirà  il  pri- 
mo ;  e  poichè  questo  cammina  con  una  velocità  a  minore  di  quella  b 
con  cui  cammina  J'altro,  ne  segue  ancora  che  G  raggiugnerà  C  in  un 
punto,  che  sarà  al  di  là  di  B. 
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2.^  Se  l  due  binomii  délia  formola  (13)  son  di  segni  contrarii,  e  sup- 
pooiaiDO  primamente  che  sia  d>ac,  a<b,  allora  x  è  Degatiyo  ;  oel  tem- 
po stesso  il  corriere  C  non  puô  giungere  in  B  pria  che  da  questo  pup- 
to  muova  C,  eciô  perché  ac<d;  iooltre  essendo  la  yeiocilà  di  C 
minore  di  quella  di  C',  que3to  corriere  oon  potrà  esser  più  raggiunto 
dal  primo  ne  al  dilà  di  B^  ne  in  B  ;  laonde,  se  \i  è  slato  un  punio  in 
cui  s*àn  potulo  raggiuogere  i  due  corrieri,  questo  à  dovulo  essere  a 
sinistra  di  £,e  ciô  è  indicalo  dal  yalor  négative, che  dà  la  formola  (13). 
Col  fatto,  poicbè  i  due  corrieri  stan  movendosi  nella  lineaXY,  aoche 
pria  che  il  corriere  C  giungesse  in  A,  cosl,  oamminando  questo  con 
uoa  yelocità  minore  di  quella  deiraltro  C,  ben  puô  stare  che  prima 
del  paolo  B  questo  seconde  corriere  abbia  raggiunto  il  primo  e  quin- 
di  Tabbia  ayanzato. 

Yolendo  poi  conoscere  se  questo  punto  di  separazione  sia  stato  tra  A 

e  £,  0  a  sinistra  di  A,  porremo  la  (13)  sotto  la  forma  x= — L-J[£2  : 

o— a 

in  tal  modo  la  frazione  del  seconde  membre,  escluso  il  segno  —  che 
la  précède,  sarà  assolutamente  positiva,  per  ipotesi,  e  puô  scriversi 

cosi  :  d+-V- — '.  Ora,  il  denominatore  b-a  essendo  posillvo,  il  sc- 

condo  termine  di  quest'espressione  sarà  positive,  o  negativo,  secondo 
Gbe  bc<dy  0  bodi  nel  primo  case  detta  espressione  sarà  maggiore 
di  d,  cioè  di  BAj  e  perô  il  punto  richiesto  cadra  a  sinistra  di  A  :  e  nel 
secondo  case  sarà  minore  di  d,  e  quindi  il  dette  punto  ôadrà  fra  ÀeB. 
Se  d<ac,  e  a>b,  il  valore  di  x  date  dalla  formola  (13)  sarà  pure  ne- 
feativo  ;  e  comechè  in  tal  caso,  secondo  la  relazione  aod,  il  corriere 
C  è  giuDto  in  fi,  pria  che  C  muovesse  da  questo  punto,  e  siccome 
inolire  il  primo  cammina  con  una  velocità  maggiore  di  quella  del  se- 
condo, cosI  è  chiaro  che  essi  non  potranno  più  raggiungersi  al  di  là 
di  fi,  ma  s'àn  dovuto  raggiunger  prima  di  quesio  punto  :  ciô  è  indica- 
lo dal  valor  négative,  che  in  tal  caso  dà  la  (13).  E  scrivendo  quella 
formola  cosl  : 


_   6  (d~flc)        r      a(d-6c)"i 

-    b=r-'^r'^'T=r\  ' 


05= 

e  osservando  che  qui  6-a<o,  si  conchiuderà  che,  in  valore  assoluto, 
X  sarà  maggiore,  o  minore  di  d,  e  perô  il  punto  cercato  fi  cadra  a  si- 
nistra, 0  a  dritta  di  A,  secondo  che  bod,  o  &c<d. 

3.^  Se  d=ac,  risulta  sc=o,  e  questo  risultamento  non  èassurdo,  co- 
rne quelle  del  n.®  288.  anzi  risponde  adequatamente  al  problema  ; 
esse  infatti  indice  che  il  punto  cercato  cade  in  B',  or,  essendo  per  ipo- 
tesi  d=ac,  il  corriere  C  nel  tempo  c  percorre  une  spazio  =d,  cioè  per* 
corre  il  tratlo  AB,  e  perô  alla  fine  del  tempo  c,  quando,  secondo  Te- 
nunziato  del  problema,  il  corriere  C  muove  da  B,  raltro  corriere  Cfsi 
troverà  pure  nelio  stesso  punto  B^  che  sarà  per  ciô  il  punto  cercato, 
d'aecordo  col  risultamento  date  dalla  formola. 

i.®  Se  0=6,  la  (13)  dà  x=  oo  (n.^  144).  E  cosl  dev-essere;  imperoc- 
cbe,  per  virtù  deiripotesi  a=6,  i  due  corrieri  carominano  con  la  stes- 
BuBiNi  Eiem,  él  Algebra,  15 
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sa  yelociià  ;  or  se  queste  lelotilà  non  fossero  perfettamente  aguali, 
ma  differissero  tra  loro  d'una  quanlilà  piccola  che  si  Yoglia,  il  Yalore 
di  X  sarebbe  sempre  assegnabile  ;  ma  col  dimiouire  questa  differen- 
ta,  dimiauisce  parimenle  il  deaomiDatore  délia  fraziooe  (13),  equin- 
di  aumenla  il  vaiore  di  quesia  frazione;  onde,  quaoto  meno  dUTerisco^ 
no  tra  loro  le  velocilà  de'  due  corrieri,  tanto  più  il  loro  punlo  di  riu- 
nione  sarà  lonlano  da  JB  ;  si  che,  quando  la  delta  differenza  6  difcnula 
minore  d'ogni  quantité  assegnabile,  cioè  è  divenuta  zerOf  la  distanza 
rappresentata  da  œ  è  diTenuta  maggiore  di  qualunque  quantité  asse- 
gnabile, cio6  è  divenuta  infinita. 

5.^  Se  d=ac,  e  a=&,  si  à  x=^.  In  queslo  caso  il  corriore  C,  secon* 
do  la  relazione  d=ac,  giugne  in  B,  quando  C  muove  da  questo  pnnlo, 
si  cbe  i  due  corrieri  muovono  insieme  da  B  ?erso  Y,  e  siccome  cam- 
mînano  con  la  stessa  vélocité,  andran  sempre  uniti,  o  vero,  in  altri 
termini,  ogni  punto  délia  linea  indeflnila  ^Yè  un  punto  d'incontro,  il 
quale  veriuca  il  problema  ;  quindi,  nel  caso  attuale,  à  impossibile  de- 
terminare  un  punto  uoico,  o  \ero,  in  altri  termini,  il  punto  richiesto 
è  i  n  d  e  t  e  r  m  i  n  a  1 0.  Per  ci6  si  dice  che  il  simbolo  $  rappreseota  Tin- 
delermioato. 

295.  Raccogliendo  i  varii  risultamenti  ottenuti  ne*  varii  problemi 
in  questa  lezione  risolutl,  possiamo  stabilire  i  seguenii  canon  i. 

1.^  Perché  i  valori  délie  incognite,  ricavati  dalla  risoluzione  délie 
equazioni,  che  algebricamente  esprimooo  condizioni  del  problema, 
potessero  tenersi  come  vere  risposte  di  questo  problema,  è  d*uopo 
esaminare  se  essi  verifican  pure  le  allre  condizioni,  che  algebricamen- 
te non  possono  esprimersi  (prob.  n.^  285,  288,  290). 

2.^  Un  valor  négative,  quando  è  incompatibile  con  la  natura  délia 
quantité  che  rappresenta  Tincognita,  risolve,  in  générale,  un  nuovo 
problema,  in  cui  talune  condizioni  del  proposto  si  trovano  mutate  nel- 
le  contrarie  (prob.  n.®  281). 

3,^  Se  il  soggetto  del  problema  ë  taie  da  poter  sussistere  in  due 
modi  contrarii,  il  vaiore  négative,  che  per  questo  soggetto  si  irova, 
non  è  incompatibile,  ma  modifica  la  primitiva  idea  di  esistenza  data 
ai  soggetto,  nel  porre  il  problema  in  equazioné  (prob.  n.®  283). 

4.®  Un  risultamento  assurdo,  com'è  quelle  d'un  numéro  eguale  a 
zéro,  accenoa  incompatibilité  neirenunziato  del  problema. 

S.°  Un  risultamento  délia  forma  x=o,  o  sc=od  è  assurdo,  quando  il 
soggetto  X  è  taie  da  non  poter  essere  mai  nulle  o  inflnilo  (prob.  n.<  288, 
290)  ;  ma  non  è  più  taie  nei  casi  opposti  (prob.  n.^  294  ;  3^  e  4^). 

6.^  I  risultamenti  délia  forma  o=o,  e  x=^  accenoano  a  indetenni- 
nazione  (prob.  n.^  292). 

7.^  Risolvendo  un  problema,  senza  assegnare  alcun  vaiore  partico- 
lare  ai  dati,  s*oltengono  per  le  incognite  délie  formole  algebriche,  le 
quali  comprendono  tutti  i  varii  casi,  che  puô  presentar  la  qucstione, 
per  mutar  di  vaiore  i  dati,  o,  in  générale,  per  cambiamenli  cbe  av- 
vengono  seconde  nuove  ipotesi,  in  talune  relazioni  primitivamente 
stabilité  tra  questi  dati  medesimi  (prob.  n.®  294). 

296.  Âbbiam  veduto  che  il  simbolo  §  rappresenta  una  quantité  di 
vaiore  indeterminato  ;  ma  è  d*uopo  meglio  dichiarare  la  natura  di  co- 
testo  simbolo,  che  in  taluni  casi  potrebbe  cessare  dairavere  il  signi* 
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ficato  d'indeterminazione.  Riprendiamo  la  formola  (15)  x^-^ — ^ 

a— 6 

(d.®  prec.)  e  ossemamo  che  essa  assume  la  forma  §»  e  indica  effet- 
tivamente  che  il  yalore  di  ce  ë  iadeterminato,  quando  si  ànno  le  rela- 
zioni  d=ac,  a;=b  (q.^  294,  5®)  ;  in  questo  caso  la  (13)  puô  scriTersi 

cosi  :  x=— ,  e  ben  si  vede  che  non  occorre  assepare  parlico- 

lari  valori  aile  quantità  a,  b,  d,  perché  risuUi  x=J-,  che  anzi,  quali 
che  sieno  i  valori  di  dette  quantità,  la  x  avrà  sempre  la  stessa  forma 
d'indeterminazione.  Ma  se  una  (ormola  assume  questa  forma^  per 
gualche  valore  particolare,  che  s*assegna  a  una  quantità  variabile  in 
essa  formola  contenota,  Tindelerminazione  sarà  sollanto  apparente. 
Cosl  délie  tre  frazioni 

(U\  2(ag^^4)        (x-^Zy  '       4fas»->4) 

^    ^  3(x-2>*      2(x*-»)'      7(flt5~2)«' 

la  prima  e  terza  prendon  la  forma  S,  se  li  si  pone  ac=2,  e  la  seconda 
prende  la  stessa  forma,  se  vi  si  fax=3.  Oras*osser\i  che  i  termini 
della  prima  e  terza  frazione  ànno  il  fattore  comune  x-2,  che  è  quello 
appunto,  cbe  annullandosi  per  x=2^  fa  prendere  a  quelle  frazioni  la 
forma  §.  Similmente,  la  seconda  frazione  prende  )a  stessa  forma  pel 
fatlore  os— 3  comune  ai  suoi  termini,  il  quale  s*anoalla  per  x=:Z.  Ma, 
qualunque  sia  il  valore,  che  YOglia  assegnarsi  alla  x  in  ciascuna  délie 
soprascritte  frazioni,  il  loro  rispettivo  valore  non  sarà  per  nienle  al- 
terato,  sopprimendovi  il  fattor  comune  ai  due  termini,  e  con  cio  le  (14) 
divengono  rispettivamente 

aK\  2  (ag+2)  a?-a         4  (x-f2) 

^    ^  3       '     2(aî+3)'     1(05-2)' 

e  sotlo  queste  nuove  forme,  facendo  x^2  ncUa  prima  e  terza ,  e  xr=3 
nella  seconda,  s'a  in  corrispondenza  |,  co  ,  o  ;  si  che  il  valore  della 
prima  frazione  (14)  per  x=2,  è  |,  quelle  della  seconda  per  œ=:3  ènul« 
îo,  e  quello  della  terza  per  £0=2  è  infinito  ;  quindi  in  ogni  caso  s'a 
un  valore  determinato^  e  Tindeterminazione,  che  si  presentava  da 
principio  in  quelle  frazioni,  era  soltanto  apparente. 

297.  In  conclusione  una  frazione  algebrica,  che  per  un  valore  par- 
îicolare  d*una  quantità  variabile,  che  entra  nella  sua  formazione,  pren- 
de  la  forma  |,  non  è  propriamente  indetenninala,  ma  à  un  valore  de- 
terminalo,  che  puô  essere  finito,  nulle  o  inCnito  ;  per  aver  il  quale 
bisognerà  primamente  sopprimere  il  fattore  comune^  che  in  tal  caso 
devono,  in  générale,  ammettere  i  termini  della  frazione^  e  quin* 
di  nella  frazione  ridotta,  dare  alla  variabUe  quel  taie  valore  par- 
ticolarey  per  cui  la  data  frazione  prendeva  la  forma  ^. 
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LEZIONE  XXVIL 

Formule  generali  per  la  risoluzUme  délie  equazUmi  di  primo  grado 

a  piû  incognile, 

299.  Neiresporre  la  leoria  deireliminazione  nelle  equationi  di  1.*^ 
grado,  ci  siam  servit!  di  parlicolari  equazioni  numeriche  ;  non  perlan- 
to  quelle  conclusion!  debbonsi  tenere  corne  legittime,  quaod'anche  sîe- 
no  algebricbe  le  equazioni;  imperoccbè  !  principi  su  quali  si  fondavano 
que' ragiooamenli  erano  indipehdenti  da  ogai  particolar  lalore,  cbe 
avesser  potuto  ayere  i  detU  coefficient!.  Inoltre  neirultimo  problema 
traltato  nella  précédente  lezione  (n.^  294)  abbiamo  avuta  l'occasione 
di  vedere  quanto  importi  servirsi  di  coeflicienti  algebrici,  per  ayer  a 
un  tenipo  la  risoluzione  de!  divers!  cas!  parlicolari,  cbe  puô  ammet- 
tere  una  stessa  questions  Quindi  riprenderemo  la  teoria  deirelimina- 
zione facendo  uso  di  equazioni  algebricbe,  e  cômunque  ancbe  ora  po* 
tremmo  applicare  uno  qualunque  de'tre  meiodi  già  spiegati,  pure  ado« 
pereremo  un  aliro  metodo  delto  délie  in  de  1er  min  aie,  dovuto 
comuneroente  a  Bezovt  ,  e  che  rende  più  agevole  Teliminazione  délie 
Incognite. 

299.  Pertanlo  supponiamo,  in  primo  luogo,  date  le  due  equazioni 

(1)  ^    a|X+6i2/=:/it;     a,aj+&,i/=7ij , 

in  cui  le  a^bji  sono  quantità  dale.  Sia  X  una  quantité  attualmente  non 
determinata  ;  si  moUiplicbi  la  prima  délie  (1)  per  X,  e  al  prodolto 
s'aggiunga  la  seconda  equazione  :  avremo  cosl 

(2)  (a|X+aj)a?+(6iX-h62)i/=7iiX+h2. 

Ora,  perché  X  non  à  valore  determinato,  possiamo  supporlo  fale  da 
svanire  il  coefflciente  d'una  délie  incognite  ;  per  fissar  le  idée,  ponia- 
mo  che  sia  quello  di  j/,  e  perciô  facciamo 

(3)  6iX-h6,=o  ; 

in  cotesto  modo  rimane  delermioata  X,  e  oel  tempo  stesso  la  (2)  si  ri- 
duce  a  contenere  la  sola  incognita  x,  perché  diviene 

(4)  (a|X+aj)œ=ftiX+;ij  ; 

e  prendendo  il  valore  di  X  dalla  (3)  e  sostituendolo  nella  (4)»  si  à 

(5)  x  =  ^^^:^, 

Simllmente  si  puô  porre  aiX+a2=o,  d'onde  X=:-^  ;  allora  la  (2) 

diviene  (biX+&2)y='^i^+/is  ;  e  ponendo  in  quesV^quazione  inluogo 
di  X  il  précédente  valore,  se  ne  trae 

(6)  ^  «A-M,  ^ 

300.  Quesle  Tormole  (3)  e  (6)  paragonate  aile  equazioni  (1)  da  cui 
derivano,  conducono  a  una  regola  praiica  onde  poterie  in  ogni  caso 
formare.  In  faitii  corne  vedesi»  ambe  le  formole  ànno  un  comune  de* 
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nooiinatore  cii&i— biO,,  e  i  numeratori  rispettivi  non  differiscono  dal 
denominatore,  se  non  perché  la  lettera,  che  rappresenta  il  coeiQciente 
detrincognita,  alla  quale  rispoode  la  formola,  vien  sostiluila  da  quel- 
la,  che  rappreseala  jl  termine  noto  ;  si  che  tuUo  si  riduce  a  formola* 
re  il  denominalore,  e  queslo  si  à  al  seguente  modo  :  sia 
a  il  coefficiente  di  a;,  e  6  il  coeffîciente  di  y , 
supponendo,  com'è  nelle  date  equazioni  (1),  cbe  la  slessa  leltera,  con- 
trassegnata  da  diverse  indice  (i  o  2),  rappresenli  il  coefficiente  d*uDa 
slessa  incogoita  nelle  due  equazioni.  Indisi  scriya  il  prodoUo  ob,  e  si 
permuli  neirallro  ba  ;  si  scrivano  questi  due  prodolti  1  un  dopo  Tal- 
tro  separandoli  col  segno  —  ;  e  fioalmente,  in  ciascun  prodoito,  si  dia 
per  indice  1  alla  prima  lettera,  e  il  2  alla  seconda  :  cosl  s^avrà  il  co- 
mune  deoominatore  a^b^-b^a^.  Fatto  ciô,  non  rimaoe  che  mutare  la 
lettera  a  ncU'altra  /i,  che  si  suppone  rappresenlare  il  termine  noto,  e 
s*ayrà  il  numeratore  deirincognita  x  ;  e  mutare  binh  per  ayere  il  nu- 
meratore  àïy. 
301.  Passiamo  ora  al  caso  di  tre  equazioni  con  tre  incognito 

(7)  aiX+6iî/H-c,2=fti ,  a2œ+&2Î/+Cj»2=fo2 ,  ajfli-{'b^y+CsZ==h;i. 

Rappresentino  \  e  l^  due  quantità  attualmente  iodetermioate  ;  si 
moliiplicbi  la  prima  equazione  per  \ ,  la  seconda  per  X^ .  le  due  equa- 
sioni  risullanti  si  sommino  insieme  con  la  terza,  e  s'avrà 

(8)  (a|X,+a,X2+a3)a;+(6iX4+62X,+&5)2/+(CiX4-|-CjX2+Cs)z= 

6  poichë  X| ,  X^  son  quantità  da  determinare,  supporremo  arer  tali{ya- 
lori  da  annullarsi  i  coefficienU  àiy  ez,  ponendo 

(9)  6iX|+6jX,H-63=o ,      04X4+02X2+05=0  ; 

queste  equazioni  senriranno  a  determinare  X,  e  X^,  e  nel  tempo  stesso 
la  (8)  riducesl  a  conteuer  la  sola  o),  perché  diyiene 

(i  0)  (a,X4+aïXjj+a3)x=7i4X4+h,Xj+;is. 

Dopo  ciàj  poste  le  (9)  sotto  le  forme  seguenti  : 

6|Xi+&,Xj=— 63 ,     c,X4+C2Xj=— Cj , 

si  dedacono  i  yalori  X| ,  X, ,  ponendo  nelle  (5)  e  (6)  rispettiyamente 

inlaogodi  c^^i»  ^i»     Ki  <hy  h^    h^ytsitto't^ 

^    ^  *    b|Cr-C|6ï  '       *     61C2-C162  ' 

indi,  messi  questi  yalori  in  (10)  e  fatte  le  débite  riduzioni,  s'ottiene 

a,(62C3-C263)+a2(Ct63-64C3)+a3(6|C2-Cib2)  * 

Troyalo  questo  yalore  di  x,  si  puô,  senza  nuovi  calcoli,  ayere  quel- 
li  di  2/  e  z.  In  falti.  come  vedesi  dal  primo  membre  délia  (8),  il  coeffi- 
ciente di  X  non  dilTerisce  da  quelle  di  2/  0  di  z,  se  non  perché  Va  tro« 
Tasi  mntata  in  b,  0  in  c  :  il  seconde  membre  poi  non  cooliene  esplù 
ciiamenle  alcuna  délie  tre  lettere  a,b,c.  Ora,  se  con  le  slesso  metodo 
tenato  per  determinare  Xf  si  yolesse  determinare  y^  conyerrebbe  for- 
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mare  dae  equazioai  analoghe  aile  (9),  una  delIe  qaalî  sarebbe  la  stes- 
sa  seconda  (9)  e  Taltra  sarebbe  la  prima ,  con  la  sola  differenza  che 
invece  di  b  sarebbevi  a.  Cosl  pure  requazione  risultaate  dalla  (8),  col 
porre  a  zéro  i  coeiQcienti  d'x  e  di  2,  sarebbe  la  stessa  (10),  col  solo 
cans^iameoto  di  x  in  y,  e  di  a  in  b.  In  queslo  modo  i  Talori  di  X, ,  X| 
sarebber  pur  essi  de)le  stesse  Terme  (11),  e  col  solo  eambiamento  di 
b  in  a  ;  e  quiadi  finalmente  si  giungerebbe  al  valore  di  y  espresso  da 
una  formola  analoga  alla  (12),  con  la  sola  differenza  di  troyarsi  mula- 
ta  ca  in  t/,  e  a  in  6,  e  reciprocamente  b  in  a.  Similmente  z  sarà  espres- 
sa  da  una  formola  analoga  alla  (12),  e  in  oui  la  x  si  troverà  mutata  in 
2,  Va  in  c,  e  il  c  in  a.  Pertanto 

ft/a2C3-C2a3)+?^(Cta3-atC3)+fc3(^iC2-Cttit) 
6,(a2C3-C2a8)+62(c4a5~a|C5)+63(aiCt-C|0,)  ' 

.  ^ _h^{b^a^-a^bs)+h^{a^b^-b^a^)+hs(b^az--a^b^)  ^ 

C4(6,a3-aji65)+C2(a453-64a3)+C3(64a2-a|6î)  ' 

302.  Dalle  formole  (12).  (13)  e  (14)  si  scorge,  che  il  numeralore 
di  ciascuoa  si  deduce  dal  denominatore  con  lo  scambiare  il  coeOicien- 
te  deirmcognita  col  lermine  nolo,  corne  nelle  due  formole  (5)  e  (6). 
Questo  risullameoto  potevasi  scorgere  dalld  stessa  (10)^  che  mostra 
evideotemente  il  coefliciente  di  x  non  differire  dal  termine  nolo,  se 
non  pel  solo  scambio  di  a  in  /i  ;  e  d*aUronde  \  e  Xj,  secondo  le  (9), 
sono  indipendenti  da  queste  leitere. 

I  denominaiori  poi  di  dette  formole  ànno  tutti  lo  stesso  yalore,  poi- 
chè,  ordinando,  p.  e.  qucUo  délia  (12),  ora  rispetto  a  &,  e  ora  rispetto 
a  Cy  e  finalmenle  sviluppandolo,  risulla 

ûi(&2C3-C263^+aj(Ci&3~t>4C3)+a3(6|C2-C46î) 

=&t(c«a3-ajC3)H-62(aiCs-C4a3)+b3(C|a,-OjCt) 
=Ot((h^s-bia^)-}-Ci(bia^-afi^)+c^{a^bi-bia^) 
=a^b^c^-a^Cib^■^c^Q2b2—b^af^c^■\'b^c^a^-^c^b^a^. 

E  se  la  seconda  e  terza  di  queste  espressioni  si  trovano  di  segno 
contrario  ai  denominatorl  délie  (13)  e  (14),  ciô  non  altéra  per  nolla 
le  conclusioni;  imperocchà  lo  stesso  caogiamento  di  segno  ayyîene 
ne*  rispeltivi  numeratori  di  quelle  formole,  quando  i  binomii  che  mol- 
tiplicano  le  h  si  ordinano  allô  stesso  modo,  come  nella  seconda  e  ter- 
za délie  precedenti  espressiooi;  pertanto  le  dette  formole  possonsi 
scrivere  cosl  : 

__  /i|62C3— ftiCobo+Cj  hfb^ —bih^c^  +6102/13  — C|b2'^ 
a|62C3— «10263-1-010253  ~6|a2C3-|-biC2Ci3—C|62^5 


(15) 


_  01/1203—0102/13+0102/13-/^1 0202+^10203—01/12^3 

t/  ^^  •    •-         '        '  '  .1.111  I  . 

I  «46203— 010263+040263-640203+610203— 016203 

0462/13— O4/lr263+/l,O263—6,02/l3+64/l2«3—/l'i62O3 

Z  -— ^ "     ■    ■    .  .  ■       ■       " —  "  ■  ■  I  ■  ■  ■    j 

^162^3—040263+040263—640203+640203—0,6205 


SOS.  Per  la  composizione  di  coteste  formole,  possiamo  stabilire 
una  regola  analoga  a  quella  del  nJ^  300.  In  fatti,  sia  a  il  coefflciente 
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di  Xj  b  quello  di  t/,  e  c  qaello  di  z,  suppooendo  sempre  le  stesse  let- 
lere  a,b,c,  coolrassegnate  dairindice  1,  2  o  3,  rappresentare  rispet- 
tivamente  i  coefflcienli  di  Xfy.z  nella  prima,  seconda  o  terza  deUe  e« 
qaaziooi  date.  Posio  ciô,  si  formi  il  prodotto  db,  e  il  permuta to  ba  ; 
indi  accanto  a  ciascuno  si  ponga  la  terza  lettera  c,  alla  quale  si  faccia 
qalndi  occupare  tutti  e  tre  i  posli  nel  prodotto;  in  questo  modo^scri- 
Tendo  quesii  prodolli  neli^ordine  di  loro  formaziooe,  avremo:  abc,acb, 
cab^  bac,  bca,  cba;  flnalmenle  si  aggiunga  Tindice  i  alla  prima  lette- 
ra, 2  alla  seconda,  3  alla  tarza,  e  si  prendano  i  prodotti  aUernaliya' 
mente  col  segno  +  e  col  ~  ;  cosl  s'avrà  la  formola 

(i 6)  aiftîCj— aiCjbs+Cja^bs-bia^Ca-f&iCjaa-Cibjaa ,  ' 

la  quale  corne  vedesi  è  il  comune  denominatore  délie  espressioni  di 
Xjy  ez.  ?ev  a?er  qaindi  i  numeralori  rispeltivi  baslerà  (n.®  302) 
mutare  la  lettera,  che  rappresenta  il  coeOlciente  di  queirincognite,  in 
quella  che  serve  a  rappresentare  il  termine  noto,  lasciando  inalterati 
iodici  e  segni. 

SOjI.  Il  metodo  d' eliminazione  qui  usato  è  uniforme  qualunqiie 
possa  essere  il  numéro  dalle  equazioni.  Cosl,  dinolando  le  incognile 
con  una  stessa  lellera  distlnta  da  uno  degrindici  1, 2,  3...n,  s'abbia- 
no  le  equazioni  : 

a^Xi-\'b^X2-{'CiXy\-  •  •  +n,aî„=h4 , 
(17)  {  a3X|+63X,+C3aj3+  ••  +nsX„=ft3, 

a^aî4+6„î»j+c«X3+  •  *  -^n^x^^h^; 

si  moltiplicherà  la  prima  perun'indeterminata  X|,  la  seconda  per  X^, 
e  cosl  appresso,  sino  alla  penuUima  che  si  moliiplicberà  per  X^,  ; 
indi  tutte  queste  equazioni,  cosl  moltipUcate,  si  sommeranno  unita- 
mente  con  Tulima;  dopo  ciô  neir  equazione  somma,  che  cbiamerc- 
mo  (E),  si  egitaglieranno  a  zéro  i  coeiHcienti  délie  n—l  ignote  x^  ^ 
X) ,  ec.  Xji ,  e  s*  ayranno  n— 1  equazioni 

(18)  ^   ^«^»  ■*"^3'^«  "^^8^*  +  •  •  +  C,^^iX^,+  C„  =0,  ' 

(  n|X,+n2X2+n3X3+  ••  +n,j^|X^i+n»=o, 
che  ridorranno  la  (E)  a  contener  la  sola  ignota  CC| ,  cioè  alla  forma 
(19)     (a.X,+  •  •  +a^i'k^^+a^x^=h^\+  •  •  +/i^|X^i+hn. 

Iq  questo  modo  per  determinare  il  valore  x^^  bisognerà  prima  de* 
terminare  le  n-1  quantité  X|,X2...X^|,  per  mezzo  délie  n— 1  equazio- 
ni (18).  Similœenle  per  avère  x^  bisognerà  nella  medesima  equazio- 
ne (E)  eguagliare  a  zéro  i  coeiBcienli  di  tutte  le  rimanenti  incognito 
Xt.x^..,x^^  e  si  ayranno  altre  n—i  equazioni,  che  saranno  le  stesse 
(18),  ad  eccezione  délia  prima,  perché  quel  primo  membre  è  il  coef- 
ficiente  di  x^  non  eguagliato  a  zéro,  e  învece  quelld  prima  sarà  so- 
stituita  dal  coefficienle  di  o^i,  il  quale  si  à  mutando  in  essa  b  in  a, 
corne  si  vede  dalle  (17);  e  airopposto  baslerà  mutare  in  (19)  l'a 
in  6  e  l'a?!  in  x^  per  aver  la  formola  che  détermina  quesl*  incognita. 
Cosl  pore  per  aver  la  formola  relativa  ad  x^j  basterà  mutare  nelle  (18) 


iSO  BLKIUNTI  D'AtGEBBÀ 

il  coeiflciente  c  di  x^  io  qaello  a  di  Xi,  e  nella  (19)  mulare  aine  t 
a^i  in  Xs,  6  cosl  appresso.  Ora  allô  siesso  rtiodo,  che'  la  risolazioae 
délie  n  equaziont  (17)  si  fa  dipendere  da  quella  délie  n-l  (18)  cou 
n— 1  iocognite,  cosl  quesle  si  faranno  dipendere  dalla  risoluziooe  di 
72r-2  equazioDi  con  n—2  iacogoite,  e  cosl  ?la  via. 

305.  Questi  siessi  ragioaamenti,  e  meglio  la  formola  (19),  ci  fan 
coQcbiudere  cbe  ciascuaa  délie  igaote  Xi^Xs***^»  ^  rappresentata  da 
una  frazione,  il  cui  numeratore  si  irae  dal  denominatore  col  solo  mu- 
tare  la  leltera,  che  rappresenta  il  coelBciente  di  quella  iocognita,  ia 
quella  letiera,  che  rappresenta  il  termine  noto.  Il  denominatore  poi  è 
lo  stesso  per  ciascuoa  frazione,  corne  nel  caso  di  due  o  di  tre  igoote 
(n.^  300,  303);  cioè  chiamando  a  il  coefficiente  di  X|,  b  quelle  di  a?,, 
c  quelle  di  CC3,  ec.  n  il  coefficiente  di  x^y  converrà  prendere  prima- 
mente  le  due  lettere  a  e  6  e  formare  il  hinomio  afix—b^a^  (n.^  300); 
iodi  a  ciascun  termine  di  questo  binomio,  preso  seoza  gl'indici  ag- 
giunger  la  c,  e  formar  il  polinomio  (16) 

(1 6)  aift^c,— ajCjftj+Ciajftj— bidjCs+ftiCjOa-Ciftià,. 

come  al  n.°  303;  dopo  ciô  aggiungere  a  ciasçuno  di  questi  termini, 
preso  senza  gVindici,  la  letlera  d,  cbe  si  farà  successivamente  passa* 
re  per  tutti  1  posti,  badando  a  mutare  il  segno  al  prodotto  ad  ogni 
passaggio,  e  dare  quindi  Tindice  1  alla  prima  lettera,  il  2  alla  secon- 
da, il  3  alla  terza,  il  4  alla  quarta.  In  queslo  modo  s' avrà  un  nuOYO 
polinomio,  per  mezzo  del  quale  coq  l'aggiunta  délia  successiva  let- 
tera e,  e  adoperando  sempre  la  stessa  regoia  come  pe*casi  précèdent!, 
si  formera  un  nuovo  polinomio,  e  cosl  appresso,  sino  ad  avère  esau- 
rite  tulte  le  lettere.  L*uUimo  polinomio,  sarà  il  denominatore  comune 
délie  incognite  cc^Xs***^»  ^^^I^  equazioni  (17),  dal  quale  poi  si  puô 
dedurre  il  numeratore  di  ciascuna,  come  sopra  è  dette.  La  legiltimità 
di  questa  regoia  générale  sarà  provata  più  innanzi. 

LEZIONE  XXVIH. 

Disamina  délie  formole  generali,  che  rappresentano 
le  incognile  nelle  equazioni  di  !.^  grado. 

SOO.  Allorchè  un  sistema  di  equazioni  è  stalo  risoluto,  i  valori 
trovati  per  le  incognite  devono  necessariaracnte  soddisfare  le  equa- 
zioni date,  come  abbiamo  dimostrato,  in  générale,  nel  n.®  264,  e,  in 
particolare,  in  parecchi  problemi  innanzi  trattati.  Nel  risolvere,  le  e- 
quazioni  generali  di  T  grade  a  due  0  a  tre  incognite,  abbiamo  trova- 
te  per  queste  ignote  délie  formole,  ànch'esse  generali,  espresse  in 
funzione  de'  coeilîcienti,  cioè  per  mezzo  de*  coefflcienti  délie  date 
equazioni;  e  per  assicurarsi  délia  legitlimllà  délia  regoia  del  n.*  pi'ec. 
per  la  composîzione  délie  formole,  che  dànno  i  valori  délie  ignote, 
bastava  sostituire  dette  formole  nelle  date  equazioni,  e  si  sarebbero 
trovate  verificate;  onde  se  ne  sarebbe  conchiuso  esser  vera  la  regoia. 
Ha  questa  conclusione  non  sarebbe  stata  legitlima,  se  non  si  fosse 
aoticipatamente  saputo  che  i  valori  délie  incognito,  tratti  dalle  date 
equazioni,  dovevano  necessariamente  verificare  le  equazioni;  il  che  si 
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sa  pel  ragionameoto  del  n.^  264.  Perô  a  rimuovere  ogni  dubbio  in 
rigoardo  della  regola,  bîsognerebbe  rooslrare  Y  accordo  tra  le  formo*- 
le  e  le  equaiioni,  qaando  le  prime,  per  valori  parlicolari  délie  lettere 
ehe  le  compongooo,  e  cbe  sono  i  coefflcienti  délie  siesse  eqoazioni 
date,  assumono  de*  valori  singolari.  Noi  qui  ci  limiteremo  a  sole  le 
equazioDi  a  due  incognite,  per  additar  la  via  da  teaere  nel  caso  d*UD 
maggior  numéro  d*incognite. 
SOI.  Gonsideriamo  prima  mente  le  due  equazioni 

(I)  Oia5+6,2/=h„     a^+biy=^f,  cbe  dànno  : 

t.^  Riuno  de* coefficienti  esseodo  nullo,  se  uoo  solo  de*  due  bino- 
nûi  h^h^—b^,  ajh^—lhfi^  à  nulle,  montre  il  denominatore  à  un  yalo- 
le  flnito,  allora  una  délie  iocognite  assume  il  valore  zero^  Taltra  à  un 
▼alore  jlnito:  cosl,  supposlo  cbe  sia 

(3)  /i,6,-6,h^,  sarà      x=o,     !/=  ^|^^, 

0  Tero,  ponendo  per  h^  il  suo  valore  tratto  dalla  (3), 

(4)  05=0,    y=K.h^,   • 

6  qnestt  Talori  s*accordano  con  le  ([1)  nella  stessa  ipotesi  (3);  impe- 
rocchè  traendo  dalla  (3)  /i, ,  e  sosUtuendolo  nella  prima  (1),  quelle 

equaiionidiTengono-^x+&ty='i|  ;  a^+hty=h^ ,  e  poichè  le  a„&|, 

02,62  son  diverse  da  zéro,  ne  per  ipotesi  -y-^aj,  queste  due  equa- 

xioni  non  potrebber  coesistere,  senza  supporre  x=o;  allora  in  fatti 
lotte  e  due  convengono  a  dare  lo  stesso  valore  y^h{.hi  ;  e  cosi  si  à 
lo  stesso  sistema  (4)  tratto  dalle  formole  generaii  (2). 
2.^  Supponiamo  cbe  sia  soltanto  afi^-hiO^—Qi  le  (2)  daranno 

(5)  05=»,    2/=oo; 

quesli  valori  convengono  col  fatto  alla  (1),  neir  ipotesi  ammessa,  im« 
peroccbè  se  si  moltiplicbi  per  b,  la  prima  délie  (1),  e  s' osservi,  cbe 
per  la  relazione  stabiliia  è  ayh^^h^a^y  si  troverà  il  sistema  di  equa* 
zioni  (1),  nel  caso  in  disamina,  divenire 

(6)  (hx+l^y^-^  ,      a^ai+b^=h^ , 

d*onde  si  vede,  cbe  sintanto  cbe  le  lettere  &i,&2)'^i)'4  rappresentano 
quanlita  date,  e  diverse,  sarà  irwpossiJnle  trovare  per  as  e  ^  due  valo- 
ri  assegnoMUj  cbe  potessero  verificare  ad  un  tempo  le  (6),  corne  de- 
v*essere  se  si  suppoogono  derivate  da  una  stessa  questione.  Questo 
fatto  à  indicato  appunto  dalle  formole  (S);  ê  d' altrodde,  solo  suppo- 
nendo  infioiti  i  valori  di  x  ed  y,  si  possono  verificar  le  (6)  imperoc- 

ebà  non  essendo  -j-^h^^  se  le  (6)  coesistono,  sottraendole  deve  ri« 
RuBiiii  Elem.  iTAlgebra.  16 


Ul  KUMEMn  D*ALGIBU 

saltame  UQ'eqoazioiie  legitttma:  ora,  btta  la  sottratione,  si  à  o.aM-o.y 
=  --r^-At^c,  dove  c  diaota  uoa  qaantiià  iioita  ;  quindi,  il  primo 

membro  dev*  esser  pure  flnito,  anzi  qui  ogn*uno  de'suoi  termini  deve 
esser  taie;  onde  dey*essere  o.x=m;  o.2/=n,  o  sia  x=co ,  o  y=:ao . 

OssBRTÀZioNE.  —  L'equazione  a|6j-&|aj=o,  in  virtù  délia  quale 
i  valori  délie  iacognite  risullano  in0Qili,  équivale  alla  proponiODe 
a^:(ii=bi:by  si  che  possiamo  stabilire  che,  per  essere  in^ittiva» 
lùri  dette  incognite  in  due  equazioni  di  /.^  grado,  è  necessario 
che  i  coefflderM  rispettivi  sieno  in  un  mede$imo  rapporto. 

3.^  Se  due  qualunque  de'  tre  binomii 

(7)  hfi^—bjixj    a^foj-ftja,,    aj)^—bfa^ 

80D0  nulli,  il  teno  è  parimenle  nuUo,  e  quindi  i  valori  deUe  iDcogoi* 
te  dati  dalle  formule  (2)  si  presentano  sotlo  la  forma  indetermina- 
ta  If.  Iq  effetti,  poniamo  che  sia 

(8)  foib,— 6jftj=o,    ctjftj— hjOj^o, 

e  sarà  hiihi-b^ibi^a^ia^^  quindi  a^b^^b^a^j  o  vero, 

(9)  046,-640^=0. 
In  générale  la  relazione 

(r)  hi  :/ij=64 :6j=04:a„ 

che  reciprocamente  dà  luogo  aile  tre  equazioni  (8)  e  (9)  équivale  a 
due  sole  equazioni  distintej  e  la  terza  è  conseguenza  délie  prime  due. 
Perlante  in  queslo  caso  avremo,  seconde  le  (â),  x=^,  j/=||.  Questi  ri- 
sultamenti  sono  d'accordo  con  lo  stalo  délie  equazioni  (1)  neli'ipotesi 
stabilita:  in  efTetU,  chiamando  q  il  valore  comune  de'  tre  rapport!  (r) 
risulla  hi^/^g,  61=629,  o,=a29,  e  messi  questi  valori  nella  prima  (I), 
il  fattore  q  svanisce,  e  quel  sisiema  di  equazioni  si  trova,  in  tal  caso, 
equivaiere  al  seguente:  OrXH-b^y^hfy  aiX'\'b^y=h^^  cioè  ad  una  sola 
equazione  fra  due  incognite»  la  quale  perciô  a mmette  infinité  soluiio* 
ni  (n^  266),  onde  i  valori  àixedy  sono'  col  faite  indetermmaii. 

OssERVAzioKB.  —  Da  questo  3.^  caso,  seconde  le  relazioni  (r),  de- 
duciamo  che  per  essere  indeterminati  i  valori  dette  ignote  in  due 
equazioni  di  1.^  grado^  0,  in  altri  termini,  perché  due  equ^azioni  di 
1.^  grado  a  due  ignote  si  rid/ucano  ad  una  solUinto^  basta  che  i 
rapporti  fra  i  coeffUsienti  deUe  rispettive  incognite^  e  guelto,  fra  i 
termini  noti  sténo  eguali;  0  vero  che  i  ire  coefflcienti  d' un'  equa^ 
zione  sieno  moporzionali  a  quetti  dett'aUra. 

Âbbiamo  fin  ora  supposto  che  une  0  due  de'  tre  binomii  (7)  fosse- 
ro  nulli,  senza  esser  nulle  alcuno  de'coçificienli  délie  proposte  equa- 
zioni (1),  ed  abbiam  veduto  che  se  il  vàlore  d'una  dette  incognile  è 
infinito  0  inéeterminato,  iaV  épure  quello  deWaUra\  e  se  poi  una 
dette  incognite  è  nutt^a^  Valira  à  valore  determinato.  Ora  supporre- 
mo  esser  nulli  alcuni  de'  coelOcienti. 

4.^  Sia  a,=a2=o;  le  formole  (2)  daranno 

(10)  05=00,    œ=g. 

Questi  valorjy  corne  dedotti  dalla  risoluzione  délie  proposte  equazio* 
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oi  soddisfanno  qoeste  equazioni,  quando  il  zéro  e  Y  infiaito  si  consl- 
derano  corne  due  limiti,  inassegnabili  se  si  Tuole.  ma  capaci,  corne 
ogni  altro  limite  ûoito,  di  poler  molliplicare  e  diyidere.  la  fatti,  nel- 
Tipotesi  attaale,  quelle  equazioni  diveDgono 

(11)  o.aH-6i!/=/i|,    o.x+b^y=h^y 

.  ^^            m        0         .       o.m    6,.o  ,     o.m    6..0  ^ 
e  poichè  05=00=—-,  2/=—,  ne  Tiene h  -^— =ft*;  — +-^-=^11 

e  moltiplicando  per  zéro,  abbiamo  le  identité  0=0,  e  0=0. 

Ma  siccome  le  (11)  equival^^ono  aile  seguenti  6|^=h|,  bM=^hi,  bea 
si  lede  che  sono  incompatiMi,  flnchë  non  sia  hiih^^btio^:  questa 
iocompatibiliti  ci  viene  indicata  dall'Algebra  con  le  formole  (10).  Or 
inesso  che  sia  h^ihi^biib^  nel  tempo  âtesso  cbe  a|=a2=o,  le  formole 
(2)  dànno  ?a1ori  iodetermioati  per  Oc  ed  y,  menlre  dalle  (il)  il  valore 
di  y  resta  determinato  e  uguale  ad  h^:b^^hi\.  Perô  vedremo  che  le 
formole  (2),  trattale  in  altro  modo,  dànno  veramente  per  y  questo  ya- 
lore,  e  per  x  un  yalore  iodeterminato.  In  effetti  poniamo  da  prima 
che  sia  h^ib^-h^ibi^  e  ponendo  nelle  (2)  in  luogo  di  hf  il  valore  trat- 
to  da  questa  eguagiianza  ne  risulta 

a|6,— 6|Oj'       ^    b^'a^b^—biO^    6,  ' 

e  fâcendo  Taltra  ipotesi  01=02=0,  si  à  as= — ,  y^=^*  Troviamo  quin- 

di  un  yalore  determinato  per  y;  e  ciô  è  avyenuto  perché  con  questo 
procedimento  abbiam  potuto  scorgere  il  fattore  comune  che  l'ipotesi 
h^:b^^îif;\  introduceva  nel  numeratore  e  denominatore  deir  espres- 
sione  di  y,  e  che  s'annullava  col  supporre  01=02=0;  il  che  à  d'accor- 
do  con  quanto  fu  spiegato  al  n.^  296.  Lo  slesso  non  avviene  per  la 
Xj  ed  è  perciô  che  qoesl'  incogoita  è  rimasta  indeterminata.  Il  che 
puôesserealtrimenteconfermalo,  osservando,  obe  per  la  condizione 
a|=O2=0,  le  due  equazioni  date  sono  délia  forma  6,j/=/i|,  b^y^h^^ 
e  per  essore  /i,:  b^—h^:  bji  qualunque  valore  si  voglia  dare  a  a;,  que- 
ste  equazioni  si  accorderanno  sempre  a  dare  un  unico  e  medesimo 
Talore  per  t/;  onde  quello  di  x  rimane  indetenninato. 

AvTBRTBNZÀ.  —  Nel  caso  3.®  non  si  poteva  mai  trovare  valori  de- 
terminati  per  x  e  y,  corne  si  è  trovato  determinato  nel  caso  attuale 
per  j/;  imperocchè  i  termioî  délie  fraziooi  (2)  nelle  ipotesi  del  caso 
3.^  erano  nuili,  indipendentemente  da  qualunque  yalo^e  délie  lettere 
che  compongono  quelle  formole. 

5."  Sia  h|=fc2=o,  a^  62-^i««=o»  ^  ï®  (2)  daranno  per  û5  e  y  ya- 
lori  indelerminati.  Col  fatto  le  equazioni  (1)  per  essere  /i|=/4=o  di* 

Tcngono  Ojaî+-b|2/=o,  a^+b^=Oj  e  dànno  y=— T-a:,2/= — r-Xt 

e  poichè  per  la  seconda  condizione  è  a^lb^^^a^ibi,  cosi  esse  non  ne 

O4 
costituiscono  essenzialmente  cbe  una  sola  ]/=--r^fl;,  e  perô  i  yalon 

dix  ey  sono  Indetermînati.  Ha  in  questo  caso,  a  difîerenza  del 
caso  i/f  abbiamo  che  il  rapporto  délie  incognito  à  determinato  ed 
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=-(a|  :  b,)  ;  il  che  non  sarebbe  avvenulo  con  la  sola  condizione  h^ 
=h^,  che  avrebbe  dato  x=o,  y=o,  e  quiadi  sarebbe  sialo  indeter- 
minato  ancora  il  rapporte  fra  le  due  incognite. 

Ora  se  qui  trofiamo  un  rapporto  determinato  per  le  incognile  è  per- 
ché un  tal  rapporto,  per  hi=h^=Oj  a^  bf—bia^o^  ammette  un  faltore 
comune  nei  suoi  lermini,  il  quale  s'annulla.  In  fatti,  dalle  formole  (2) 

y     (Xi/u—Ziia*  bmCt* 

si  deduce  -^^-=  r-r — r-r-,  e  messo  -^—  in  luogo  di  62»  îû  vîrlù  délia 

OB      fl/iO^ — 0|/l2  Qf 

seconda  relazione,  si  à  ■;^=-,  .     '   , — ^=—7-,  e  si  vede  che  il 

fattore  aih^-h^a^f  che  s'annulla  da  se  stesso,  seconde  la  prima  rela- 
zione, è  quello  cbe  farebbe  presentare  sotto  forma  indeterminata  il 
dette  rapporte,  e  soppressolo  conduce  al  vero  yalore  — aiib,,  corne 
con  allra  via  si  ë  trovato. 

Ma  nel  case  i.^  i  termini  del  rapporte  sono  nulli  da  se  stessi,  sen- 
za  supporre  alcun  valore  parlicolare  ad  alcuna  délie  lettere  die  lo 
compongono.  Ciô  conferma  sempre  più  il  principio  del  n.®  296,  cioè 
che  ae  wna  frazione  si  présenta  80U0  forma  indetermmata  da  se 
stessa^  0  vero  senza  assegnare  alcun  particolare  valore  aile  lettere 
che  la  compoThgonOf  si  deve  ritenere  corne  veramente  indeterminor 
ta;  ma  nel  caso  opposio  quelVindeierminazione  è  apparente,  e  de-' 
v'esservi  un  fattore  comune  ai  termini  deUa  frazione,  soppresso  il 
guole,  si  dediice  il  vero  valore  di  essa  frazione. 

SOS.  Vi  sarebbero  ancora  a  considerare  i  casi  in  cui  fossero  nulli 
i  coemcienti  di  due  tgnote,  0  il  coefflciente  d*una  incognila  e  un  ter* 
mine  note;  ma  perché  troppo  semplici  li  lasciamo  alla  cura  del  letto- 
re.  D*altronde  vedremo  in  altro  luogo  Teslensione  deVisuItamenti  pre- 
cedenti  aile  equazioni  a  un  maggior  numéro  d'incognito. 

CAPITOLO  IL 

Equailone  del  ^.^  irrado  ad  mi'bMOfMllii. 

LEZIOJVE  XXIX. 

Risoluzione  delVequazione  di  2.^  grado  a  urCincognUa. 

809.  Un'equazione  del  2.^  grado  a  un'ignota,  ordinale,  à  la  forma 

(1)  "  a^x^+a^x-^a^o  ; 

essa  à  compléta  se  nessuno  de'coei&cienti  ao, 01,02,  ^^^  >n  générale 
sono  algebrici  e  indipendenti  da  a? ,  0  numerici,  è  nulle  :  quando  il 
coefflciente  a|=o,  l'equazione  suolesi  dire  pura,  e  à  la  forma 

(2)  CoOs^+Oa^o. 

310.  Comindando  dal  trattare  la  risoluzîone  di  questa  forma  d*e- 
quazione,  porteremo  il  termine  note  02  nel  seconde  membre,  e  divide- 
remo  lutta  Tequazione  pel  coef&ciente  a^  :  allora,  dinotando  con  q  il 
quozieale  —02  :  Oo ,  la  (2)  preoderà  la  forma 

(3)  œ«=;g , 
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dalla  quale  immediatamente  si  scorfçe  che  il  quadrato  deiriocogoita  è 
uguale  a  g  ;  e  perô  questlncognila  dev'essere  aguale  alla  radice  qua- 

drata  di  g,  cîoè  deVessere  x=  v^gTKa  inoltre,  comecliè  ua  quadrato 
pnô  derivare  tanlo  da  una  radice  posiliva  che  da  una  negativa,  cosl, 
più  generalmente,  deVessere 

(*)  œ=àz  v/gl 

Ouesio  è  pertanlo  il  valore  di  x  che  risolve  reqaazione  di  2^  gra- 
do  (3),  perché  soslituito  in  delta  eqoaziooe  la  soddisfa  ;  e  perô  pos- 
siamo stabilire  laseguente  regola  per  risolvere  requazioae 
di  2.®  grade  pura:  si  ridtica  la  dato  egt^azione  alla  forma  x^q; 
%'esXTagga  dal  secondo  membro  la  radice  guadrato,  esaiiamente  o 
per  approssimazione  ;  questa  radicSy  presa  col  segno  +  e  col  —  , 
darà  due  valori  per  Vincognita  délia  proposta  eguazione. 

£s£.  —  1.^  Equazione  data  4x*— 3=x*+24  ;  si  à 

3x*=21,    x«=^=9,    x^àz  v/y=:i=3  ; 

valori  deirincognita  :  a;=3,  a;=-3. 
2.®  Equaxîone  data  œ*— 10+|=|+|^x*  ;  si  à 

12aî'"-120+9=8+6xS    6x*=:119,    x«=4?, 

a5=±  v^=±  — g — ==t  — r — =±4,45.....  ; 

valori  deirincognita  :  x=4,43...  ;  x=— 4,4S.... 
3.^  Equazione  data  ax^+b^=a^-^bx^  ;  si  à 


(a-6)x*=a*-6* ,    x* = r-  =a+6,    x==t  Va+b  ; 

valori  dell'  incognita  :  x  ==  V^a+ft  ,  x=—  V^a+6. 

311.  AwsRTBKZA.  —  É  da  notare  il  caso  in  cai  nell'equazione  (3) 
il  termine  note  risolti  négative  :  in  tal  caso,  dinotando  con  g,  il  valor 
nomerico  di  dette  termine,  per  modo  che  sia  g=-gf ,  l'equazione  data 
sarà  x*=-gi ,  o  sia  x*+g,=o,  e  i  valori  di  x  che  la  risolvoDO  sono, 

secondo  la  formola  (4),  i  seguenti  :  x=^  v^— g,  ;  ma  la  radice  quadra* 
la  d*una  qoantità  negaiiva  è  immaginaria  (n.^  8S),  quindi  i  valori  che 
risolYono  requazione  x^+g,=o,  essendogi  una  quantité  essenzialmen- 
te  positiva,  sono  immaginarii.  Queslo  risultamento  che  indica  l'impos- 
sibilità  deiresistenza  d'un  valore  reale,  nel  caso  in  questione,  spiega 
nel  tempo  stesso  Timpossibilità  di  poier  sussistere  la  data  equazione 
x*+gi=o  con  valori  reali  di  x;  col  fatto,  qualunque  sia  questo  valore 
reale,  positive  o  négative,  il  sue  quadrato  è  sempre  positive  ;  ma  an- 
che gi  à  qoantità  positiva,  e  perô  la  somma  x'+gi  non  puft  esser  mai 
nnlla  per  valori  reali  di  x. 

312.  In  conclusiooe ,  requazione  pura  x'=g  ammette  due  valori 
eguali  e  contrarii  per  Tiacognila,  che  sono  reali  o  immaginarii,  secon- 
dochè  g  ë  positive  o  négative  ;  essendo  reali,  sono  razionali  o  irrazio« 
nali,  secondochè  g  è  un  quadrato  o  no.  In  ogni  caso  soddisfanno  Te- 
qnazione,  e  per  ciô  sonchiamati  r  ad  ici  deU'equazione.  In  générale 
si  chiama  radiée  d*un'equazionei  di  qualunque  siesi  grado. 
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quel  vaiore  reale  o  immaginariOf  che  mesao  in  luogo  deUXignota 
soddisfa  Vequazione. 

313.  AvYERTENZA.  —  â'avYerta  di  non  coDfondere  la  radiée  iïun 
n/umero  conla  radice  d'un' eqtmzione.  La  prima  è  il  risuUamento 
d*un*unica  operazione  numerica,  Vestrazione  di  radice  d*un  certo  gra- 
do  ;  montre  la  secooda  pu6  essore  il  risultameoto  di  più  di  quoste  ope- 
razioni  sussocuiiyamente  ripetate,  e  di  altro  operazioai  numerlche  o 
algebricho.  Oltr'a  ciô  la  radice  d'un  numéro  è  un  altrc  numéro,  razio- 
nale  o  irrazionale,  montre  la  radice  d'uo'equazione  pu«>  esser  non  solo 
quantilà  posiliya  o  negativa,  ma  benanche  reale  o  imiaaginaria. 

314.  Passiamo  ora  alla  risoluzione  deirecpiaziooe  compléta 

(1)  a^x^+a^x+a^^o  ; 

e  prima  d*ogn'altro  osserriamo  che  la  sua  generalllà  non  sarà  tarbata 

se  la  dividiamo  per  ao  ;  quindi,  fatta  quesla  diyisione,  e  posto 

W  ^=P.  1=,, 

per  sola  semplicità,  potrem  dare  alla  (1)  la  seguente  forma  : 

(6)  aî*+pœ+g=o , 

che  à  quella  alla  quale  s'inteode  sempre  ridotta  Fequazione  di  2.^  gra- 
do  compléta,  per  dedume  la  sua  soluzione. 
Posto  ciô,  si  passi  q  nel  seconde  membre,  e  s*avrà 

(1)  aî*+pcc=--g  ; 

quindi  osseryiamo  cbe  se  11  primo  membre  fosse  quadrato  perfetto, 
dlora  eslraendo  la  radice  da  ambi  i  membri,  Tequasâone  s'abbasse* 
rebbe  al  i.^  grade,  e  si  risolverebbe  con  le  regole  già  spiegate  ;  ma 
quel  primo  membro,  corne  binomio,  non  puô  esser  quadrato,  percliè 
il  quadralo  d'un  monomio  è  un  altro  mooomio,  e  quelle  d*un  binomio 
è  un  Irinomio  (q.^  57)  :  perô  puô  divenire  un  quadrato,  imperocchè, 
paragonandolo  col  quadrato  del  binomio  x+h,  che  è  x'+2/iœ-fh'  »  si 


membri  délia  (7)  essa  non  sarà  turbata,  e  diviene 

(»+ip)*=b>»-g  ; 
ora  estraendo  la  radice  da  entrambi  i  membri  avremo  ; 

a5+îp==hv^ip*-g  ,  (•)  e  quindi 

(8)  œ=-Jj)=±:\/tpï-q. 

(*)  Non  si  è  dato  il  doppio  segno  anche  al  primo  membro,  perché  non 
stayrebberoconeiôpiùcasidiquelliche  si  ànuo  col  darlo  solo  al  seconde 
membro  ;  in  fatti^  se  si  volesse  darlo  anche  al  primo  membre^  s'avrebber  le 
segaenti  quattro  combiuazioni  tra  i  segni  : 

x+l^  =  v'irP'-g,        œ+JP  =-  v/fp*-g, 

-(œH-ip)=  \/ip*-« ,     -(aH-j[p)=-  v4p*^ 
e  cambiando  i  segni  in  queste  seconde^  esse  coincidono  con  le  prime. 
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Sono  quesU  f  talori  di  x  che  scddisfaono  la  proposta  equadone  (6),  o 
Toro  90no  le  radici  di  qaairequazioae.  In  effetti,  sostitaeado  nel  pri- 
mo membro  délia  (6)  in  luogo  di  x  Fespressione  (8)  abbiamo  : 

ma  (-^P=fcVip'-g)'=îP'=FP  V^P^Hp*-5»  e  pHp^  ^ÏP^-q)=^ 
-|.p«d=p  v^Jp*— g  ;  quiodi  Tespressione  précédente  si  riduce  a  xero  ; 
e  perô  sosUlueudo  nella  (6)  in  luogo  di  x  il  valore  (8)  risulta  o=o  ; 
onde  è  fero  che  le  espressioni  (8)  veriiicano  la  (6)  e  ne  sono  le  radici. 

31S.  Dopo  avère  risoluta  Fequazione  (6),  e  quindi  la  proposta  (1), 
paragonando le  forinole(8)  conrequazioDe(6)  ne  deduciamo  la  rego- 
la  per  la  risoluzione  delT  equazione  di  2.^  grado  com- 
pléta :  ridotta  un'  eqxuizione  di  2*  grado  alla  forma  x*+px+q=o, 
rincognita  è  uguale  alla  meta  del  coeffidente  del  seconda  termU 
ne,  jyreso  col  segno  mutalo,  più  o  meno  la  radice  qubadrala  deUa 
somma  del  quadrato  di  delta  meta  e  del  termine  noto^  preso  col 
aegno  cambiato. 

EsE.  —  1.**  Equazione  data  3a5*-5=2x*+2x+3  ;  si  à 

aJ»-2aj-8=o,   œ=l±  V^ÎT8=l=t  V^=l=fc3  ; 

Talorî  deirincogoiia  :  «=1+3=4 ,  a5=l-3=-2. 
2.*  Equazione  data  oc^-Ja?— |=5^a5*+œ  ;  si  à 
12x»-3cD-18=4aî*+12x,  8a5*-15a5-i8=o,   a5«-f<B-..af:=o , 

15      /(15)^     18     15  .     /225+18.32 

▼alori  dcinncognita  05=-^ (43,29...)  ;  x=^~^ (13,29...). 
3/  Equazione  data  3x*— 4œ+5=o  ;  si  à 

j— ^    2±\/--il 
X  —  ja/+3-=o,    a5=g-=h.^^--^=       -        j 

Talori  deirincogQila  :  03=^2+ v/^),  œ=î  (2-v/^). 

Nel  primo  esempio  le  radici  sono  razionali  ;  nel  secondo  irrazio- 
naU  ;  e  immaginarie  nel  terzo. 

LEZIONE  XXX. 

Pfoprielà  délie  radici  delVeguazione  di  2^  qrado.  —  Disamina  dei  valori 
di  queste  radtcî,  secondo  i  valori  e  segni  de*  coe/JicterJi  délia  data  egua« 
ziane. 


».  Dinotando  con  as',  xf'  le  due  radici  ddfequazione 
(!)  a;»+paî+g=o , 

abbiamo,  secoodo'la  regola  del  n.^  315 , 

(2)  x'=-ip+v/^pM",      aî^'=-h)-v1pM"; 

da  queste  formole  generali  si  scorge  ciô  che  gli  esempi  particolavf 
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an  mostralo,  cioè  ohe,  se  g  è  qaantità  essenzialmenle  positifa,  dette 
radiai  sono  reali  o  immaginarie,  secofidoc/iei^p*>q,  0  7p'<q, 
ctoè  seconda  che  il  qibadrato  délia  meià  del  coeffiGiewie  del  secondo 
terminée  maggiore  o  minore  del  termine  no  to.  Essendo  reaii, 
sono  razionali  o  irrazionali,  secondo  che^-p'— q  è  un  qua* 
drato  0  pur  no,  sia  q  positivo  o  negativo., 
sn.  Sien  qualunque  coteste  radici,  le  (2)  sommate  dànno  : 

(3)  aî'H-a/'=-:P , 

epevàl.^inogniequazionediî.^  gradola  somma  délie  radiei 
è  uguale  al  coefflciente  del  secondo  termine  col  segno  mutato. 

Inoltre,  se  poniamo  v^îp*-g=m,  e  quindi  m*=J^p*— g,  le  (2)  diven- 
gono  x'=~J^+m,  a;"=-|p— m,  si  che  x'a/'=(^p-m)(^-i-m)=|p*-"m*, 
0  Ycro,  rimettendo  per  m*  il  suo  précédente  valore  e  riduceodo, 

(4)  aî'œ"=g , 

dunqae  2.®  in  ogni  equazione  del  secondo  gradOj  il  prodotto  det- 
te radiei  ë  uguale  al  termine  nolo^  preso  con  lo  slesso  segno. 

SIS.  Finalmeote,  sostiluendo  i  Talori  (3)  e  (4)  di  p  e  g  nella  (t), 
qaell'equazione  prende  la  forma 

a5*-(x'H-a5")a3+3c'^'=o,  o  vero  (aj-œ')  (œ— œ")=o , 

si  che  x*+px+g=(x-x')  (x-as"),  e  perô  3.^  lî  primo  memibro  dette» 
quazione  (1)  ë  i{  prodoUo  di  due  faUoHdi  i.^  grado^  duscuno  dei 
quaii  ë  la  somma  deWignota  e  d'una  radiée  presa  col  segno  mutolo. 
Ânzi  più  generalmente,  osservando  che 

aoX*+a4X+aj=ao(x*+  —  x+— )=ao(x*+px+g)=ao(x-x')(x-aî^'>, 

^       a0       a^/ 

puô  dirsi  che  il  primo  membre  delfeqaazione  aoX*+a|X+chr=o  è  il 
prodoUo  del  coefBciente  a^^  e  de'  due  predetti  fatlori  di  1.®  grado. 

S19.  Mostrale  coteste  notevoli  proprietà  délie  radiei,  passiamo  a 
moslrare  come,  esseodo  data  un*equazione  di  2^  grado,  si  possa  dal 
Talore  e  segno  di  ciascuno  de*  suoi  coefficienti  conoscere  la  natara  e 
il  segno  délie  sue  radiei.  Ora  i  varii  casi  che  puô  presentare  un*eqaa- 
zione  di  2.®  grado,  in  ordine  ai  suoi  segni  espliciti,  sono  i  seguenli  : 

(5)  x*+paH-g=o,    (6)    x*-px+g=o, 
(7)                   x*+î)X-g=o,    (8)    x*-px-g=o, 

e  in  tntle  queste  equazioni  i  coeCBcienli  p  e  g  rappresentano  quanti  là 
essenzialmenle  positive.  Le  (5)  e  (6)  si  riferiscono  al  caso  in  cui  il  ^ 
termine  noto  è  positiTO  ;  le  (7)  e  (8)  al  caso  in  cui  questo  termine  è 
nesfativo. 

320.  Posto  ciô,  osserveremo  anzi  tuito,  che  se  nella  (6)  si  pone 
œ=— 2,  quelFequazione  prende  la  forma  a*+p5+g=o,  che  è  precisa- 
mente  quella  délia  (S)  ;  per  modo  che,  dinotando  con  x' ,  x"  le  radi- 
ei délia  (S),  quelle  deli'equazione  in  z  saranno  z'=x',  2"=:x'';  ma,  per 
la  relazione  x=-z,  tra  i  valori  dell*incognila  x  délia  (6)  e  quel  H  dél- 
ia 2  delFequazione  in  z,  i  valori  di  x  sono  eguali  e  di  segno  contrario 
a  quelli  di  z  ;  quindi  dinotando  con  X| ,  x,  le  radiei  délia  (6)  s!  à 
Xr=-a5',  Xt=-x";  laonde  le  radiei  deli'equazione  (6)  sono  ^uali  e 
di  segno  contrario  a  quelle  deli'equazione  (5).  Àltrettanto  si  dimostra 
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in  ordine  aile  equazioni  (7)  e  (8^;e  quindi  basta  oceuparsi  spezialmen- 
te  deUe  sole  equaziooi  (S)  e  (7). 
321.  Posto  ciô,  le  radici  a/,  a/'  délia  (S)  sono  espresse  da 


(9)  aj'=^Jp+  \/ip^-q  ,      œ"=^î-p-  V^Ml 

e  sono  reall  flnchè  îp*>g;  nel  easo  contrario  sono  imraagioarîe  ;  quîn- 
di  (n.®  pre.  )  la  stcsî-a  cosa  avviene  per  le  radici  délia  (6).  Suppo- 
nendo  pertanio  che  coteste  radici  sien  reali,  allora  osserveremo  che 

J:P*>Jp*— g ,  e  perô  anche  l~p>  v^Jp*— g,onde  nella  prinoa  delle  (9)  la 
parte  razionaie,  che  à  il  segno  —,  è  maggiore  della  irrazionale,  che  à 
il  segno  +,  si  che,  riducendo,  si  troverà  che  il  segno  del  secondo 
membro,  e  quindi  quello  di  œ'  è  il  — .  La  seconda  poi  delle  (9)  è  som- 
ma  di  due  quantité  négative,  quindi  x"  anche  è  negaiiva.  Perlanto  Ve* 
qitazione  (5),  in  cui  i  coeflicienli  p  é  q  sono  quanlità  cssenzialmenlo 
positive,  à  le  radici  (quando  sono  reali)  enlrambe  negalive,  £  quin- 
di (n.**  pre.)  Vcquazione  (6),  in  cul  il  coefficienlc  del  seconde  termi- 
ne ènegaUvo,  e  il  termine  note  è  posilivo,  à  le  radici  (quando  sono 
reali)  enlrambe  posiUve. 
S22.  Similmente  le  radici  della  (7)  sono  espresse  da 

(10)  a5'=-|p+  v/fpH?  ,       œ"=~-|^-  v4p*+q", 

ne  posson  mai  divenir  immaginarie^  perocchè  solto  il  radicale  vi  è  la 
somma  di  due  quantilà  essenzialmcnte  positive,  che  perciô  non  puô 

înaîdivenirnegativa.Inollre,essendoJp^<î-p*.+çe  quindi  Jp<  v/jp*+g. 
si  Tede  che  nella  prima  (iO)  la  parte  irrazionale,  che  è  positiva,  è 
ma$;giore  della  razionaie,  ch*ô  negativa,  per  conseguenza  a)'>o.  Quan- 
to  alla  seconda  (10),  corne  chiaro  si  vede,il  secondo  membre  è  la  som- 
ma di  due  quantilà  négative,  e  perô  x''<o.  Di  più,  comecbèla  secon- 
da (10)  è  una  somma,  e  la  prima  una  dilTerenza,  cosl^  in  yalore  asso- 
lulo  œ">x'.  Portante  YeqvAizione  (7)  à  le  sue  radici  sempre  reali  e 
di  segno  contrario,  e  la  maggiore,  in  valor  numerico,  è  la  negativa. 
E  qumdi  (n.®  320)  Yequazione  (8)  à  le  sue  radici  sempre  reali  e  di 
segno  contrario,  e  la  maggiore  in  valor  numerico  ë  la  positiva. 

323.  Se,  nell'equazione  (5)  ip*=9,  le  sue  radici,  secondo  le  formo- 
le  (9),  divengono  eguali  Ira  loro,  e  ciascuna  eguale  a  — î^p.  In  lai  caso, 
ponendo  nella  (5)  in  luogo  di  q  il  suo  valore  J-p*,  queirequazione  di- 
fiene  («*-fpx-fJp*)=o,  o  vero  (a5-fJp)'=o  ;  vale  a  dire  che  se  le  ra- 
dici d*un'equazione  di  2**  grado  sono  eguali,  il  suo  primo  membro 
è  un  quadralo  pnletto  ;  e  reciprocamenle,  se  il  primo  membro  è  un 
quadrato,  le  radici  sono  eguali  :  ciô  avviene  quando  U  termine  noto 
è  posilivo,  e  il  quadrafo  della  meta  del  coefficiente  del  secondo  ter- 
mine è  uguale  ai  termine  noto. 

324.  Se  p=o,  requazione  proposta,  si  riduce  alla  Torma  incomple- 
ta  xHg[=o,  e  le  radici  (reali  o  immaginarie)  sono  eguali  e  di  segno 
contrario. 

3M>.  Se  g:^o,  la  proposla  à  la  forma  a5*-i-pcc=o,  che  puô  scrîversi 
ancora  cosi  :  a;(a54-p)=o,  ed  è  veriBcala  sia  ponendo  a5=o,  sia  a5=— p; 
e  perô,  se  il  termine  noto  è  nullOy,una radiée  è  nuUa,  ïallra  è  ugua- 
le al  coefficiente  del  secondo  termina  col  segno  mutato. 
BuBiNi  Elem.  d'Algebra.  17 
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OssERYAzioNE.  —  Quosta  coDcIusionc  si  trae  ancora  ponendo  diret- 
tamcnte  g=o  nelle  formole  generali  (2),  che  cosl  diveogODO 

326.  Riepilogando  il  ûq  qui  detto,  possiamo  formolare  i  seguenli 
criterii,  per  riconoscere  dai  valori  e  segni  de*  coefficientideirequazio- 
ne  di  2.^  grado  (i)  la  natura  e  il  segno  delle  sue  radici. 

1.®  Sono  reali  le  radici,  îi)*~q>o,  e  se  immaginarie  se  ^p*— 9<o. 

2.®  Se  9>o,  e  î-p*=g,  le  radici  sono  eguali  e  dello  slesso  seguo,  e 
ciascuna  è  uguale  alla  meià  del  coefilciente  del  secondo  termine  col 
segno  cambiato. 

3.^  Se  9>o,  le  due  radici  (se  son  reali)  sono  entrambe  posiine,  se 
il  coeflioiente  del  secondo  termine  è  négative  ;  e  sono  entrambe  né- 
gative, se  il  coefficiente  del  secondo  termine  è  positivo. 

4.^  Se  9<o,  le  radici  sono  una  positiva,  Taltra  negaliva,  e  la  prima 
ë,  in  valore  assoluto,  maggiore  o  minore  délia  seconda,  secondo  che 
il  coefficiente  del  secondo  termine  6  négative  o  positivo. 

5.^  Se  9=0,  una  radiée  è  nuUa  ;  Taltra  è  uguale  al  coefficiente  del 
secondo  termine  col  segno  cambiato. 

6.®  Se  p=:0,  le  radici  sono  eguali  e  di  segno  contrario. 

S2V.  Resta  a  considerare  un  coso  singolare^  che  si  présenta  quau* 
do  requazione  di  2.^  grado  si  ritiene  sotto  la  forma  primitiva 

(11)  aoœHo4a3+aj=:o  (1,319) , 

e  si  suppone  a^^o.  Per  porre  in  disamioa  questo  caso,  convien  porre 

nelle  formole  (2)  —^  in  luogo  di  p,  e  —  învece  di  q  ;  in  tal  modo  le 
radici  délia  (11)  saranno  cosl  espresse  : 

^*-^         ^-  2Z  '     ""-  2^ 


"0  *'"'0 


Or  se  in  queste  formole  facciamo  ao=o,  risulta  œ'=J ,  a;"=  — oo .  Ma, 
secondo  il  dette  nel  n.®  296,  volendo  conoscere  il  vero  valore  di  x', 
che  si  présenta  sotto  la  forma  ^,  bisognerà  cercare  il  fattore  comu- 
ne  ai  termini  di  ciascuna  dclle  frazioni  (11).  E  perciô  moltiplîche- 

remo  i  termini  délia  prima  per  a^+  Va^^-ia^a^ ,  e  quelli  délia  se- 
conda per  a^—s/ai^-ia^Qi,  e  lenendo  présente  la  (15,  55),  avremo: 

(a^—  v/a|^-4ao^)(^i+  ^^ai^-ia^a^) 


(13)  x=- 


2ao(a,+  V^a,2—4aoa,) 
^i^-^i^+ictoOa  — 2a2 


(14)  ^/^    (g|+  N/g|*-4a^a,)  (a,-  v/a,^^4a,a,) 


20o(«i-  v/ai*-4aoaj)    a,-  s/a^^-ia^a^) 
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Ora,  supposlo  0^=0,  Iroviamo  03'= — =■ ,  05"=— od;  quîndi  nel  caso 

ÎD  dîsamina  una  radiée  è  determinata  e  finita,  Fallra  è  infinita. 

51^8.  OssERVAzioNE.  —  L*  ipotcsi  ao=o,  che  à  dali  coiesii  risulta- 
inenti,  propriamente  parlando  ,  riduce  la  proposla  (11)  alla  forma 
ajîr-fa2=o,  cioè  a  un'equazione  del  1.®  grado,  la  quale  dà  soltanlo  œ= 
--o^  :  a,.  Or  qui  è  appunlo  un  oilro  di  quei  casi,  in  cui  il  zéro  e  Y  in- 
finilo  devonsi  intendere  corne  veri  valori,  il  primo  più  piccolo,  e  il 
secondô  più  grande  tra  tutli  quelli,  cbe  puô  assumere  una  quantità 
variabile,  se  Yuolsi  che  la  gcoeralilà  d'uua  fotmola  non  sia  turbata. 
Cosl,  se  si  suppone  cbe  a^  sia  il  zéro  arirmelico,  laformola  (11),  co- 
rne abbiam  veduto,  si  riduce  al  1®  grado;  ma  supponendo  che  a^,  con- 
Terga  a  quel  limite  zéro,  la  (11)  rimarrà  sempre  dello  stesso  grado, 
e  la  seconda  délie  (12),  diminuendo  il  suo  denominatore,  s*andrà  av- 
vicinando  airopposto  limite,  Tinfinito;  e  per  serbare  la  sua  generali- 
tà  airequazione  (11)  dobbiamo  non  supporre  mai  raggiunli  colcsiili- 
mits  net  quali  la  generalità  si  perde.  In  questo  modo  si  puô  pure  ve- 
riflcare  come  i  due  valori  Irovaii  a5"=— 00=-^  soddisfino  la  proposla 
equazione  (12);  in  fatli  poniamo  in  essa  0  in  luogo  di  a^,  e  conside- 
riamo  il  simbolo  0,  come  quello  d*una  quantità  fiaita  e  diversa  da  ze- 

0  1         1 
ro;  aTremo  cosl,  ao-~--aj — [-0^=0,  e  molUplicando  per  0*,  verra 

Oo^o— aj.o+a2.o*=o:  or  il  prîmo  membre  è  una  quanlilà  inflnîlamenle 
piccola,  come  il  secondo,  ne  vi  potrà  perciô  cssere  alcuna  difTerenza 
assegnabile  tra  essi,  quindi,  nella  messa  ipolesi,  la  (11)  è  veriûcata 
dal  yalore  — ao  • 

A  compimento  délia  précédente  disamina  rimane  ancora  ad  esa- 
mioare  il  caso,  in  cui  neila  (11)  sia  ad  un  tempo  ao=o,  a|=o.  In  que- 
sto caso,  le  forraole  (13)  e  (14)  mostrano  immediatamenie  che  en- 
trambe  le  radici  ce' ,  x"  divengono  inflnite;  e  qoi  pure  cotesli  valorî 
debbonsî  riguardare  come  limiti  verso  cui  convergono  dette  radicii 
mentre  i  due  coefïlcienti  %  ,  a^  convergono  a  zéro. 

S20.  E  finnlmente  (riova  notare,  che  se  requHzione  di  2^  grado  si 
ritiene  sotlo  la  forma  (11),  allora,  seconde  le  formole  (12),  le  radici 
sararmo  rcalî  0  immaginarie,  seconda  che  il  quadrcAo  del  coef- 
ficiente  del  secondo  termine  è  maçç g iore  0  minore  del  quadru- 
pla prodoito  del  coeffidenîe  del  primo  pel  termine  noto. 

LEZIONE  XXXL 
Risoluzxone  di  problemi  dipendenli  da  equazioni  di  2.^  grado. 

3SO.  Esposta  la  maniera  dl  rîsolvere  un'  equazione  di  2.^  grado, 
pass>amo  a  risoivere  alcuni  problemi,  la  cui  soiuzione  da  sifTatle  e^ 
quazioQi  dipende;  e  a  indicar  la  via  da  tenere  neir  interpelrare  come 
i  valori  deirincognitn,  i  quali  sempre  verificano  Tequazione,  soddi- 
sfino pure,  in  taluni  casi,  il  problema. 

S31.  Problema.  —  Un  mercadante  à  160  meiri  di  certa  iela,  dél- 
ia quale  ne  vende  alcuni  metri  :  quindi  compra  aliri  6298  metri 
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delIa  sfessa  tela,  e  twi  cîd  non  solo  nmpta^j^a  i  m^iri  vendutt,  ma 
df  ptfft  ^flruoflflmqitcsfo  stesso  nwmero  rip(?tuto  tanfe  uoWe  per  quanti 
erano  i  m^iri  rimasli  dopo  la  vendita  fatta.  Qua/rUi  erano  i  metri 
venduti  ? 

SoLuaEioNB.  — Chiamando  as  queslo  numei^o,  quello  dei  œctri  ri- 
masti  sarà  160— x;  quindi  per  condizione  del  problema  devesi  avère 
x+  (160-x)x=6298,  e  perô  sviluppando  e  ordioando,  si  à 

x*-l 61x4-6298=0,  d'onde  si  trae 


161     J(161)*     ..^.    161±v/2592l~25192 

quindi  s'ànno  due  Talon  x  =94  ,  Qcf'=^61,  e  ciascuno  di  essi  puô  esse* 
re  risposta  al  prôbiema,  perché  soddisfa  completamente  la  condizio- 
ne espressa  neli'enunziato. 

SS2.  Problema,.—  Trovare  un  numéro  tale^  che  il  suo  quadraîo 
diminuUo  di  3  volte  lo  stesso  numéro  dia  per  resta  4. 

SoLuzioNB.  —  Dinotando  con  x  il  numéro  cercato,  l'equazione  del 
problema  è  la  seguente: 

(1)  x«-3x=4, 

la  quale  risoluta  dà  i  duevalori  x=4,  x=— L  Siccome  riocognita  x 
rappresenta  un  numéro^  e  perô  una  quantità  positiva,  la  soluzione 
x=— 1  dev*essere  rigettata,  e  il  problema  proposto  non  ammeUe  che 
la  sola  soluzione  x=4. 

333.  Atvbrtenza.  —  Quesl^  conclusione  è  vera,  finchë  si  cerca 
un  numéro;  ma  se  si  traita  d'una  grandezza  in  générale,  in  cui  deve- 
si tcner  conto  del  valore  numerico  e  del  segno,  allora  cntrambe  le 
soluzioni  possono  essero  risposta  al  problema.  Or,  se  1*  equazione, 
che  deve  risolvere  il  problema,  non  si  présenta  in  modo  da  dare  Tu- 
nica  soluzione  che  si  va  cercando,  è  perché,  rappresenlando  con  x 
un  soggetto  ignoto,  non  possiamo  alligger  a  x  un*idea  spéciale,  qua- 
rë  quella  d'un  numéro;  ma  dobbiamo  considerare  queslo  simbolo  co- 
rne rappresen tante  in  générale  una  quantilà,  che  per  ciô  puô  esser 
positiva  0  negativa.  Sotlo  questo  aspelto  tanto  la  soluzione  positiva 
x=4,  che  la  negativa  x=— 1  possono  convenire  al  valore  quanlitaUvo 
e  significativo  di  quel  simbolo;  e  gli  convengono  colfatto,  perché  en- 
trambe  soddisfanno  la  condizione  del  problema:  cosl  il  quadrato  di 
4,  che  è  16,  diminuito  di  3  volte  4,  cioë  di  12,  dà  4;  e  similmente  il 
quadrato  di  —1,  che  è  l,  diminuito  di  3  volte— i,  cioë  di  —3,  dà  pu- 
re 4.  D*altroode  supposto  cbe  si  potesse  ritenere  il  solo  segno  +,  o 
il  solo  segno  —  innanzi  ad  x,  ûllora  quando  si  viene  a  porre  in  equa- 
zione  il  problema,  siccome  il  quadrato  ë  sempre  positive,  cosl  nel 
termine  x^,  che  verra  neir  equazione,  si  perde  ogni  traccia  di  quel 
segno  particolare,  per  modo  che  l'incognila  x  puô  riferirsi  tanto  alla 
soluzione  positiva  che  alla  negativa. 

Il  supporre  da  principlo  +x,  o  — x  non  puô  produrre  altro  effelto 
che  quello  d*avere  l'equazione  (i)  o  la  seguente 

(2)  x«-h3x=4 , 
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ciascuna  délie  quali  deve  di  nécessita  nmmelter  le  due  soluzionî.  Se 
non  che,  le  radici  délia  (2)  cssendo  quelle  stesse  délia  (1)  ma  prese 
col  segno  niutato,  puô  aO'ermarsi  cbe  la  soluzione  negativa  —1  della 
(!)  è  una  soluzione  positiva  +1  della  (2);  e  poichè  cotesta  (2)  indica 
che  X  è  taie  una  quantità,  che  aggiwngendo  al  suo  quadrato  il  triple 
della  medesima  quantité,  la  somma  è  uguale  a  4f  cosl  puô  dirsi  che 
la  soluzione  negativa  deUa  (IK  positivamente  presa,  risolve 
un  problema  opposto  al  problema  dato, 

S34.  Per  meglio  mostrare  la  verità  delle  conclusion!  prccedenti,  ci 
proporremo  il  seguente 

Problema.  —  Sulla  retta  indefiniia  XY  sonovi  due  ptmti  Â  e  B 

1 1 1 1 1 1 

X    M'         A      M"        B      M      Y 

distanii  ira  loro  per  3  chUometri  ;  si  vuol  irovare  sulla  siessa  lU 

nea  un  punto  taie,  che  la  distanza^  média  geometrica  fra  le  due^ 

che  esso  deve  serbare  dai  punti  A  c  B,  sia  di  2  chiloinetri. 

SoLuzioiiB.  —  Non  sapendo  dove  il  punto  cercato  debba  cadere,  lo 

supporremo  cadere  in  M.  Posto  ciô,  osservcrcmo  cbe  il  problema  sa- 

rcbbe  risoluto,  se  si  conosccsse  la  distanza  del  punto  Mda  uno  dei 

punti  fissi  Ao  Bj  poniamo  da  A,  e  perciô  facciamo  AM=Xj  e  poichè, 

per  dato  del  problema,  AB=i,  sari^  BJI=AM—AB=x—^*  Ma,  seconda 

renuDziato  dev'essere  A!tl:2:  lilBM,  quindi,  sostituendo  i  simboli  al- 

gebrici,  avremo  05:2:  :2:aî-3,  e  perciô,  eguagliando  il  prodoito  de'ler- 

mini  estremi  a  quello  de'  medii,  Tequazione  del  problema  sarà 

(3)  a;2-3œ=4. 

Cotesta  equazlone,  corne  yedesi,  èidentica  alla  (1)  del  problema 
précédente,  e  perô  avremo  anche  qui  le  due  soluzioni  ac=4,  œ=— 1. 
Or,  se  la  distanza  del  punto  richiesio  Mal  punto  fisso  A  si  considé- 
rasse ne]  solo  valor  numerico,  delle  due  soluzioni  trovate  non  polrcb- 
besi  ritenere  che  la  sola  positiva  4  per  rispondere  al  problema,  corne 
agevolmenle  puô  veriflcarsi.  Ma  un  punto,  che  deve  distare  da  un  al- 
Iro  punto  fisso,  preso  sulla  stessa  retia,  puô  avère  due  opposte  posi- 
zioni  rispelto  al  punto  fisso  :  cosi  il  punto  M,  cbe,  solo  per  mettere 
il  problema  in  equazione,  abbiamo  supposto  a  destra  di  A,  si  puô 
egual mente  trovare  a  sinistra,  c  soddisfare  la  medesima  condizio- 
ne  del  problema.  Ciô  appunto  è  quel  che  indica  la  soluzione  negativa, 
la  quale,  quanto  a  valor  numerico,  rappresenta  la  distanza  di  i  chilo- 
meiroy  e  pel  ^egno  —  che  la  précède  mostra  una  disianza  opposta  a 
quella  preceduta  dal  segno  +;  si  che  vi  è  un  punto  Jlf  distante  per  4 
cbilometri  da  A,  e  a  dritta  di  queslo  punto  ;  e  un  altro  punto  ÈV  di- 
stante per  I  chilometro  da  A,  e  a  sinistra  di  queslo  puntu  ;  ed  è  age- 
vole  verificare  come  il  punto  M'  soddisraccia  esso  pure  In  condizione 
dei  problema  ;  imperocchè,  essendo  AM'=1,  ed  AB=3,  sarà  BM'=4, 

e  la  distanza  média  geomelrica  fra  le  due  AiU' ,  JB/H' è  appunto  v^4xi 
=  v/4==2,  come  si  vuole. 

Ora,  se  il  punto  dimandato  puô  trovarsi  in  due  opposte  posizioni 
rispetto  al  punto  fisso,  ne  v'è  mezzo  aicuno  come  poter  rappresentare 
con  un  sol  simboio  os  1  una  o  Taltra  delle  due  distanze  tra  questo  pun** 
lo  e  il  cercato,  TAlgebra  non  poieva  a  meho  di  non  darle  enlrambe  con 
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una  sola  equazione.E  se  voglia  dirsi  che  la  posizione  asscgnata  al  pun- 
torichiesto  ailorchè  si  è  mcsso  in  equazione  il  probleoaa,  à  definita 
quella  deile  due  posizioni,  alla  quale  s'inteadeva  alludere,  si  risponde 
che,  appunto  perché  questa  non  cra  la  sola,  che  poleva  avère  il  punto 
dimandalo,  ma  poleva  aver  anche  loppo^ta,  TAlgebra  ci  à  indicala 
quesia  seconda  posizione  con  la  soluziotie  negallva. 
*  S3S.  In  générale,  quando  una  iirandezza,  che  si  deve  detcrminare 
in  modo  da  soddisfare  talune  condizioni,  è  capace  di  più  modi  di  esi- 
stère,  soddisfacendo  sempre  aile  date  condizioni,  quesli  modi  divcrsi 
debbono  dipendere  da  ua'equazione  unica:  si  perché  con  un  solo  sim- 
bolo  X  si  rappresenla  la  grandezza  in  tultc  le  sue  varie  manière  di  esi- 
slere,  secondo  renunzialo  del  problema  ;  si  perché  le  condizioni  date 
non  sono  suscetlive  di  cssere  iradotle  in  lingua^gio  algebrico  che  in 
una  forma  unica.  É  questo  un  immense  vantaggio,  che  ci  arreca  TAl- 
gebra,  la  quale  col  suo  lin^uaggio  générale,  non  solo  ci  condoce  alla 
soluzione  délia  queslionepropostaci,  ma  ci  fa  scovrire  tuile  le  yarie 
parlicolarità,  cho  un  enunzialo  unico  puô  comprendere;  e  tnlvolla  an- 
cora  ci  palesa  rimpossibiiilà  di  poler  esistere  la  proposia  questione, 
corne  abbiamo  già  innanzi  vcduio,  c  corne  verra  confermalo  traltando 
lo  stesso  problema,  coi  supporre  che  il  punto  incognito  sia  quello  di- 
nolalo  da  M",  posto  tra  A  e  B.  In  lai  caso  messo  AW'=x,  2?JM"=3-'œ, 
l'equazione  del  problema  sarù  x*—3a3=— 4,*  che  à  radici  immaginaric 
(n.®  317)  ;  si  che  conchiudiamo  essere  impossibile  I*  esislenza  d'un 
punto  fra  A  e  £,  il  quale  possa  soddisfare  al  problema. 

330.  Problema.  —  NelCescguire  un  lavoro  sono  stati  adoperaii 
due  opérai  con  diverso  salario  ;  ilprimo,  dopo  un  cerlo  numéro  di 
giomi,  à  ricevute  96  iire,  e  Vallro^  che  à  lavorato  6  giorni  di  weno, 
fie  à  ricevute  54.  Se  qursto  secondo  operaio  avesse  lavorato  per 
îutli  i  giorni  in  cvi  à  lavorato  il  primo .  e  quesli  arcsse  lavorato 
per  6  giorni  di  meno,  avrebbero  ontrambi  'percepite  somme  eguali 
perprezzo  del  loro  lavoro.  Si  domanda  quanti  giorni  à  lavorato 
ciascuno  ? 

SoLuzioTTB.  —  Sia  œ  il  numéro  dî  giorni  in  cui  à  lavorato  il  primo 

operaio,  e  sarà  oc— 6  quello  de'  giorni  in  cui  à  lavoraio  il  secondo  :  e 

siccome  il  primo  à  ricevulo  96  lire  per  prczzo  délie  suc  faliche,  cosl 

96 
il  prezzo  d'una  sua  giornala  era  —  :  sîmilmente  il  prezzo  .délia  gior- 

u 

nata  del  secondo  operaio  era  — p.  Or  se  quesli  avcssc  lavorato  per  x 

i)4flC 

giorni  avrebbe  dovuto  rîccvcre  -^3^;  c  se  il  primo  avcsse  lavorato  per 

96(j;-6) 
a;-6  giorni  avrebbe  dovuto  ncevere  — ^^ ;  •  ma  m  queslo  caso  i 

CD 

due  opérai  avrebbero  egual  mercede,  dunquc  dev'esserc 

-=  — ^ ,     0  vero  54x-=96(œ-6)*. 

aï— 6         X 

Qucst'equazione  polrcbbe  essere  risoluta  con  la  rcgola  del  n.^  315  ; 

ma  si  risolve  più  spcdilamente  osservando  da  prima,  che  essa  c  divi- 
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sibile  per  6,  c,  fatla  la  divisione^  diviene 

(4)  9aî«=16(x~6)«  : 

dopo  ciô  si  Yede  che  ambi  i  membri  in  quest'equazione  son  quadrati 
perfellî,  e  perô  esiraendo  la  radice,  si  à  3ac=  =i=4(œ-6),  e  quindi  3x= 
4(x-6),  0  3aî=-4(x-6);x=24,  o  x=:^=i},  Di  quesle  dpe  soluzioni  la 
pritna  sollanlo  rlspondc  al  problema,  com'è  agevole  veriûcare  ;  la  se- 
conda è  da  rigellarsi,  sol  perché'  à  un  valore  minore  di  6,  menlre  per 
condizione  del  problema  il  sccondo  operaio  à  lavoralo  6  giorni  di  oie- 
no  del  primo,  e  conseguenlemeole  questo  primo  avea  dovuto  lavorare 
plù  di  6  gioroi.  Quindi  il  problema  proposto  non  ammetle  che  una 
sola  soluzione. 

331.  AvvBRTBNZA.  —  Qucsla  conclusîone  ô  legillima  stando  al  si- 
gnificalo  del  soggetlo  rappresenlalo  da  x,  e  alla  condizione  alla  quale 
deve  soddisfare,  ch*è  queila  di  esserc  maggiore  di  6.  Ma  se  si  prescin. 
de  da  quesle  parlicolarità,  e  si  considéra  nella  (4)  la  x  corne  rappre* 
semante  un  numéro  aslratlo,  allora  anche  la  soluzione  -y-  puô  essere 
rilenuta  corne  Taltra  24,  in  quanto  che  il  primo  di  questi  numeri,  co- 
rne il  secondo,  è  taie  che  9  yolte  il  suo  quadrato  pareggia  16  voUe  il 
quadrato  délia  differenza  Ira  lo  stesso  numéro  e  6. 

33S.  Problema.  —  Data  la  somma  e  il  prodoito  di  due  numeri^ 
irovare  questi  numeri. 

SoLuzioNB.  —  Sieno  p  la  somma,  e  g  il  prodoUo;  e  rappresenlando 
X  une  de'  numeri  cercali,  l'allro  dovrà  essere  p— 05  ;  quindi  requazio- 
ne  del  problema  sarà  a:(p~a5)=g,  o  vero 

(5)  x'^-px+q=o , 

che  dà  x=Ji)=t  \/xP^-q  ;  p-x=^p^  v/ip--g. 

Pria  di  pussare  alFesame  di  quesle  formole ,  osserviamo  che  esse 
non  dànno  effellivamenle  quallro  soluzioni,  corne  si  potrebbe  credere. 
combinando  il  doppio  segno  del*radicale  délia  prima  con  quelle  délia 
seconda  formola  ;  ma  dànno  due  soluzioni  soltaoto,  imperocchè  dalla 
combinazione  dei  quallro  segni  non  ne  risullano  che  due  soU  valori 
disiinti,  e  sono  quelii  conlenuli  nella  prima  o  nella  seconda  délie  pre- 
cedenli  formole  ;  per  modo  che  i  due  numeri  cercati  sarànno 

(6)  '         x=^p+  v/jp2-g,      œ"=:îp-v/lp^-g. 

L'essersi  presenlali  qualtro  valori,  due  cioè  per  x  e  due  per  p— x 
è  derivato  dal  perché  x  poteva  rappresentare  uno  qualunque  de*  nu- 
meri cercali.  e  perô  TAlgebra  li  à  dati  enlrambi  con  una  sola  equa- 
zlone  del  2.®  grade. 

Inollre  giova  osscrvarc  che,  seconde  le  relazioni  Ira  le  radicî  e  i 
coefficienli  d'un'equazione  di  2.®  grade  (n.**  318),  i  due  numeri  richie- 
sli  devono  essere  le  radici  di  queH'equazione,  che- à  per  coefflciente 
del  seconde  termine  la  somma  data  p,  presa  col  segno  mutato,  e  per 
termine  noto  il  prodotlo  dato  g,  preso  col  medesimo  segno,  si  che, 
seconde  quest'osservazione,  ayrebbesi  potuto  sin  da  principio  scrivere 
Tequazione  (5). 

330.  Posto  ciô,  questi  numeri  avranno  un'esislenza  reale,  flnchè  {p^ 
non  ë  minore  di  f/  ;  c  saranno  immaginarii  nel  caso  contrario  ;  onde 
si  conchiude,  ch«  un  dato  numéro  p  si  puù  scomporre  in  dueparti^ 
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il  oui  prodotto  sia  q,  fînchè  il  quadrato  délia  meta  di  queUa  som- 
ma non  è  minore  di  questo  prodotto.  Quando  \p^=q,  i  due  numeri 
ccrcali  sono  eguali  ciascano  a  ^p,  cioè  ciascuno  è  la  meta  del  dato 
numéro  p. 

3tO  Lasciando  semprc  lo  stosso  il  numéro  dalo  p,  e  facendo  rtiria- 
re  9,  ciascuno  de'  radicali  dcile  formole  (6),  e  quindi  ciascuno  de'ou- 
meri  cercati  x',  x"  varia  nel  valore.  Or  îl  piu  gran  valore  che  si  puô 
darc  a  g,  senza  cadere  neirioimaginario,  c,  corne  abbiam  veduto, 
q=iP^y  e  in  lai  caso  i  duc  numeri  ccrcali  as',  as"  divengono  eguali,  e 
ciascuno  eguale  a  .}p,  dunque  possiamo  conchiudcrc  la  proposizioae 
seguente  :  il  prodoUo  délit  dite  parti  che  compongono  un  dato  nU" 
mcro  è  massinio ,  quando  esse  sono  tra  loro  eguali,  e  perd  cio- 
scuna  è  meta  del  numéro  dalo. 

341.  Da  clô  segue  che,  se  a  e  &  sono  due  parti  disugoali  in  cbe  si 

spezza  un  dalo  numéro  p  ne  risulla  ab  <  -^X—^  • 

3t2.  Cliiudercmo  quesl'arlicolo  facendo  un'importante  osservazio- 
ne:  la  radice  immaginaria  e  quclla  inûnita  dinotano  entrambc  che 
Tincognila  non  puô  asscgnarsi  ;  pero  il  valore  imœagioario  indica  una 
inesistenza  assolutaf  mcnlre  il  valore  inflnito  indica  una  inesislenza 
relaliva  ;  impcrciocchè  nei  primo  caso  è  assolutamcnte  impossibile 
Irovare  una  quantilà,  cbe  eievata  a  quadrato  desse  un  risuitamenlo  ae- 
gativo  ;  mentre  nel  secondo  caso,  se  non  possiamo  attuahacnte  asse- 
gnare  il  valore  infiuito,  ciô  dipende  dol  perché  non  possiamo  giammai 
giugnere  ad  assegnarc  quel  valore,  che  è  il  più  grande  di  tutti  quclli 
che  possono  attualmente assegnarsi,  ma  possiam  pero  avvicinarci  senf- 
pre  più  a  questo  liroile,  e  cosl  avère  un*idea  approssimata,  se  si  yuo* 
le,  del  valore  infiniio,  ma  non  un'idea  di  non  esistenza,  corne  avviene 
pel  valore  immaginario. 

34S.  Ecco  gli  ennnziati  di  taluni  problemi  da  risolvere. 

Problbma  1.^  —  Vna  persona  à  comprato  un  oggelto  perimcer* 
îo  prezzo  ;  quindi  ïà  riiaenduto  per  24  lire^  e  in  qiiesta  vendita  à 
perduto  tanto  per  cento  sul  j)rezzo  di  compra,  per  quanto  erasiafo 
comprato  l'oggeito.  Quanlo  cra  stato  compralo  ?  R  sposia  :  40  lire, 
0  GO  lire. 

2.®  —  S'ànno  a  dividore  342  lire  fra  W7i  certo  numéro  di  persa- 
ne ;  al  momenlo  délia  divisione  ne  mancano  3,  e  per  questa  etrco- 
slanza,  ciascAina  délie  j)resenii  A  19  lire  di  piîi  di  quel  cheavrebbe 
avulo  se  nessnna  fosse  mancala.  Quante  erano  le  persone  fraie 
quali  le  342  lire  doveano  esstn*  divise  ?  Risposla  :  9.  L'alira  soluzio- 
iie  dev'esser  rigcliala. 

3.**  —  Due  individui  an  formata  una  socielà  ;  il  primo  à  impie- 
gato  600  lire  per  11  mesi,  e  il  secondo  à  messo  la  sna  porzione  5 
mcsi  dopo  stabilito  il  coniratto  di  socielà.  Questa  porzione  insieme 
col  guadagno  com^pondentc  formano  520  lire.  Ilguadagno  totale 
è  stato  di  375  lire.  Si  domanda  la  porzione  del  secondo  individuo 
e  il  guadagno  di  ciascuno.  Risposta  :  porzione  del  secondo  400  lire; 
guadagno  corrispondente  120  lire  ;  guadagno  del  primo  255  lire. 

4.®  —  17/1  negozianle  sconla  due  cambiali,  délie  quali  una  di  4140 
lire  è  pagabile  dopo  1  me^i  ;  Vallro  di  1140  liraè  pagabUe  dopo  4 
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me9i.  Per  queste  dm  cambiali  paga  11000  lire  ;  iri  dommdalara- 
gione  deUo  sconto.  Risposta  :  7  p.  ^  al  mese. 

LEZIONE  XXXU. 

Forma  générale  d'un  espressione  immaginaria.  —  Praprietà  del  Mnomio 

di  2."  grado. 

SU.  Abbiam  vedulo  (n.^  311^  cbe  se  q  dinota  una  quantité  essen- 
zialmente  positiva,  le  radioi  dell  equazione 

(1)  x«+q=o , 

sono  immaginarie  ed  espresse  da  ±  \/^.  Sia  ora  y  una  nuova  igno- 

ta  j  e  poDgasi  x=y  \fq  :  sarà  x^=qy^  e  quindi  sosUlueodo  questo  va- 
lore  nella  (l),  e  sopprimendo  il  fattore  g  dal  risultamento ,  si  à  y*+l 

=0,  dacui  t/=±v/^,  e  perô  x—àz\/q.  \/Cï.Orèchiarocheque- 
sli  nuovi  valori  cbe  troviamo  per  radici  della  stessa  equazione  (2)  de- 
Tono  essere  identici  ai  primi,  quindi  devesi  avère 

(2)  v/^=  v/g-  \/^l. 

Seconda  quesia  formola  la  ràdice  quadrata  d'una  quaniità  negativa 
ë  ugiuUe  alla  radice  quadrata  della  stessa  qtiamUà^  presa  positi" 

vamentej  moUiplkata  pel  simbolo  immagirhario  v/— i.  La  radice  di 
q  potrà  ottenersi  esailamenle  0  pur  no,  e  quindi,  dinotando  con  ^  una 
quantité  razionale  0  irrazionale,  le  radici  della  (1)  avran  la  forma 

SIS.  Se  Fequazione  di  2.^  grado  6  compléta  ed  espressa  da 

(4)  x*+pa3+g=o, 

le  sue  radici  saranno  immaginarie,  se  ip^<q;  si  cbe  potremo  fare 
g=^*+m,  essendo  m  una  quantité  essenzialmente  positiva.  In  questo 
modo  la  (4)  diviene  a5*+px4ip*+m=o,  0  vero 

(0)  (aH4p)*+m=o,  (a(3+îî>)*=-m,  e  quindi 

laonde  se  si  pone  --ip^a,  \/m=^,  le  radici  immaginarie  della  (4)  sa- 
ranno espresse  nel  seguente  modo  : 

(6)  jj=a=tp  v/^, 

in  coi  a  e  ^  dinotano  due  quantité  reali,  la  prima  délie  quali  6  razio- 
nale corne  ^p,  Talira  puô  essere  razionale  0  irrazionale.  Questa  for- 
mola (6)  comprende  come  caso  spéciale  la  (3),  cbe  dalla  (6)  si  dedu- 
ce  ponendovi  a=o,  come  la  (1)  si  é  dalla  (4)  ponendovi  p=o. 

SiO.  Si  noti  cbe  se  le  radici  d'un' equazione  di  2.®  grado  sono 
immagiruirie,  il  suo  primo  membro  è  una  quaniità  positiva,  come 
lo  mostra  la  prima  equazione  (5),  e  perciô  è  impossibile  in  tal  caso 
il  polere  aver  luogo  Teguaglianza  tra  il  primo  e  seconde  membro,  per 
qualunque  valore  reale  di  x  :  il  cbe  vien  manifestato  dalVÂlgebra  con 
espressioni  immaginarie. 

RuBuri  flem.  d^Algebra  18 
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S4V.  La  formola  a+^  \/^è  la  più  générale  espressiooed'aoa  quan- 
tité ;  imperocchë,  finchè  ^  à  un  valore  diverso  da  zéro,  quelFespres- 
sione  è  immaginaria  ;  se  ^=0,  quelFespressione  riducesi  alla  quantità 
reale  a,  che  poirà  essere  raziODale  o  irrazionale. 

S49.  Le  due  espressioni  a+P  vQ[,  a-p  /^ ,  che  tra  loro  diffe* 
riscono  soltanto  pel  segno  di  p,  si  chiamano  espressioni  imma« 

ginarie  coniugate  ;  e  il  Talor  numerico  di  V^a^+p*  si  cbiama 
moduiOy  0  norma  si  dell*una  che  deirallra.E  siccome  quando  p=o, 
l'espressione  immaginaria  si  riduce  alla  quantità  reale  a,  e  il  suo  mo- 

dulo  al  Talor  numerico  di  \/a*,  o  sia  di  a,  cosl  il  viodalo  d*  una 
quantità  reaU  è  il  valor  nv/merico  di  questa  quantità. 
MO.  É  convenuto  dai  Geomeiri  di  rappresentare  con  i  il  simbolo 

îmmaginario  \/^î,  escrivere  a-fgiinvece  dia+pv^,  chesuoT 
lesi  chiamar  benanche  quantità  complessa. 

MO.  PaopbibtI  d*  un  TRiifOMio  Di  2.®  GRADo  —  Occorro  spesso» 
nell'applicazione  deirAlgebra  alia  Geometria,  il  dover  considerare  le 
variazioni,  a  cui  ¥a  soggetto  il  trimonio  di  2.®  grado 

(1)  aoSD«+a,cc+a, , 

al  variare  di  as  ;  e  peràcrediamo  utile  doverne  qui  discorrere.  Perlan- 
to  osserîiamo  cbe  detto  trinomio  puô  essere  scritto  cosl  : 

(8)  a,{x*+^xA: 

eguagliando  a  zéro  il  trinomio  in  parentes!,  abbiamo  Fequazione 


«1       .  «2 


(9)  œH— aî+— =0, 
^     ■  a^        a^       ' 

e  dinotandone  con  x  ,  ai'  le  radici,  ayremo  (n.^  318) 

(10)  (io3c*+0|a5+aj=ao(aî-flD'J  (x— a/')  ; 

quiodi  ogni  trinomio  di  2^  grado  puà  c^ere  scomposto  in  ire  faUO" 
rif  de*  quali  uno  è  il  coefflciente  del  primo  termine,  e  ciascuno  d&i 
rimanenti  è  un  binomio  di  i^  grado,  di  cuitm  termine  è  Vincogni- 
to,  e  VaUro  è  una  délie  rodici  (col  segno  cambiato)  delVequazùme^ 
che  si  à  eguagliando  a  zéro  il  detlo  trinomio. 

EsE.  Il  trinomio  3x^~2as-21  eguagliato  a  zéro  dà  3x*— 2x~-21=Oy 
a;Hx-l=o,  œ'=3,  œ"=-|^,  quindi  3x«-2a5-21=3(x-3)(ajH-J), 

3S1.  Posto  ciô,  dinotiamo,  per  sola  semplicilà,  con  z  il  trinomio  (1) 
per  modo  che,  seconde  la  (10),  sia 

(1 1)  2=a0X*+a,x+aji=ao(x-x')  (x-x")  : 

supponiamo  inoltre  cbe'le  due  radici  x',  x^',  supposte  reaK  e  disu- 
guali,  disposle  secondo  Fordine  di  grandezza,  sien  tali  che  x'<x''.  Se 
in  luogo  di  x  poniamo  divers!  valori  positivi  o  negalivi ,  il  secondo 
membre  délia  (11)^  e  quindi  ancora  il  trioomio;:,  prenderà  essopure 
differenti  valori.  Or  flncbè  i  valori  che  si  dànno  a  x  sono  minori  di 
af ,  saran  pure  minori  di  x" ,  perché  per  ipotesi  x'<x^  ;  quindi  per  â 
fatti  valori  i  due  binomii  x-x',  x-a?'  saranno  enlrambi  negativi,  e 
perô  îl  loro  prodotto  sarà  positive  ;  si  che  il  secondo  membro  (11) 


SSPRBSSIONB  IIIMAGINARIA.  —  TKINOUIO  DI  2.^  GBADO  |39 

sarà  il  prodotlo  di  Oo  per  una  quantità  positiva,  e  quindi  dello  stesso 
segno  di  a,». 

Qaando  o^x',  quel  secondo  membro  e  perô  ancbe  z  svanisce.  Cre- 
scendo X  al  d»  là  di  x%  il  fallore  ai— x'  diviene  posilivo,  e  l'allro  x-sc" 
riioane  negalivo,  finchë  quesll  valori  di  x,  ii)agg>ori  di  x\  restano  in- 
ferîori  a  ai',  Laonde  per  quesU  valori  que*  due  fallori  son  di  segno 
contrario,  e  il  loro  prodoltoè  negativo;  quindi  il  secondo  membro  (11), 
in  tal  casOy  è  il  prodotto  di  a^  per  una  quantità  negativa,  e  perô  di 
segno  contrario  a  quello  di  Oq. 

Quando  x^os",  detto  secondo  membro,  e  quindi  2  s'a nnulIanuoTa- 
mente. 

Finalmente  per  valori  ma(;g!ori  di  os" ,  e  perciô  magglori  anche  di 
x' ,  perche  per  îpotesi  x''>x' ,  i  due  fattori  rilornaao  ad  essere  del  me- 
desimo  segno,  e  proprianiente  positivi,  cosl  che  nuovamente  il  secon- 
do membro  (11),  e  quindi  z  avrà  lo  stesso  segno  di  a^. 

Pertanto  il  xialore  del  trinomio  a^x^-haiX+a^  sarà  costaniemente 
del  medesimo  segno  di  quello  del  coeffi(yimte2if^.  per  tutti  ivd- 
lori  di  X  minori  deUa  piit,piccola,  e  maggiori  délia  piii  grande  deU 
le  due  radici  x' ,  x"  ;  sarà  n  u  1 1 0  pe'  valori  di  x  eguali  a  queste  ra- 
dtei;e  sarà  coslantemente  di  segno  contrario  a  quello  din^^ 
per  tutti  i  valori  di  x  compresi  fra  la  più  piccola  e  la  piii,  grande 
di  dette  radici. 

3S2.  OssBRTAzxoKB.  —  Kcl  caso  or  esaminato,  variando  x  da  —00 
a  +ao  ,  il  trinomio  proposto  cambia  due  volte  di  segno,  montre  passa 
due  Tolle  per  zéro,  il  che  conforma  la  proposizione  del  n.®  148. 

SSS.  Supponiamo  ora  che  le  radici  x',  x"  sieno  reali,  ed  uguali  : 
in  tal  caso  il  trinomio  z  si  riduce  ad  Oo  (x— x')* ,  quindi  si  Tede  che, 
per  qualunque  valore  di  x.  minore  0  maggiore  di  x',  il  secondo  fat- 
tore  rimane  sempre  positivo,  come  quadrato  ;  onde  in  tal  caso,  il  M- 
nomio  z,  per  qualunque  valore  reale  di  x.  prima  e  dopo  del  valo- 
re x',  conservera  lo  niesso  spgno  dH  coeffi^dente  ao  del  suo  primo 
termine,  mf^ntre  $*annullerà  pel  valore  reale,  x=x'. 

SU.  Finalmente  se  le  due  radici  sono  immaginarie,  il  primo  mem- 
bro deirequazione  (9),  e  con  esso  il  prodotto  (x-x')  (x— x"),  è  una 
quantità  costantemente  positiva  (n.^  346),  e  perciô  il  trinomio  dafo 
rto35*+a^xH-a2=ao  (x-x')  (x-x")  conservera  anche  qui  coHaniemen- 
te  lo  stesso  segno  di  a^ ,  per  qualunque  valore  reaie  di  x. 

SM.  OssBRVAzioifB.  —  Questi  uttimi  due  casi  ci  mosiranoun  fatto 
importame.  ed  è  il  seguente  :  il  trinomio  proposto,  nel  caso  del  nu- 
méro 353  si  riduce  a  zéro  pel  solo  valore  reaie  x=x',  e  prima  e  dopo 
di  questo  valore  conserva  uno  stesso  segno  ;  per  modo  che,  in  queslo 
caso.  facendo  variare  x  da  —  a>  a  +00,  il  trinomio  passera  per  2ero, 
fna  non  cangerà  di  segno.  Nel  caso  poi  del  n.^  prec.  il  passaggio  del 
trinomio  per  zéro  avviene  per  valori  immaginarii  di  x,  ed  è  per  ciô 
che,  dando  ad  x  tutti  i  possibili  valori  reali  compresi  ira  —  qd  e  +  Qo, 
non  se  ne  incontrerà  alcuno  che  annulli  il  detto  trinomio,  il  quale  con- 
servera costante  il  segno.  Quindi  risul  la  da  quest*o8<ervazione:  1 .®  che 
pud  eesi'rm,  talvolia,  u/n  valore  reale  che  annuUit^n  trinomio^  sen- 
za  fargli  cambiar  di  segno  ;  il  che  mostra  che  Tinversa  délia  propo- 
sizione del  n.^  148  non  ë  aempro  vera  ;  2^  che  se  un  trinomio  con* 
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senra  sempre  lo  stesso  segno  per  qualunqm  valore  reale  della  ya- 
riabile,  devesi  annullare  per  quel  valori,  cbe  sono  le  radici  del  trino- 
bio  eguagliato  a  zéro,  e  i  quali,  in  tal  caso,  de^ono  necessariamente 
essere  immaginarii  ;  altrimenti  il  trinomio  o  cambierebbe  di  segno, 
0  s*anndlerebbe  per  un  Talore  reale  ;  il  che  ë  conlro  l'ipotesi. 

SSO.  Da  quanlo  è  detto  risulla,  che  per  aver  sempre  vàlonposi' 
tivi  per  un  dalo  trinomio  (v^^aiX+as,  facendo  variarex,  à  d*uopo, 
che  dinotando  con  x\  af'  la  più  piccola  e  la  più  grande  délie  due  ra- 
die! reali  di  quel  trinomio  eguagliato  a  zéro,  si  dieno  a  x  i  soli  yalori 
compresi  fra  queste  due  radici,  se  a^  ë  négative  ;  e  si  dieno  tutti  i 
possibili  valori  miaori  della  più  piccola,  e  maggiori  della  più  grande 
di  dette  radici,  se  %  ë  positivo.  Che  se  le  radici  sonô  eguali,  e  a^  è 
positive,  si  puô  dare  a  x  ogn'altro  valore  reale  diverse  da  queste  ra- 
dici ;  e  finalmente  se  le  radici  sono  immaginarie,  e  a^  ë  positivo,  si 
puô  dare  ad  x  qualunque  valore  reale.  Per  contre,  il  detto  trinomio 
si  conservera  négative  :  1®  se  %<o,  e  i  valori  di  x  sono  minori  della 
più  piccola,  0  maggiori  della  più  grande  radice,  se  queste  sono  dise- 
guali  ;  e,  quando  sono  eguali,  sarà  négative  per  ogni  valore  reale  di  x 
diverse  da  queste  radici;  2.®  se  ao>o,  e  i  valori  di  x  son  compresi  ira 
la  più  piccola  e  la  più  grande  di  dette  radici  ;  o  per  ogni  valore  reale 
di  X,  se  dette  radici  sono  immaginarie. 

MV.  Or  quando  le  radici  sono  reali  e  disuguali  e  ao<o,  il  trino- 
mio z,  che  si  conserva  positivo  pe'  valori  di  x  compresi  tra  dette  ra- 
die!, acquista  un  valor  massimo  per  une  di  detti  valori.  In  fatli  in 

tal  caso  a^x^+b^x-Hhr^-^o  (»-»')  (x-x")=«o  (œ-a/)  (pcf—x) ,  es- 
sendo  a^  il  valore  numerico  del  coefliciente  Oq,  négative  per  ipotesi; 
e,  come  si  sa  (n.^  340)  il  prodotlo  (x-a/)  (œ'-x)  divien  massimo 
quando  i  fattori  sono  eguali,  cioë  quando  x— x'=a/'— x,  o  vero  quando 
aî=4(®'+x")=-Oi  :  2ao,  quindi  anche  il  date  trinomio,  poichë  Taitro 
fattore  a^  conserva  il  suo  valore,  divien  massimo  per  x=—a^  :  ia^. 

Che  se  a^>Oj  e  le  radici  x',  x"  sono  immaginarie,  il  trinomio,  con- 
servandosi  positivo  per  qualunque  valore  reale  di  x,  compreso  tra 
—00  e  +00,  acquista  un  valor  minimo  per  une  di  questi  valori.  In 

fatti  in  tal  caso,  aoX*+a|X+aj=ao  f  (^+^)  -H^i]    (  5,344  )  ,  es- 

sendo  m  quantité  positifa  ;  e  perô  la  quantité  dopo  a^  sarà  minima 

quando  x+5-^=o,  cioë  quando  x=-5-^. 

^.  Dopo  ciô  possiam  conchiudere,  che  se  si  à  rinequadone 


(12)  ajx!^+a^oi+a^>o , 

e  sieno  xf,xf'le  radici  di  aoX^+a|X+a«=o ,  allora ,  se  dette  radici 
sono  reali  e  in  ordine  di  grandezza  x'<x",  l'inequazione  (12)  sarà  ri« 
solubile  1^  da  tutti  i  valori  di  x  compresi  tra  x'  ex!\  se  a^<o  ;  if^  da 
qualunque  valore  di  x  compreso  tra  —  oo  e  x^  o  tra  x''  e  +  oo ,  se 
ao>o.  Se  poi  le  radici  x' ,  x!'  sono  reali  e  uguali ,  o  pure  immagina- 
rie sarà  risolubile  da  ogni  valore  reale  di  x,  purchë  sia  ao>o. 
Per  contre,  ritenendo  le  stesae  deaominazioni,  rinequazione 
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(13)  afflCi^+a^x+a^<o 

sarà  risolubile  1.®  da  tutti  i  valori  di  x  compresi  tra  a^  e  a/'  (supposti 
flc'i,  as"  reali,  disuguali  e  x'<af)  se  ao>o:  2-^  da  tutti  i  valori  di  x  com- 
presi  tra  -  00  e  a',  e  tra  x"  e  +  oo ,  se  a^<o.  Se  poi  le  radici  x',  œ" 
soDO  reali  ed  uguali,  o  pure  immaginarie  sarà  risolubile  da  qualua- 
que  valore  reale  di  x,  purchè  sia  ao<o. 

Inoltrene  segue  che  neirequazione  j/==fc  \/a^''\-a^X'ha^  i  valori 
dî  y  saranno  reali  pe*  soH  valori  di  x  compresi  tra  x'  e  x",  se  o<,<0, 
e  x',  ûf  son  reali  e  disuguali  ;  2.®  per  tutli  i  valori  di  x  da  - oo  ad 
x' ,  e  da  05*'  a  +  00,  se  ao>o  e  x' ,  x"  sono  reali  e  in  ordine  di  gran- 
deua  x'<x^  ;  3.®  per  qualunque  valofe  reale  di  x,  se  ao>o,  e  le  ra- 
dici x\  xf  sono  immaginarie.  Nel  primo  di  questi  casi  j/ acquista  un 
Yalor  massimo,  e  nel  terzo  caso  un  yalor  minime,  corrispondente  ad 
x=-a»  ;  2a^. 

PARTE  QFJARTA 

TEORICHB  BIYBBSE  ALGEBBICHK  0  NUMERICHJS 


CAPITOLO  I. 

MaMlit  e  Mininl  d'nui  faïuioBe  îm  talanl  easl  ^Hloolarl.-i-EqvaEloiil 

bteoBile.  — -Eqiiaslonl  MiiOBile. 

LEZIONE  XXXIII. 
Su  i  valori  massimi  e  minimi  d'una  funzione  in  ialuni  casi  particolari. 

^  S59«  Abbiam  veduto  nel  n.^  340  cbe  il  prodolto  di  due  fattori  va- 
riabilj,  la  cui  somma  è  costaute,  diviene  massimo  quando  quel  fatto* 
ri  divengono  eguali  ;  ora  dimostreremo  più  generalmente  il  seguente 
teorema  :  Uprodotlo  d'un  quaisivogiia  numéro  difaUorivariabilij 
la  cui  somma  è  costante^  acquista  ilvalore  massimo,  quando 
quei  fattori  divengono  eguali.  In  fatti  abbiasi  il  prodotto 

P=xj/z.... ,  e  sia    (1)    x+t/+js+ec.=a  ; 

essendo  a  una  costante  :  supponiamo,  se  è  possibile,  che  nel  prodot- 
to P,  il  quale  varia  seconde  i  yalori  de'  fattori  x,j/,  ec. ,  questi  fatto- 
ri, Terificando  la  relazione  (1),  abbian  tali  valori  da  render  massimo 
II  prodotto  P  ,  e  che  due  soltanto  di  essi  x  e  t/  sieno  disuguali*  Sic- 
corne  questi  due  fattori  posson  variare,  rimanendo  costante  la  som- 
ma (l),e  poichè  inoltre  son  disuguali, cosl  sarà  xy<\{x-\^)Xj  {x-^) 
(n.®  341),  e  quindi  xyz...  o  sia  P<j(x-\'y)xi{x-\'y')z...  :  or  la  somma 
di  quesU  fattori  è  uguale  ad  a,  cioë  veriQca  la  relazione  (1),  e  secon- 
de quesia  relazione  il  prodotto  P  non  è  più  massimo,  contre  Fipote- 
si;  quindi  i  fattpri  x  e  y  non  possooo  essere  disuguali ,  ma  dev'esse- 
re  x=y  :  similmente  si  dimostra  che  dev'essere  2/=z=ec. ,  e  perô  è 
Tero  c.  c.  b.  d. 

990.  Consegue  da  questa  proposizione  cbe  volendo  spezzare  un 
numéro  a  in  m  partij  U  cui  prodotto  sia  massimo^  è  d'v,opo  che  que-' 
9te  parti  9ieno  tra  loro  eguali. 
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SOI.  Tborbhâ.  —  Se  rD,D,p,  ec.  scmo  numeri  positivi  ;  x,y,x,  ce. 
qaanlUà  variabiU  iali^  ehe  la  loro  somma  x+y+z+ec,— a ,  eseendo 
a  una  eoslanie,  il  prodotto  P=x°'yVec.  sarà  wn  massmo^  se  è 

m     n  ■"  p  ""     * 

Supponiamo  in  primo  luogo  che  m,  n»  p,  ec.  sieno  interi  :  è  chia- 
ro  che  i  valori  cbe  rendono  P  uq  massimo,  renderanao  massima 

anche  Tespressione  (?=   J  ^  1"\  essendo  che  il  denominatore  è 

una  quantité  costante  e  positiva.  Ora  quesVespressione  è  un  prodoUo 

CD  \i 

di  m  fattori  ciascuno  eguale  a  — ,  di  n  fattori  ciascuno  eguale  a  ~. 

•1/  V  z 

e  cosi  appresso;  e  la  somma  dl  lutU  cssi  fatlori  è  m-—  +n---+p — 
"^        '  m        n       p 

+ec.=:œ+i/+2+ec.=a;  Inonde,  perché  Q  e  quindi  anche  P  diventi 

massimo,  è  d'uopo  per  la  proposizione  prec. ,  che  detli  fattori  sieno 

eguali,  cioè  che  sia 

(2)  i?-=iL=i.=ec. 

Per  mezzo  di  coleste  eqaazioni  (2)  e  la  superiore 

(3)  a;+î/+2+ec.=a 

sarà  facile  determinare  i  valori  x,  y,z,  ec.  In  fatti  le  (2)  indicano  una 
série  di  ragioni  eguali,  e  perô  per  la  teoria  délie  proporzioni 

X     y      z     ^      œ+y+z+ec.  a  ... 

— =-^= — =ec.= — —, = ,  donde 

m     n     p  m-hn+p-Hec.    m+n+p+ec. 

y.v  ma  na  pa 

(4)  x  = —  ,  y  = ,  z  = ,  ec. 

^  ^         wH-n+p-Hcc.    *     m+n-i-p+ec.         .  m+n+p-hec.  ' 

Se  gli  esponenti  m,  n,  ec.  sonofrazionarii,  per  modo  che  s*ab- 

bîa  P=x^y^  z^  ec. ,  osserveremo  che  gli  stessî  valori  di  œ,y,ec., 
che  rendon  massimo  queslo  prodotto,  rendon  pure  massimo  il  va- 
lore  délia  sua  poteoza  (i^lvic...)"*^)  cioè  rendon  massimo  il  prodotto 
jpmyTynjMr^PiAv  g^^ .  ^  percio  qucsti  fatlori  pel  caso  précédente  devo- 
no  soddisfare  all'eguagllanza  continua 

«^     ^    g    ^    ^     ce, 
che,  dividende  per  |ivic  ec.  tutti  i  denominatori,  diviene 

m     n     P 
pi     V     it 
Pertanfo  il  teorema  resta  dimostrato* 
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S02.  Se  gli  esponenti  m,  n,  p,  ec.  9  interi  0  frazionarii  sono  nega- 
Mf  in  modo  che  s'abbia 

1 

allora,  trovando  col  metodo  précédente  i  yalori,  che  rendon  massimo 
il  prodoUo  af^y^z^  ec. ,  essi  renderanno  minimo  11  yalore  di  P. 

86S.  Supponiamo  ora  che  essendo  a,  b... ,  a\V..*  quantità  posi- 
tire,  ed  m,  n... ,  m\  n'...  numeri  interi  e  positivî,  TOgliasi  il  Talore 
di  X  che  rende  massimo  0  minimo  il  prodotto 

(5)  X=(a+a5)"»(b+»)»  . . .  (a'-œ)'*'(6'-aîf'... 

Ecco  in  che  modo  si  risoke  questo  problema,  seconde  il  prof.  Geil- 
UT  (*) :  sieno  A^B, ..  .A\B'...  délie costanti  arbitrarie ;  si  formi 
il  prodotto 

(6)  X  =  (^-^j    (^— j  ,...  (^.^pj    (^-^j    .... 

e  sarà  X=A^E^...A'^S^\..X'  ;  quindi  se  si  puô  render  massiœo  il 
prodotto  (6),  allora  anche  il  prodotto  (S)  sarà  massimo,  se  il  fattore 
A^B^  ec.  è  positive,  e  per  contre  sarà  minimo,  se  questo  fattore 
ë  negatiTO  (n.®  36).  Ora  percha  X'  possa  divenir  massimo  è  d'uopo 
cbe  le  costanti  A,  B...A\  fi'...  abbian  tali  valori  da  rendere  la  somma 
degli  (rni-n'h*  •+m'+n'+*  •)  faltori  del  prodoilo  (6)  una  quantità  co- 
stanle,  e  che  detti  fattori  sieno  eguali  (n.^  359).  Oradetta  somma  è 

ma    nb  m'a'    n'V      rm     n  /m' .  n'       M 

e  sarà  costante  se  il  coeiBciente  di  os  à  nuUo,  cioè  se 
,_-  m     n  ,        m!     n'  , 

inoltre  saranno  egnali  detii  fattori  se 

/ft\  a+x^bj-x       __a'—x_V—x 

Coteste  equazioni  (7)  e(8)seryirannoadeterminarelecostantiii,J},  ec, 

e  la  Tariabile  a;,  che  devono  render  massimo  il  prodotto  X'.  Per  dô 

1 
si  cbiami  —  il  valore  comune  de'  rapporti  (8),  e  si  trae  l=p(a+aî), 

B=çQ)+x)y  ec.  ;  sostituiti  questi  valori  nella  (7)  si  à  Tequazione 


.    .    .  -^      g  — V^  •    • 


0+03    ft+ac  a'-x    V—x 

che  serve  a  determinare  i  valori  di  x  proprii  a  render  massimo  il  pro- 
dotto X'\  in  fatti,  se  a/  è  une  di  tali  valori,  e  si  sostituisce  ne'bino- 
mii  ar\<o^  b+x,  ec. ,  allora,  siccome  il,  fi,  ec.  sono  arbitrarie,  si  pu6 
prendere  per  A  un  valore  qualunque  dello  slesso  segno  di  o+x' ,  e 

• 

C*)  NovBoeJlu  Annales  de  xaatMmaiiquQs  par  MM.  TsaauBM  et  Gsbono  , 
t.  IX,  pag.  70. 
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Joindl  le  (8),  ponendOYi  un  tal  Talore  invece  di  A,  e  a^'  invece  di  œ, 
aranno  per  le  rimanenti  costanti  B..,A\  F.,  de'valori  dello  siesso 
segno  de' rlspetKvi  binomli  6+x',  •.  a-x,  V—x..  ;  vale  a  dire  che 
per  an  taie  valore  x'  gli  {ya-\-n,.'^-{-n\.)  fattori  de!  prodoUoX^  sa- 
ranno  tutti  eguali  e  positi?!,  e  la  loro  somma  sarà  costante,  quÎQdi  X' 
per  questo  valore  x!  acquisterà  il  valore  massimo  ;  e  quindi  X  acqui- 
sterà  il  valor  massimo,  o  il  minimo,  secondo  che  il  segno  del  fattore 
Ji!^S^  ec«  è  il  +  0  il  —  ;  ma  questo  segno  è  quelle  stesso  che  acqui- 
sta  il  prodotto  X  quando  vi  si  soslituisce  x' ,  quindi  un  valore  di  x 
tratlo  dairequazione(9)renderà  massimo,  o  minime  il  prodotto  X,  se- 
condo che  il  segoo  che  prende  questo  prodotto  ë  il  +,  o  il  — . 

SAt.  Teorbha.  —  Il  qaozienie  —^  di  due  qxiantiià  variobâi  x  e  y 

j 

la  mi  differenza  è  costante j  è  massimo  o  minimo.  se  — =-^. 
'  m      n 

Supponiamo  da  prima  x>yj  e  si  faccia  ca-^=a  (*);  il  quozientepro- 
posto  prende  la  forma  ^ — ^^  :  supponiamo  inoltre  che  sia  97i>n,  e 

poniamo 

(9)  t^-Hi'^i , 

essendo  t  ed  i^  due  nuove  variabili  ;  e  siccome  secondo  la  (0)  ë 

1=  v/l— u* ,  si  vede  che  il  più  grau  Talore  che  possa  aver  ti,  e  non  ca* 
dere  neirimmaginario,  ë  iv=\ ,  e  allora  t==o  :  simllmente  il  massimo 
valore  dl  t  ë  =1 ,  e  il  minime  di  u  ë  zéro  ;  d'altronde  t  edu  possono 
avère  valore  positivi  o  negativi.  Inoltre  osservando  che  il  qaozien* 

te  ^^ ^     per  2/=o,  o  per  y=  co  diviene  infinité ,  si  conchiude  che 

esso  ammette  un  valor  minime,  corrispondente  a  un  valore  positÎTO 
di  y  ;  laonde,  viàla  la  proprielà  délie  due  quantità  t  ed  u,  porremo 

(10)  y'^^^' 


a 
e  il  dette  quoziente,  lenendo  présente  che  t'+u*=l,  di  verra  Tik^hm^y 

e  acquisterà  il  minime  valore  quando  il  denominalore  divien  massimo: 
ora  queslo  denominatore  ë  il  prodotlo  délie  potenze  de'  due  fattori 
variabili  t*,  u*,  la  cul  somma  ë  costante  secondo  la  (9),  quindi  pel 
n.^  361  dev'essere 


t*       u^        ,,     .    i^       n 

— =;? ,   d  onde  —5= ; 

n     m-n  u^    m—n  ' 


qumdi  per  la  (10)  y= ,  e  m  fine  a^=a+2/= ;  — =-^. 

Poniamo  in  secondo  luogo  che  sia  m<n:  in  questo  caso  il  quo- 

(*)  OssiÀN  Bonnet.  —  Nouvelles  Annales  cltati,  t.  II,  pag.  417. 
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zieute  ^^^^   ,  fatto^i  y=o  diviene  infinito,  e  faltOYi  i/=oo  dhiene 

zero«  si  Ghe  decrescendo  da  zéro  airinfinito  per  yalori  positivi  di  y 
non  puô  divenir  massimo  oè  minime.  Ma  osscrvando  che  per  y=  —a 
quel  quozieote  s^annulla,  e  s'annulla  benanche  per  y=—  œ,  cosl  deve 
ammettere  un  Talor  massimo,  o  un  minimo  per  un  valore  di  y  com- 
preso  tra  —  OD  e  —a;  e  quindi,  riteneodo  le  stesse  denominazioDi  su- 
periori,  possiam  porre 

ma,  secondo  la  (9)  u*— 1=— (* ,  onde  sostituendo  nella  prec.  s'olterrà  : 
^ — y^=     /  .V»  tt,^ —  (•), e  finalmente  moUîplicando  numeralore 

c  dcnominalore  per  (-1)*,  e  osservsndo  che  (-i)*"=l  risulta  — —- 
— (— 1)«-Hi — _^-^_ —  ora  queslo  secondo  membre  è  massimo,  se 

— = ,  0  vcro = ,  d  onde  — ;= ,  e  pero  secon- 

an  awi      X      y 

do  la  (1!)  y  =  ;j^ ,  c  aî=a+y = ^jp^  ,  m  =¥'  ^^^^  ^"*^'*  *® 

— =—  il  quozîénle  ^^ — w^  sarà  pur  esso  massimo  quando  m+n  è 

pari,  e  sarà  minimo  se  m^-n  è  impari. 

—  )   ,  ed  ô  ma- 

nifesto  che  è  massima  per  x^qo  ,  e  miuima  per  y=oo . 

Abbiam  supposto  che  fosse  x>y  ;  ma  il  teorema  non  è  men  vero 

oc** 
se  x<y\  iœperocchè  in  ta!  caso  si  fera  2/=a+a),  e  il  quoziente  -^  di- 

^*®^^  TëS^'^FâîœV**  ^^  *®^  °^^^  ^  denoroinatore  di  questa  Ira- 

xlone  si  trova  nelle  condizioni  precedenli,  cioè  che, se  n>m,  esso  è  un 

X      y 

massimo  se  — =-^  :  e  se  n<m  è  massimo  o  minimo,  secondo  che 
m     n 

w»+n  è  pari  o  imparî,  ed  è— =— ;  quindi  a)ropposto^^^j^==-s 

nel  primo  caso  sarà  minimo,  e  nel  secondo  sarà  minimo  o  massimo. 
Perlanto  è  vero  c.  c.  b.  d. 

f^)  Potendo  l'esponente  n  essere'un  numéro  pari  o  impari  la  potenza 
( — ay  puô  esser  in  corrispondenza  positiva  o  negativa^.  e  quindi  si  scrive 
( — !)V ,  perché  se  n  è  pari  (—1)"=  +1 ,  e  se  n  è  impâri  {— 1)"=— 1. 

.    RuBiNi  flem.  d*  il^ebra.  19 
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36S.  Tborbhâ.  —  Se  il  prodotto  di  più  fattori  variabili  è  eostan* 
te,  la  loro  somma  è  un  minimo^  quando  que*  fattori  sono  egualU 

Supponiamo  da  prima  che  i  faltori  sieoo  soUanto  due  x,  e  x^;  essi 
saranno  le  radici  deircquazione  quadralica  x*— saj+a=o,  che  dà  x= 

i(s±  v/s*— 4a),  e  perché  x  sia  reale  è  duopo  che  non  sia  8*<4a;  quindi 

il  minimo  valore  di  a  è  2  \/a^=  2  v/x^;  e  in  tal  raso  le  due  radici 
0  vero  i  fattori  x« ,  x^  sono  eguali.  Segue  da  ciô  che  pcr  due  altri 

valorî  dîsuguali  a/,  x"  il  cul  prodoUo  è  a,  sarà  x'>  v/x^,  a5">  v/x,x,, 
Posto  ciô,  sia  in  générale  XiXi..x^=a,  e  supponiamo,  s'è  possi- 
bile,  che  nelia  somma  s=:X|H-  Xt+*  -+x,|,  supposta  già  un  minimo, 
due  termini  soUanto,  e  sieno  x^ ,  x^  non  sieno  eguali  :  è  cbiaro  che 
queste  due  quantità  si  potranno  far  variare,  senza  che  varii  il  pro- 
doUo X|Xj...x,j=a;  allora  essendo  x^ ,  x^  disuguali  sarà,  per  ciô  che 

si  è  dlmostrato,  x,  +x,  >  v/x^Xj  +  v/X|X, ,  quindi  v/x^  +  v/xjx^ 
+  X3+-  •+x„<X|  +  X2+-  '+Xj^y  onde  quesla  seconda  somma  non  sa- 
rebbe  più  la  miQima,contro  Tipotesi,  dunquc  dev*essere  x,=X2:  simil* 
mente  si  prova  che  Xt=X3=,.=x„,  e  perô  è  vero  c.  c,  b.  d. 

S60.  Passiamo  ora  a  risolvere  alcuoi  problemi. 

I.  Dato il perimetro  d'un  triangolo,  determiname ilali in  modo, 
c/ie  Varea  risulti  un  massimo. 

SoLuzioNE.  —  Sieno  x,y,z  i  lati  cercati,  e  2p  il  perimetro  dato  :  la 
superficie  S  del  triangolo  sarà  dala  dalla  formola 


S=: \/p  (ç-x)  (p-y)  ip-z) ,    (E.  Geo.  n.«  460,  p.  p.), 

e  perché  questa  espressione  sia  un  massimo,  basta  che  sia  taie  il  pro- 
dolto  (p— x)  (p—y)  (p-2);  ma  la  somma  di  quesli  faltori  è  costante, 
perché  uguale  a  p,  quindi  dev'  essere  p— x=p— î/=p— J2,  o  comeché 
per  ipotesi  x+î/+s=2p,  cosi  sarà  x=j/=5=j2p.  Dunque  il  cbiesto 
triangolo  dev*essere  equilatero. 

II.  Iscrivere  in  una  sfera  un  cono  retlo^  la  cui  superficie  latéra- 
le sia  un  massimo. 

SoLuzioNE.  --  Sia  a  il  raggio  délia  sfcra,  e  sieno  x  Tallezza  e  y  il 
raggio  délia  base  del  cono  diroandato  ;  il  lato  di  questo  cono  sarà 

V^2ax,  e  la  superficie  latérale  S=tcx  v^2ax  ;  ma  com'  é  chiaro  ô 

î/-=2ax-x* ,  e  quindi  y=  \/2ax-x*,  dunque 

S=:T,\/2âx  v/2ax-x*  =  i:  v/2tt.x s/ia-x  , 
e  se  quest'espressione  dev'essere  un  massimo  sarà  taie  ancora  il  qua* 
dralo  di  x  v/2a-x,  cioè  x*(2a-x)  ;  laoude  dobbiamo  avère  (n.*  3C3) 

2         1  4  2 

— =1^ ,  da  cui  x=-x-a  =  -^2a, 

X     2a-x  3         3 

cioé  Taltezza  del  cono  dev'essere  due  terzi  del  diamètre;  e  tante  ba- 
sia  per  determinare  anche  la  base  del  cono  cercato.  Inoltre  la  super- 
ficie  sarà  cfl'ettiTamente  un  massimo,  perché  sostituendo  ^  a  inveco 
di  X  nell'espressione  x^(2a-x)  si  à  If  a^  quanlilà  posiiiya. 

IIL  Determinare  il  parallelepipedo  reltodidaio  volume,  la  som- 
ma de'  cui  spigoli  sia  un  minimo. 
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SoLrzioNB.  —  SJeno  x,y,z  i  tre  lati  adiacenti,  e  a'  \\  dato'volame  ; 
sara  xyz=a^n  e  la  somma  ac+y+s  dev'essere  un  minimo  ;  ciô  s'oilie- 
ne  s«  x=y^z  (n.®  prec),  vaie  a  dire  che  il  cbiesio  parallelepipedo 
deVessere  un  cubo.  E  da  ciô  deduciamo  che  di  tuUi  i  parallelepipedi 
retU  dello  stesso  perimetro,  quello  di  superGcio  lalcrale  miniooa  è  il 
Gubo. 

LEZIONE  XXXIV. 

BiBoluzioM  délie  equazioni  hinomie  in  oXcuni  casi  parttcolari. 

36V.  Chiamàsi  equazione  b  i  no  m  i  a ,  quella  cbe  à  la  forma 

(1)  œ^Tg=o , 

dinotando  q  ujia  quantité  positiva.  La  risoluzione  di  si  fatla  equazio- 
ne  9i  puà  far  sempre  dipendere  da  un'altra  délia  stessa  forma,  col 
termine  noto  egiude  ai.  la  fatti,  dinoti  a  la  radiée  m^^di  g,  olteoula 

secoodo  le  regole  aritmetiche  ;  sarà  v^=a,  e  q=a^y  cosl  che  la  (1) 
prende  la  seguente  forma  : 

(2)  a;*"=Fa"*=o , 

e  quindi  se  y  diaola  una  Duova  ignola,  e  supponiamo  che  sia 

m 

(3)  a?=aî/=yv/y, 

la  (2)  si  muta  nell'altra  equazione  a^y^^a^=o,  o  vcro 

(4)  2/"=Fi=o. 

Ora  supponiamo  risoluta  quest'ultima  equazione,  ritenendo  un  sol  se* 
gno  in  conformità  di  quelle  che  yî  sarà  nella  proposta  (1),  e  dino- 
tiamone  con  a,  a\  a",  ec.  le  radici«  cioë  i  valori  di  y  che  la  sod« 
di^fanno  (n.^  312)  ;  ailora,  in  virtù  délia  relazîooe  (3),  quelli  di  a;, 

mm 

cioè  le  radici  délia  proposla  (1) saranno  a;=a /g^,  x=a'  v^,  aj= 

m 

«^V^  ec.  Quindi  è  Tero  c.  c.  b.  d. 

S69.  Sarà  in  appresso  dimostrato  che  le  radici  dell'equazione  (4), 
e  quindi  quelle  délia  proposta  (1)  sono  tanie  per  quante  uoità  yi  à 
neli'esponente  m,  ne  plu  ne  meno.  Ma  possiamo  fin  da  ora  osserva- 
re  che  deiie  radici,, ad  esclusione  délie  sole  due  -f  1  e  —1,  tutte  le  al- 
tre  non  possono  essere  che  espressioni  immaginarie  ;  imperocchè 
qualunque  yalore  reale,  mags^iore  o  minore  di  i,  si  volesse  dare  a  y 
nella  (4;,  non  polrebbe  mai  risultare  y^=z±\ ,  e  perd  non  potrebbe 
yerificare  queli*equazione.  Qualunque  sia  perô  lanalura  di  nueste  ra- 
dici, comechè  esse  sono  tali,  che  innalzaie  alla  potenza  m^^  devono 
dare  +f  o  -1,  seconde  che  n^irequazione  (4)  si  ritiene  il  segno  su- 
perioreo  rinferiore,  cosi sono  state  chiamate  radici  delTunità. 
E  possiamo,  da  quanto  fin  ora  è  spiegalo,  conchiudire,  che  le  radici 
deirequazione  binomia  (1)  s'oUengono,  estraendo,  seconde  le  regole 
d'Aritmetica.  toradice  m™*  del  termine  noto,  e  moWplicandola  ptr 
eiascuna  dette  m  radici  dî  -f  1.  ê  — 1,  secondo  che  nella  (1)  à  luogo 
U  segno  superiore,  o  Vinferiore.  Laonde  lutto  si  riduce  a  troyare  le 
radici  deirequazione  2/*-l=0|  o  delFaltra  î/'^+Isso. 
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999.  Gonsideriamo  primamente  requazione 

(5)  y'^-l^o, 

e  supponiamo  che  m  sia  ua  numéro  impari.  Il  primo  membro  di  que- 
sl'equaziOQe  è  diTisibile  per  y-l  (  n.^  64,  )  e  si  puô  quindi  dare  alla 

(5)  la  forma  seguente  : 

(y-1)  (y»-*4.2/»-«+.  •+2/+l)=o , 

si  cbe  trovare  le  radici  délia  (5)  è  lo  stesso  che  trovare  quelle  di  que- 
sfuUima  equazione;  ma  questa  è  verificata  sia  percha  2/=l»  sia 
percha 

(6)  2/'^'+y'*~*+2/**"'+...ï/+!=o  ; 

dunque  uoa  radiée  délia  (5)  è  1,  e  tuUe  le  altre,  che  sono  immagina- 
rie  (n.®  prec),  son  dale  daU'equazione  (6). 
SVO.  Se,  rimanendo  sempre  m  un  numéro  impari,  s*abbia 

0)  2/'*+l=o , 

allora  8*osserra  che  quest'equazione,  ponendovi  —y  in  luogo  di  y,  si 
muta  nelia  (S),  e  perô  le  radici  délia  (1)  sono  le  stesse  radici  det- 
la  (5),  prese  col  segno  mutaio.  Laonde  basta  risolvere  una  di  qaeste 
equazioni,  per  aver  pure  risoluta  Taltra. 
sn.  Sia  ora  m  ua  numéro  pari  =271,  e  s*abbla  Tequazione 

(8)  2/*»-l=o. 

In  tal  caso  il  primo  membro  è  scomponibile  ne*  due  fattori  j/^— 1 , 
2/"+i  (  15,S1  )  ;  quindi  le  radici  délia  (8)  saran  quelle  délie  due 
equazioni 

(9)  2/*-l=o,    2r+*=o; 

e  perd,  se  n  è  impari,  si  risoheranno  quesle  due  equazioni  come  le  (5) 
e  (7)  ;  se  poi  n  è  pari,  si  potrà  suUa  prima  délie  (9)  ripetere  la  stes- 
sa  scomposizione  eseguita  suUa  (8),  e  cosi  appresso,  se  occorra. 
39^.  Sia  ûnalmente  Tequazione 

(10)  2/*»+l=o: 

quesr  equazione  non  puô  avère  alcuna  radice  reale,  perché  qualun* 
que  numéro,  positiTO  o  negatiyo,  si  ponga  in  luogo  di  y,  il  primo 
membro  sarà  sempre  la  somma  di  due  quantità  positive,  che  perciô 
non  puô  esser  nulla. 

SIS.  Passiamo  ora  a  trattare  alcuni  casi  parlicolari.  E  primamenle 
supponiamo  che  s*abbia  a  risolvere  requazione 

(il)  î/»-l=o  : 

in  queslo  caso  si  an  subito  le  radici»  che  sono 

(12)  î/=+l,    2/=-I. 
3M.  Se  requazione  data  è 

(13)  -  !/*+l=o, 

dinolando,  come  al  solilo,  con  i  il  simbolo  immaginario  /^ ,  le  due 
radici  di  quesf  equazioni  sono  : 

(14)  y=.î,    y=^i. 

SIS.  Se  requazione  proposta  à 
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(15)  î/»-l=:0., 

aliora  una  radice  è  i  (n.^  369),  e  le  allrc  due  s'ànno  daU'equaiione 

î/H!/+l=o,  che  risolula  dà  y=l'  (-l±t  n/IT),  e  perô  le  radici  délia  (1 5) 
soao  le  seguenti  : 

(16)  y=«,      2/=J(-l+iv/T),      î/=H-*-^/3")- 
S16..  Se  requaziooe  data  è 

(17)  2/»+l=o, 

in  tal  caso  le  radici  di  quesfequazioae  sono  le  stesse  (16)  prese  col 
segno  mutato  (n.^  370),  e  perô  sono  : 

(18)  i/=-l,       2/=H!~i/3"),       !/=Hl+tv/T). 
sn.  Se  TequaziODe  è 

(19)  2/*-l=o , 

se  ne  an  le  radici  risolyendo  le  due  equazloni  t/*— l  =  o  ,  g* +  1=0 
(o.^  371),  e  perô  dette  radici  sono  le  (12)  e  (14),  cioè 

(20)  î/=+l ,  2/=-l ,  2/=+i ,  y=-i. 
9V8.  Se  la  proposta  equazione  è 

(21)  !/*+l=o,      . 

le  radici  sono  tutte  immaginarie  (n.^  313),  e  si  posson  dcterminare  al 
seguente  modo  :  s'aggiunga  2i/*  a  entramoi  i  rnembri  délia  (21)  e  ver- 
ra î/*-f2t/*+l=2t/',  0  vero  (2/*+l)*=2y* ,  donde  si  deducono  le  due 

cqoazîoni  j/*+l  =±  V^y ,  o  vero  y^^F  V^2/+l=o,  che  risolute  (nu- 
méro 340ydànno  i  seguenti  quattro  valori 

l+<  l-<  -*+t  -l-< 

(22)  î,=  ^,     î/=^,     2/=-^,      2/=-^, 

6  queste  sono  le  radici  délia  (21). 
SY9.  Se  la  proposta  equazlone  è 

(23)  î/«-l=:0 , 

una  radice  sarà  1  (n.^  369),  e  le  rimanenti  immaginarle  saran  date 
dall'equazione 

(24)  !/*+2/H2/*4-î/+l=o. 

Per  afer  queste  radici  si  divida  primamenle  la  (24)  per  y*,  e  s*a?ri 

-     1      1 

quest'equazione  puô  essere  scritta  ancora  corne  qui  appresso  : 

(25)  (^*'^T*)  "^  v"^     y  +l=o;  indi  ponendo 

(26)  ^+7=^* 

1 
ed  deYando  a  quadrato  quosi^equazione  si  trae  ;/'+—= js^-2,  si  che 
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la  (25)  assume  la  seguenle  forma  : 

2Hz-«=o,  che  dà  2=K-*=*=v/5). 
Ora  la  (26)  ordioala  divieoe 

y«-2y+l=o,  e  dà  j/=i-(2±v^js«-.4), 

e  sosliluendô  in  quesi'ullîma  formola  il  preccdenie  valorc  dî  z,  si  anno 
le  radici  délia  (25)  e  qumdî  anche  quelle  délia  (24),  aile  quali  aggiua- 
ta  la  radîce  1,  si  ànno  tulle  le  radici  délia  (23)  cosl  espresse  : 

-l+v/T^v/lO-|-2v/5         -l-v/T=inv/10-2v/S 

(27)  2/=l,y= 1 .2/= 4 » 

880.  Se  requazione  è 

(28)  1/4-1=0, 

le  sue  radici,  pel  n.^  370 ,  saranno  le  (27)  col  scgno  mulato  e  saraa- 
noperciô  

*-  v/y=Fi  v/10+21/5            i-l-l^  5  =Fi  \/lO-2l/5 
(29)t/=-î,    1/= ^ ,2/= jT » 

391.  La  risoluzionc  délie  speciali  equazioni  fia  qui  trattate  condu- 
ce  alla  risoluzlone  délie  seguenti  : 

la  prima  si  scompone  nelle  duc  j/'— l=o,  i/'H-i=o  ,  c  pcrô  le  sue  ra- 
dici sono  le  (16)  e  (18).  La  seconda  si  scompone  nelle  due  y^—l^o  ^ 
j/*-f-1=o,  onde  le  sue  radici  sono  le  (20)  c  (22).  Finalmenle  la  Icr- 
za  si  scompone  nelle  due  y*— l=o,  2/^+1=0,  c  per6  le  suc  radici  sono 
le  (27)  e  (29). 

Per  applicazione  délie  preccdenti  soluzionl ,  poniamo  i  seguenti  c- 
scmpii. 

EsR.— 1.®  Equazione  data  x'— 8=o.  In  questo  caso  si  à  v^=2,  e 
quTndi  le  radici  délia  proposta  s'otterranno  (n.^  368)  moltiplicando  2 
pcr  le  tre  radici  (16),  e  saranno 

(30)  œ=2,    aî=-HiV"3",    a;=-l-tv/T. 

4  

2.*^  Equazione  data  ac*-81=o.  Si  à  \/81=3;  quindi  per  aver  le  ra- 
dici delta  proposta  bisogna  molliplicare  3  per  le  qualtro  radici  del- 
Tequazione  y*— l=o,  che  sono  le  (20),  e  perô  le  chieste  radici  sono: 

(31)  œ=:+3,    a;=-3,    a;=+3i,    a5=-3<. 

3.«»  Equazione  data  a3*-729=o.  Si  ù  in  quesfo  caso  v729=3;  quin- 
di bisognerà  molliplicare  3  per  le  sei  radici  dell' equazione  y*— l=o, 
che  sono  le  (16)  e  (18),  e  pcrô  le  radici  délia  proposta  saranno: 

x=+3,     x=3-^+i^.         «=3-'-»^- 


(32)        l  2   _'  2 

«,=-3,     x=3^-i^^  ,        x=3i±4^ 
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*,*Equazione  data  x*+16=o.  Si  à  v/l6=2;qmndibisogneràmol- 
liplicare  2  per  le  quatlro  radici  (lelVequazione  i/*+l=o,  che  sono  le (22), 
e  perô  quelle  délia  proposta  saranno: 


Risoîuzione 

cui  una  parle  t 

VallTa  immaginaria 
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délie  equazioni  trinomie'-^  Radiée  quadraia  d'una  quantilà,  di 
arle  èrazionale  e  Valtra  irrazionale^  o  pure  una  parle  è  reale  e 
maginaria,  s 

i.  Chiamasi  equazlone  Irinomia  quella, che  conliene, in  géné- 
rale, due  sole  potenze  delFignota,  una  di  grado  doppio  di  quelle  del« 
l'altra,  e  il  termine  noto  ;  per  motlo  che  à  la  forma 

(1)  oc*"+pa;"+g=o. 
Per  rîsolvere  quest'equazione  si  pone 

(2)  a)«=y , 
c  sostituendo  in  (1)  ne  Tiene 

(3)  yHpy+q=o. 
Quest'cquaziono  di  2.^  grado  si  risolve,  e  dà 

quindi  sostituendo  in  (2)  in  luogo  di  y  ciascuno  di  quesli  valori  s*a- 
vranno  le  due  equazioni  binomîe  œ"=y',  x^^=y",  che,  in  générale,  si 
risolveranno  com*è  stato  spiegato  nella  lezîone  précédente.  Cosl  se  si  à 
a^— 9œ'+8=o,  le  radici  (4)  sono  y'=8,  y'-l,  ele  equazioni  Linomie 
corrispondenti  05^=8,  cfi=i  ;  quindi  le  radici  délia  proposla  sono 

a;=2,     a;=-Hiv/T,  aî=-l-i\/T, 

x=l ,     0?=  '^{-i+i  s/Y) ,  a;=K-i  -i  v/T). 
383.  Nel  caso  di  n=2,  Tequazlone  (1)  diviene 
(a)  a3*+î)a3*+q=o , 

esQOlesi  chiamare  biquadrata;  le  due  equazioni  binoraie  in  tal 
caso  sono  œ*=y',  aB^=y",  che  raessoTÎ  per  y'  e  y"  i  valori  (4)  dànno 

(3)         a(5==±V-ip+v4p*=g,   x=d=\l^yp^\/^^. 

questi  quattro  valori  sonquelli  che  risolvonola  proposta  equazione  (1), 
cioè  ne  sono  le  radici.  Or  se  le  radici  (4)  délia  (3)  sono  entrambe  reali 
c  posiliTe,  le  radici  (S)  délia  (a)  saranno  pur  esse  tutte  qualtro  reali: 
se  una  radice  (4)  è  positiva  c  Tallra  negaliva,  due  radici  (S)  saranno 
reali  e  due  immaginarie.  Finalmcnte,  se  entrambe  le  radici  (4)  sono 
négative  o  anche  immaginarie,  le  quattro  radici  (5)  saranno  tutte  im- 
maginarie.  Perlanto  le  radici  dclla  (a)  saranno  tultereali,  o  duerea* 
U  e  d%ie  immaginarie,  o  iuUe  immaginarie. 
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38*.  Le  formole  (S)  inoltre  ci  mostrano ,  che  per  risolvere  Fequa* 
zione  (a)  bisogna  estrnrre  la  radice  quadrata  d*un*  espressione  délia 

forma  a±  sTh^  in  cui  a  c  6  sono  due  quanlilà  razionali,  che  possono 
cssere  positive  o  negalive.  E  per6  cominceremo  dal  dimostrare  che, 

generalmenle  parlando ,  ez^m.do  data  la  formola  N/a=b  v/b,  in  cui  a 
e  b  dinotano  quajitità  razionali^  si  possono  determinare  due  nuO' 
ve  quanlilà  razionali  a  e  ^  tali,  che  sia 

(6)  \/a±:\/b  =  v/â  =t  v/p. 

In  effetti,  elevando  quest*equazione  a  quadrato,  deduciamd 

a±v/T=a4-p±2v/ap^dacui  a-(a+p)=b/y==b2v/a?'= 

ponendo  a-(a+p)=fe,  si  à  fc±  v/T==fc2  v/a^,  ed  elevando  a  quadralo 

risulta  fe*+6=t:2fe  v^6=4ap,  o  yero  /c*-}-6-4ap==b2i;  v^T;  ma  per  ipo- 

Icsi  \/lb  è  irrazionale,  quindi  il  seconde  membro  ô  irrazionale,  men- 
tre  è  razionale  il  primo,  si  che  non  possono  essere  cguali,  finchè  cia- 
scun  d*essi  à  valore  ;  e  soltanlo  avrà  luogo  la  précédente  identité  quan- 
do  ciascun  membro  sia  nullo  da  se  stesso  ;  e  poichè  inoltre  6  non  è 
nullo,  dev'essere  fc=o  ;  in  questo  modo  risulta  a— (a+P)=o,  6—4a;p=o, 
0  vero  a+p=a,  ap=J-6;  e  perô,  essendo  a  la  somma,  e  Jft  il  prodotlo 
délie  due  quantilà  a  e  p,  queslc  (n.**  328)  devono  esser  le  radici  di 
un'equazione  del  2.**  grade  délia  forma  s*— az+î^6=o,  che  risoluta  dà 

(7)  a=îa+îVa«-6,      ^=^a-^\/a^-b. 

Pertanlo,  se  quesli  valori  risultano  reali  non  solo,  ma  anche  razio- 
nali, sarà  possibile  dare  alla  formola  s/a^^s/b  la  forma  v^^  V^ 
secondo  Tenunziato  délia  proposizione. 

Abbiamo  dato  il  segno  +  al  radicale  nelVespressione  di  a,  e  il  —  in 
quelle  di  ^,  perciocchè  si  puô  sempre  supporre,  che  in  ordine  di  gran- 
dczza  sia  a>^. 

Perché  le  espressioni  (1)  risullassero  razionali,  è  d' uopo  che  la 
quantité  sotlo  il  radicale  sia  un  quadrato;  supponendo  verificata  cote- 
sta  condizione,  in  modo  che  sia 

(8)  .a«-6=c2 , 

avremo  a=|-(a-hc),  P=î(<^c)»  ®  quindi  in  ultim'analisi 

(9)  \/adz  v/6  =  v/^(a+c)  ±  N/i(a-c)  , 

badando  di  ritenere  ncl  secondo  membro  il  segno  +  o  il  — ,  secondo 
che  quelle  o  questo  segno  si  trova  soito  il  radicale  del  primo  membro. 
38S.  Siccome,per  la  relazione(8),è  sempre  a>c,  cosi  si  vede,  che. 
verillcata  qucila  relazione,  il  secondo  membro  délia  (9)  sarà  rcale  ;  si 
che  la  possibililà  délia  trasformazione  indicata  da  queireguagliaoza, 
con  valori  razionali  di  a  e  p,  dipende  soltanto  dalVesser  veriticata  la 
relazione  (8),  la  quale  è  per  ciô  una  condizione  Tiecessaria  e  su/^- 
cienle  per  Tindicati)  trasformazione,  con  valori  razionali  di  a  e  p.  Non 
adempiuia  la  condizione  (8),  si  puô  pure  alla  formola  del  primo  mem- 
bro délia  (6)  sostituire  quella  dei  secondo;  perô  le  quantilà  a  e  p,  sa- 

ranno  ora  irrazionâli,  e  la  formola  v/  a  =b  v^sarà  più  complicala 
délia  data. 
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\.  Abbiamo  fin  qui  sopposto  h  positive  :  ora  supporremo  il  caso 
contrario^  cioè  supporremo  che  s'abbia 


(10) 


y  a  ±  "v^,  0  vero    y  a±6'  /^  (n.^  344) , 


essendo  V  il  yalore  numerico  di  v/TI  In  talcaso  potremo  ancora  usare 
le  precedenti  formole,  purchè  cambiamo  b  in— 6  :  cosi  i  valori  (7)  di- 
yengono 

(11)  a=4(a+v/â«T6),    p=|(a- v/â«TF) , 

donde  palesemente  si  scorge  che  a  e  ^  risultano  reali ,  e  dippiù  a  ri- 
sulta  positiva  e  ^  negativa  ;  per  modo  che  dinotando  coq  a|  e  ^|  i  va- 
lori numerici  de*  secondi  membri  di  coteste  eguaglianze,  avremo 

a=aî ,  P=-?î ,  e  quindi     v/T=±a, ,    v/T=  ±  %  v/^. 

Ora,  per  le  (11)  \/1l  \r^-±\  v/^=±t^  v/T  v/^,  onde  a^  e  pi  do- 
vranno  esser  prese  col  medesimo  segno,  o  col  segno  contrario,  secon- 
de che  \/—b  à  il  segno  +,  o  il  — ,  vale  a  dire  avremo 


(12) 


ya+V^=±(a»+P,V^),  (13)  \fa-vC:6=±(a,-p,v/=T). 


Coteste  espressioni  ci  mostrano  il  fatto  notevolissimo,  cioè  che  la 
radiée  quadrata  (ïun'espressione  immaginaria  deUa  forma  a+^i 
è  un^espressione  immaginaria  délia  stessa  forma. 

38V.  Esposta  la  précédente  teorica,  passiamo  a  qualche  esempio. 

EsE.-l.^  Equaz.  data  aî*-6a5*-27=o;  fatto  a;*:^^,  s'a  2/*-62/=27, 

2/^=9, 2/--3;  quindi  x*=9,aj*=-3 ,  x==±=3;  x=^àz  v/^3  =^  \/ï  v/^. 
Perlante  le  radici  déirequazione  dala  sono  aj=3,  x=-3, 05=  v/3  v/^, 
x=-  v/3  v/^. 
a."*  Equazione  dala  x*-24œ*-h4=o  ;  fatto  x*=î/,  si  à 

j/^-242/+4=o  ,  y=12=h  S/UÔ , 

a;=±V'l2+v/ïî6,  »=+  \/l2-  v^UO. 

Per  rîdurre  queste  espressioni  alla  forma  v/^+  v/  p,  confronteremo 
le  attuali  formole  con  la  (6),  e  avremo  :  a=12,  6=140,  quindi  a*-6 
=:c*=4,  c=2,  e  seconde  la  formola  (9)  sarà 

v/l2+v/HÔ=  v/i(124-2)  +  v4(Ï2^^)=v/T-f  V^X 
Pertanto  le  radici  délia  proposta  equazione  sono  le  segueoti  : 
05=  v^  +  v/S,  aî=-v/7  -  v^Sj  œ=v/i  -  v/S,  a?=-v/7  +  v^S. 
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CAPITOLO  II. 

Raf  loBi  e  proirressionl. 

LEZIONE  XXXVL 

DeUe  ragioni  geomelrichej  e  di  alcune  operazUmi  algebriclie  (Upendenli 
dalle  propritlà  délie  proporzionù  —  DeUe  medie. 

389.  Dinotando  con  a  e  b  i  valori  numerici  di  duc  grandezze  omo- 
genee,  il  rapporte,  o  la  ragiooe  geometrica  di  quelle  grandezze  è  rap- 
prcsenlata  da  a[b  ;  e  VespressioBe  aib:  icidrappresenla  una  propor- 
zJone,  cioè  un*  eguaglianza  fra  i  due  rapporli  aib  e  c'.d. 

S89.  Le  proprietà  délie  proporzioni,  spiegate  in  Aritraelica,  essen- 
do  indipendenti  dal  valore de'termini  di  queste  proporzioni,  rimango- 
no  le  stessc,  quando  i  numeri  H  rappresentiamo  coi  simboli  algebrici 
a,b,Cf  ec.  Per  tal  modo,  se  si  à  una  série  di  rapporii  eguali 

bi     b^     63 
sarà  pure  (Arit*  n.®  358) 

^  ^  6,+6,+  63+ec.     6.""  6,""  63"" 

390.  Elevando  alla  potenza  m^  le  uguaglianze  (1),  avremo,  mer- 
cè  pure  quest'ultima  forraola  (2), 

ed  eslraendo  la  radice  rif^  avremo  : 

»»; 

v/6,'"-l-6,"*+63"»-i-ec. 
AUorchè  ?n=2,  si  à  parlicolarmente 

bt     b^     b^       '     v/V+bT+ft^+êc". 

391.  Moltiplicando  i  termini  di  ciascuna  délie  frazioni  (1)  pcl  suc 
numeralore  0  pcl  suo  denominalore,  e  quindi  applicando  la  formo- 
a  (2),  otleniamo  : 

f 5^    '^^^  ^^*  =ec  =  —  =  -^=^  ec  =  ^=^=^«=cc 
^  ^    6,     62     63       '   ^1*1    ^2^2  0^363    *     64*     V     63* 

■"  ai6|+a,6,-f-a363+  ec.  ""    61^62*+ V+^c. 
Più  generalmente,  molliplicando  i  termini  délia  prima  frazione  (1) 
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per  a, ,  quelli  délia  seconda  per  a, ,  quei  délia  terza  per  a, ,  ce,  (es- 
sendo  «i ,  o^ ,  a$ ,  ec.  quantité  dello  stesso  segno)  a^remo  : 

^t      ^t     h  «^i^f    Oï(h  Ma  bitti +6jaj+ Ms+ec- 

S92.  Le  formole  precedenli  sono  d'un  uso  importantissimo  în  al- 
cuni  casi  di  eliminazione,  quando  cioè  Ira  le  equazioni  date  vi  sono, 
o  da  esse  si  possono  ricavare,  délie  frazioni  eguali,  contenenli  ne'ri- 
spellivi  numeratori  una  incognila  elevata  a  prima  poteoza.  Queslo 
spéciale  melodo  d'eliminazione  è  dovuto  a  cauchy,  e  per  dichiararlo 
poniamo  che  x^y^z  sieno  tre  incognito^,  r,6.a,c,  a,p,Y  quantité  date, 
e  s*abbiano  le  equazioni 

(7)     (x-a)^+(2/-6)H(;:-c)«=rS    (8)    ^=^=iz£ , 

che  sono  Ire,  perché  queste  ultime  non  ne  formano  che  due  sole  dl- 
slinte.  Applicando  aile  (8)  la  formola  (4),  s'avrà 


quindi  per  la  (1)  ,  e  ponendo  per  semplicità  v/a*TpMT*=5,  si  à 

x—a    v—b    ::  — c     t        «    , 
=^-75— = =-tr ,  e  flnalmente 

05=0+  -z-  ,       2/=6+  ^r  ,       2=C+  V  • 
ù  0  0 

m 

393.  Per  secondo  esempio  s'abbiano  le  seguenti  equazioni  : 

(9)  ^+l^+5<^=4,      ^+^+î!i=i, 

^  '  a*      6*      c*  a*     6*     c^ 

Xo-x   Vo-y    z^-z' 

e  si  YOglia  ottenere  un*equazione,  che  non  conlenga  più  le  incognito 
x^y,z.  È  chiaro  che,  ayendosi  qualtro  equazioni  contreincognite,  se 
si  potessero  determinare  i  valori  di  quesle  incognito  per  mezzo  di  tre 
delle  equazioni  date,  sostituendoli  nella  quarta,  s  avrebbe  il  risulta- 
mento  rîchiesto.  Or,  roercè  le  formole  sopra  esposle,  si  perviene  più 
agevolmente  al  medesimo  risultamento.  In  elTetti  per  la  formola  (6) 
applicata  aile  uguaglianze  (10)  ottiensi 

xo-x    2/,-r,    z,-z    (^^^)^^+(^^_^)|^(,^_,)io' 
esegaendo  le  moltiplicazioni  e  riducendo  in  virtù  délia  prima  (9),  s*à 
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a»  "^  6«  "^  c* 
Similmente  pcr  lo  stesso  principio  abbiamo 


c  riducendo  in  virlù  délia  seconda  (9),  ottiensi    , 

j 1 1 

i-x  _  u-y  _  v-z  _  a*      6*      c* 


(12) 


Xq — X 


!/o-î/    2o-z    ^  .yoW  ,?o?î__| 
a»  "^  6«  "^  c« 

Pertanto  eguagiiando  gli  ultimi  membri  (11)  e  (12)  avremo, 

(•3)  (f-f +^'-«) = (|H-f.4-')(S-T:^l-')' 

che  è  appunto  Tequazione  richiesta. 
394.  Per  un  ulticno  esempio  supponiamo  date  le  Ire  equazioni 

(14)  a(+6u+cv=o  ;  a't+Vu+c'v=o  ;  t*+tt*+i)^l , 

e  si  tratli  di  determinare  <,u.v.  Converrà  primamente  déduire  da 
queste  equdzioni  dei  rapporti  eguali.  in  dascuTio  de'  quaii  il  nu- 
meratore  conienga  v/n'incognita  a  1  .^  grado  :  ora  eliminando  pri- 
ma v  e  poi  u  tra  Ja  prima  e  seconda,  si  ànno  le  due  equazioni 

(15)  (ca'-ac'^fc=(&c'-c6> ,  (a6'-6a')t=(6c'-c6> ,  d'onde 

t  u  V 


hd—cV    ^a'-a&    aV-ba'  ' 

quindi  per  la  formola  (4),  e  tenendo  présente  la  terza  (14),  si  deduce 
t  u  V  1 


6c'-c6'    ca'-ac'    a6-6a'     v^(bc'-c6')H<ca'-ac')*+(a6'-6aO* 

5c'-cb' 


t  = 


w= 


v/(6c'-c6')*+(ca'-ac')M-(<5tb'-~bay 

ca'— ac' 


v/(6c'-c6')*+(ca'-ac')*+  (a6'-6a')« 
àb'-'ba' 

""  v/(6c'-c6')*+(c<i'-^'>*+(^'-ba')* 


DELLl  B AGIONl  GEOMSTRTCBE.  —  DELLE  HEDIE  i  57 

S9S.  Si  chiama,  in  générale^  média  tra  più  quantità,  queiraltra 
quantité,  il  cul  valorc  algebrico  è  compreso  tra  quei  délia  più  grande 
e  délia  più  piccola  délie  date;  cosi  che  se  a^ ,  a, , . .  a^  sono  più  quan- 
tité disposte  secondo  Tordine  crescenie  o  decrescenie  di  grandezza, 
una  quantité  ft,  per  cui  le  differenze  a^—h^  h-a'^  risultano  entrambe 
négative  o  entrambe  positive,  è  média  fra  le  a^,  a^j  ec.  Per  indicare 
una  média  tra  più  quanlità  %y  a,, ...  %,  si  scrive,  secondo  il  Cau- 
CHY,  M  (tto,  tti,  ...  aj.  Poste  coteste  dichiarazioni,  esporremo  alcu- 
ni  teoremi  sulle  medie,  seguendo  il  detto  immortale  geometra. 

396.  Teoremâ.  —  Sieno  ao ,  a^ , .  .  a„ ,  h  délie  quantilà  tali^  che 
sia  h=Jlf(ao ,  ai ,  a^ , ...  a»)  ^  e  sia  r  una  qiiantità  del  tuUo  arbUraria^ 
sarà pure  rh=iif(fao ,  ra| ,  rag ...  ra„). 

In  fatti,  se  a^  e  la  massima,  e  a^  la  roinima  tra  le  quantité  a^ , 
«1,  ec.,  le  differenze  a^—h,  h-a^saranno  ambe  positive  (n.®  pre.)  ; 
e  perô  i  prodoUi  T{aQ—h)^  ''^ih-aj,  o  le  differenze  ra^-rh^  r/i-ra„ 
avran  lo  stesso  segno,  quindi  (n.®  pre.)  r/i=M  (rao,  ra, ,  ra^ ,  ...m„), 
€•  b.  d. 

39%.  Tborehâ.  —  Sieno  A^,  A, , ...  A„,  H  più  numeritali,  che  sia 
H==Jlf(Ao ,  A| .  As , . ..  Aq)  ,  e  sia  m  una  quantilà  qualunque;  dico  che 
ir»=Jlf(A?,Aî,A»,...A™). 

In  fatti,  se  A^  è  11  massimo,  e  A^ il  minimo  dei  numeri  A^,  A^,  ec. 
dev'essere  Ào>H>A^ye  quindi  (n.^  181)  il?>fl^>A^;  si  che  le 
differenze  A?-H™,  IT^-A^  saranno  dello  stesso  segtio,  e  perô  1P= 
M(^7.A?,A?,....  4';),c.  b.  d. 

398.  Teorema.  —  Sia  A  im  numéro  qualunque,  ed  m^,,  m^...  m„ , 
h  délie  quantilà  /ali,  che  h=ilf(mo ,  m, ,  mj , ...  m^)  ;  dîico  che  sarà 
pure  A**=iV(A'"o ,  A"* ,  A"** . . .  A"n). 

In  fattti,  sia  m^  la  massima,  ed  tti^  la  minima  délie  quanlilé  date  : 

sarà,  per  ipotesij  mQ>h>m^;  si  che  saré  A"*o~*=  -jj^ ,  A^''^^=-^ , 

donde  si  vede  che,  se  il>l,  queste  frazîoni  saran  pur  esse  maggiori 
di  1  (n.®  1^0),  e  se  >1<1  saran  minori  di  1  ;  quindi  in  ambi  i  casi 
le  differenze  A^o-A*,  A^-A^n  avranno  lo  stesso  segno,  e  perô  (n.** 
395)  A*=II(A"^  ,  A'^s  ^"**  -  •  •  4*"»),  c.  s.  d.  d. 

399.  Tborehâ.  —  Abbiansi  n  quantilà  b^,  b, ,  b^  •  •  .  b^  delIo 
stesso  segnOy  e  sieno  ao ,  a, ,  •  .  .  a^  altreUaâite  quanlilà  qii,alunqv^i 

bo+I>4+ +b„        Vbo'  bj  b„/ 

In  effetti,  sieno  q^  la  massima  e  g,  laminima  délie  quantité -r-,-r- ,  ec; 
cosl  le  differenze 

Oo  ûi  a^  a^ 

^o  tt«  ^â  ^n      ^ 
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saran  tuUe  positive  ;  quindi  se  moltiplichiamo  per  b^  le  diffèrenze  che 
sono  nella  prima  Tcrticale,  per  b^  quelle  nella  seconda,  e  cosl  via  via, 
le  diflerenze 

K9r-%  .   ^lïr-fli  .   b^Qr-a^  , Mf-^n  » 

saran  dello  stesso  segno,  al  pari  di  b^,  b|,  ec.  ;  e  perô  dello  slesso 
segno  saranno  le  somme 

{bo-\-bi+b^+ec.)  ^^-(ao+ai-faj+ec.) , 

(«o-f  a^+aj+ec.)  -{b^+b^+b^-^tc.)q^ 

e  i  quozienti 

quindi  per  la  deflnizione  del  n.^  395 

^o+^i+^t+ec.         \6o     6,  '   6t'       /• 
400.  Segue  da  ciô  che  se  6o=bi=6,=ec.,  sarà 

7» 

inquesto  caso  il  primo  membre  di  quest*eguagHanza  è  la  média 
ari  tmetica  Ira  le  quanlilà  a^,,  Oi , .  .  0^.  E  se  ao—a^=a^=zec. ,  si  à 
ao=M(ao,  Oq,  a^,  ce);  vale  a  dire  che  la  média  arilmelica  tra  più 
quantilà  eguali,  è  una  qualsiesi  di  esse. 

Inoltre^  dinotando  con  a^,  a, ,  04,  ec.  più  quanlilà  dello  stesso  se- 
gno, le  quantité  Ooa^,  ajai ,  a^aj,  ec.  ;  0060,  a|6| ,  «262,  ec,  si  (rovc- 
raono  nel  caso  del  teorema  or  dimostrato,  e  perô 

aoao+a^a^-\raiai+ec. __  ^  /oLpa^    a^    a^    ^\ 
Riprenderemo  a'  luoghi  opportuni  questo  slesso  argomento. 

LEZIONE  XXXVII. 
Delta  progressione  arilmelica 

m 

toi.  Si  chiama  progressione  arilmelica  0  per  differen- 
za  una  série  di  termini  talmentè  disposti,  che  la  differertza  ira  un 
termine  qualunque  e  quello  che  lo  précède  è  cosiantemente  la  stes- 
sa.  Quesia  differenza  puô  essor  posiliva  0  negativa  ;  nel  primo  caso 
un  termine  qualunque  è  maggiore  del  suo  précédente,  e  per  ciù  la  pro- 
gressione si  dice  crescenle  ;  nel  seconde  caso,  airoppostq,  un  ter- 
mine qualsivoglia  è  minore  di  quello  che  lo  précède,  e  per  cià  la  pro- 
gressione si  dice  decrescente. 

EsB,  —  La  série  di  termini 

(1)  2,5,8,11,14,, 

è  una  progressione  crescenle,  la  cui  differenza  è  S-2=8— 5=ec,=3. 
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La  série  di  termini 
(2)  84,20,16,12, 

è  una  progressione  decrescente,  la  oui  differenza  6  20  *- 24=16— 20 
=ec.=— 4. 

40%.  Una  progressione  si  puô  iatendere  indefiDitamente  prolunga- 
ta  tanto  a  sioistra  quantô  a  destra  :  imperocchè,  secondo  la  stessa  su- 
periore definizione  risulta,  che uniermine qimlunqiie délia progreS' 
sione  è  'ogiLale  alsuo  précédente,  più  alla difTerenza (iposiliv^  o 
negativa)  délia  progressione;  o  pure  ê  ugualeal  seguente,  meno 
la  detta  differenza.  E  perô,  yolendo  retrocedere  innanzi  al  primo  ter- 
mine segnato,  basterà  da  queslo  togliere  Tindicata  diiTerenza,  e  s'avrà 
un  altro  termine, al  quale  con  lo  stesso  procedimenlo  si  puô  f^rne  pre- 
cedereun  altro,  e  cosl  appresso.  E  volendo  continuare  la  progressione 
dopo  Fullimo  termine  segnato,  basterà  a  questo  aggiungere  la  diffe- 
renza, e  progredire  sempre  con  questo  stesso  andamento  per  forma; 
re  quanti  altri  termini  si  vogliano.  Cosl  la  progressione  (1)  estesa  a 
sinislra  con  altri  quatlro  termini,  diviene 

ed  estendendo  la  série  (2)  con  altri  cinque  termini  a  destra  diviene 

....24,  20,  16,  12,  8,  4,  0,-4,-8.... 
É  per  ciô  che  abbiamo  messa  una  linea  di  punti  innanzi  al  primo 
termine  e  un'altra  dopo  Tultimo.  Quando  perô  si  considéra  un  nu- 
méro iinito  di  successivi  termini  délia  série,  non  occorrono  i  punti. 

403.  Yolendo  indicare  che  n  termini  consecutiYi  ai ,  aj ,  a3...a^, 
sono  in  progressione  per  differenza,  si  scrive  : 

\oj  70>i*  a^.  a3......a|^.2*  ^n—\»  ^n' 

Posto  ciô  passeremo  a  dimostrare  alquanle  proposizioni. 

404.  Teorema.  —  In  ogni  progressione  per  differenza  la  somma 
di  due  termini  egualmente  lontani  dagli  estremi  è  costanie  e  uguor 
le  a  quella  degli  stessi  estremi. 

In  effetti,  dinotiamo  con  S  la  differenza  di  questa  progressione,  o 
avremo  (n.^  402)  le  relazioni  seguenti  : 

(4)              a(=a^—5  »           a2=aj— 5  ,        a3=a4— 5, •...•• 
(3)  a«=aii-f +8  j    «n-f =««^2+5  ,  a„_2=:a„.3+8  , ; 

sommando  la  prima  eguaglianza  (4)  con  la  prima  (5),  la  seconda  con 
ja  seconda,  ec.  s*ottiene  : 

(6)         a|-i"a^=a2+a^j=a3+a,i_2=a4+a,j_3=ec. ,  c.  s.  d.  d. 

Cosi  nella  progressione  7-10.-7,-4.-1.2.5.8.11.14,  abbiamo 

-7 -f-H=-4+8=-l-f  5=-10+14=4. 

405.  Se  il  numéro  di  termini  dati  è  imp^ri,  allora  quelle  di  mezzo 
ë  ugualmente  lontano  dagli  estremi,  e  quindi,  in  conformité  del  teore- 
ma, il  suo  doppio  ë  uguale  alla  somma  de'  medesimi  estremi. 

4O0.  Teorema.  —  In  ogni  progressione  per  di/Jerenza^  un  termi- 
ne qualunqm  a„  è  uguale  a  un  altro  qualsivoglia  termine  preee^ 
dente  ai ,  più  la  differenza  8  délia  progressione^  ripetuta  tante  vol- 
te  per  quan^ti  sono  i  termini  ehe  precedono  an ,  a  partire  da  Bj  ,  vale 
a  dire  an=a|+(n-i)6. 
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In  effettii  sia  la  progressione 

e  seconde  la  deflnizione  (n,^  402),  dev'essere 

e  cosl  appresso  si  à  ogn*altro  termine  seguente  aggiungendo  ad  a^  la 
differenza  8,  ripetuta  tante  Yolte  per  quanti  sono  i  termini  che  prece* 
don  quello  che  si  calcola,  a  partire  da  a^  ;  e  siccome  da  o^  sine  ad  a^^ 
escluso,  vi  sono  n— <  lermini,  cosi  avremo 

(8)  ci»=ai+(n-f)3 ,  c.  b.  d. 

401.  Se  invece  di  andare  da  a^  verso  dritta,  si  Ta  in  senso  contra- 
rio, allora,  com*è  chiaro  la  diiïerenza  8  cambia  di  segno,  e  scmendo 
a^  in?ece  di  a^ ,  ayremo  l'allra  f ormola 

(9)  a^=a,.-(n-i)8, 

dove  a^  indica  il  termine  che  précède  a^  di  tanti  posti  quanti  ne  in- 
dica  il  numéro  n. 

408.  D^ordinario  il  termine  dato  è  il  primo  délia  série,  e  si  va  cer- 
cando  uno  di  quelli  che  seguono;  in  tal  caso  i=l^  e  la  (8)  dà 

(10)  a^=a,+(n-l)8 , 

Questo  ttf^  si  chiama  termine*  générale  délia  progressione,  il 
quale  secondo  la  f  ormola  (10)  è  uguale  al  prinio  termine  più  la  dif- 
ferenza  ripetuta  tante  volte  quanti  sono  i  termini  cheprccedono  a^. 

409.  Per  mezzo  di  questa  formola  possiamo  calcotore  un  termine 
qualunque  d'una  progressione,  di  oui  sien  dati  il  pii/mo  termine  e 
la  differenza,  senza  passare  pe'  termini  iniermediL  Cosi  se  il  pri- 
mo termine  è  5,  la  differenza  3,  c  si  voglia  il  50"*®  dopo  5  ;  si  farà 
nella  (10)  a,=5,  6=3,  n=50,  e  verra  a5o=5-f49.3=152. 

tlO.  Teorema.  —  La  somma  di  n  termini  suecessim  d'una  pro- 
gressione aritmetica  è  uguale  a  n  volte  la  somm>a  del  primo  e  utti- 
mOf  divisa  per  2. 

In  effetli,  dinotîamo  con  s^  la  somma  degli il  termini  ai ,  a^..a^  dél- 
ia progressione  (3),  e  avremo 

^»=^ii+^n-i+^ii-î+'  '+^z*  •+^2«  -+^1  ; 
sommando  queste  uguaglianze  risulta 

2s„=(a,+aJ+(aj+a,»_4)+(ct3+«f^-0+-  '  "  •+(«t»+Oi)  ; 
ma,  (n.®  404)  tulle  le  somme  in  parentesi  sono  eguali  tra  loro,  quin- 
di  il  secondo  membre  équivale  ad  a|+a„  ripetulo  tante  volte  quante 
sono  quelle  somme,  cioè  n  volte  ;  quindi  2s,j=n(a|+aJ,  e 

(11)  Sfj=^fn>{ai+aJ,  c.  b.  d- 

^  411.  Le  due  formole  (10)  e  (11)  contengono  cinque  quanlilà  a,  ,a^, 
8,  n,  ed  s„,  che  possiam  dire  elemenli  délia  progressione  ;  e  perô 
avendosi  due  equazioni  con  cinque  quantilà,  basta  che  sien  cognite  Ire 
qualunque  di  esse  per  ricavarsi  i  valori  délie  altre  due.  Talvolta  que- 
ste due  quantita  possono  essere  dedotte  immediatamente  dalle  stesse 
equazioni  (10)  e  (11),  e  ciô  quando  dcHre  elemenli,  che  ciascunacon- 
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tiene»  due  sieno  fra  i  noti.  Ha,  in  générale,  bisognerà  dedurre  da  quel- 
le equazioni,  per  via  di  eliminazioue,  albre  equazioni,  che  contengano 
gli  elemenU  délia  progressiooe  talmente  coiuhinati,  che,  conoscendo- 
ne  tre,  si  possaoo  ricayare  gli  aliri  due.  Yeniamo  al  fntto,  e  supponia- 
mo  primamente  dati  ai ,  a^  ed  n  :  allora  la  (10)  dà  immediatamente 
Faltro  elemento  ignoto  5,  perché,  risolvendola  rispetto  a  S,  dà 

(12)  .  5=^^,        * 

e  la  (11),  senz'altra  operazioue,  dà  Tallro  elemento  incognito  s,^. 

2.^  Supponiamo  che  gli  elemenli  dali  sieno  af ,  S  ed  n  :  gli  elementî 
da  calcolare  saranno  a^  ^^  ^n'  La  (10)  dà  immediatamente  il  valore  di 
a„  ;  e  quindi  sostituendold  nella  (11),  e  facendo  le  débite  riduzioni, 
si  trova 

(1 3)  5„=a|n+|n(n-l)5. 

OssERTAzioNE.  —  Cotcsta  formola,  quando  ai=l,  3=2,  dà  s,j=:n* ,  c 
pcrù  in  tal  caso  la  somma  è  un  quadrato  perfetlo.  Ma  in  quest*ipolesi 
la  progressione  è  quella  dei  numeri  impari  1,  3,  5,  7,  ec. ,  quindi  la 
somma  di  piii  numeri  impari  consecutivi,  a  partire  da  1 ,  è  sempre 
un  quadrato. 

3.®  Supponiamo  che  gli  elemcnti  dati  sieno  a, ,  S  ed  s^  ;  grignoli 
saranno  a„  ed  n.  Per  avère  a^  si  élimina  n  fra  la  (10)  e  (11),  e  si  à 

(14)  o»„+8a^=2s^S+a,(a,-8)  ; 

da  quest'equazione  di  2.^  gr.  si  caverà  a„,  essendo  noti  5,  ai  ed  s„.  Si- 
roilmenle  risolvendo  la  (13)  rispetlo  ad  n,  se  ne  trae  per  détermina- 
re  n  Taltra  equazione  di  2.  grade 

(13)  8nH(2a,~5)n=2s^. 

ÂYVEiLTBNZA.  —  Poichè  n,  come  indicante  un  indice,  non  puô  esse- 
re  aUrimenti  che  intcro,  cosl  la  soluzione  frazionaria,  che  potesse  dare 
la  (13)  è  da  rigettarsi. 

4K.  Si  possono  fare  altre  supposizioni,  che,  per  non  dilungarci, 
lasciamo  per  esercizio  allô  sludiante.  Invece  farcmo  notare  come  la 
formola  (12)  puô  servire  a  risolvere  il  seguente  problcma:  esscri' 
do  dati  due  numen  a  c  b,  inscrire  tra  essi  nn  numéro  m  di  medii 
aritmfetici ,  cioè  m  allri  numeri^  che  formino  una  progressione  per 
differenza^  di  oui  a  sia  il  primo  termine  e  h  VuUimo. 

Questo  problema  è  risoluto  quando  siesi  trovala  la  differenza  délia 
progressione.  Ora  con  la  formola  (10)  si  puô  calcolare  questa  differen- 
za, poichè  basta  porre  in  essa  a  in  luogo  di  a|,  b  in  luogo  di  a„,  ed 
in  luogo  di  W|  porre  m+2,  imperocchè  tutti  i  lermini  délia  progressio- 
ne che  vuolsi  formare  debbono  essere  gli  m  medii  e  i  2  eslremi  a  e  6. 
Pertanto,  fatte  queste  sosUtuzioni,  n*emerge 

(16)  8=^. 

^    ^  m+1 

413.  Da  questa  formola  si  scorge  che  se  a,b,c,d,  ce.  sono  i  termini 
successivi  d'una  progressione  data,  e  tra  ciascuno  di  essi  e  il  seguente 
si  YOglia  inserir  lo  stesso  numéro  m  di  termini  medii,  tutti  questi  va- 
R  UBiKi  Elem .  d*i4(^e6ra  21 
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rii  gruppi  di  nuovi  termiDi,  insieme  con  i  dati,  costituiranno  uaa  nuo- 
va  progressione,  la  cui  differenza  sarà  appanlo  quella  data  dalla  (16). 
In  falti  pci  termini  ira  a  e  b  la  differenza  è  la  (46)  ;  per  quel  ira  b  e 

c—b 
c,  la  differenza  é  6'= — j- ,  ma  c— 6=:6-a,  quindi  ô'=8.  Similmente 

pe'  termini  Ira  c  e  d,  la  differenza  5"= — -r= — r=  6  ,  e  cosl  ap- 
^  *  m+1    m-hl 

presso.       -  , 

LEZiONE  XXXVIH. 
Délia  progressione  geomelrica. 

414. Sichiania  progressione  geometrica  o  per  quozien- 
te  una  série  di  termini  talrnente  dispoUi,  c/ic  qualunque  di  essi  di* 
viso  pel  suo  précédente  dà  costantcmcnte  lo  stesso  quoziente.  Que- 
sto  puo  essere  maggiore  di  i  ;  in  lai  caso  un  termine  délia  progres- 
sione è  sempre  maggiore  del  suo  précédente,  e  perô  i  termini  vanno 
aumenlando  di  yalore,  avanzando  verso  drilta;  onde  si  dice  che  la  pro- 
gressione è  cresceute.  Se  poi  il  delto  quoziente  è  minore  di  1, 
allora  avviene  lulto  il  contrario,  e  la  progressione  si  dice  decrc- 
scente. 

EsE.  —  È  progressione  geometrica  cresceute  la  seguente: 

•  •  •  •  ïi  ï>  1}2,458,  ....  quozîcnte  2>i; 
cd  ù  progressione  decrescente  Taltra 

360,  120,  40,  f-,  :f , quozienle  ^  <1. 

415.  In  générale,  per  indicare  che  ai,  aj,  a,, ....  a,|  sono  n  ter- 
mini sussecutivi  d'una  progressione  per  qubziente,  si  scrive: 

0)  Ha4:aj:a3;....a^2^ût^i'<'«- 

416.  Délia  stessa  definizione  délia  progressione  risulta,  clie  ogni 
suo  iennine  è  uguale  al  précédente  moUiplicalo  pel  quozienle  o 
sia  ragione  delta  progressione]  o  pure  è  xiguale  al  seguente  di- 
viso  per  la  ragione. 

417.  —  Posto  ciô  ,  ecco  alcune  proposizioni  fondamenlali  intorno 
aile  progressioni  geomelricbe. 

T£OREMA.  —  In  ogni  progressione  geometrica  il  prodolto  di  dm 
termini  ad  egual  distanza  dagli  cstremi  ô  costanlemente  uguale  a 
quello  di  questi  estremi. 

In  fatti,  sia  q  la  ragione  dclla  progressione,  e  avremo  (n.^  416) 

(z)       ai  —  —,         aj— —  ,        a^—— a„_|— —  , 

(3)  o„=a,j.|Ç,    a^^-a^^q,   a^^i^a^^q (H=^k^\ 

quindi,  moltiplicando  per  ordine  questc  uguaglîanze,  ne  deduciamo: 

(4)  aia^=a2a^i=a3a^j=..,;..,.a„.ittj=a^a,  ;  c.  b.  d. 

418«  Se  il  numéro  dei  termini  dati  è  impari,  quello  di  mezzo  c  u- 
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gualmente  lontano  dagli  eslremi,  e  perô,  conforme  al  tcorema,  il  suo 
quadrato  è  uguale  al  prodoUo  dei  medcsimi  eslremi. 

U9.  Teorema.  —  In  ogni  progressione  geometrica,  un  termine 
qualunque  a„  è  vguale  a  un  allrX)  qualunque  termine  precedm/e, 
Si  moUiplicato  per  la  ragione  q,  elevala  a  polenza  di  grado  egua- 
le  al  numéro  di  termini  chn  prec\:dono  a„,  a  pariire  da  a|. 

Iq  futli,  per  le  relazioni  (3)  si  à 

quindi  con  la  successiva  sosliluzione  avremo  af+i^^iî  >  «t+i=^'9^  > 
(iM=(iiq^ ,  ec,  e  in  générale 

(5)  ctn=o»9"*^  »  ^*  b.  d. 

420.  E  qui  gîova  notare  chc  se  il  termine,  che  si  va  cercando  deve 
preccdcre  di  n— 1  posti  il  dato ,  allora ,  in  luogo  d' una  raoltiplicazio- 
nc,  bisognerà  fare  una  divisione.  In  effetti,  se  a  e  6  sono  due  termini 
qualunque  délia  progressione,  e  6,  a  pariire  da  a  e  andando  a  désira,  ' 
occupa  il  posto  n"^,  allora,  abbiamo  per  la  formola  (3)  6=ag'*^' ,  c 

quindi  a  =  -^:^  ,  in  cui  a  précède  di  n-1  posli  6. 

Pertanlo  la  formola  (5)  puô  essere  espressa,  in  générale,  cosi  : 

(6)  ^n=a,q^(^-^) , 

valendo  il  segno  superiore  quando  a^  segue,  e  Tinferiore 
quando  précède  di  n-i  posli  il  termine  a<. 

£sB.  —  È  dato  il  termine  8  d'una  progressione,  che  à  per  quoziente 
2,  c  si  Tuole  il  quarlo  termine  dopo  8,  e  il  sesto  prima  di  8,  sempre 
parlendo  da  8.  Nel  primo  caso  avremo:  04=8.25=8.8=64  ;  e  nel  se- 

condo  a -=8.2""*=  --=---==---  come  si  puô  col  fallo  verificare. 

2'     32      4 

4M.  D'ordinario  a^  è  il  primo  termine  délia  série,  si  che  facen- 

doi=l,  si  à  dalla  (3) 

(7)  a„=ai5'^*. 

Questo  a^  si  chiama  il  termine  générale  délia  progressione, 
e  si  conchiude  che  dato  il  1.®  termine  d'una  progressione  pei*  quo- 
ziente,  e  la  ragione,  0,  ciô  ch'è  lo  stesso,  dati  i  due  primi  termini, 
si  pVfO  sempre  ottenere  un  altro  qualunque  termine,  moUiplica^ndo 
il  primo  per  la  ragione  elevata  a  una  potenza  di  grado  eguale  al 
numéro  di  qiielli,  ehe  precedono  quello  che  vuolsi  calcolare. 

422.  Sicno  a^  e  a^  due  termini  d'una  progressione  di  quoziente  q, 
c  il  secondo  occupi  il  posto  n^  a  pariire  da  a,.;  sarà 

(8)  •  rt,=Org**"'. 

Similmente,  dinolando  con  a^,  a^  due  altri  termini  délia  raedesima 
progressions  con  lo  stesso  intervalle  e  nel  medesimo  senso,  avre- 
mo atf=a/q'***  ;  paragonando  questa  con  la  précédente  uguag:iianza , 
si  deduce  a,  :  a^y.a^  :  a,;  quindi  se  in  una  progressione  geomelri- 
ca  si  prendono  due  termini  qualunque,  e  due  altri  che  serbino  ira 
loro  lo  stesso  intervallo^  esieno  neUo  stessordine  cheiprimijU 
rapporto  di  questi  è  uguale  al  rapporto  di  quelli. 

423.  Sieno  inoltre  a«  ed  a^  due  termini  délia  progressione,  il  se- 
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condo  de'qualî  occupî  il  posto  fC^  a  parlire  da  o^,  ma  in  opposto  senso 
di  a,  délia  formola  (8):  avremo  (n.°  420)  a„=ay9"("^\  e  quîndi  mol- 
tiplicando  quesl'eguaglianza  per  la  (8),  ne  deduciamo  afl^—a^.  Laon- 
de  m  unaprogremone  geomeiricailprodotto  di  diie  termini  egucU' 
menle  lontanï,  ed  in  sènso  opposto,  da  un  dato  termine,  è  "iiguale 
nlquadrato  diqueslo  termine.  Cosinella  progressionc... -Jjl-Jli: 
1^:1:2:4:8:16:3:2:....  UprodoUo  de' due  lermini^e  32,  egualmenle 
lontani  e  in  senso  opposto  dal  termine  2 ,  è  =  2*.  La  proposizione 
del  n.®  4i8  è  un  caso  parlicolare  di  quella  or  dimostrata. 
424.  Dinoti  s^  la  somma  de'primi  n  termini,  cioè  sia 

(9)  s^=a4+aj+a5-f  •  •  •  •  4-a^j+a^,+a^ , 

e  poichè  af=a^qj  a^^diQ^  •••  û,j_,=a4g^*,  a„=a4q^*,  sarà 

(10)  s»=a4+a49+a,g*-f-  •  •  •-faïq'^Vaiq''-* 

=a4(l+q+9*-l-  •  •  •+q*^*+q"^*),  0  vero 

^— o»       (7*— i 
(")  ^-=^'l4"=^*^  '  (n.0  64): 

per  mezzo  di  questa  formola  possiamo  cakolare  la  somma  di  n  ter- 
mini d'una  data  progressione,  conoscendone  il  primo  e  la  ragio- 
ne,  0,  ciô  ch'è  lo  slesso^  conoscendone  i  due  primi  termini. 

45&S.  Ânche  qui,  come  nella  progressione  aritmetica,  abbiamo  duo 
equazioni  distinte  (7)  e  (1 1)  fra  i  cinque  elementi  a,,  a^,  n,  q^s^^^  dél- 
ia progressione  geometrica;  per  modo  che,  datine  tre,  polremo  co- 
noscere  gli  allri  due,  combinando  tra  loro  le  dette  equazioni.  Cosl, 
p.  e.  sostituendo  in  (11)  in  luogo  di  ai^"^*  il  suo  Talore  a,^  dato  dal« 
la  (7),  deduciamo  la  formola 

m  ^=^ . 

che  serve  a  calcolare  la  somma  d'un  dato  numéro  di  termini  delta 
progressione,  essendone  dati  il  primo,  Vultimo^  e  il  quozienle. 

E  volendo  inollre  conoscere  il' numéro  di  quesli  termini  per  mezzo 
de'medesimi  dati  a,,  o^,  g,  bisognerà  risohere  Tequazione  (6)  ri- 
spetlo  ad  n,  il  che  si  farà  per  mezzo  de'logaritmi,  de'quali  andre- 
mo  ad  esporne  la  teoria  in  uno  de'capi  seguenti. 

4ÎS6.  La  formola  (7^  ci  fa  pure  risolvere  un  problema  analogo  a 
quello  del  n.**  412,  cioe,  dati  due  numeri  a  e  b  inscrire  tra  essi  m 
medw  geometrici.  Per  risolvere  questo  problema  basterà  porre  nella 
formola  (6)  a^=a^  ^n=^7  n=m+2,  e  quindi  risolvere  rispetto  a  g,  il 
che  darà 

BW-I 


,=/' 


mercè  questa  formola  si  détermina  la  ragione  della  progressione  ,  e 
quindi  se  ne  calcolerà  ciascuno  degU  m  medii  da  inscrire  (n.°  416). 
421.  La  formola  (11)  dà  luogo  ad  alcune  osservazioni,  che  non  bi- 
sogna  trasandare.  E  primamente  si  vcde,  che  supponendo  g=l  quella 
formola  dà  un  valore  indeterminato  per  s^n  Ma  quesla  indeterminazio* 
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ne  aiîTiene  ,  corne  al  solito  ,  pel  faltore  g-1  comune  ai  due  lermini 
delîa  rra2ione  (11),  il  quale  s'annulla  per  g=l;  quindi  soppresso  que- 
slo  fallorc  si  ricade  sulla  (10),  la  quale,  fatlovi  g=1,  dà  s^^^a^ ,  co- 
lue  doveva  essere,  perché  Tipolesi  q=l  dice  che  i  lermini  délia  pro- 
gressione  sono  tutli  eguali  Ira  loro  e  al  primo  o, ,  c  poichô  sono  n 
termini,  la  loro  somma  è  na,. 
428.  Inollre  quella  formola  messa  sollo  la  forma  seguente 

cl  présenta  due  termini,  de'quali  il  primo  è  indipendente  da  w,  e  per 
ciô  rimane  sempre  lo  stesso,  qualunque  sia  il  numéro  de'tcrmini  dél- 
ia série  che  si  voglion  sommare;  Taltro  termine  dipende  da  quel  nu- 
méro n  di  termini,  e  quindi  è  una  quantité  che  varia  con  n.  Or  puô  av- 
Tenire  I,®  che  sia  q>  1,  nel  quai  caso  la  formola  (M)  va  scritta  cosl: 

(*S)  ^„=- 


diT       «1 


g-1       q-\  ' 

e  a  mano  amano  che  aumenta  n  cresce  pure  la  potenza  q*  (n.°  188); 

laonde  in  queslo  caso  quanto  maggiore  è  il  mcmero  de'termini  del' 

laprogressione,  c/ie,  aparlire  daun  dato  terminCf  sisommano 

ianto  maggiore  ne  è  {a  somma, 

2.°  Che  sia  g<l  :  in  questo  caso  q^  va  decrescendo  col  crescere  di 

a  Q^ 
n(n,®  cit.)  ;  laonde  il  termine  T3-nellaformola(14)s'accostaazero, 

a  mano  a  mano  che  cresce  n,  e  perô  quel  secondo  membro,  e  quindi 
ancora  s„  si  va  avvicinando  al  valore  del  termine  j^  ;  si  che  que- 

sta  qoantità  è  un  limite  (n.^  14!)  délia  somma  s„. 

Pertanto  si  puô  conchiudere  che  ta  somma  di  n  termini  d\ina 
progressione  geometrica  deerescenie,  s'avvicina  a  un  limite  deter- 
minatOy  col  crescere  il  numéro  di  questi  termini  ;  questo  limite  è 
tiguale  al  primo  termine  délia  progressione  diviso  per 
la  differenza  tra  Tunità  e  la  ragione  délia  stessa  pro- 
gressione. Per  questa  proprielà  la  progressione  in  discorso  si  di- 
ce convergente. 

429.  Ayvertenza.  —  Quando  nelle  progression!  di  quesla  natura 

si  prende  per  somma  d'un  numéro  n  di  suoi  termini  il  limite  73-,  si 

commette  un  errore  in  più,  che  puô  esser  sempre  calcolalo,  perché 

a  Q^ 
secondo  la  (14).un  taFerrore  è  espresso  da  t;^, 

EsB.  -  Progressione  data  HllJ-'.î-;^: ....  Primo  termine  ai=l,  ra- 

1 

gione  g=y  ;  limite  délia  somma  7-7=2  :  quindi  2=l+^-|-î:-f44-...  aU 

1—2 

VinfinUo.  Arrestandosi  al  10™^  termine,  Terrore  che  si  commette  è 

(^)*0:|=(i)^=:,^. 
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CAPITOLO  III. 

Délie  frozlonl  contlnne. 

LEZIOiNE  l^XXIX. 

Origine  délie  frazioni  conlinue,  e  loto  proprielà  fondamental i. 

ISO.  Si  chiama  in  générale  frazione  continua  un^espressio 
ne  délia  forma  : 

b 

c-f 


C4-A  ce. , 

in  cui  a,  6,  c,  ec.  rappresentano  numeri  inleri,  posilivi  o  negalivi  : 
ma  la  forma,  che  più  è  in  uso  neiranalisi  algcbrica,  è  quella  in  cui 
ciascun  numeralore  6,  d,  f,  ec.  è  eguale  a  1,  cioè    ^ 

i 


a+ 


^    1 
6H — 


i 

c+ 


d+ec. 


11  primo  gcomelra  che  considerô  queslc  spezie  di  frazioni  fu  il 
Brolncker,  seconde  Topinione  di  Lagrange;  ma  le  loro  proprielà  non 
furonoscoverle  che  da  quesli  c  da  altri  gcomelri  posteriori  al  Broukcier. 

131.  La  frazione  conlinua  si  présenta  lullele  Tolte  che  si  cerca  di 
avère  per  approssîmazione  il  valore  d'una  frazione  ordinaria,  i  cui  ler- 
mini  son  mollo  grandi;o,in  générale, quelle  d*una  quanlilà  irrazionale. 
In  effelli,  supponiamo  cssere  x  una  frazione  ordinaria,  o  una  quanlilii 
irrazionale:  un  primo  valore  approssimalo  di  x  esprcsso  con  un  sol  nu- 
méro è  certamente  il  massimo  intero,  che  vi  si  conliene  :  sia  a  que- 

1  1 

slo  massimo  inlero ,  e  sarà  œ=a+— ,  in  cui  -y  rappresenta  una  fra- 

X  X 

zione,  perché,  per  ipolcsi,  x  è  compreso  fra  a  ed  a+\  ;  quindi  x'  de- 
v'essere  necessariamente  una  quanlilà  maggiore  di  1,  e  dinolando  con 

b  il  massimo  inlero  conlenuto  in  x',  avremo  analogamenle  x'=b-^—Tf , 

c  per  la  stessa  ragionc  di  sopra  sarà  x">l  ;  chiamando  c  il  massimo 

1 
inlero  conlenuto  in  x",  avremo  parimcnle  x"=c+-ir/i  c  cosi  apprcs- 

X 

so.  SI  che,  sosljtuendo  il  valore  di  x"  in  quelle  di  x',  quelle  che  s'ol- 
liene  per  x'  in  quelle  di  x,  avremo 

i 

x=a+ — - 

d+ec. 
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EsE.  -  l.»  •l=3+igi=3+jfe,  î^^=6+-^=6-HîJ-,  ^=î+\=î+h  i=3 

+Î-;  quindi  ^=3+— r 

6+- 


2+ 


1 


3+i 


i 


2."  ac=v^.  Cadendo  \/23  fra  4  e  S,  srporrà  v^=4+-r,  dî(  cui 

1  *" 

a—    _-_   ,  0  vero,  molliplicando  numeralore  e  denominalore  per 

V^-f-4,  05=-^^—= —  :  e  poichè  v^  +4  è  compresa  tra  8  e  9,  si  farà 

poichè  v/î3  +  3  cade  fra  1  e  8,  porremo  — 2~~^^'^£d^"  ^^  ^^ 
SI  ricava  a^'' == --^=r— ==  ^-~ —  ;  indi,  ragionando  sempre  allô  stes- 
so  modo,  Iroveremo  — = — =i  +-i^;  ^c  ="7ifiT  =  v/z3  +  4  ; 


v/i3+4=8+^;x'=^ 


v/23-i-4 


v/23-4 

;  ed  esscndo  ricomparsa  la 

stcssa  frazionea/,  è  chiaro  do  ver  tornare  lo  slesso  periodo  di  quo- 
zicnti  i,  3, 1,  8,  chc  siriprodurrà  airinfmilo.  Tertanto  soslilucndo  il 
valore  di  ciascuno  dcgli  x  nel  suo  précédente,  avrcmo 

aî^l/23=4+ j[- 

1+ 


3-f 


i 


U 


I 


8+ 


1 


1+ 


3,  ec. 


Fer  questa  forma  parlicolare,  in  cui  i  lermini  si  riproducono  con  un 
ccrlo  periodo,  la  frazione,  in  tal  caso,  si  dice  periodica. 

4»2.  Giova  nolare,  per  semplicità  del  caloolo  numerico,  che  per 
svolgere  una  fraziune  ordinaria  in  continiM,  si  puô  seguire  la  re- 
gola  del  massimo  divisor  comitne  tra  due  numeri  ;  in  falU,  rilornan- 
do  alla  frazione  ^  del  n.**  prec. ,  bcn  si  vede  che  i  termini  3,6,2,3,2 
délia  frazione  continua  corrispondenle,  non  sono  altro  chc  i  successi- 
vi  quozienti,  che  s'oltengono  cercando  il  massimo  c.  d.  de'  due  nu- 
meri 325  e  103,  corne  qui  appresso 


325 
16 


3 

6 

9 

3 

103 
1 

1G 
2 

7 
1 

2 
Ô 

2 
1 
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Altro  eseropio.  —  Frazîone  data  ^ 


1103 
216 


1 

4 

9 

2 

1 

1 

4 

881 
23 

216 
9 

23 

5 

9 

4 

5 
1 

4 
0 

1 

1103        1 

881      "^ 


4+ 


9+ 


2+ 


i+ 


1 


t+J 


t33.  Da  ciô  scgue  che,  se  laquantità,  che  devûsi  svolgere  in  fra- 
zione  continua,  ô  razionalc,  questa  frazione  deve  avère  im  limitato 
numéro  di  termini;  imperocchè  la  quantità  dala,  corne  razionale,  puô 
scmpre  porsi  soUo  forma  di  frazione  ordinaria,  e  quesla  puô  essere 
svolta  in  frazione  continua,  i  oui  termini  son  i  quozienti  che  risullano 
dalla  ricerca  del  mas.  div.  com.  de'  termini  délia  frazione  ordinaria  ; 
ma  quesli  quozienti  sono  sempre  in  numéro  finito,  quindi  la  frazione 
continua  deve  avère  un  delerminalo  numéro  di  termini. 

43t.  Non  sempre  perô  è  necessario  prendere  il  quoziente  per  di- 
fetto  (n.°  158),  ma  puô  prendcrsi  bensi  quello  per  eccesso;  in  lai  ca- 
so  il  reslo  sarà  negalivo,  e  il  quoziente  seguente  sarà  negalivo,  si  che 
nella  frazione  continua  vi  saranno  de' termini  negalivi.  Cosi  in  que- 
st'ultimo  cserapio,  nel  dividere  1103  per  887  si  puô  prendere  per  quo- 
ziente 2,  e  allora  s'a  per  reslo  —  6T1;  e  nel  dividere  887  per  671  si 
puô  prendere  il  quoziente  per  difetto  —  2  ,  e  s' à  per  reslo  —  455  ,  o 
quello  per  eccesso  —  1 ,  e  il  reslo  sarà  216  (*).  Ritenendo  questa  se- 
conda ipotcsi,  si  dovrà  dividere  —  671  per  216,  o  qui  pure  si  potran- 
no  avère  due  quozienti,  l'une  per  difetlo— 4,  Taltro  per  eccesso— 3,  c 
conseguentemente  due  rcsti,  cioè-i-193  nel  primo  caso,  e  —  23  nel  se- 
condo,  e  cosi  via  via.  Pertanto,  riienendo  i  quozienti  per  eccesso,  si  à 


1103 
-671 

1103 

887" 


2 

881 
+216 

-12 

-611 
-  23 

-3 

16 

+9 

-9 

-23 

-  5 

-2 
9 

ec, 
ec. 


— <> 


2+ 


-12+ 


1 


3+ 


-H 


1 


-2+ec. 


In  générale,  polendo  i  quozienli  essere  per  difetto  c  per  eccesso,  i 
termini  délia  frazione  continua  posson  csscr  positivi  ë  negativi. 
4»S.  Quando  v'à  de'termini  negativi  si  puô  passare  il  segno  dal  de- 

(•)  De'duc  quoziente  —  2,  - 1  il  primo  è  per  difetto  e  il  seconde  per  ec- 
cesso, perche  in  ordino  di  grandezza  —  2  <  —  1.  Inoltre,  preudendo  per 
quoziente  —  i,  il  reslo  risulla  positive,  cioè  di  segno  contrario  a  quello  del 
divisore  —  671,  il  che  s'accorda  col  priucipio  générale  del  n.^  158. 


ORIGINE  DBLLE  FUAZIONI  CONTINUE  E  LORO  PHOPRIETA  FONDAMBNTALI  169 

Dominalore  al  numeralore.  purchè  nel  tempo  stesso  si  cambi  il  segno 
del  ouroeratore  seguente:  in  fatti  è  chiaro  che 

I  1 

an .         =a 


-6-1- 6-f 


c+ec.  cH-ec. 

436.  Inoltre  wna  frazione  contirma.composta  di  termini  positivi 
€  negatm,  pud  trasformarsi  in  un^altra  con  tutti  i  termini  positi- 
vi; in  fatti,  supposto  che  in  una  data  frazione  vi  fossero  i  due  termini 

consecutivi  m ,  perciiè  quesli  si  potessero  niutare  in  due  nuovi 

1  11 

termini  11+ — ,  de?'essere  m-  — -=li-l- —  ,  da  cui  si  ricaya  m-  pt 

1       1 

=  — I :  or,  in  primo  luogo  è  chiaro  che  dev'essere  m>[jL;  inoltre 

la  diiTerenza  m— |i  essendo  un  numéro  intero,  e  ciascuna  délie  frazio- 
ni  del  secondo  membro  essendo  minore  di  1 ,  non  puô  essere  altri- 
mcnti  che  m-ji=1,  |jL=m— 1,  e  perô 

m =wi--lH —  ,  d'onde  v= — j=1h r  ,  e  finalmente 

n  V   '  n-1        n-\ 

1     '  1 

(a)  m— — =m— 1H 7       c.  b.  d. 

n— 1 
êSt.  Da  questa  formola  si  deduce 

(b)  m+ =m+\ 


,      1  n  ' 

or  la  seconda  frazione  à  un  termine  di  meno  délia  prima,  quii^i  una 
frazione  continua  con  denominatori  eguali  a  1  si  pud  tras^rmare 
in  alira  più  setnplice,  introducendo  termini  negati/vi. 
».  Secondo  la  formola  (a)  si  à 

1  ,     1 


6 = —  l-h 


c— ec.  ,    ^    1 

6-2+- 


1+  ' 


•  c— ec. 

e  perà,  se  alcuno  deHermini  b-2,  ec.  di  questa  seconda  frazione  s'an- 
nallasse,  si  troverebbe  detta  frazione  trasformata  in  forma  più  sem- 
plice:  cosl,  supposto  6=2,  si  à  più  semplicemente 

a =     o-l-h —  1 

6-—   .  i  + 


c  — ec.  c-ec. 
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tS9.  Giova  notare,  che  pernon  avère  denoiuinatori  eguali  a+1  o 
a  —  1,  bisogna  che  i  numeri  interi  a,b,c,  ec.  sieno  i  più  prossimi,  in 
raeno  o  in  più,  aile  quanlilà  x,  x\  x",  ec.  (  n.**  431, 1*^  e  2^  ).  In  falti 
se  p.  e^  non  si  prende  per  x  rintero  più  prossimo  in  più  o  in  meno, 
la  difTefenza  x—a ,  fatta  astrazione  dai  segno ,  sarà  maggiore  di  \ . 
quindi  ancora  (==x— a>},  e  perô  6<2,  cioë  b=i.  Laonde.  8e  vuolk 
che  la  frazione  continua  rappresentcmte  U  vcdore  di  x  oMia  il  mi- 
nor  numéro  ditermini  possiMlc,  convien  prenderegVinteri  a,b,c,  ec. 
più  prossimi.  in  più  o  in  îneno^  aile  quantiÂà  x,  x',  x",  ec. 

440.  Vna  frazione  continua.^  e  limitata,  sipuà  trasformare  in 
una  frazione  ordinaria.  Sia  p.  e.  la  frazione  continua 

05=24-^ 
5+* 


3+4 

arreslandola  successivamenle  al  2*,  3®,  4<>  termine,  avrcmo 
x=2+i  =  ^     x=2+4t7=2+iV=2+^=?I, 

x=i+-^     1     =2+4-.  ^=2+4-^',  =2+4i=2+.^=m- 

411.  Posto  ciô,  sieno  Oq,  ttf ,  a^...  i  successiTi  interi.  che  si  ànno 
nel  valu  tare  la  quantité  x,  che  ora  rappresenteremo  con  £,  e  avremo  : 

<1)  .  /f=ao+-^j 

a,+ 


a,+ec. 

la  quale,  quando  ne  consideriamo  n  termini,  scriveremo  cosi  : 
(2)      ^  iïn=K .  a, ,  a^. . .  a  J  ,  si  che 

1  1 


«1  + 


a. 


\       i      i 

Ora  le  frazioni  —  ,  —  ,  — ,  ec. ,  che  costituiscono  la  frazione  conli- 

nua,  si  dicono  intégrant  i;  ^  i  denominatorî  a^^  a^,  Oi,  ec.  si  chia- 
mano  quozienti  incompleti,  perché, seconde  gli  esempi  esposti, 
essi  sono  i  massimi  ihteri.  contenuli ne'numeri frazionarii  oc',  x",  ec, 
elle  sonoi  quozienti  completi;  ex,  o  sia 

11  1 

X'      "^  1  •^  a,  +—      i 

cosi  ogni  quozienlc  complelo  rapprescnta  U  rimanente  dcllafrazio- 
ne  continua,  a  partire  dal  posto,  che  esso  occupa  nelUt.  frazione. 
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442.  DiQOlaodo  con  x^  la  rimanente  porzione  délia  frazione  conli- 
nua,  dopo  il  termine  a„ ,  o  vero  ponendo 


avremo  fra  due  consecutivi  valori  x, ,  œ^,  la  relatione  seguenle  : 
(*)  œ„=        * 


c  quindi  se  la  frazione  s'arresta  al  quoziente  a^ ,  e  si  pone  n=-r,  de- 
v'essere  0)^=0.  Seconde  questa  segnalura  abbiamo  : 

*  1 

A=Oo+œo=ao+  T-T:r  =^0+ r       =cc. 


Ot+X, 


Inoltre  risulta  che,  avendosi  la  frazione  sino  al  quozienle  a^ ,  cioè 

e  volendo  Tespressione  compléta  di  Ky  bisognerà  in  queslultima  di  K^ 
poire  a^-hXn  in  luogo  di  a^.  Reciprocamente  dail*  espressione  com- 
pléta di  Kj  composta  per  mezzo  di  a, ,  a, ...  a^  ed  x«,  si  passa  a  quel- 
la  di  K^,  ponendo  nella  prima  x^^o.  E  finalmente  dalFespressionc 
di  K,  formata  coi  quozienti  ao,a«,ax ...  a^  e  con  la  parte  complé- 
ment al  e  Xn,  si  passa  a  quella  conlenente  un  nuovo  quoziente  incom- 
pleto  a,^|  e  la  parte  complementale  x,^^ ,  ponendo  neirespressionc 
di  K  inveoe  di  2C„  il  valore  dato  dalla  formola  (4). 

44S.  Posto  ciô.  supponiamo  una  frazione  continua  K  arrestata  al 
quoziente  a«,  e  ridotta  in  frazione  ordinaria,  comeal  n.^  440:  sia  Jlf„ 
il  numeratore  ed  N^  il  denominatore,  e  sarà 

Cosi  Ao  =  -ijr  ;  ma  K=^ao+Xo ,  onde  (n.**  pr.)  Xo=ao  •  lïr = <*o  »  ^  P^rô 

(5)  ilfo=cio,       iVo=i; 
laonde  il  valore  di  K^^a^+x^  puô  essere  scritto  cosl  : 

(6)  K  =  5^4^- 

1 
Or  dalla  (4)  fattovi  u=o,  si  trae  a?o=     .      >  ©  cosi  la  (6)  divienc 

df-rXi 

a,Jtfo+l4-Jfoag| 
""    aiiVo+JVoac, 


a 


i 
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Se  ia  questa  formola  poniamo  sCf =o,  avremo  Tespressione  di  K  aire- 
slata  al  quozienle  fli  (n.*  pre.) ,  quîndi  g|=-jr^=   ^   l, —  ,  ed 

(7)  Jlf,=aA+l.    iV,=aAv 

e  sostituendo  nel  precedenle  valore  di  £,  ne  risuUerà 

Similmenle,  ponendo  nella  (4)  n=l,  si  à  aci  =  — — - ,  e  messo  que- 
slo  valore  in  (8),  soUieDC  ^=q  jy  .  jy  .  7y  ng  >efaceDdoas^=o,avre- 

Af  j.  Jlf  /)• 

(9)       Jlf,=a^,+M,,    Nr=a,N,+N,.    («0)    /f=^.g^. 

Senza  andare  più  oùre  col  medesimo  ragionamento,  possiaroo  os- 
servare  specialmente  le  formole  (9),  le  quali  dànno  i  tennini  délia  fra 
zione  sino  al  quozieDte  incompleto  Oj,  nei  quale  caso  delta  frazioae  è 

rappresentata  da  X2=~i^-  ^^  quelle  formole  in  fatti  si  rileva  che  co- 
iesti  termini  si  formano  con  una  medesima  legge,  per  mezzo  di  quelli 

délie  due  frazioni  precedenli  K^^^-^ ,  Kq=^  y  e  del  quoziente  a,. 
Poniamo  questa  legge  veriflcata  sino  alla  frazione  K^^j  e  perciô  sia 

Per  oltenere  da  questa  formola  Tespressione  di  K^^^ ,  bisognerà  (nu- 
méro i42)  porvi  prima  per  x^  Tespressione  (4),  e  si  à 

c  poi  porre  in  questa  formola  x,^|=o,  cou  che  otliensi 

donde  si  vede,  che  se  la  legge  à  luogo  sino  al  quoziente  a^  à  luogo 
ancora  pel  quozienle  a,^+.,.  E  poichè  è  vera  per  n=2,  secondo  le  for- 
mole (9),  cosl  sarà  vera  per  n=3,  n=4,  ec. 

A  questa  legge  pare  che  si  sottraggano  le  due  frazioni  K^,  K^\  ma 
non  è  cosi  ;  in  fatti  possiamo  scrivere  le  (3),  e  (7)  corne  appresso  : 

M^=at  JHo+l,  iVi=a|.iVo+0 , 
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per  modo  che  per  verificare  la  legge  iodicata,  sin  dal  più  piccolo  va- 
lore  di  n,  che  è  7è=o,  basterà  porre 

(13)  M__r=0,    iV_j=l,     ^L,=l,     iV.,=0; 

con  quesle  supposizioni,  anche  le  precedenli  formule  di  Mq^N^,  M|i/V| 
van  soggette  alla  superiore  legge  di  formazione,  e  cosi  dalle  formole 
generali  (11),  ponendo  successivamente  n=o,  1,  2,  ec.  si  Irae  : 


.  Per  applicare  più  agevolmenle  cotesle  formole  nella  pralica,, 
si  puô  tener  présente  il  seguente  tipo  : 

S     n    -2  ,  -i  ,  0  ,                  1  ,                 2  ,  ec. 

S     a^  tto-                  a^.                 «1,  ec. 

S     lf„    0  ,  1  ,  aoM_,4-M«2 ,   a,ilfe+*-i ,    a^M^'\'M^ ,  ec. 

5^     iV^    1  ,  0  ,  a^N^i+N^t,   a,/Vo+JV^f  »    a,iV,+iVo,  ec. 
EsE.r-/f=|f;=[2,5,U,4]; 

n  -2,-1,  0,  1  ,  2  ,  3    ,  4    , 

«n  2,  5  ,  1  ,  7     ,  4    , 

M^  0,      1,  2,  11,  13,  102,  421, 

]V„  1,      0,  1,  5  ,  6  ,  41  ,  194, 

K,  =2,      iî,=:^,  K,=.f ,  iE3=^,  /f4=ÎH-*- 

2.*  -  «=^^=[0,3,8,2,5]  ; 

n    -2,  -1,  0,  1.  2  ,  3  ,  4     , 

«vi  0,  3,  8  ,  2  ,  5    , 

M«     0,  1,  0,  1,  8  ,  n,  93  , 

iV„      1,  0,  1,  3,  25,  53.  290, 

44S.  Ognun  Yede  quanto  sia  agevole,  ottenuli  i  quozienli  incomple- 
ti ,  formare ,  mercè  questa  disposizione  di  calcolo .  le  varie  frazioni 
£o9  -Kl,  K^^  ec.  che  si  chiamano  ridotte  délia  dala  £.  Una  yolta 
scritta  la  linea  de'quozienli  corrispondenti  agVindici  0,1,2,  ce,  e  i  va- 
lori  di  Mf^  e  di  iV„,  corrispondenli  agl'indici  —2,-1 ,  che  sono  0  ed  1 
per  ilfu,  e  1  e  0  per  iV„  (13),  si  formano  gli  allri  valori  di  M^  e  di  N^ 
sempre  con  la  stessa  legge,  cioè  moWpUccmdo  U  quoziente  a„  per 
■io-H .  c  ckggiungendo  M„_j  alprodoUo  ;  e  similmente  moUiplicando 
a^  per  \^i ,  e  a^giung^ndo  N„^  al  produUo.  Cosl  nel  2.**  esem.  per 
formare  JIfo ,  si  moltiplica  0,  che  è  il  valore  di  a^,  per  1 ,  che  è  il  va- 
lore  di  lf__| ,  e  al  prodotlo  0  s'aggiunge  0,  ch*è  il  valore  di  M^^.^  e 
si  à  M^=^0  Similmenle  per  avère  Mf ,  si  moUiplica  3=a,  per  0=itfo9  ^ 
al  prodotlo  0  s*aggiunge  1=i1f.,,  e  si  à  M,=l,  e  cosl  appresso. 

44B  Inollre  si  puô  notare  come  le  formole  (11)  possano  servire  a 
delerininare  i  quozienti  per  mezzo  de'  numeratori  o  dei  denominatori 
delle  rispettive  frazioni  ridotte  :  in  fatli  si  à  da  esse 
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Ë  si  puô  pure  nolare  che,  secondo  quelle  formule,  supponendo, 
come  da  qui  innanzi  faremo,  i  quozieuli  incompleti  a^,  a^,  ec.  tulli 
posilivi,  i  numeratori  Ho .  H| ,  H^ ,  ec. ,  non  che  i  denominatori  N<> , 
N,,  Nj,  ec.  vanno  crescendo,  alcrescer  delVindice, 

LEZIONË  XL. 
Proprielà  délie  ridolte  o  frazioni  convergenli. 

447.  Richiamando  le  formole  (11)  e  il  lipo  del  n.  444,  abbiamo 

-M-j=0,    *_!=!,  #0=^0»  iBi=aiJfo+*-i>    JMi=ajJlf|-fMo,  ec. 
iV_,=!,  iV_,=0,  iVo=i,    iV,=a,iVo+iV«i,  iV,=asiV|+JVo,ec. 

e  quindi  JIL^/V_,~Jlf_,iV^=l.l-O.0=l=(~l)-* , 

JlfoiV-,  -*-|iVo  =ao.0~1.1=-i=(-l)-* , 

onde  per  analogîa  s*avrà 

Questa  formola  ë  vera  qualunque  sia  n.  In  fatli  poniamola  vera  sîqo  al- 
rindice  n,  e  cambiando  solo  nel  primo  membro  n  in'n+1,  abbiamo 

ma,  supposta  verificata  la  (1)  sino  alHadice  n.  la  quanlità  in  parea- 
lesi  di  qaest'ultimo  membro  è  uguale  a  (*-i)""* ,  quindi 

il  cbe  mostra  che  se  la  (1)  ë  vera  per  un  cerlo  indice,  ë  vera  pure  per 
l'indice  immediatamenle  superiore.  Ma  col  calcolo  diretto  abbiam 
vcduto  che  ë  vera  per  n=—  1,0,1,2,  dunque  sarà  pur  vera  per  n=5, 
4,  S,  ec. ,  Essa  inoltre  pu6  essere  scrilta  in  una  délie  allre  due  for- 
me seguenti  : 

(3)       Jtf^A-iH„]V^,=(-ir,    ir,IV^,-Jf^,]V,=(-ir*  ; 

la  prima  délie  quali  s'ottiene  moltiplicando  la  (1  )  per  —I ,  e  la  secon- 
da si  à,  mulando  nella  (1)  n  in  n+i,  e  invertendo  Tordine  dei  termi- 
ni  del  primo  membro,  con  che  il  secondo  membro,  che  sarebbe  (—1)*, 
cambiando  anch'esso  il  segno,  diviene  (—1)"^*. 

Giova  notare  che  i  primi  membri  délie  formole  (1),  (2)  e  (3)  àaao 
per  valore  assoluto  I,  menlre  il  loro  segno  cambia  ogni  qualTOlta  rin- 
dice s'aumenta  d*un'unità  ;  d'altronde  Tesponente  di  —  1,  che  serve  a 
determinare  questo  segno ,  ë  Tindice  del  denominalore  N  nel  primo 
termine  di  ciascuno  di  detti  membri. 
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44S.  Una  qualunque  délie  uguaglianze  (i),  (2),  (3)  ci  mostra  una 
propriété  importante  délie  frazioni  ridoite ,  doè  che  queste  sono 
irreduGibilù  In  fatti,  considerando  particolarmènte  Teguaglianza 
*«^i^-~J'^i^f^i»=("**^}"~S  vediamo  che  seitf^ed  iV^,  potessero  avère 
un  diyisore  comune,  diverso  di  1,esso  dovrebbepure  dividere(— 1)*"*, 
il  che  è  impossihile. 

UB.  Dividende  la  (2)  per  iV^iV^i,  olleniarao 

Or  sappiamo  (n.®  446)  che  i  denominatori  ]V„,  iV^^i  sono  tanlo  più 
grandi,  quanto  più  grande  è  Vindice  n,  quindi  (a  differenza  as  sol u- 
ta  fra  due  ridotte  consécutive  ë  tanto  più  ptccola,  quanto  ptù  Ion- 
tano  è  il  loro  podto.  In  ogni  case  il  valore  assoluto  di  questa  diffe- 
nnza  pareggia  quello  d'una  frazione^  che  à  per  numeratore  luni- 
ta  e  per  denominatore  U  prodoUo  di  quelli  délie  frazioni  parago- 
naXe.  D*aUronde  Tultimo  membre  (4)  è  positive  o  négative,  seconde 
che  n  à  pari  o  impari,  o  vero  seconde  che  nf  1  è  impari  o  pari  :  si 
che  la  ndottoK,^  è  maggiore  o  minore  deUa  i^recederile  K^ , 
secondo  che  Vindice  n+i  èimpariopari. 
âSO.  Sappiamo  già  (12,443)  che 


c  poichè  05,= ,  cosl  sostituendo  sarà 

(7;  K-K^=  ^"*)" 


Inollre.  se  nella  (6)  sostiluiamo  l'indice  n+1  all'indice  n,  avremo 


(-<)*^a!, 


«•4-1 


(8)  K-K^-j^^  (N^+N,x^)  ' 

indi  dividende  quesl^cguaglianza  per  la  précédente  ne  deduciamo 

e  poichè  è  sempre  3C«^|<1,  ed  è  iV-<JV„^.,  (n.*^  446^  sarà  con  più  ra- 
gione  lVi»ac«4^<iV„^i  ;  quindi,  in  vafore  assoluto,  la  differenza  K-JC„^ 
è  minore  deiraltra  K—K^ ,  mentre  queste  differenze  son  di  segno  con- 
trario ;  e  per6  ogni  ridottas'avvicina  alla  frozione  continua  piit 
che  non  s'awicini  la  ridotta  j»recedente  ;  e  inoltre,  di  due  ridotte 
consécutive  waa  è  maggiore^  Valtra  ë  m^'nore  deUa  data  frozione 
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continua,  e  propriamente  (a  ncfolto  d'indice  impari,  o  ?erodi 
posto  pari  è  maggiore,  eqttella  d'indice  pari,  cioèdi  po- 
sto  impari  è  minore  délia  frazione  continua  \  quïnôi  il valore 
di  questa  frazione  si  trova  sempre  compreso  fra  quelli  di  d/ue  ridot- 
te  consécutive.  Per  renunziata  proprielà.  in  viVtù  délia  quale  ogniri- 
dotta  s*a?Yicina  alla  frazione  continua  più  che  la  ridotta  précédente, 
le  ridolle  si  dicono  eziandio  frazioni  convergeuti. 

4SI.  Ora  una  ridotta  s*approssima  al  valore  délia  frazione  continua 
non  solo  più  che  ogn'allra  ridolta  précédente,  ma  anche  piii  che 
ogn'altra  frazione  con  iermini  piii  piccoli  di  quelli  délia  ridotta 

che  si  considéra.  In  falti  sia  la  frazione  -j- ,  che  puô  sempre  suppor- 
si  ridotUa  alla  sua  più  semplice  espressione  ;  sia  il  denominatore  b 

minore  di  quello  délia  ridotta  K^^ ,  e,  se  è  possibile,  il  valore  di  -r- 

b 

s*accosti  a  K  più  che  non  s*  accosta  K^^^  :  allora  ,  poicliè  il  valore 
di  K  è  compreso  tra  quelli  délie  due  ridotte  consécutive  K^=~ 

Mfu.m        a 
*^iw-i="v^  ,  e  -r-  s'accosta  a  K  più  che  non  s'accosta  K,^, ,  cosî 

anche-r-  dev  esser  corapresa  fra  le  dette  ridotte,  e  perciô  in  valore  as- 


6 


a       M^    ^n-^-i      ^n 


solulo  dev'essere  -r--iir<-i^-"iïr  »  o  sia ,  ridueendo  ,  e  os- 

servando  che  in  valore  assoluto  è  iV^iffiH-f— ^fi.+.i^tt=l»  dev'essere 
t^      <  ÂMV—  »  e  quindi  a  N^-bM^  <  -^ —  ;  ma  il  primo  mem- 

bro  è  un  intero,  qumdi  dev  esserlo  anche  il  seconde,  e  perciô  non 

puô  cssere  6</V„^|. 

6 
Similmente  nella  stessa  ipotesi  la  frazione  — è  corapresa  fra  le  due 

N      N 

—-  e  jj~  onde,  indipendentemente  dal  segno,  dev'essere  corne  so- 

pra  ôitf^— aiV^  < -«: — ,  e  quindi  a  non  puô  essere  minore  di  JB..^. 

Pertanto  è  vero  c.  c.  b.  d. 

%S^.  Prendendo  per  valore  dalla  frazione  continua  quello  d'una  sua 
ridotta  £„,  si  commette  un  errore  in  più  o  in  meno,  che  sarà  tanto 
più  piccolo,  per  quaoto  più  elevato  è  Tordine  o  posto  di  quella  ridot- 
ta ;  di  quest'errore  possiamo  sempre  averne  un  limite,  osservando  che 
la  sua  espressione  analitica  è  il  seconde  membre  délia  (7),  e  siccome 
^•H-i<^fw^+^n2C«4,i>  cosl  il  valore  assoluto  di  quell'errore  è  minore 

1  11 

di  -zT^ — ,  e,  con  più  ragione,  minore  di  -rny- ,  o  vero  di  ^rr,.  la- 

onde,  prendendo  per  valore  d\ma  frazione  continua  quello  d'una 
sua  ridotta,  il  valore  assoluto  delVerrore  die  si  commette  è  minore 
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di  una  frazione,  die  à  per  numfraiore  VwnUà,  c  per  denominalo- 
re  H  quadrato  di  quello  délia  ridoUa, 
JIS3.  Segue  cla  ciô  che,  quanto  più  piccolo  risuUa  il  valore  di 

I 

-r=- ,  ianto  piii  U  valore  di  R  è  prossimo  a  qiteUo  délia  cormpon- 

M 

dente  ridolta  -~  ;  e  perô  se  K  rappresenta  una  quanlità  irrazionale, 

la  corrispondente  frazioae  continua,  clic  in  queslo  caso  va  airinfinito, 
si  dice  convergente. 

454.  Segue  dal  précédente  çhe  per  esprimere  una  frazione  di  ter- 
mini  molto  grandi,  o  anche  una  quantità  irrazionale,  con  frazioni  di 
ma{igiore  upprossimazione  e  di  minore  espressione,  convien  conver- 
tire  quella  data  frazione,  o  quella  quantità  irrazionale  in  frazione  conti- 
nua, e  ciascuna  ridolta  di  questa  frazione  godrà  délia  proprielà  yoluta. 

LEZIONE  XLI. 
Frazioni  UUermedie. 

455.  Operando  com*è  detto  nel  n.^  pre.  si  formano  due  série  di  ri- 
dolte 

(■)  A^j,  A2,  A4,  .  .  .  .  ;  il| ,  A3,  A5 ,  .  .  .  . , 

le  prime  di  posto  impari,  che  van  crescendo  per  avvicinarsi  alla  quan- 
tità £  ;  e  le  seconde  di  posto  pari,  e  che  van  decrescendo  per  avvici- 
narsi al  valore  di  delta  quantità  (n.^  450).  Supponiamo  che  h  sia  pari. 
e  pero  K^,  K^^  due  ridotte  di  posto  impari,  e  Jf,^^,,  una  ridotta  di 
posto  pari:  sarà  /fn<iî.  K^|>/Ï,  K^^<K,  e  K„<iî^5<K,j4.| ,  o  vero 

Ora,  se  fosse  a_t=l,  la  diiTerenza  tra  la  seconda  e  la  prima  di  que- 

sle  frazioni  risulterebbe  =  i^rTiri — .  mi  \  »  e  si  potrebbe  moslrare  come 

altrove  (n.®  43t)  che  tra  esse  non  si  possa  trovare  altra  frazione  con 
lermini  più  piccoli.  Ma  quando  a^4>  1 ,  avremo  Ira  K^  t  Kn^^  altrc 
a„^2— 1  frazioni,  cioè 

,   (fln^t-1)itf«^,+itf,, 

le  qaali  si  chiamano  intermedie,  c,  come  chiaro  si  vede,  ànno  i 
numeratori  maggiori  ciascuno  di  Af„  e  di  Jtf,^, ,  cioè  de'  numeratori 
délie  ridotte  K^  e  iC„^, ,  e  minori  ciascuno  di  o>nr^•'iM^^^^i^M„  cioè  del 
numeratore  délia  ridotta  iï^^,  5  altrettanto  à  luogo  pe'  denominalori. 
Prendendo  inoltre  la  differenza  fra  due  consécutive  frazioni  délia  sé- 
rie (3)  e  tenendo  présente  che  i»f„^|iV„-itf„JV^,=(~1;'*,  si  Irova 
RuBiNi  Elem,  d'Algeltra  23 
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0  questa  differenza,  esscndo  essenzialmeiile  positiva,  perché  ne  pari, 
ci  mosira  che  le  frazioni  délia  série  (3)  vanno  crescendo  e  sono  non 
pertanlo  minori  di  K,  al  pari  delle  due  ridolte  Jï„,  K^^^^  Ira  le  quali 

sono  comprcse.  Inoltre  se  ponîarao.  in  générale  pJlf„^|+-M»=3i|, , 

(n)  (n)         (n)        (n)    (n)       ^ 

P^mA+^n=^p  '  Iroveremo  facilmente  ilf(«^)  ^p  -Mp  N^^=(-if; 
si  che  ne  risulla,  corne  per  le  ridotle  { n/*  4i8  j,  che  cfascuna  fra- 
zione  intermedia  è  trreduciftle;  e  quindi  si  puô  dîmoslrarc  corne  al 
n.®  4SI ,  che  fra  due  iniermedie  consécutive  non  si  puô inserirp  al- 
cun'altra  frazione  di  ter  mini  piii  piccoli  di  quelH  delle  date  frazio- 
ni ;  di  maniera  che  queste  esprimeranno  U  ralore  di  R  piU  esatta- 
ment^  di  quaUmquealtra  frazione,  che  avesse  termini  piit  s'^mplicL 

456.  Se  n  è  impari  la  série  di  frazioni  intermedie  (3)  conliniia  tut- 
tavia  a  sussislere  con  le  stesse  propriet<^  dimostrale  qui  innanzi  ;  ma, 
secondo  la  formola  (4),  la  differenza  fra  due  frazioni  consécutive  è  ne- 
gativa,  e  perô  le  frazioni  (3),  in  questo  caso,  vanno  diminuendo,  ri- 
raanendo  tutte  superiori  a  A,  al  pari  delle  due  ridotle  K^,  K,^^^  Ira  le 
quali  sono  comprese. 

457.  Calcofendo  la  differenza  tra  la  quantità  £  e  la  frazione  inter- 
media Kp ,  abbiamo 


la  quale,  poichè  x,^^,=l  :  («n^-t+aî^^j),  puô  esserc  scritta  cosi 


e  poichè  inoltre  x^^<  1 ,  chiaramenle  si  vcde  che  questa  differenza , 
in  valore  assoluto,  è  minore  di 

questo  risultamento  è  analogo  a  quello  del  n.°  450  relative  aile  ridot- 
le Kq,  Kl,  ec.  che  Lagrangb  disse  pure  frazioni  principal! ,  pcr 
dîstingucrle  dalle  frazioni  iniermedie. 

In  conclusione  le  propriclà  delle  ridolte  Ji^,  /f|,  ^c.  an  pur  luogo 
per  le  frazioni  intermedie  tra  due  consécutive  ridotle. 

âS8.  Perlante,  trovale  le  ridotte  principali  di  K,  potremo  formare 
due  distinte  série  di  frazioni  convergenti  verso  il  valore  di  K,  le  qiialî 
rappresentano  il  valore  di  questa  quantità  piu  csattamente  di  qualun- 
que  allra  frazione,  maggiore  o  minore  di  K,  espressa  con  termini  più 
piccoli  :  una  di  esse  série  contiene  le  ridotle  principali  di  poslo  im* 
pari  e  le  loro  intermedie,  e  queste  fraziimi  convergono  crescendo  al 
valore  di  K\  Talira  série  contiene  le  ridotle  principali  di  poslo  pari  e  1o- 

(*;  Schbfflêr.  —  Die  unbesiimmle  Analylik,  pag.  14. 
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ro  iiilerniedie,  e  lutle  quesle  frazioiii  convergouo  decrescendo  verso  il 
vuiore  d\K,  Puô  bene  perô  awenire  che  uoa  fraziooe  intermedia  d*una 
série,  coniunque  espressa  coil  lermini  plù  piccoli  di  quelli  d'un*al- 
Ira  frazioue  deiralira  série,  s*  accosti  al  valore  di  K  meno  di  quel  che 
s'accosta  questa  seconda  frazione  :  ond' è  che  le  frazioni  inleime- 
die  bisogua  adopcrarle  solo  quando  si  Iratta  di  avcre  tuUe  le  frazioni, 
minori.  o  luUe  le  mag^iori  di  K,  le  quali  s*accoslano  a  questa  quan- 
tité più  che  ogn*  allra  frazione  espressa  con  lermini  più  picculi. 

Or,  se  £  è  una  quantité  irrazionale,  ciascuna  di  dette  série  devesi 
di  nécessita  proiungare  airinflnilo.  Ma  se  iC  ë  una  quanlità  razionale 
e  perciô  rapprésentata,  in  générale,  da  una  frazione  ordinaria,  una  di 
quelle  série  surà  limilata,  mentre  Taltra  puô  essor  scmpre  prolungata 
uirinfiiiito.  E  per  ?ero,  in  queslo  caso  devesi  giugnere  a  un*ultinia  ri- 
dotta  Kj,  e^uule  a  dctla  frazione,  e  una  délie  due  série  teriuincrn  con 
Kf  ;  mentre  ncU'altra  l'ultima  ridotla  principale  sarà  la  précédente  a 
Kf ,  cioè  sarà  K^i,  E  poichè  rullinia  ridotta  principale  è  K^. ,  ruilirao 

1 

quozîeutc  incomplclo  dcv'cssere  a^,  e  quindix,.=o;ma  a;,.= , 

dunquc  dev'essere  a^^i+Xr^^=co  ,  e  poichè  a;,.^|<l,  devesi  finalmen- 
le  avcre  «r+i^^  >  laonde  la  ridotla  principale  Jf^^, ,  che  polrebbc  sc- 

guire  la  £-._,  nella  seconda  série,  à  la  forma  — -r^ — r^^* ,  e  perô  la 

ridolta  principale  K^^t  puô  esscr  seguita  dalle  ridotte  secundarie 

itt,+itfr-l      ^«r-^Mr^,      3JW,+i»;.„l  „..    .,    ., 

159.  Ê  da  osservare  iinalmcute  che  Taltra  scrie  comincia  con  la  fia- 

M.    a.lfu+t         -,  ' 

zioae  j^=     «r     .  ,  onde  prima  di  questa  vi  saranno  altrg  a— I  frazio- 

ni,  cioe 


iVo+1  '  2iVo+r  "  •  (a,-i)iv,+r 

EsE.  —  Data  la  frazione  ^^.  Irovàre  le  frazioni^  vhe.  in  furma 
inii  8'  7nplice,  pi^sson  rajyprcsentare  il  valore  delta  data  più  esalta- 
mente  di  qualunque  allra  di  lermini  piii  piccoli, 

Ccrcando  il  mass.  divis.  com.  tra  i  due  num.  80400,20929  si  tro- 
vanol quozieuti incompleli  4,  7, 1,  3, 1, 16.  i,  I,  i5;quindileridotle 

^29     33     128    161    2T04    2863    3369    86400  ^ 

T  '  1    '  8  '  31   '  39  '  63S  '  694  '  Ï349  '  'Z09i9  * 

quesle  frazioni  già  soddisranno  il  probleroa,  essendo  perô  quelle- di 
posto  impari  minori,  e  quelle  di  posto  pari  maggiori  délia  data  frazio- 
ne. Tolendo  poi  trovare  lutte  le  altre  frazioni  intermedie  minori  e  mag- 
giori dcUa  data,  scriveremo  in  primo  luogo  le  ridotte  minori  insicme 
con  la  data  frazione,  e  i  rispettivi  quozienti  incompleli  cioà 

Quozicmi  11         1  15 

nri  #f       *      ^    L^    2865    86400 
îiiaotte    _  ,  ^  ,  ^^  ,  -^  ,  ^^g^g  ; 
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indi  osserveremo  che  i  quozienti  incompleli  corrispondeoU  alla  secon- 
da,  lerza  g  quaria  sono  eguali  a  ! ,  quindi,  in  tal  caso,  essendo  (Vm=1  , 
Ira  la  prima  e  seconda,  ira  questa  e  la.  terza,  e  ira  quesla  e  la  quaria 
non  pu6  cadere  alcuna  frazione  intermedia  (n.^  45S).  Ha  il  quozienie 
corrispondenle  allulUma  ridolta  essendo  15,  Ira  la  quaria  e  quinla di 
deUc  ridolle  principali  si  possono  inserire  allre  14  frazioni  interme- 
die,  che  si  trovano  osservando  che  le  due  ridotte  precedenli  la  ^^ 
sono  #  e  ?§|,  si  che  86400=5569.15+2865,  20929=1349.154-694; 
quindi  per  avère  i  numeraiori  délie  frazioni  intermedie  bisognerà  nel- 
la  prima  di  queste  uguaglianze  porrc  1,  2,  3  .  .  14  in  luogo  di  15.  e 
per  avère  i  rispelUvi  denominaiori  converrà  farclaslessa  sostiluzione 
nella  seconda  eguaglianza  ;  in  queslo  modo  avremo  che  la  série  di  fra- 
zioni minori,  e  convergeoli  verso  la  dala^  è  la  seguenle  : 

4     33    161    2865    8434    140Q3    19592    25141    30710    36^14 
T'    8'  T9'    694'   2043'    3392'   4141'  "6090"'    1439'    8188' 

41848    41417    52986    58555    64124    69693    15262    80831 
10131'  11486'  12835'  14184'  15533'  10882'  1823Ï'  Ï938(>' 

dopo  quesl'ullima  frazione  segue  la  dala  g^.  Âpplicando  un  calcolo 
analogo  aile  ridolle  di  posto  pari  ^ .  *^f  ^,  f^  si  Iroverà  la  série 
di  frazioni  convergenti  maggiori,  la  quale  andrà  airinûnilo. 

t60.  Diremo  qualche  cosa  délie  frazioni  conlinue  perîodiche,  di* 
mostrando  che  il  valore  d'una  frazione  continua  periodica  è  dato 
dalUi  radice  d'un'eqibazione  di  2.®  grado.  In  falli,  poniamo  da  prima 
che  il  pcriodo  cominci  dal  primo  quozienie  incomplelo ,  c  questo  pé- 
riode sia  ao,  a^  .  .  .  a„,  si  che,  dinolando  con  x  la  frazione,  sia 

x=[ao,  a,,  .  .  .  .  a„,  a^,  ttf  •  .  .  a„,  aU'infinilo]. 

É  chiaro  chg,  essendo  inlinilo  il  numéro  de*  lermini  di  questa  frazio- 
ne, si  puô  bcn  supporre  che  lulla  la  parle,  che  scgue  il  primo  période 
cguagli  la  slessa  frazione  x,  o  vero  che  sia 

(5)  x=[ao,  ai,  ttj  .  .  .  ttft,  x]  ; 

allora,  dinolando  con  -^  ,  -z^  le  ridolle  corrispondenli  ai  quozieiili 

a„ ,  a^, ,  quclla  corrispondenle  aH'ullimo  quozienie  x,  e  che  è  la  sles- 
sa jfrazione  dala,  sarà 

*  Suppooiamo  in  seconde  luogo  che  innanzi  al  periodo  vi  fosse  una 
parle  non  periodica  «^  >  o^i  •  •  •  «^i»  ®  dinotiamo  con  y  la  proposla  fra- 
zione continua  :  si  che,  chiamando  x  la  frazione  conlinua,  che  se^ie 
la  parlé  non  periodica,  sia 

A      A  ^ 

allora  rapprcscnlando  con  -^  ,  -^^^  le  ridolle  corrispondenli  ai  quo- 
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zieoU  a^ ,  a,^^, ,  avremo 

e  messo  questo  vçlore  nella  (6),  di  cui  una  radice  dev'esser  appunto 
questo  valore  di  ûs,  il  risultameolo  è  -pure  ua'equazione  di  2.^  grado 
ÎQ  1/;  e  perô  il  teorema  è  dimostrato. 

Facciamo  soltanlo  notare.che  il  teorema  inverso,  cioè  che  la  radice 
vrrazionale  cTtm'eg uozione  di  2.^  grado^  a  coefficierUi  razionaliy  è 
svUuppàbile  in  una  frazione  continua  periodica,  è  pur  yero  ;  ma 
non  lo  dimoslriamo,  per  non  eccedere  i  limiU  impostici. 

CAPITOLO  IV. 

AmaIIsI  ladeterMlMita  del  prlM«  (rnidi«. 

LEZIONË  XLII. 

Jiisoluzione  delVequazione  ax+i)y=c  in  numeri  inleri, 

âSl.  Abbiamo  già  mostrato  (n.^  266  e  seg.)  che  un  sislema  di  cqua- 
zioniy  contenente  un  numéro  d*incogniLe  maggiore  di  quello  délie  stes- 
sc  equazioni,  pu6  esser  veriflcalo  da  inflniti  sistemi  di  valori  di  que- 
ste  incognile.  Cotesla  proposizione  è  générale,  sinolië  quesli  valori 
non  devono  soddisfare  alcuna  parlicolare  condizione  ;  ma  la  gênera- 
lilà  vien  talvolta  a  limitarsi ,  anzi  la  proposizione  potrà  non  aver  più 
luogo,  se  i  valori  délie  incognite  ànno  a  yerificare  talune  condizioni  : 
cosl  se  abbiasi  a  risolvere  Tequazione 

(1)  2x-î/=8 , 

e  i  valori  dixedy  possono  essere  qualunque,  interi  cioè  o  fraziona- 
rii,  positivi  o  negalivi,  allora  sono  infiniti  i  sistemi  di  valori  di  x  ed  y, 
che  soddisfanno  quesfequazione.  Ma  se  si  voglion  valori  soltanlo  i  n- 
t e  ri ,  allora  il  numéro  délie  soluzioni  acquista  un  certo  limite  ;  in  ef- 
felti,  siccome  dalla  (1)  si  ricava  y=2{x—i),  cosl  si  vede  che,  volendo 
che  X  sia  numéro  inlero,  è  necessario  che  i  valori,  anche  interi,  di  x 
sien  tali  da  rendere  x— 4=21,  o  vero  che  sia  x=2i+8,  essendo  i  un 
intero  qualunque  positivo  o  negattyo.  E  ancor  più  limitato  riesce  il 
numéro  délie  soluzioni,  se  vuolsi  inoltre  che  i  valori  di  x  ed  y  sieno 
non  solo  intérim  ma  anche  positiyi;  imperocchè  per  soddisfare  a 
questa  seconda  condizione  è  d'uopo,  corne  si  rileya  dalla  précédente 
cspressione  di  y,  che  non  sia  x<i.  onde  i  valori  da  darsi  al  numéro 
ialero  i  non  possono  essere  che  soltanto  positiyi. 

Per  un  allro  esempio  poniamo  che  si  voglia  risolvere  in  numeri  in* 
(cri  e  positivi  Fequazione  5x+3j/=2  :  in  questo  caso  chiaramente  si 
vede  che  non  vi  puô  essere  alcun  sislema  di  valori  per  x  ed  y,  il  qua* 
le  soddîsQ  al  tempo  stesso  la  proposta  equaziono,  e  la  condizione  di 
essere  inleri  e  positivi  i  detti  valori. 

Jtes.  l'ertanlo,  generalmente  pariando,  è  indeterminata  la  risolu- 
zione^  in  numeri  inleri,  d'un  sistema  di  equazioni  tra  un  numéro  d'in* 
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cognitc  maggiore  di  quello  délie  equazioni  dale.  Ora  col  nome  di  a  na- 
lisi  iiideterminata  s'iotende  in  Algebra  la nsolu^ione,  m nume- 
ri  interin  d'un  dalo  numéro  di  equazioni  tra  un  inaggior  numéro 
d'incoifnile.  Essa  à  un  origine  anlichissiiua  poîchè,  per  quanlo  il  codi- 
portano  le  atluali  conoscenze,  è  saputo  che  Diofanje  Tu  il  primo  ad 
occuparsi  di  simili  questioni.  Noi  qui  esporremo  Tanalisi  indetenni* 
nala  solo  riguardo  aile  equaziuni  di  1.^  grade,  e  priinamenleci  occu- 
peremo  delFequazione 

in  cui  a,&,c,  sono  de*numeri  interî  posilivi  o  negativi,  e  possono  sem- 
pre  inlendersi  primi  Ira  loro  ;  perocchë  se  aminctlcsscro  un  faliore 
comunc,  putrebbesi  dividere  tulla  Tequazione  per  queslo  faliore. 

463.  Per  la  possibUità  d' lia  riboluzione  délia  (2)  in  numeri  in- 
leri,  ë  d'uopo  c/ie  i  coejfkiefUi  a  e  b  non  omincUaao  un  faUore  co- 
munc,  U  quale  non  sia,  ncl  lempo  stcsso,  faliore  ancora  di  c  ;  iui- 
peroccliè,  quulunque  polessero  essore  i  valori  in  numeri  iuleri  di  js 
ed  t/,  il  primo  membre  délia  (2)  sarebbe  divisibile  per  quel  fullore  co- 
mune  ad  a  c  6,  menlre  il  seconde  no'l  sarebbe,  e  quindi  1  eguagUaa- 
za  non  pulrcbbe  mai  aver  luogo. 

464.  Ma  puô  bcne  il  termine  nolo  c  avère  un  fallor  comune  col 
coeiBcienle  d  una  délie  incognile,  sonza  che  pcrciô  ne  derivi  un  assur* 
do.  In  ilTelti,  se,  p.  e.  sia  a=a'a,c=c'a,  l'equazione  (2)  sarà  délia  for* 
ma  by=a,c'-a'x),  ne  implica  conlrad>zione  ;  ma  solo  indica  clie  in 
questo  caso  i  numeri  inleri  rappresentanli  i  valori  di  y  debbono  esse* 
re  de*  mullipli  di  a,  si  che  si  porrà  y=aLz,  e  Tequazione  dala,  >oppres* 
so,  il  faliore  a,  diviene  62+a'ac=c',  in  cui  i  coelTlcienli  b,a\&  non 
ànno  alcun  faliore  comuue  :  trovali  i  valori dxxez che  risolvono  que- 
sl'cquazione,  avremo  le  soluzioui  délia  proposla  molliplicando  per  ol 
i  valori  di  z. 

465.  Po'slo  ciô  supponiamo  Irovala  una  soluzioue  in  numeri  inleri 
délia  (2);  sieno  a?o>2/o  quesli  numeri.  e  dev'essere  ax^^by^  =c,  si  che 
loglieudo  quest'equazione  dalla  (2)  n*emerge 

avaî-a?o)+6(2/-2/o)=o,  d'onde  -— r  =  -— , 

e  poichè  per  ipolesi  a  e  6  son  primi  Ira  loro  cosl  dev'essere  (n.^  185, 
VII)  a3~a*o==F62,  y—y^—dzaZy  essendo  z  un  inlero  posi/ioo;  onde  sarà 

Da  colesle  formole  deduciamo  la  seguenle  r  e  gol  a  :  emvo%eiuXo  u^n 
pariieobxr  valore  x,^  di  x,  c  il  corrispondenie  y^  di  y,  che  «octdisfan- 
no  Vrquazione  indelenninaXa  ax4-by=c,  allora,  per  aver  tiUle  le  ol- 
tre  soluzioni  in  numeri  inleri,  baslerà  muUiplicare  U  coe/fteienle  b 
e  il  coefficienie  a  per  unindekrminala  z,  e  aggiwngendo  U  primo 
p^*odoito  ad  Xo,  ai  togliei^à  U  secondo  day^o  reciprocamente.  Dopo 
di  che,  si  daranno  a  z  tulli  i  valori  possibUi  in  numeri  interi  posi* 
iivi,  e  s'avranno  tulle  le  possiLUi  soluzi'.ni  in  numeri  inleri  délia 
proposla  equazione. 
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468.  Le  formole  (3)  possonsi  scriverc  più  scmplicementn  cosi 

x=Xo—bz ,       y=yo-\-az  ,  o  pure 
05=050+65 ,       y^Vo-dz , 

e  in  tal  caso  i  yalori  interi  da  dare  a  z  possono  essere  posilivi  o  ne- 
gativi. 

467.  V*à  de*  casi  parlicolari  in  cui  si  puô  agevolmento  conosccre  la 
prima  soluzione  (Xq,  i/o)  *•  il  primo  è  quello  in  cui  il  termine  noto  è 
nuUo,  perché  allora  lequazione  avendo  la  forma  aac+bj/=o,  è  cliiaro 
che  ë  yehncata  per  x=o,  y=o  11  secondo  caso  à  luogo  quando  il  ter- 
mine noto  è  un  mulUplo  del  coefilcienle  d'una  dclle  ignole.  In  cffetli, 
se  c=aa,  Vequazione  (2)  è  délia  forma 

aîr+62/=aa , 

e  fatlovi  2/=o.  ne  viene  cc=a  ;  perlanto  in  U\  caso  le  soluzioni  In  nii- 
meri  inlcri  di  quesla  equazione  sono  racchiuse  nelie  formole  x=j.-hz, 
y=az.  Cosi  Tequazione  .^ac+2j/=15  à  per  soluzioni  lutte  quelle  clie 
s'ollengono  dalle  due  formole  03=5— 2z,  î/=+32,  col  dare  a  ::  lulli  i 
valori  délia  série  ordinaria  1,  2.  3,  ce.  posUivamente  e  negalivamente. 

469.  Un  altro  caso  ë  quello  in  cui  il  termine  noto  è  un  multiplo 
délia  somma  de*  due  coeflicienli.  In  fatti.  se  c=k{a+h),  la  (2)  snrà  dél- 
ia forma  aaî+5t/-fc(a+6),  d'onde  cliiaramenle  si  scorge  clie  una  solu- 
zione in  numeri  interi  si  a  quando  x=y=k  ;  e  ogni  allra  è  dala  dalle 
formole  x=k—bz.  y=k-\-az. 

469.  In  générale  la  teorica  délie  frnzioni  continue  ci  porgc  il  mez- 
zo  onde  delerrainare  una  prima  soluzione  :  ma  prima  d'andarc  innan- 
zi  faremo  notare  che  possiamo  sempre  in  luogo  délia  (2)  considcrare 
Tequazione 

(l)  ax-by=c  ; 

imperocchè  se  la  data  equazione  non  presenla  i  segni  esplicili  corne 
jn  questa  (4),  allora,  reso  posilivo,  se  occorra.  il  termine  noto,  si  so- 
stituirà  a  queirincognita,  che  presenti  un  coëlTicicnle  di  segno  contra- 
rio a  quello  clie  à  nella  (4).  un'altra  incognila  col  segno  muLilo:  cosi 
se  r  equazione  dala  è  ax-\-by=Cy  si  porrà  î/=— j/',  e  s'avrà  T  allra 
ax—by'=^c^  che  à  la  forma  (i)  ;  e  quindi  risoîula  quesf  equazione,  si 
cambieranno  î  segni  ai  valori  dî  y',  c  s'avran  quelli,  che  convcngono 
airequazione  data. 

Posto  ciô  fallo  x=ct,  y=cii,  la  (4)  divîene 

(3)  at-bit=\  , 

e  quest'equazîonc  si  puô  sempre  risolverc  colVuso  dellc  frazîonî  con- 

a  fil 

tinue.  In  efTelli,  sî  svolga  -r  in  frazîone  continua,  e  si  dinoli  con  — 

o  u 

la  ridolla  che  procède  -r-  ;  avrcmo  an— 6m==t1,  avendo  luogo  il  se- 
gno superîore  se  —  è  di  poslo  impari,  e  Tinferiore  se  è  di  poslo  pari; 

e  ppfô,  supponendo  aver  luogo  il  primo  di  questi  casi,  si  potrà  veri- 
ficarp  la  (5)  prendcndo  f=n,  u=m,  e  quindi  sc-cn,  i/=cm  :  e  suppo- 
nendo if  secondo  caso,  si  verificherà  la  (5)  prendendo  l=— ri,  u=-m. 
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e  quindi  05= -en,  y=  —cm.  Trovala  cosi  una  particolare  soluzione  dél- 
ia (4),  s*avran  tulle  le  allre  par  la  regola  del  n.^  (6S ,  e  saranno 

(6)  x=cn-{-bz,      y=cm+àz,        )  '. 

\  z  intero  positivo  o  negalivo 

(7)  œ=-cn+6z,  2/=--cm-fa2,     j 

ayendo  luogo  le  prime,  se  an—bm=-^t^  e  le  seconde  se  an—hm^—\. 

MO.  At  YERTBNZA.  —  Nel  foroiare  le  formule  (6)  e  (7)  si  tenga  pre- 

senle  che  il  primo  termine  in  ciascuna,  indipendentemente  dal  segno, 

è  il  prodollo  del  termine  noto  per  quello  de*  termini  dalla  frazione  ri- 

dolla,  il  quale  corrisponde  a  quello  de'  termini  della  frazione  svilup- 

pata,  che  ë  coeiQciente  daU'altra  incognila  :  cosi  a  ëil  coetUciente  di 

a 
X,  e  6  quello  di  y;  se  la  frazione  sviluppata  è  -y- ,  e  la  ridolta  prece- 

m 
dénie  è  —  *  il  primo  termine  di  x  8  en,  e  quello  di  y  è  cm.  Se  aU'op- 

6  m' 

poslo  si  sviluppasse  la  frazione  — ,  e  fosse  —7  la  ridolta  précédente, 

il  primo  termine  di  x  sarebbe  cm\  e  en'  quello  dî  y. 

EsE.  —  Data  Tequazione  201/— 3105=7  ;  si  ponga  x  in  luogo  di  y  e 
reciprocamenle  ;  cioè  si  scriva  20x-31i/=7  ;  quindi  svolgendo  ^  in 
frazione  continua  si  trovano  le  ridotle  successive  ? ,  f  »  J,  §  »  -^^  -ff; 
si  che  la  ridolta  précédente  a  1^  è  -^ ,  ed  è  di  posto  impari,  quindi  si 
prenderà  9^=14,  m=9,  e  le  formole  di  cul  bisogncrà  far  uso  saranno 
le  (6)  ;  le  quali,  scambiandovi  ce  in  y  e  al  contrario,  c  osservando  che 
c=7,  daranno  x=63+20j3,  y=98+31j2. 

471.  Fin  ora  ci  siamo  occupai!  delb  risoluzione  deU'equazione 

(2)  ax-]-by=c , 

cercando  le  soluzioni  in  numeri  intcri,  positivi  0  negalivi  ;  ora  aggiu- 
gneremo  la  condizione  che  questi  numeri  abbiano  ad  essere  solamen- 
le  positivi,  e  vedremo  che  con  ciô  i\  numéro  délie  soluzioni,  che  an 
che  in  questo  caso,  generalmênle  parlando.  è  indetcrminato,  puô  lal- 
volta  essere  delcrminalo,  0  anche  nuUo.  Pertanto  supporremo  prima- 
mente  che  i  coelïicienli  aeb  abbiano  lo  stesso  segno,  che  puô  sup- 
porsi  essere  il  ;>m  ;  in  questo  caso  anche  c  deve  avère  queslo  stesso 
segno,  altrimenti  se  fosse  c  négative,  non  polrebbevi  essere  alcuna 
soluzione  in  numeri  interi  e  positivi. 

Perlante  dinotando  con  cc^,  y^  una  soluzione  della  (2),  secondo  la 
condizione  voluta,  lutte  le  allre  soluzioni  saranno  racchiuse  nelle  due 
formole 

(8)  x=Xo-bz ,    y=yo+(iz , 

dando  a  ;;  valori  interi  positivi  0  negalivi.  Or  per  avère  le  soluzioni  in 
numeri  interi  e  positivi,  i  valori  di  z  devono  esser  tali  da  rendere 
Xo  -bz>o,  yo+az>o,  e  pero  (n.**  126) 

(9)  z<x^  :  6  ,    z>  -y^  :  a  ; 

si  che  i  valori  da  atlribuirsi  a  z  sono  racchiusi  Ira  il  limile  superiore 
Xq  :  6,  e  Tinferiore  —y^  :  a  ;  onde  se  questi  due  limili  non  compren- 
dono  alcun  intero.  la  risoluzione  deWequaziorte  proposixi  (2)  è  im- 
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possibUe  ;  corne  avviene  appunto  allorchè  detli  lîmiti  cadono  ira  due 
interf  consecutivi  délia  série  ordinaria. 

Polrebbe  talvolta  accadere  che  uno  de'  liraiti  (9)  Tosse  esso  stesso 
un  valore  di  jz;  in  effelli  se  x^^ib,  p.  e. ,  è  un  intero  P;  allora  si  puô 
prendere  3=p,  perché  z  dev'essere  intero  ;  ma  siccome  questo  valore 
dà  Xfy=bi^=bZj  la  prima  <8)  dà  œ=o,  e  la  (2)  si  riduce  a  by-c,  che 
dà  y =0:6;  quindi  se  c:6  è  un  iutero,  cioè  se  c  è  multiplo  di  fr,  si  puA 
prendere  z=a?o  :  6.  Similmenle  se  c  è  multiplo  di  a,  un  valore  di  z  è 
il  limite  —y^  :  a. 
.  âTO.  Supponiamo  ora  che  si  tralU  dell'equazione 

(4)  axr-by=c. 

In  questo  caso,  dinotando  sempre  con  (a;<>.  yo)  una  délie  soluzioni 
intere  e  positive  di  quest*equazione,  sarà 

(10)  aj=aîo+6z ,    î/=î/o+«2 . 

e  perché  xedy  sieno  positivi  è  d*uopo  che  sieno  verificate  le  due  con- 
dizioni  Xo+62>o,  yQ-{'az>o  ;  cioè 

(11)  z>-x^:b.    z>-y^:a, 

potendo  ancora  in  alcuni  casi  essere  il  maggiore  di  questi  due  limiti 
un  valore  di  ;z.  E  poichè  ogni  valore  di  z  maggiore  (  o  anche  uguale) 
del  più  grande  de'  due  precedenii  limiti,  con  più  forte  ragione  è  mag- 
giore del  più  piccolo,  cosi  ne  segue  che  la  (4)  ammette  infinité  solu- 
zioni in  numeri  interi  e  pontivi. 

473.  Da  quanio  abbiamo  mostralo  si  deduce,  che  se  c  è  il  massimo 
divisore  comune  di  due  numeri  a  e  b,  si  puô  sempre  determinare  due 
numeri  interi  e  positivi  œ,  y  tali  da  soddisfare  Tequazione  ax—by=c. 
Se  X  ed  1/  devono  essere  soltanto  interi,  puô  essere  risoluta  ancora, 
nella  slessa  ipotesi,  Tequazione  ax+6y=c. 

414.  Posto  tutto  ciô,  passiamo  a  risolvere  alcuni  problemi. 

Problbma.  —  Trovare  due  numeri  tali,  che  moltéplicando  uno  di 
esn  per  3,  e  Vallro  per  7,  la  somma  dei  prodotti  sia  50. 

SoLuziONB.  —  Sia  x  il  primo  numéro  ed  y  il  seconde  ;  avremo  per 
coudizione  del  problema 

(12)  3xi-7y=D0. 

Ponendo  -y  invece  di  y  avremo  a  risolvere  Fequazione  3jd— 7i/=50; 
onde  sviluppando  f  in  frazîone  continua,  a\remo  le  ridolle  J-,  f,  y,  e 
poichè  la  ridolta  j  précédente  a  |  è  di  posli  pari,  le  formole  da  ado- 
perare  sono  le  (1)  ;  si  che  a3=-100-f  7:3, 2/=-50+32,  e  le  formole  che 
rîsolvono  la  (12)  sono  per  conseguenza 

aD=:-100+72 ,    y=30-32  ; 

e  per  avère  soluzioni  intere  e  positive  bisogna  che  sia  z> ^^  z<-^  ^ 
cioè  z  dev*esser  coropreso  fra  15  e  11,  anzi  lo  stesso  limite  15  puô  es* 
ser  preso  per  valore  di  z,  si  che  puô  prendersi  soltanto  z=t5, 2=16, 
e  si  ànno  le  due  soluzioni  (aî=5,  y=5),  (x=:12,  î/=2).  Quindi  i  nume- 
ri cercati  possono  essere  o  ciascuno  eguale  a  5,  o  uno  12  e  Taltro  2. 
OssBRVAzioxE.  —  Essendo  50  multiplo  délia  somma  3+2  de'coeffl- 
cienti,  la  (12)  si  trova  nel  caso  contemplato  nel  n.®  468:  onde  avrem- 
mo  potuto  prendere  immediatamente  per  prima  soluzione  a;=i/=5,  e 
RuBiNi  Elem.  d'Algebra.  2i 
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le  allre  sarebbero  slale  daie  dalle  formole  x=5-lz.  i/=5+3z,  donde 
si  scorge  toslo  che,  per  aver  Talori  positivi,  non  si  puô  dare  a  z  ehe 
il  solo  Talore  -1;  cosi  Taltra  soluzione  è  05=12,  i/=2, 

41S.  Problema.  —  Trovare  due  numeri  talU  che  moUiplicandane 
uno  per  5,  Valtro  per  3,  la  somma  de'  prodotti  sia  7. 

SoLtJzioNE.  —  Chiamando  x  il  primo  numéro  e  y  il  secondo,  avre- 
mo  per  condizione  del  problema  . 

(«3)  5a;+3y=1. 

Ponendo  —y  in  luogo  di  y.  e  svolgendo  §■  in  frazione  continua  si  troia 
che  le  formole  che  risolvono  la  (13)  sono  œ=3z— 7,  j/=i4— 5z,  e  sic- 
come  non  v'è  alcun  valore  intero  posilivo  o  ncgalivo  di  z,  che  renda  a 
un  tempo  x  ey  positivi,  cosl  la  (13)  non  ammette  soluzioni  in  nume- 
ri interi  e  posilivi,  e  il  problema  proposlo  è  impossibile. 

476.  Problema.  —  Trovare  due  numeri  tali^  che  moltiplirando- 
ne  uno  per  9,  e  Valiro  per  11,  la  somma  dei  prodotti  sia  1800. 

Soluzione.  —  Dinotando  con  x  il  primo  numéro  e  con  y  il  secon- 
do, Tequazione  del  problema  sarà  : 

(14)  9x+!1y=i800. 

Qui  osserveremo  che  il  termine  noto  è  multiplo  del  coefliciente  di  x, 
perché  1800=200x9  ;  onde,  una  soluzione  délia  (14)  èi/=o,  05=200, 
(n.^  467),  e  lutte  le  altre  son  racchiuse  nelle  formole 

(15)  •x=200^llz,    y=9z, 

e  perche  x  risulti  posilivo,  basla  sollanto  che  sia  200— 11j3>  o,  cioè 
z<^,  o  vero  z<19  ;  quindi  polrannosi  assegnare  a  z  tulli  i  numeri 
interi  e  posilivi  da  0  sino  a  19 ,  e  avremo  in  corrispondenza  secondo 
le  formole  (15)  le  seguenli  19  soluzioni  ; 

ac=200,  y=  0;  x=l89,  y=  9;  x=178,  y=  «8;  »=167,  y=  27; 
x=156,  y=  36;  x=145,  y=  43;  a;=134,  y=  54;  05=123.  y=  63; 
05=112,  y=  72;  aî=l01,  y=  81;  x=  90,  y=  90;  x=  79.  y=  99; 
x=  68,  y=108;  x=  57,  y=n7;  x=  46,  y=126;  x=  35,  y=l35; 
x=  24,  y=l44;  x^  13,  y=!53;  ac=    2,  y=162. 

m.  OssERVAzioNE.  —  I  Ire  problemi  ora  risoluli  equivalgôno  a 
scomporre  un  n^imero  dato  in  due  parti,  deUe  quali  una  sia  divi- 
sibile  per  un  dato  numéro ,  e  l'altra  pet  un  altro  numéro  anche 
data,  Cosl  nel  primo  problema  traltavasi  di  scomporre  50  in  due  par- 
ti, di  cui  una  fosse  divisibiïe  per  3,  Talira  per  7,  e  ciô  poleva  farsi  in 
due  modi,  cioè  con  le  due  parti  36  e  14,  o  con  le  due  15  e  35.  Nel  se- 
conde problema  si  Irallava  di  scomporre  7  in  due  parli.  una  divisi- 
biïe per  3,  Taltra  per  3,  c  non  avendo  trovala  soluzione  alcuna,  que- 
sta  scorapos'zione  o  partizione,  che  voglia  dirsi.  non  poteva  aver 
luogo  ;  il  che  dallronde  si  poleva  conchiudere  alla  sola  letlura  delfe- 
nunziato  del  problema.  E  finalmente  nel  terzo  problema  traltavasi  di 
scomporre  1800  in  due  parti,  di  cui  una  fosse  divisibiïe  per  9  e  l'ai- 
Ira  per  11  ;  e  avendo  ottenulo  18  soluzioni,  (esclusa  la  x=200,  y=0) 
ne  conchiudiamo  che  quesla  partizione  pu6  farsi  in  18  manière  di* 
verse. 

418.  Probleha.  —  Vna  persona  à  comprato  del  panno  e  délia 
sioffa  ,  il  primo  a  31  lire  al  melro^  e  la  secondn  a  20  lire  al  melro; 
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la  spesa  deUa  étoffa  à  superato  di  7  lire  quella  del  panno.  Quanti 
metri  era  U  panno  e  quanti  la  stoffa  ? 

SoLuzioNB.  —  Sia  X  il  numéro  de' metri  di  pahno,  e  y  quelle  de'nie- 
tri  di  stofTa.  L'equazione  del  problema  sarà  : 

(16)  20î/~31flc=:7. 
Svolgendo  ^  in  frazione  continua  si  trova 

05=63+202 ,    2/-^8+3U. 

Il  più  piccolo  valore  cbe  puô  darsi  a  2,  e  avère  valori  interi  e  positivi 
per  xeyjh  z=— 3  ;  indi  si  puô  fare  2= -2,  2=— 1 ,  2=0,  2=1,  ec.  al- 
l'infini to,  e  s*ànno  in  corrispondenza  le  seguenti  soluzioni  in  numéro 
inflnito  : 

x=3,23,43,63,  83,103,123,143,163,183.203.  ec. 

j/=5,36,67,98,!29,160.19l,222,253,284,315,  ec.  : 

laonde  potevano  essere  3  metri  di  panno  e  5  di  stoffa  ;  o  23  di  panno 
e  36  di  stoffa,  ec. 

479.  L'analisi  indeterminata  di  1."^  grade  risolve  immedia lamente 
i  problemi  ne*  quali  si  tratta  di  tro^are  un  numéro,  che  diviso  sepa- 
r(Uamente  per  d/ue  numeri  dati,  dia  per  resti  due  altri  numeri  pa- 
rimenle  dati.  In  effelti.  abbiasi  il  seguente 

Problbma.  —  Trovare  un  numéro,  che  diviso  per  5  dia  per  re- 
sto  3,  e  dUiso  per  9  dia^er  resta  8. 

SoLVzioNB.  —  Dinotando  con  N  il  numéro  cercato,  c  con  x  ed  y  i 
quozienli  délie  rîspettive  divisioni  per  5  e  jier  9,  avremo  : 

(17)  ]V=5x+3=9y+8. 

Quindi  3x+3=9y+8,  o.vero  5œ— 9y=5  ;  le  soluzioni  di  quesl'equazio- 
ne  si  ànno  agevolmente,  perche  il  termine  noto  ô  multiplo  del  coeffi- 
ciente  oc,  e  quindi  (n.®  467)  una  soluzione  particolare  è  y=o,  x=l,  e 
tutte  le  altrc  sono  contenute  nellc  formole  x=l+9z,  2/=52,  si  che,  so- 
stituendo  in  (t7;,  avremo 

(18)  iV=45z+8 ,      ^ 

quindi  iVè  positive  per  tutti  i  valori  interi  e  positivi  di  z  ;  cosi  per 
z=o,  1,  2,  3,  4.  5,  ec.  si  à  iV=8,53,98,143,188^233,  ec.  e  ciasouno  di 
questi  ullimi  numeri  gode  délia  propriété  enunziata  nel  problema. 

LEZiONE  XUli. 

Risoiuzione  in  numeri  interi  d'una  o  più  equazioni  indeterminale 

a  più  incognilc. 

tSO.  Prima  di  passare  alla  risoiuzione  délie  equazioni  indetermi- 
nate  con  più  di  due  ignote,  giova  prcmetlere  un'altra  maniera  di  ri 
solvere  quella  a  due  incognite.  Pertanlo  abbiasi  Tequazione 

(1  )  ax+6î/=c  , 

o?e  a,6,c  sono  numeri  che  soddisfanno  le  condizioni  indicate  nella  le- 
ïione  précédente  ;  e  osserviamo  che  se  fosse,  p.  e. ,  a=l,  allora  s'a- 
Trebbe  x=-'6y+c,  e  per  avère  soluzioni  intere  e  positive  basterebbe 
prendere  per  y  quegrinteri  che  soddisfanno  alla  condizione  -bj/+c>o. 
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Ora  è  serapre  possibile  ridurre  il  minore  de'  coeiBcienli  a  e  b^  ponia- 
roo  a,  finchè  sia  =1 .  In  fatli  dalla  (1)  si  à 

c-by 


a;= 


a 


e  poichè  b>a,  sia  q^  il  quozienle  ed  r^  il  reslo  di  b  diviso  per  a,  e 
avremo  6=ago+»'o  » 

« 

ed  ë  chiaro  che  se  il  secondo  termine  del  terzo  membro  fosse  uo  in- 
tero,  anche  x  sarebbe  laie  :  poniamo  dunque  che  sia  t^  un  intero.  e 

c~roi/=af 0 ,  0  vero  f oî/+afo=c  ; 

e  poichè  a>r^,  sia  q^  il  quoziente  ed  r,  il  reslo  di  a  diviso  per  r<,, 
cosi  avremo  o=qiro+r, ,  e  Tullima  equazione  diviene 

y- r --Qih-^—^ — • 

•o  'o 

Ragionando  corne  sopra,  dinoteremo  oon  t^  un  intero,  e  porremo 

c-r^t^=rJ.^ ,  0  vero  r^U-hrit^=c  ; 

cosi,  essendo  r^<ro ,  risolveremo  rispelto  a  t^  quesVullima equazione, 
e  condnueremo  lo  slesso  ragionamenlo,  finchè  non  si  giunga  a  un  re- 
slo r„=l,  il  che  deve  necessariaraenle  avvenire,  perché  il  procedi- 
menio  indicato  è  qucllo  del  m.  c.  divisore,  e  a  e  6  son  primi  Ira  lo- 
ro  ;  onde  s'avrà  un'ultima  equazione  délia  forma  c—(,^,=r,^_,^^.  Sup- 
ponendo  per  flssar  le  idée  che  sia  n=3,  avremo  la  série  di  equazioni 

L'ullima  di  quesle  equazioni  darà  lulli  i  sistemi  di  numeri  inleri ,  che 
la  veriflcano,  col  darne  degli  arbilrarii  a  t^,  e  ricavare  quelli  di  1^: 
questi  sislemi  messi  nella  penullima  daranno  i  corrispondenli  valori 
di  t, ,  anche  in  numeri  inleri,  e  cosi  a  mano  a  mano,  sino  a  risalire 
alla  seconda  e  prima,  che  daranno  i  cercali  valori  in  numeri  inleri  di 
x  ed  î/,  proprii  a  verificar  Tequazione  proposta. 

E,  volendo,  si  polrebbero  pur  esprimere  quesle  indelerminate  o;,  j/ 
per  mezzo  deirultima  t^ ,  mercè  una  successiva  sosliluzione  delle  t,  a 
parlire  dalFullima  equazione  e  risalendo  sino  alla  prima. 

481.  Poniamo  data  a  risolvere  Tequazione 

(2)  llaî-7y=50. 

Essendo  y  Tindelerminala,  che  à  minore  coeflicienle,  si  risolve  rispel- 
to a  t/  e  s'a 

indi  si  pone  |(x— 50)=to.  o  vero  4œ— 1*^=50 ,  e  poichè  a?  à  il  minore 
coefflcienle,  si  risolve  rispelto  a  x,  e  viene 

(*)  x=Klto+50)=J(4^+3fo+30Ho+:-(3fo+50); 

e  facendo  nuovamenle  }(3io+S0)=(, ,  o  vero  3(^~4t,=:— 30,  c  risolven- 
do  rispelto  a  t^,  per  ragioni  analoghe  aile  ripelule,  olUcnsi 


niSOLUZIONE  d'un  A  0  PlÙ  ËQUAZJOM  A  PIÙ  INCOGNITE  189 

G)  io=K*^-50)=4(3^+i|-50)=i,+K'i-50)  ; 

e  flnalmente,  ponendo  K*|— 50)=C2  »  si  à  t|=3t24-50. 

QuesruUinia  equazione,  presenlando  una  délie  indelerminale  con 
un  coeiBcienie  eguale  ad  1,  è  risolubile  ia  numeri  interi.  Intanto,  po- 
nendo questo  Talore  di  /,  in  quello  di  t^  (S),  e  quindi  il  valore  di  t^  in 
quelle  di  x  (4),  e  fioalmente  quello  di  x  in  quello  di  y  (3),  risulta  : 

<,=3f2+30,  to=3<2+S0+«j=4f2+50, 

y=7t,+100-hto=7«2+100+4tî+50=Htj+150. 

Perlanio,  i  valori  di  03,  y,  proprii  a  veriflcare  la  (2), sono  x=7/,-f  100, 
i/=11l,+loO,  ove  a  t,  si  pu6  assegnare  qualunque  valorc  intero  se  si 
Iratla  di  soluzioni  soltanto  iniere  :  chè  se  devono  essere  positive,  si 
opérera  corne  si  è  spiegato  nella  lez.  prec. 

482.  AvvBRTENZA  i .'  Nel  ricavare  la  parte  inlera  da  ciascuna 
délie  frazioni  sussecutive,  rapprescntanti  i  valori  di  y,xX^  U  «  ^c*  ci 
giova,  pQF  avère  risultarnenti  più  seroplici,  eseguir  pure  la  divisione 
del  termine  noto  pel  denominatore,  e  prendere  i  quozienli  più  appros- 
simali  in  più o  in  meno  (n.®  158).  Cos)  data  Tequazione  GOjc— 7i/=31,  si 
risolve  rispelto  a  y  e  si  à  y=\(  60a;— 31  ).  Ora  nel  ricavare  la  parte 
intera,  si  divideranno  CO  e  31  per  7.  e  nella  prima  divisione  si  farà 
use  del  resto  negaUvo,  perché  questo  resto,  in  valore  assoluto,  risul- 
ta minore  délia  meta  del  divisore  7;  cosi  si  à 

__  (7x9-3)  ag -(4x7  4-3)    ,,  3x+3 

y_- — yoc— «       =     , 

e  si  traita  di  rendere  inlera  Fespressione  frazionaria  del  terzo  membro, 
la  quale  ë  più  semplice  di  quella  che  sarebbesi  ottenuta  col  procedi- 
roento  générale,  seguendo  il  quale  si  sarebbe  trovata  Y  espressionc 
frazionaria  J(4a>-31). 

2.*  Se,  ricavata  la  parte  intera,  com'è  detlo,  la  parte  frazionaria  re- 
sidua  conlenga  nel  numeratore  qualche  faltore  primo  col  denominato- 
re, si  puô  fare  astrazione  da  quel  fatlore.  Cosl  la  parle  frazionaria  del 
terzo  membro  délia  précédente  equazio ne  à  il  numeratore  =3(x+l),  c 
perché  7  è  primo  con  3,  cosl  questo  prodolto  sarà  divisibile  per  7,  se 
lo  è  il  fatlore  aH-l,  onde  baslerà  porre  sollanlo  f(x+l  ^==fo- 

49S.  Passando  ora  aile  equazioni  indelerminale  con  più  di  due  igno- 
te,  additeremo  con  qualche  ese^mpio  la  via  da  tônere  in  simili  casi,  e 
supporremo  primamente  che  s'abbia  a  risolvcre  Tequazione 

(6)  5a5+7y-il2=ii2. 

Essendo  S  il  minore  de'  tre  coefflcienti,  risolveremo  quest'equazio- 
ne  rispetto  a  x  ;  dal  risullamento  ricaveremo  la  parte  inlera,  e  avremo 

œ=K"2-7y+llz)=22-y+22+|(2-2y+2) , 

e  poiehè  x  dev'essere  un  intero,  taie  dev'esser  pure  la  frazione  del  ter- 
zo membro  ;  si  che  dinotando  con  (  un  intero  incognito,  porremo 

î(2-2y+2)=« ,  da  cui  z=5i+2{rj-\)  ; 

e  dinotando  con  ('  un*altra  incognita,  rapprescntautc  pur  essa  un  in- 


190  ËLEMBNTl  D'aLOEBRA 

lero,  faremo  y-i^f,  donde  y=V-\-l  ;  e  quindi  risalendo  ai  valori  di:: 
e  di  X,  avremo  le  seguenli  formole  : 

(7)  î/=('+l,  z=:5(+2t',  x=-21+lit-|-3t'. 

Or,  se  si  tratlasse  di  soluzioni  soltanto  intere,  potrebbesi  in  quesle 
formole  porre  per  t  e  f  qualunque  intero  positivo  o  negalivo.  Ma,  vo- 
lendo  che  le  soluzioni  délia  (6)  fossero  inoltre  positive,  è  d'uopo  se- 
condo  le  (7)  che  sia 

t'-fl>o,    5f+2f>o,    llt+3t'4-2i>o. 

La  prima  di  queste  ineguaglianze  doq  puô  essere  altrimenti  verifi- 
çata  che  per  valori  di  t'>-l,  e  potrebbesi  prender  f'=— i,  perché  in 
tal  caso,  la  seconda  e  terza  sono  veriflcate  per  qualunque  valore  di 
(>o,  E  siccome  inollre  per  valori  di  f'>— 1,  la  seconda  non  puô  esse- 
re veriflcatà  che  per  soli  valori  positivi  di  t  ;  cosi  si  polran  prendere 
per  t' lulli  i  valori  inleri,  a  par  lire  dal  più  piccolo  eguale  a  — 1 ,  e  per  t 
lulli  i  valori  inleri  e  positivi,  a  partire  dal  più  piccolo  eguale  a  -f  1.  In 
questo  modo  si  trova  che  la  proposta  equazione  ammetle  infinité  solu- 
zioni in  numeri  inleri  e  positivi. 

494.  Sia  data  a  risolvere  in  numeri  intéri  e  positivi  requazione 

(8)  9a5-i-10y+77.=74. 

Risolvendo  rispetto  a  2,  che  à  il  minimo  coefflciente,  s'otliene 

2=:5-(74-9œ-l02/)=10-œ-y+f(4-2a3-32/); 

ponendo  f(4-2a5~3j/)=t,  o  vero  2ac+3j/-i-7t=4,  si  à 

a;=K4~3y-7e)=2-î/-.3/-K2/+0  ; 
e  ponendo  ^{y-\-t)=t' ,  si  trae  y=2t'— î  ;  e  risalendo  ai  valori  di  o;  e  di 
z,  si  trovano  le  seguenli  formole  per  la  risoluzione  délia  (8)  : 

(9)  aj=2-2i-3r,    y=2t'-t,    7.=8+4m'. 

Per  aver  soluzioni  positive,  tel'  dcvono  verificare  le  ineguaglianze 

(10)  2-2(-3f>o,    2f-(>o,    8-i-4W>o; 

quindi  porremo  a  disamina  i  divers!  casi  che  possoh  darsi  relativamcn- 
te  ai  segni  e  valori  délie  indeterminate  t  t'.  E  perè  moltiplicando  la 
prima  (10)  per  2,  ela  seconda  per  3,  avremo:  4— 4t-6f'>o ,  6f— 3t>o; 
e  poichè  queste  inequazioni  sono  nello  stesso  senso,  potremo  sommar- 
le  (n.**  130),  e  savrà  4— 7(>o,  da  cul  t<y.  Similraente  moltiplicando 
la  lerza  (10)  per  3 ,  e  quindi  addizionando  ccn  la  prima,  ne  risulta 
26+1  Of>o,  da  cui  (>-■ î^«  Colesti  limiti  — y^  e  f  mostrano  che  t  non 
puô  avère  altri  valori  che  i  seguenli  fc=— 2,  (=—1,  t=o. 

Posto  ciô,  1.®  facendo  fc=-2,  nelîe  (10),  esse  divengono  rispeltiva- 
raente  6-3t'>o,  2-f-2t'>o,  f>o,  la  prima  délie  quali  dà  t'<2,  e  la  se- 
conda t'>— 1,  e  perô,  secondo  quesli  limiti,  i'  non  puô  avère  allri  va- 
lori che  i'=o,  f'=l,  ed  il  primo  di  questi  valori  sarà  ammissibile,  se 
nelle  ineguaghanze  (10)  non  s'escluda  Teguaglianza. 

2.*»  Facendo  t=-l,  le  (10)  divengono  4-3('>o,  4H-t'>o,  l-f2t'>o, 
cioè  i'<|,  t'>— 4,  i'>-^j  donde  si  vede,  che  a  questi  limiti  si  soddi- 
sfa  prendpndo  soltanto  t'=o,  t'=1 . 

3.^  Pinalmente  per  t=Q  le  (10)  divengono  2-3t'>o,  2t'>o,  8-f  t'>o, 
G  queste  ineguaglianze,  corne  chiaramenle  si  vede,  non  possono  tulle 
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e  ire  a  un  tempo  esser  verificale  dà  valori  negativi  di  V ,  ne  da  valori 
posilivi,  ma  daU'unico  f  =o,  quando  non  s'escluda  Teguaglianza,  come 
sopra  abbiaroo  avTertito. 

Pertanio  per  aver  luUe  le  soluzioni  délia  proposta  (8),  non  posson- 
si  fare  che  le  sole  supposizioni  seguenli:  (t=— 2,  f=0);  (t==— 2,  t'=l); 
(f=-l,  t'=0)  ;  (f=-l,  t'=l)  ;  («=0 ,  f=0) ,  e  sosliluendo  a  vicenda 
quesli  valori  nelle  (9),  avremo  per  la  (8)  le  sole  cinque  soluzioni  se- 
guenti  : 

x=:6  ;  cc=3  ;  ac=4  ;  ac=1  ;  iB=2  ; 
y=2  :  y=4  ;  y=\  ;  y=3  ;  y=0  ; 
j2=0  ;        z=l  ;        2=4  ;        2=5  ;        jz=8  . 

49S.  Supponiamo  orn  che  s' avessero  due  equazioni  con  tre  inco- 
gniie,  e  sieno  le  seguenti  : 

(il)  2x+i2y-9js=315 ,    8a;-h3y+4z=360. 

Eliminando  x,  si  à  l'équazione  9y— 8z=l80,  la  quale,  secondo  le  re- 
gole  innanzi  esposte,  à  per  soluzioni  generali  2=9t,  y=20-}-8t.  e  que- 
sli valori  messi  in  una  qualunque  délie  (H)  dànno  2a;+15î=T5,  le  oui 
soluzioni  in  înterî  sono  date  dalle  formole  a?=lSt' ,  (=5—21'.  Finalmen- 
te,  ponendo  questo  valore  di  t  nei  preccdenti  di  ::  e  y;  avremo  che  le 
soluzioni  délie  (1!)  son  comprese  nelle  formole  seguenti  :  x=i5(', 
y=60-1 6e',  2=45-1 8^. 

Da  queste  fermole  si  vede  che  i  non  puô  mai  esser  negalivo.  volen- 
do  soluzioni  positive  ;  e  inoltre  i  valori  positivi  di  ^  devono  soddisfare 
aile  due  condizioni  60— 16f>o,  45— 18t'>o,  le  quali  non  possono  es- 
sere  verificale  che  pei  soli  valori  f=0,  t'=1,  t'=2  ;  quindi  le  (11)  am- 
mettono  in  numeri  inleri  e  posilivi  le  sole  Ire  soluzioni 

x=0^  y=60,  2=45;    x=15,  y=44,  2=27;    «=30,  y=28,  2=  9. 

49B.  L'esposlo  esempio  mostra,  in  certo  modo,  la  via  da  tenere  in 
casi  analoghi,  e  per6,  senza  aggiugnerne  altri,  porremo  qui  appresso 
glî  enunziaii  di  laluni  probiemi  per  esercizîo. 

Problema  1.®  (7na  compagfnm  di  'mmini  e  dontie  à  speso  del  de- 
naro  in  im'osteria  :  dascun  uomo  à  pagato  3  lire,  e  dascuna  don- 
na  2  lire,  e  la  spesa  di  tutti  gli  uomini  à  sv/perato  di  9  lire  quelle 
deUe  domie.  Quante  eran  queste  e  quanti  quelli  ?  Risposla  : 

donne   3,  6,  9,  Ï2,  i5,  18,  21,  24.... 

uomini  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19.... 

2.®  Trovare  un  numéro,  che  diviso  per  5  lasciper  reslo  3.  divi- 
sa per  9  diaper  resta  8,  e  divisa  per  13  dia  per  resta  11.  Risposla: 
dînotando  con  z  un  numéro  qualunque  intero  e  positivo,  il  numéro 
cercalo  sarà  délia  forma  5852—262. 

3.*  Trenta persane ,  Ira  uamini,  danne  e  faneiulli,  spesera  50  lire 
in  un  alberga  :  la  scaita  d'un  uomo  fu  di  3  lire  ;  quella  d'wna  don- 
na di  2,  e  queUo  d'un  fandullo  di  1  lira.  Quanti  eran  gli  i/omtni, 
qiuinte  le  don/ne,  e  quanti  i  fa/ndulli  ?  Risposla  : 

uomini    0,    1,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,  10, 

donne  20,  18,  16,  14,  12,  10,    8,    6,    4,    2,    0, 

fanciullilO,  11,  12,  13,  14,  15,  16.  17,  18,  19,  20. 
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4.*  Trovare  tre  numen  interi  lali^  che  moUijjlicando  iiprinw 
per  3,  il  seconda  per  5,  e  H  tei^zo  per  1.  la  somma  dei  prodotti  sia 
5G0  ;  c  moUipUcando  il  primo  per  9,  il  secondo  per  25  e  il  terzo 
per  49,  la  liomma  dei  prodotti  sia  2920.  Risposla  :  i  numeri  richic- 
sti  possono  essere  15,  82  e  1S  ;  o  pure  50,  40  e  30. 

5.®  Un  mercadavte  à  comirati  100  metri  di  tessuti  di  tre  spezie 
diverse  per  100  lira  ;  og7ii  métro  di  lessuto  delta  prima  spezie,  gli 
è  coiitato  3**J  ;  ogni  melro  delta  seconda  spezie  1*J  ;  ed  ogni  métro 
delta  terza,  J-  lira.  Quanti  melri  era  il  tet^suto  di  ciascuna  d^lle  tre 
spezie  ?  Risposla  : 

!.•  spezie    5,  10    15;  2."  spe.  42,  24,  6;  3.»  spc.  53,  66.  7â. 


GAPITOLO  V. 

Dell^irarliBil. 

LEZIO>E  XLIV. 
Proprielà  delVequazione  esponenziale  da  cui  dcrivano  i  logaritmi, 

491.  Si  chiama  logaritmo  d*un  numéro  rispetto  a  un  numéro 
dalo  e  coslante^  chiama to  base,  Yesponente  che  bisogna  dure  a 
questa  base  per  ottenere  quel  numéro.  Cosi  i  logarilmi  di 

(1)  10,  100,  1000,  10000,  ec. 

rispetto  alla  ba^e  10,  sono  in  corrispondenza 

^2)  1,  2,  3,  4,  ec. 

perché  10«=10,  10*=100,  10«=1 000,  ec.  Rispetto  a  un'allra  base,  i 
logarilmi  de*  medesimi  numeri  (I)  non  sono  più  i  numeri  (2). 

In  générale,  chiamando  a  la  hase,  x  il  logaritmo  d*un  dato  numéro 
b,  la  relazione  fra  quesle  tre  grandezze  è  data  dalVequazione 

(3)  a*=6 , 

(he  si  dire  esponenziale,  perché Tincognita  è  Tesponente. 

499  In  un  s  i  s  te  m  a  di  logarilmi,  cioè  ne*  logarilmi  di  titUi  i  mh 
meri  relativi  a  una  stessa  base,  questa  non  puô  essere  1 ,  perché  qua- 
lunque  potenza  di  1  é  sempre  1.  E  poichè  la  base  é  un  numéro  >.  o 
<  1 .  cosi  qualunque  sua  potenza .  positiva  o  negativa,  non  pu6  essere 
che  un  allro  numéro  assoluto  :  quindi  nell'equazione  (3)  si  suppone 
sempre  che  a  sia  un  numéro  diverso  di  1 ,  e  b  parimente  un  altro  nu- 
méro intero  o  frazionario.  E  quando  il  secondo  membro  (3)  fosse  col 
fatlo  un  numéro  negativo,  il  corrispondente  logaritmo  x  devesi  le- 
nere  come  una  quantità  immaginaria. 

499.  Dovendo  stabilire  la  teorica  de'logaritmi,  importa,  anzi  tutto, 
studiare  le  proprielà  delVequazione  esponenziale  (3).  E  primamente 
dimostreremo  il  seguenlo 

Tborbma.  —  Il  logaritmo  d'un  dato  nuniero.  rispetto  a  una  data 
base^  è  razionale,  se  il  numéro  e  labasesonocompostide'mede' 
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simi  faiiori  primi,  e  gli  espcnienti  de*  faflori  (Tuno  di  e^i  serbano 
agli  esponenii  de*  rispeitivi  fattori  simili  deWaltro  tm  rapporta  co- 
stanie  ;  nel  caso  opposio  è  irrazionale. 

In  effelti,  perché  il  logaritrao  p  d'un  numéro  b  sia  razionale  deve 
essere  necessariamenle' délia  forma  ^,  essendo  m  ed  n  due  numeri 
interi.  In  tal  caso  quindi  devesi  avère 

m 

a*=6,  overo  (4)  o'^^ft": 

or  è  chîaro  che,  qualunque  potcssero  essere  gl'interi  m  ed  n.  que- 
sl'eguaglianza  (4)  non  puô  sussistere,  se  gli  allri  due  numeri  a  e  6 
non  ànno  gli  stessi  fallori  primi  ;  allrimenti  se  un  di  essi  contenesse 
un  fatlore  non  comune  all'allro,  dividende  quell'eguaglianza  per  que- 
sto  fallbre,  uno  de'membri  risulterebbe  intero  e  Taltro  no.  Quindi  sia 
a=:af^^'^'f\  b^a^'^^-f' ,  essendo  a,p,-^  i  fallori  primi  comuni  ad  a  e  6, 
e  pi,  V,  Tt:  [j.',  v',  t:'  i  rispellivi  esponenli  di  questi  fallori  ne*  due  nu- 
meri a  e  6.  Cosi  la  (4)  diviene  a"*/'P"*^Y"*'^=a*i^'p~' V^' ,  ne  puô  esse- 
re soddisfalla  se  non  è  mpi=n|ji' ,  WN=!m' ,  mir=mt' ,  o  vero 

onde  perché  p  sia  razidnale  i  numeri  a  e  b  devono  avare  gli  slessi 
faMori  primi  e  gli  esponenli  di  questi  fattori  debbono  stare  in  un 
rapporta  costante. 

Reciprocamenle,  sieno  a.^^y  i  fallori  primi  délia  base  a,  e  quelli  de] 
numéro  dalo  6  ;  inoltre  sieno  (jl,v,ic  gli  esponenli  che  ànno  rispelliva- 
mente  quesli  fallori  in  a,  c  (jl',  v\  ic'  gli  esponenli  de*  medesîmi  fallo- 
ri in  b.  per  modo  che  sia 

(5)  a^af^^Y^  b=af'Yf'\  e     |i.'  :  |i.=v'  :  v=t:'  :  t.  ; 

allora,  chiamando  p  il  comune  valore  di  quesli  rapporli,  che  sarà  ne- 
oessariaracnle razionale,  avremopi':|x=v':v=T:':ir=p,  da  cui  |ji'=|jlp, 
v'=:vp,  i:'=Ttp  ;  e  sosliluendo  nella  seconda  (5) .  riducendo,  e  lenendo 
présente  la  prima,troveremo  b=a^^^'^^-^'^=i(ay-^^^T^f=a^,  quindi  a^=b; 
dunque,  messe  le  condizioni  (5).  te$ponenle  p ,  che  devesi  dare  ad 
a  per  aver  b,  o  vero  il  logarUmo  ai  b,  non  è  allrimenti  che  razio- 
nale.  Pertanlo  il  logarilmo  d*uu  dalo  numéro  non  polendo  essere  ra- 
zionale,  se  non  sono  veriflcale  le  nominale  condizioni  ;  e  reciproca- 
menle, queste  veriQcate.  il  iogaritmo  è  razionale,  ne  segue  che  sarà 
irrazionale  nel  caso  opposto,  c.  b.  d. 

400.  Sia  m  un  numéro  qualunque,  e  pi  una  frazione  di  numérale* 
re  1  ;  dando  a  x  i  valori  m  ed  m+pi  la  differenifa  Ira  il  seguenle  e  il 
précédente  de*  corrispondenli  valori  deiresponenziale  sarà  espressa  da 
a**^**— o"*~a"'(a*^— Ij  ;  ora  se  a>l,  sarà  a^>\  (n.^  181),  quindi  que- 
sta  diiïerenza  sarà  positiva,  e  a^'^^>a^',  per  contre  se  a<l ,  sarà  a^<i , 
e  quindi  a"^^<a"*:  laonde,  secondo  che  la  base  aé  maggiore,  o 
minore  di  1,  {{ valore  déll e>ponenziale  cresce,  o  decresce  al 
crescere  deltesponante.  Quesla  proposizione,  com*à  chiaro,  sussisle 
ancora  quando  m  è  négative. 

Vaumento  o  la  diminuzione  delVesponenziale.per  valori  crescen- 
fi  delVesponenle.ptià  esser  piccolo  per  quanlo  si  voglia.  In  fatti  tutto 
si  riduce  a  dnre  airesponenle  laie  accrescimenlo  pi  da  risullarne 

(6)  tt"*vo»*^i)<h , 
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essendo  h  una  qunnlila  posiliva  piccola  quanto  si  voglia.  Orda  que- 
slmeguaglianza  si  Irae 

(7)  a^-^<h:ar, 

e  se  a>1,  sarà  h  :  a'^<1,  e  si  polrà  sempre  delerminare  per  jjl  un  va- 
lore  1  :  V,  in  modo  che  ques(  ineguaglianza  sia  verificala  (n.^  i93,  i®j. 
Se  poi  a<\,  a^-\<o.  e  neiriaegunglianza  (7),  corne  nella  (6;  biso- 
gnerà  cambiare  Tordine  délia  soltrazione,  si  che  avremo  l—a^<h  :  a*; 
oi"  se  h<a^,  si  puô  delerminare  per  jx  un  valore  1  ;  v  in  modo  da  ve- 
riflcare  qnesVineguaglianza  ^n.**  193,  2**)  :  e  se,  per  valori  parlicolari 
di  a  e  di  m,  risulli  h>a^.  si  polrà  prender  sempre  un  valore  /i'<a*, 
e  soddisfar  Tineguaglianza  i— a'*</i'  :  a"*,  e  cosi  con  più  ragioue  sarà 
soddisfatla  la  précédente  1— a^</i  :  a".  Quindi  in  ogni  caso  si  puô  sod- 
disfare  airinequazione  ^6),  o  vero  si  puô  fare  tahnenle  crescere  l*espo- 
iiente  x  che  l'aumenlo,  o  la  diminuzione  di  a^  sia  piccolp  quanto  si 
vogiia  ;  quindi  si  dice  che  Tesponenziale  a^  varia  in  mook>  ccmXiauo, 
al  varinre  continuo  di  x. 

4OT.  Siccome  aP^  =oo ,  quando  a<\ ,  ed  è  a**  =o,  quando  a<l,  cosl 
sarà  pure  nel  primo  caso  a'^=-45=s>=o,  e  nel  secondo  caso  ùT^ 

=-^=^=00 .  E  pcrô,  aggiungendo  quesfosservazione  a  quanto  abbia- 

no  dimostrato  nel  n.^  prec.  possiamo  conchiudere  che  se  nelfespo- 
nenzicde  a*  si  fa  crescere  x  da  — oo  cH-x>  ,  per  gradi  inseTisibUi^  il 
valore  dell'esponenziale  esso  pure  varia  per  gradi  insensUriU;  e 
2)ropriamenie.  se  a>  1 ,  il  valore  delVesponenziale  va  crescendo,  per 
gradi  insensibilif  da  zéro  a+oo  ;  e  se  a<l .  va  diminuendo  per  gra- 
di insensibili  da  -f  oo  a  zéro,  E  quindi  nell'equazione  a^=2/,  facendo 
variare  t/,  per  gradi  piccolissiini,  da  zéro  a  +  oo,  o  alKopposto,  secondo 
che  a>1,  0  pure  a<!,  anche  il  valore  di  x  andrà  variando  per  gradi 
piccolissini)  da  — ooa  +  oo;  si  che,  qualunque  sia  il  valore  del  numé- 
ro y,  vi  sarà  sempre  wn  corrispondente  valore  per  x,  cioè  quel  nu- 
méro ammetterà  un  loyariimo,  sia  la  base  >,  o  <1. 

LEZÏONE  XLV. 

Origine  de' logarilmi.  —  Proprieià  de'  logaritmi, 
le  quali  sono  indipendenli  dalla  hase, 

4«î5.  L'origine  de'  logarilmi  sia  nell'equazionc  esponenzîale 

(1)  a^=i/         (n.U87); 

ma  Nepero,  inventore  di  questo  prodigioso  algoritmo  numerico  la  Iras- 
se  da  un  altro  principio  implicitamenle  compreso  neirequazîone  (1). 
corne  passerenio  a  moslrare;  notando  primamenie  in  che  modo  s*  in- 
dichi  il  logaritroo  dun  numéro  o,  meglio,  che  dv/n  numéro  si  debba 
prendere  il  logarlimo.  Supposlo  ch'e  questo  numéro  sia  y,  il  suo  lo- 
garitmo  s'indica  scrivendo  logy,  o  anche  Ij/,  in  cui  log  o  l  sono  le  ini  • 
zinli  délia  parola  logaritmo,  e  indicano  che  del  numéro  y  devesenc 
prendere  il  logaritmo,  in  una  base  a,  la  quale  dev'esser  data,  quan- 
do si  vuole  che  il  valore  di  quel  logarilmo  resti  determinato.  Segue  da 
ciô,  che  se  x  è  il  logarilmo  di  y  nel  sislema  di  base  a,  allora  nell'e- 
quazionc (l),  che  à  luogo  fra  queste  tre  grandezze,  si  puô  soslituire 
logî/  0  h/  a  flc  ;  si  che  tiire 
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(2)     ac— 11/,  base  a«  è  lo  slesso  che  dire    (3)    a^=y,  o    a^=^y  ; 

quindi  una  di  quesle  uguaglianze  è  conseguenza  délie  alire  due. 
49S.  Dopo  ciô,  sieno  he  a  due  nuoieri  ;  si  ponga  nella  (1) 

(l)  x=/i.    x=/n-a,    x=h+1aL^    a3=/i-h3a,  ec. 

e  sieno  y©  »  î/«  >  !/«  '  î/s  ♦  ^^-  î  corrispondenli  valori  di  y  ;  seconde  le 
definizioni  e  i  segni  slabiliti,  avrcmo  : 

y^=za^-^^  ^araP- ,  Ij/,=/i-|-a, 

(5)  <  2/,=a'*'^**=aV^,  )y2=/i-f2a. 

y,=a^-^'^=a''a'\  hj^^hVSa, 

ec.  ec. 

Da  quesle  due  série  di  valori  vediamo,  che  i  numcri  y  formano  unu 
progressione  geomeirica,  che  à  per  ragione  a*  (n.®  414),  si  che 

(6)  H  yo  :  2/i  :  3/2  ;  2/s  :  • .  • . 

e  i  logaritmi  ly  formano  una  progressione  arilmetica  la  cui  ragione 
è  a  (n.*  401),  e  quindi 

0)  riyo-ïyi  •  Jy«  -lys-- .  ; 

laonde  i  logaritmi  sono  terminid'v/ria  progressione  arilinelica,  cor- 
ris^pondenti  a  queUid'un'aliraprogression^i  geometrica,  i  gwali  sono 
i  numeri  corrispondenti  a  quei  logaritmi. 
'  494.  Per  slabilire  queste  progression!  convien  dare  i  valori  de*  tra 
etemenli  a,  h,  a,  dai  quali  dipende  appunto  la  formazione  di  dette 
progression!.  In  eiTetti,  dati  que*  valori,  sappiamo  subilo  gli  altri  due 
a*=y^,  ed  a*,  che  sono  il  primo  termine  e  la  ragione  della  progres- 
sione (6)  ;  e  sappiamo  pure  \yo=h  e  a.  che  ,sono  il  primo  termine  e 
la  ragione  della  progress  one  Ci)  ;  laonde  si  possono  formare  infinité 
série  analoghe  aUe  (6)  e  (7).  E  si  polrebbe,  invecè  del  primo  termi- 
ne e  della  ragione.  dare,  corne  sappiamo,  i  due  primi  termini,  come 
fece  appunto  il  Nbpero  ;  in  fatti,  nelle  due  série  stabilité  in  origine 
da  queslogeometraera  0=0,0000001,  /i=0,  a*=1, 0000001,  quindi 
a*=a*=l  :  si  che  i  primi  termini  della  progressione  per  quoziente  era- 
no  yo=1,  y,=10000001  ,  e  quelli  della  progressione  per  dilTerenza 
erano  0  e  0.0000001  ;  onde  aveansi  le  due  série 

1,  (i-fa)«,  (!+«;*,  (1+a/,  .  .  .  (1 -fa)"  pe' numeri 

0,      a     ,     2a     ,     3a     ,  .  •  •     na    pe*  logaritmi , 

la  questo  modo  il  Nbpbro  formô  délie  tavole,  nelle  quali  erano  segna- 
ti  i  numeri  della  prima  série,  e  accanto  a  ciascun  di  essi  il  corrispon- 
dente  logaritmo  preso  dalla  seconda  série. 

495.  Com'è  chiaro  cotesta  tavole  non  potevano  conienere  tutti  i 
numeri  possibili  ;  ma  si  puô  per  loro  mezzo  calcolare  il  logaritmo  d*un 
numéro  in  esse  non  contenuto  :  in  effetti,  sia  n  il  numéro  dalo,  com- 
preso  tra  due  numeri  a  eb  délie  tavole  ;  si  prenda  il  medio  geome- 
Irico  c  tra  i  numeri  a  e  b,  e  Taritmeiico  &  ira  i  logaritmi  la  e  16  ;  sarà 
c'  il  logaritmo  di  c.  Se  n  fosse  uguale  a  c,  sarebbe  c'  il  logaritmo  di  n; 
ma  se  nftn  è  n=c,  dovrà  necessariamente  n  cadere  tra  a  e  c,  o  pure 
tra  c  e  6,  poniamo  Ira  a  e  c  ;  allora  si  prenda  il  medio  geomelrico  d 
tra  a  c  c,  e  l'aritmetico  d' tra  la  ed  Id  ;  e  se  d=n^  sarà  d'— In.  Nel  cuso 
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contrario,  n  cadra  fra  a  e  d,  o  ira  d  e  c  ;  si  che  si  ripeleranao  le  me- 
desime  operazioni,  e  si  conliDueranno  fiachè  noa  si  giuoga  a  un  me* 
dio  geomelrico,  ctie  s*accordi  col  dalo  numéro,  sino  a  quelfordine  di 
deciinali  conservalo  nelle  tavole,  e  allora  il  corrispoudenle  medio 
aritmetico  sarà,  con  lo  siesso  grado  d*approssimaztone  décimale,  il 
logaritmo  cercato.  Questa  operazione  di  calcolo  puô  seguirsi  eziandio 
quando  si  vo$;lia  formare  una  tavola  di  logaritmi,  diversa  dalla  surri- 
ferila  ;  imperocchè,  stabiiiii  una  voila  de'  termini  a  grande  dislanza 
nella  progressione  geoinetrica,  e  i  corrispondenti  neiraritmetica,  si 
puô  quindi  inscrire  nuovi  numeri  e  i  corrispoodenli  logarltmi,  con 
Tuso  délie  medie  qui  innanzi  dichiarato. 

49B.  V'à  perô  un  allro  niezzo  onde  calcolare  il  logaritmo  d*on  dato 
numéro,  conosciuta  la  base  del  sistema,  e  in  questo  metodo  consiste 
la  riaoluzione  delVequazione  esponenziale  (n.^  481)  :  per  dicbiarar- 
lo  con  un  esempio,  poniamo  esser  10  la  base,  e  vogliasi  II  logaritmo 
di  2  ;  per  deflniziooe  dev*essere  10^=2,  dove  a;  è  il  logaritmo  cbe  si 
va  cercando.  Per  Irovarlo  osserviamo  che  per  05=0.  si  à  10*=!,  e  per 
05=1,  si  à  !0*=10  ;  quindi,  poichè  2  cade  fra  1  e  10,  il  valore  di  a?, 

corrispondente  a  2,  cadra  fra  0  e  1 ,  e  perciô  sarà  una  frazione  —  , 

dove  y>\  :  sarà  danque  10^  =2,  o  vero,  elevando  alla  potenz;i  y, 
sarà  2^^  =  10.  E  poichè  per  y=3,  si  à  2»=8,  per  y=4,  si  à  2*=lti, 
e  inoUre  10  cade  tra  8  e  16,  cosi  y  deve  cadere  fra  3  e  4  ;  si  che 

porremo  y=i-\- —  ,  e  avremo  2        =10  ;  dividendo  per  2'=8,  vie- 


z 


ne  2    =  — ,  ed  elevando  alla  potenza  z  risulla  f  —  j    =2.  Ora  fa- 

cendo  2—3,  si  Irova  (-— )  =  -^<2,  e  Çatlo  2  =  4,  lisulta  (-— i 

\4  /       61  \ 4 

625 
=  rT;7:>2,  dunque,  ragionando  comesopra,  si  vede  chez  cade  fra  3 

c  4,  è  perô  si  porrà  2=3+ —  ,  econlinuando  l'operazione  si  Iroverà 

u 

] 
che  u  cade  fra  9  e  10  ;  si  che  poi  si  porrà.  u=9+ —  ,  e  cosi  ap- 

V 

presso  in  modo  analogo,  fino  a  che  non  si  creda  di  arrestâre  Y  opera- 
zione. Pertanto,  .supposta  l'operazione  arrestataad  7^=9,  avremo 
Q[)=[0, 3, 3  9]=||  (q.^  444),  onde  prossimamenle  il  logaritmo  di  2,  nd 

28 

sistema  di  base  10.  è  H .  cioè  10^=2,  0  vero  10**=2**:  clô  vuol  dire 
che  la  potenza  28^  di  10  ela  83^  di  2  sono  prossimamenle  ugoali. 
È  chiaro  d'altronde  che  il  logaritmo  calcolalo  sarà  tanto  più  prossimo 
al  vero,  per  quanto  più  è  prétraita  la  frazione  continua,  che  lo  rappre- 
senta.  Per  altro  v'à  metodi  più  spediti  per  formare  le  tavole  :  ma  essi 
dipendono  da  teoriche,  che  non  trovan  posto  in  questi  Elementi. 

491.  Proprietà  de'logaritml  qualunque  sla  la  base.  - 
La  base  de*logaritmi  essendo  ad  arbitrio,  purchë  sia  diversa  da  1, 
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cosl  YÎ  possoQO  essere  infiniii  sistemi  di  logaritmi  ;  se  la  base  è  mag- 
giore  di  1,  allora.  secondo  l'equazione  a^=i/,  i  logaritmi  crescono  di 
valore  al  crescere  del  oumero  ;  e  ropposto  à  luogo  se  la  base  è  mino- 
re di  1  (d.^  491).  Ora,  i  logaritmi  ànno  délie  proprietà  indipendenti 
dalla  base,  e  cotesle  proprietà  sono  le  seguenti. 

1/  Sieno  y  ey'  due  numcri,  ed  œ,  œ'  i  corrispondenU  logaritmi  iu 
un  sislefloa  di  ba&e  qualaoque  a  :  avremo  per  defiaizione 

iS)  a*=y,    a;=l2/,        (9)        a^=^y\    x'=\y' ; 

inoUiplicando  le  due  eqnazioni  esponf'nziali  risulta  a^'^^=yy  .  quin- 
di  sc+cc'=li/i/'  0  vero  ^yy'=\y^^^y\  dunqne  U  logariimo  detprodotto 
di  due  faltori  è  uguale  alla  somma  de'  logaritmi  di  questi  fattori, 
E  sostituendo  in  quest'eguaglianza  2/V  in  luogu  di  y\  e  tenendo  pré- 
senta che,  in  virlù  délia  slessa  eguagiiaaza,  è  lî/y'==ly'+ly",  avremo 
lyyy  — ly+^y'+ly"  ;  e  in  générale,  qaaiunque  sia  il  numéro  deïatiori, 

(10)  Wy^-^iy+iyW-i-.-  ; 

si  che  in  générale  tt  logaritmo  d'un  prodotto  di  quanti  fattori 
si  vogliano  è  uguale  alla  somma  de' logaritmi  deisingoli  fal- 
lori. 
2.®  Dividende  le  equazioni  esponenziali  (8)  e  (9) ,  ne  dedaciamo 

o*^  =^ ,  e  quindi  x-x!=l  -^  o  vero 

y  y' 

(H)  i|-=iy-¥, 

cioè  il  logaritmo  del  quoziente  è  uguale  alla  differeoza  Ira  il 
logaritmi  del  dividendo  e  quello  del  divisore, 

OssBRVAzioifB.  —  Se  la  base  a>l ,  ed  è  y'>y,  sarà  purely'>ly 
(n.*  491),  e  perô  il  seconde  membre  (H)  diviene  négative,  onde  il  lo- 
garitmi d'una  frazione  vera,  m  un  sistema  di  base  maggiore  di  1 , 
è  negativo.  Il  contrario  à  luogo,  se  la  base  è  minore  di  î. 

3.*  Elevanào  alla  potenza  n"^  Tequazione  a^=yj  abbiarao  a**=y", 
quindi  nx=ly'* ,  o  vero 

(12)  ly*=nly , 

quindi  U  logaritmo  delta  potenza  d'wn  mimero  è  ugfuale  al  gra- 
de deUapolenza  moUiplicato  pel  logaritmo  delnumero. 
I  1.       I  « 

Sen= — yTisulta  ly"*  =  —  ly,  o  vero,  rtmettendo  per  y^  l'espres- 


m  m 

m 

sione  équivalente  >/  y ,  sarà 

(15)  ^V>F=S' 

cioè  il  logarUmo  délia  radiée  è  u^vule  al  logariimo  délia 
quantità  sotto  al  radicale,  dvdso  per  Tindice  delta  radice. 

499.  Le  précèdent!  quattro  proprietà  mostrano  come  la  moltipli' 
cazione.  la  divisione,  l'elevazione  a  potenza^  e  Yestrazione  di  radi- 
ce  si  riducano  rispettivamente  a  un'oddizione,  uoa  aof^oztone,  uoa 
mottîplîcoztone,  e  una  divisione.  Cosl,  supposto  che  s*avessero  le  ta- 
velé de*  logaritmi  per  una  certa  base,  e  che 
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1.^  Si  TOgliano  moltiplicare  più  numeri  Ira  loro  isiprenderà  illO' 
garUvu)  di  ciascmio  de'  numeri  dali,  e  trovala  la  somma  di  taUi 
questi  logarjtmi,  si  vedTà  nelle  stease  iavole  a  quai  numéro  corri- 
sponda  quella  somma,  constderaia  come  un  logaritmo  ;  quel  aume- 
ro  sarà  il  prododo  cercalo  ; 

2.°  Si  debba  diyidere  un  numéro  u  per  un  allro  6  :  si  troverà  neUe 
tavole  il  logaritmo  di  a  e  quello  di  b  ;  qv^to  secando  logarUm>o  si 
soflrarrà  dai  primo^  e  «î  cerc/ierà  nelle  tavole  a  quai  numéro  cor- 
risponde  la  differenza  di  qud  due  logaritmi,  quel  numéro  sarà  il 
quoziente  cercalo  ; 

3  ®  Si  debba  elevare  un  numéro  a  a  potenza  :  si  troverà  nelle  tavo- 
le il  logarilmo  di  a,  e  8i  moUipUcherà  pel  grade  délia  potenza  ;  ifuU 
si  vedrà  a  quai  numéro  corrisponda  nelle  tavole  queslo  prodoUo, 
e  quel  numéro  sarà  la  potenza  oercata  ; 

4.^  Finalmenle  se  d'un  numéro  a  vogliasi  esirarre  la  radîce  :  si  tro- 
verà parimente  nelle  tavole  il  logaritmo  di  a,  e  si  dividerà  per  Cin- 
dice  delta  radice  ;  indi  si  vedrà  nelle  tavole  a  quai  numéro  corri- 
sponda U  quozienie,  e  quel  numéro  sarà  la  radice  cercaïa. 

499.  Duilc  slesse  proposizioni,  e  da  allre  proprielà  già  dichiarate 
nei  numeri  precedeoii  r  sullano  inollre  le  seguenli  : 


1. 

^  Essendo 

a« 

-l,e 

quindi'O: 

=log.l 

• 

a* 

=1, 

» 

1. 

^]a 

a^ 

=00 

» 

00: 

=loo  , 

,1 

a""^ 

=0 

)) 

—  oo: 

=log.O, 

a^ 

=0 

=00 

n 
)) 

00 

— oo: 

=log.OJ 

=loo,     i 

sca>l 

se  tt<l , 

ne  risulla  c/ie»  qualunque  siala  base,  illogaritnMdil  è  sem- 
pre  zéro,  equello  delta  base  èsempre  uno.  Se  la  basée  mag- 
giore  dii,  il  logarilmo  delV  intinÀio  è  Tlnfinito  positive,  e 
qnello  di  zéro  è  Tinfinilo  négative;  esela  base  ë  minore 
di  I,  à  luogo  il  contrario. 

1 
2.^  Essendo  y, —  =1,  e  prendendo  i  logaritœi  da  ambi  i  m^^mbri  si 

1  1 

à  ly  4- 1  — =0 ,  Quindi  l  — =— l?/,  cioè  i  logarilmi  di  due  numeri 

y  y 

inversi  sono  eguali  e  di  scgno  contrario.  Cosl  i  logarilmi  di  2  e  di  ^ 
sono  eguali  e  di segno  contrario.  In  altri  termini  un  logaritmo  ne* 
ga  ti  vo  cor  risponde  a  una  frazione,  che  à  per  numeraiore  i  e  per 
denominalore  il  numéro  corrispondenle  al  logaritmo  dalo ,  preso 
posUivamcnte. 

3.^  Se  a;  à  il  logaritmo  di  y  nel  sistema  di  base  a,  e  x'  il  logaritmo 
dello  stesso  numéro  nel  sistema  di  baàe  e  ;  avremo  per  de&nizione,  e 
dinolando  con  Y  i  logaritmi  del  sistema  di.  base  e ,  a^=y ,  e^=n/, 
a5=li/,  x=Yy  ;  quindi 

(1  i)  a^=e^' , 

e  prendendo  da  ambi  i  membri  di  quesfequazione  i  logarilmi  nel  si- 
stema  di  base  a,  e  tenendo  présente  che  la=1  (1^^^  avremo  x=le.a/, 
0  vcrOy  ponendo  hj  invece  di  x,  ed  Vy  in  luogo  di  se' , 


L 
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(15)  ]y^]e.Vy,        Vy^-^^V' 

da  qaesrullima  formola  si  deduce  che,  dato  il  logarilmo  d'un  nnme 
TO,  rispetto  a  una  ceria  bdse,  se  si  vuule  il  logaritmo  del  medesimo 
nwniero  rispetU)  a  una  nuçyva  base,  basta  moliiplicare  il  primo  per 
una  quaolità  costaote,  che  è  Tuuiià  divisa  pel  logaritajo 
délia  nuova  base  preso  nel  sistema  primitivo.  Questaquan- 
lità  coslante  si  chiama  module  del  nuoyo  sistema.  Da  ciô  segue,  cbe 
avendosi  le  lavole  de*  logaritmi  rispello  a  una  cerla  base,  e  volendosi 
fonnare  le  lavole  rispelto  a  una  nuova  base,  basla  moltiplic^e  ciascu- 
no  dei  logaiilmi  dati  pel  modulo  del  nuovo  sistema.  Cos),  p.  e. ,  se  la 
nuova  base  è  10,  e  il  sistema  dato  è  il  Beperiano.  in  cui  il  logaril- 
mo di  10  è  2,3025851,  il  modulo  del  sistema  di  base  10  è  =T^Tkrri 
=0,4342945. 

4.*  Se  de' due  membri  dell'  equaxione  (14)  si  prcndono  i  logarit- 
mi nel  sistema  di  base  e,  e  si  liene  présente  cbe  l'e=l ,  si  tpova 
scra=a;',  o  vero  \'y=Va.  \y,  e  paragonando  questo  valore  di  Yy  con 
quelle  dato  dalla  seconda  (15)  ne  deduciamo  la  notevole  relazione 
le.  ra=1 ,  la  quale  ci  mostra  che  m  due  sisfemi  di  logaritmi,  pren- 
dendo  in  dascuno  il  logaritmo  deila  base  delCaltro,  i  logarVmi  che 
s'oUengoTM  sono  inverd. 

LEZIOiNE  XLVÏ. 
De*  logaritmi  decimali. 

500.  I  logaritmi  n&periani,  molto  imporUnti  nelle  alte  ricerche 
matemaUche,  non  accomodandosi  ad  un  uso  moUo  agevole  nel  calco- 
lo  numerico,  si  cercô,  dopo  la  scoTerla  di  Nepero,  costruire  nuove 
la?ole  sulia  base  10,  essendo  che  i  logRritmi  relalivi  a  questabase  go- 
dono  délie  important!  propriété  pariicolari.  che  ne  rendono  più  age- 
vole Tuso,  come  saremo  per  moslrare.  Brigg  e  Wlacq  furon  quelH 
che  s'occuparoDO  délia  costruzione  di  quesle nuove  tavole  di  logaritmi, 
detti  perciô  briggiani  dal  nome  del  loro  calcolatore,  e  decimali 
per  esscme  10  la  base,  o  anche  vol (^ari. 

501.  Questi  logaritmi  son  dati  dairequazione  esponenziale 

(I)  10^=2/ , 

o?e  j/  è  il  numéro  ed  x  il  corrispoudente  logaritmo.  Ponendo  susse- 
cuti?amenle  05=0, i, 2,3,4, ec.  n,  si  h  y=1,10,100,1000,10000,...10", 
e  paragonando  ciascun  termine  délia  ^econda  col  corrispondenle  dél- 
ia prima  série,  ne  deduciamo  quanto  segue:  ne'  logaritmi  decima- 
li. \.^il  logaritmo  d'u/na  potenza  qualunque  di  1 0  ë  uguale  ai  gror 
do  délia  poienza  ;  e  perô  2.°  il  logaritmo  d*wna  potenza  qualunque 
di  10  à  tante  unità  per  quanti  sono  i  zeri  contenuti  nella  potenza, 
o  pure  quanle  son  lutte  le  cifre  di  quella  potmzay  meno  una:  cosi 
il  logarilmo  di  1000  à  3  unità;  3.^  il  logaritmo  di  qualunque  numéro 
compreso  fia  due  poienze  sussecutive  di  10  è  composto  d'ima  par- 
ie ifUera.  che  si  chiama  caratieristica,  e  d'una  parle  décimale, 
che  sichiam4i  m  ami  s  sa.  La  caratteristica  è  sempre  il  logaritmo 
délia  più  piccola  deile  due  potenze  di  10,  fra  le  quah  .si  trova  il  nu- 
méro dato  (  sîa  intero  o  décimale  )  ;  e  poichè  questo  logaritmo  à  tan- 
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le  unità  per  quanti  sono  i  zerl  di  questa  più  piccola  polenza,  cosl  :  4.^ 
la  car  aller  istica  del  logaritmo  d'un  dato  numéro  contiene  fante 
unitàper  quante  sono  le  sue  cifre  intere  meno  una,  P.  e.  225  ë  com- 
preso  ira  100  e  1000  ;  quindi Iug225  è  compreso  fra  loglOO  e  loglOOO. 
cioè  tra  2  e  3,  e  perô  la  caratteristica  di  log225  è  2,  cioè  contiene 
tante  uoità  per  quante  sono  le  cirre  di  225  meno  una.  Similmeote 
]og354,07S  è  coropreso  fra  ioglOO  e  loglOOO,  quindi  la  caratteristica 
di  log354,07S  è  2.  cioè  cootiene  tante  uniià  quante  sono  le  cifre  dél- 
ia parte  intera  354  meno  una.  E  poichë  tuiti  i  numeri,  cbe  conten- 
gon  lo  stesso  numéro  di  cifre  neiia  parte  intera,  son  compresi  fra  due 
medesime  consf'cuihre  potenzf^  di  10,  cosi  S."  i  logarUmi  di  tufti  i 
numeri^  che  contenqon  uno  stesso  numéro  di  cifire  nelta  parle  inie 
ra.  ànno  la  medesima  caratlerislica. 

SOS.OssBRTAzioifE.  —  Da  quanto  abbiamo  mosirato  cbiaro  si  scor- 
ie che  la  caratteristica  del  logaritmo  d*un  dato  numéro  è  0, 1 , 2, 3,  ec, 
bccondo  che  la  prima  cifra  a  sinisira  del  numéro  dato  è  rispelti?amea- 
le  nel  posto  délie  unità,  diedne,  centinaja,  migliaja^  ec. 

SOS  I logarUmi  dei  numeri  dacupli  Vuno  deli'altro  ànno  la  stes- 
sa  mantissa,  e  differiscono  nella  sola  caraUerislica.  In  effeiti  sia  a 
un  dato  numéro,  e  sieno  c  la  caratteristica  ed  m  la  mantissa  dei  suo 
logaritmo,  per  modo  cbe  sia  la=c+m.  Se  il  numéro  a  si  moltiplica 
per  una  potenza  qualunque  di  10,  poniamo  per  10*^,  ove  n  è  un  nu- 
méro intero  positivo,  e  del  prodotto  se  ne  prende  il  logaritmo,  tenen- 
do  presenti  le  regole  già  dichiarate,  si  irova  : 

(2)  la.lO'*=ia+llO"=l(H-n=c-hn-f-7n , 

quindi  la  mantissa  di  la.tO*^  è  la  stessa  m  di  la  ;  ma  là  sua  caratteri- 
stica è  quella  c  di  la.  anmentata  di  n  unità,  ond*è  vero  c.  c.  b.  d. 

504.  Se  si  suppone  n  négative  ma  sempre  intero,  avremo 

(  3)  l(a:  1 0*)  =  1  (a.  1 0'*)=c-n+m  ; 

e  riunenio  questo  risultamento  con  quelle  del  n.^  prec.  possiamo  sta- 
bilire  che,  dato  il  logaritmo  d^un  numéro,  e  volendo  mol  li  pi  Ica- 
re 0  di  videre  questo  numéro  per  una  data  potenza  di  10,  baste- 
rà  aggiungere  alla  caratteristica,  o  pure  da  questa  togliere 
tante  uni'à  per  quante  ve  n'a  nel  grado  délia  potenza  :  reciproca- 
mente  aggîungendo  aUa  caraneristl^^a  dpl  logaritmo  di  un  da^o 
nv/mero,  opure  da  quella  to{?liendo  un  dafo  numéro  di  unità, 
il  numéro  corrispondente  al  dato  logaritmo  si  troverà  moltipli- 
cato  0  diviso  per  una  poienza  di  10.  il  cui  grado  èuguMe  al 
numéro  di  unità  aggiunte  otolte. 

505.  Se  supponiamo  che  la  caratteristica  di  la  sia  zéro  ;  questo  nu- 
méro a  non  conterrà  che  sole  unità  nella  sua  parte  intera  (n.°  SOI,  4^), 
e  la  formola  (3)  diviene  l(a  :  10")=— n-fm;  or  la  divisione  di  a  per  10* 
dà  per  quoziente  una  frazione  décimale,  la  cui  prima  cifra  bigniGca- 
tiva  cade  nel  posto  de*decimi,  dei  centesimi,  dei  millesimi,  ec.  secon- 
de che  n=1,  n=2,  n=:3,  ec.  ;  laonde  ne  deduciamn  che  la  caraUeri- 
slica  del  logaritmo  duna  frazione  décimale  ë negaliva;  e inol'^ 
tre  contiene  tante  unità  per  quanti  zeri  vi  sono  nel  numéro  che  in* 
dica  Vordine  del  posto  in  cui  sta  la  prima  cifra  significativa  a  si- 
nistra  nella  data  frazione.  Posto  tutto  ciô,  abbiamo  dalle  tavole  de*lo- 
garitmi  decimali  che  logl. 18=0,8561 2  ;  quindi,  moUiplicandn  7,18 


DE'lOG.VRITMI  DECIMA LI  201 

successivamente  per  10,  100, 1000,  ec,  o  pure  dividendolo,  ne  ri* 
sulta 
log  1,18=0,836!2;   log  71,8   =1,85612;  log  718     =2  85612,  ec. 

logO,  718=1,85612;  logO,0718=2,SS612;  log0,00718=3,85612,  ec. 
avendo  messo  il  segno  —  sulla  caratterisUca,  e  noninnanzi,  per  indi- 
care  che  solo  la  caratterisiica  è  negativa,  e  non  tulto  il  logaritmo,  il 
quale  riuscirebbe  yeramente  taie,  quando  si  eseguisse  la  sottrazione 
délia  caratterisiica  dalla  mantissa. 

SOe  Per  non  adoperare  nel  calcolo  numerico  caralteristiche  Dega< 
liYC,  si  è  convenulo  prendere  i  loro  complementi  aritmetid  a  10;  cosî 

invece  délia  caratterisiica  negativa  î .  si  usa  il  complemento  di  1  a 
10,  cioè  9,  e  si  scrive  perciô  IogO,718=9,85612  ;  ma  in  questo  caso 
la  caratteristica  9è  apparente,  perché  è  la  vera  aumeniata  di  10 
anità. 

SOI.  Dopo  tulto  il  précédente,  possiamo  stabîlire  la  segnente  re- 
gola:  daio  un  numéro  di  cuis'abhia  a  prendere  il  logaritmo^  si 
guardi  la  sua  prima  lyifra  significalica  a  sinistra  ;  la  caralteristica 
del  logaritmo  sarà  0,  1,  2,  3,  ec,  seconda  che  quella  prima  cifra 
è  nel  posto  délie  unità  délie  diecine,  delle  cenlinaja,  délie 
migliaja  ec. ;  e  sarà  î,  2  ,  3,  ec. ,  o  pure  9,  8,  7,  ec. ,  secondo 
che  quella  prima  cifra  h  nel  posto  de^decimi.  de'centesimi, 
de'millesimi,  ec.  Reciprocamente,  quando  è  da^o  un  logaritmo 
con  la  caratterisiica  positiva,  se  questa  è  vera,  allora,  seconda  che 
è  0,  1,  2,  ec,  il  numéro  corrispondente  a  qUfel  logaritmo  avrà  la 
sua  prima  cifra  significativa  nel  posto  delle  unità,  delle  dieci- 
ne, delle  centinaja,  ec:  e,  se  è  apparente,  seconda  che  è 
9.  8,  7,  ec. ,  il  numéro  corri'ipondente  avrà  la  sua  prima  cifra  si- 
gnificativa  nel  posto  de*decimi,  centesimi,  millesimi,  ec. 

S09.  Essendo 

(4)  l^=la-16, 

ed  essendo  la  base  10>1,  questo  logaritmo  sarà  positivo  o  negativo, 
secondo  che  a>&,  o  a<b  {n.^  497,  osser.)  Sia  qualunque  il  caso,  si 
potrà  sempre  sostituire  alla  sottrazione  di  16  da  la,  Taddizione  del  com- 
plemento di  16  a  la,  e  invece  délia  formola  (4)  usar  la  seguenle  : 

(5)  l|-=la+c.l6. 

Cosi,  Iog4-=log3-log5=0,  477l2-0,69897=-0,22185,  o  pure 
5 

Iog4-=log3+clog5=0.47712+9,30103=9,77815. 

S09.  Posto  ciô,  esaminiamo  la  formola  (S) ,  la  quale  indica  che  si 
date  prendere  un  logaritmo  diretto,  e  un  complemento  di  logaritmo: 
ora  il  logaritmo  diretto  pu6  esser  quello  d'un  numéro  décimale  mag- 
gk>re  0  minore  di  1  ;  e  questi  casi  debbono  essere  attentamente  con- 
siderati,  quando  si  tratta  di  dover  determinare  le  diecine  di  più,  che 
RuBiRi  Elem.  iTAlgebfa.  26 
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sono  introdotte  dai  compleoienli.  Cosi,  poaiiimo  primamenle  che  a 
e  b  sieno  enirambi  nunieri  iriaggiori  di  1,  allora  la  caratteristica  del 
logaritmo  diretlo  la  non  a?rà  diecina  di  più,  e  Tavrà  iavece  il  comple 
menio  del  logarilioo  di  b  ;  si  che,  ia  lai  caso,  sommaQdo  il  logaritmo 
diretlo  la  col  complemeato  logaritmico  c.l6,  corne  indica  il  secoodo 
membro  délia  (5),  converrà  logliere  iO  unità  dalla  somma.  Ma  se  b 
fosse  una  frazioDC  décimale,  allora,  corne  sappiamo  (a.^  506).  il  lo- 
garitmo dirello  di  qucsta  frazione,  considerato  con  la  caratteristica  po- 
sitiva, coDtiene  10  unità  di  più  ;  di  tal  che,  se  diaotiamo  coa  •*-«  la 
caratteristica  yera  di  16,  e  coq  m  la  mantissa,  è  lb=lO— c+m,  e  perè 
c.l6=10-(10-c+m)=c-m  ;  d'onde  si  vede  che,  nél  prendere  il  corn- 
plemento  logaritmico  délia  frazione  décimale,  la  diecina  di  più, 
che  conleneva  il  suo  logaritmo  diretlo  a  caratterisiica  apparente, 
svanisce.  E  perô  dalla  somma  di  la  con  cJb  noa  devesi  toglier  die- 
cina alcuoa. 

Fingiamo  ancora  che  sieno  b  ed  a  due  frazioni  decimali  :  allora  la 
contt'rrà  dieci  unllà  di  più,  mentre  c.lb  non  ne  conterrà,  onde  ancbe 
in  questo  caso,  corne  ne!  primo,  si  dotrà  logliere  una  diecina  dalla 
somma  la+c.lb  ;  ma  si  noti  che  qui  la  diecina  non  si  toglie  pel  corn 
plemento  logaritmico,  si  b«^ne  pel  logaritmo  direlto,  che  impiicilamen- 
tb  contiene  10  unità  di  più  nella  sua  caratteristica  positiva, 

Finalmente  supppniamo  a  frazione  décimale,  e  b  numéro  maggiore 
deirunità  :  in  questo  caso  tanio  la  che  c.lb  avrà  una  diecina  di  più,  e 
perô  dalla  somma  la+c.lb  cooverrà  logliere  due  diecine. 

Da  questa  disamina  perlanio  possiamo  concbiudere,  che  non  sera- 
pre  il  logaritmo  direlto  indicaio  da  una  formola,  quando  s*applica  ai 
numeri  parlicolari,  è  libero  délia  diecina  di  più  ;  ne  ogoi  complemen- 
to  logaritmico  indicalo  dalla  formola  introduce  una  diecina  di  più  nel 
risullamento.  In  générale,  le  diecine  di  piii  provengono  da'logaritmi 
di  numeri  decimali  minori  di  i ,  e  da*  comptementt  logaritmici  di 
numeri  interi  o  decimali  mxiggiori  di  1 . 

SIC  È  pure  da  fare  atlenzione  aile  diecine  provenieoti  daireleva- 
zione  a  potenza,  o  daU'estrazione  di  radice  d*una  frazione  décimale. 
S»ppiamo  in  fatti,  che  dovendo,  co'  logarilmi,  elevare  a  potenza  un 
numéro,  convien  moltiplicare  il  logaritmo  di  questo  numéro  pel  grado 
délia  potenza  ;  e  dovendo  estrarre  la  radice,  bisogna  dividere  il  loga- 
ritmo per  l'indice  délia  radice  :  or,  se  il  numéro  da  elevare  a  potenza 
è  una  frazione  décimale,  comechè  il  suo  logaritmo,  preso  con  la  ca- 
ratteristica positiva,  contiene  una  diecina  di  più,  cosl  quando  viensi  a 
moltiplicare  il  logaritmo  pel  grado  m  délia  potenza,  la  caratteristica  si 
viene  a  molli plicare  pel  medesimo  numéro  m  ;  e  quindi,  se  si  vuole 
che  il  risullamento  di  questa  molli plicazione  non  abbia  a  conlenere 
che  una  sola  diecina>  bisognerà  sopprimeme  altre  m—K.  Se  poi,  ge- 
neralmente  parlando,  si  deve  dividere  per  un  date  numéro  un  loga- 
ritmo che  contiene  una  o  più  diecine  di  piùf  e  si  vuole  che  il  quoiiente 
abbia  una  sola  d  ecina  di  più,  bisognerà  vedere  se  la  caratteristica 
contenga  tante  diecine  da  risultarne  un  quozienle  non  maggiore  di  9; 
0  ne  eonlenga  di  più  o  di  meno  :  nel  primo  caso  si  fa  immediatamenle 
la  divisione  ;  nel  seconde  caso  bisogna  logliere,  e  nel  lerzo  caso  ag- 
giunger  prima  alla  caratteristica  tanle  diecine,  quanle  sono  sufflcienti, 
allinchè,  fatta  la  divisione,  il  quozienle  non  risulti  maggiore  di  9. 
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Per  meglio  dichiarare  qaeste  regole,  poniamo  cbe  si  voglia  il  loga- 
riloio  dj  (0,1 3Sj'.  Togliendo  dalle  tavole  il  logaritmo  di  0,1 3S  si  tro- 
fa  9,86629  ;  e  moltiplicandolo  per  3y  secondo  la  rigola,  si  à  29  S9881 . 
e  questo  prodotto  conliene  3  dîecine:  or  volendo  che  abbia  a  contener- 
ne  una  sola,  se  ne  sopprimon  due,  e  si  scrive  9,S9881. 

SU.  AvvBRTBNZA.  —  Quaodo  s'avessero  a  togliere  più  di^cine  di 
quelle  che  conliene  il  dato  logaritmo,  allora,  comecbè  la  sottrazione 
condurrebbe  a  una  caratteristica  negativa,  sarà  preferibile  toglierne 
tante  per  quante  sono  suiBcienti,  aflincbè  la  caratteristica  non  risulti 
negatifa,  e  di  quelle  che  rimangono  di  più  se  ne  terra  conte  nel  risul- 
tamento  ;  spezialmente  quando  questo  logaritmo  devesi  sommare  con 
attrt  logaritmi.  Cosl  p.  e.  volendo  il  logaritmo  di  (0  0001 35^  ,  con 
una  diecina  di  più,  se,  dopo  moUiplicaio  per  4  il  logaritmo  b, 86629 
di  O,00O73S,  il  che  da*  21,46S16,  si  volesser  togliere  3  diecine  da  que- 
sto prodotto,  s*avrebbe  la  raratlerîstica  negativa  3  ;  in^ece  si  tolgono 
due  sole  diecine  e  si  scrive  1,46S16,  ricordandosi  che  questo  loga- 
ritmo contiene  ancora  due  diecine  di  più. 

E  qui  giova  notare  corne  Tuno  e  l'altro  de*  due  logaritmi  3,46S16  e 
1.46516,  quando  in  quest*ultiroo  si  consideri  una  sola  diecina  di  più, 
rorrispondano  alla  stessa  frazione  décimale,  la  cui  prima  eifra  signi- 
flcatîYa  è  nel  posto  de*  millesimi  (n*^  501)  ;  ma  nel  primo  logaritmo 

la  earatteristica  3  contiene  una  diecina  di  più,  e  nel  secondo  la  carat- 
teristica 1  ne  contiene  due,  délie  quali  una  perô  si  tiene  in  considera- 
done,  quando  si  prende  il  numéro  corrispondente  con  la  sua  prima 
eifra  nel  posto  de*  millesimi  ;  quindi  in  enirambi  i  casi,  per  avère  il 
▼ero  numéro  corrispondente  al  logaritmo  27,46516,  trovata  llndicata 
fratione,  bisognerà  dividerla  per  10000000000  (n.""  504),  vale  a  dire 
passar  la  virgola  di  altri  dieci  posti  a  sinistra. 


MWt.  Poniamo  ora  che  si  voglia  il  logaritmo  di  \/(0,000735)^Se- 
goendo  la  regole  già  spiegate,  bisognerà  divider  per  1  il  logaritmo 
di  (0,000133;*,  che  è  21,46316  ;  ma  questo  non  contiene  che  sole  4 
diecine,  quindi  perché  il  quoziente  cohtenga  una  diecina  di  più«  con- 
viene  aggiungere  altre  3  diecine  a  quel  logaritmo,  e  scrivere  51,46516, 

e  pol  dividere  per  1,  ci6  che  dà  8,20931  ;  laonde  log  v/(0,OOO135)* 
=8,20931  con  una  diecina  di  più.  Ma  se  invece  s' avesse  voluto  il 

logv/(0,000135)*,  allora  dovendo  dividere  per  3  il  log(0,0001S5)*, 
cioè  21,46516,  che  à  4  diecine  di  più,  e  volendo  che  il  quoziente  non 
abbia  a  contenerne  che  una  sola,  si  toglierà  prima  una  diecina  dal 
delto  logaritmo,  il  che  dà  11.46516,  quindi  si  dividerà  per  3,  e  s'avrà, 

con  una  diecina  di  più,  ll/(0,OO0835)*=5,82112. 


I.  Allorchè  in  un  prodotto,  o  in  un  quoziente  di  lettere  si  deve 
sDstItuire  a  ciascuna  lettera  un  numéro  positivo  o  négative,  e  quindi 
s!  deve  calcolare  co'  logaritmi,  non  st  terra  conto  del  segno  di  que*fat- 
lori  cbe  risultano  negativi,  perche  non  si  ànno  logaritmi  di  numeri  ne- 
gativi  (n.^  488)  ;  perô  il  segno  di  quel  faitore  influendo  sul  prodotto 
o  sul  quoziente,  si  puô  da  principio.  secondo  la  regola  dei  segoi,  co*' 
nosrere  il  segno  del  risultamento.  Cosl,  p.  e. ,  se  nel  prodotto  abc  è 
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a=25,  6=— 180,  c=2346,  allora  per la  regola  de'segni qaeslo  prodoU 
to  dev'essere  negalivo  ;  e  perô  se  ne  calcola  il  valore,  sommando  i  lo- 
garîlmi  de'  tre  numeri  positivi  2S,  180,  e  2346,  e  troYalo  il  namero 
corrispondeate  alla  somma,  si  dà  a  qael  numéro  il  segne  — . 

LEZIONE  XLYII. 

SuWuso  délie  lavole  de*  logaritmL  —  Te&remi  sulle  medie. 

SM.  Per  completare  la  teoria  de'  logarilmi,  riroane  a  dire  del  modo 
come  si  usino  nella  pralica,  o  vero  corne,  per  mezzo  deile  tavole  de'Io- 
garitmi,  si  possano  eseguiie  le  operazioni  Dumeriche.  Per  ciô  è  d*ao- 
po  primamente  far  yedere  in  quai  modo  si  trovino  disposti  i  logaritmi 
nelle  tavole,  ed  ë  questo  appunto  ciô  che  ora  ci  faremo  ad  esporre. 

515.  Sieno  n  ed  n+d  due  numeri,  e  D  la  differeoza  de'  loro  loga- 
rilmi ;  sarà  D=l (n+d)- ln=l—=l  (h— )  ,  (n.^  497)  :  ora  quan- 
lo  più  grande  è  n,  e  quanlo  più  piccola  à  la  differens^a  d,  tanto  piùla 

frazione  —  s'accosta  a  zéro,  1+ —  s'avvicina  ad  1 ,  e  1  (  IH — )  s'ac- 
n  n  \      n/ 

cosla  a  zéro  (n.**  499, 1®)  ;  quindi  anche  D  s'approssima  a  zéro;  don- 
que,  quanto  più  grandi  sono  due  numeri^  e  qibanto  più  prossifni 
son^  ira  loro^  tanto  minore  è  la  differenza  de'  corrispondenii  lo- 
garitmi. 

516.  Allorchë  d=i  abbiamo  il  caso  délia  série  ordinaria  dei  nume- 
ri naturali  1,  2,  ec,  che  è  quella  appunto  che  si  trova  nelle  tavole 
de'iogaritmi;  in  tal  caso  pertanto  la  differenza  d  rimane  costante,  e  il 
numéro  n  va  crescendo^  onde  tanto  mono  differiscono  tra  loro  due  lo- 
((aritmi  consecutivi,  o,  come  suol  dirsi,  tanto  più  piccola  è  la  dif- 
ferenza tavolare  di  due  logaritmi  consecutivi,  quanto  più  granr 
di  son^  i  numeri  corrispondenti. 

SIV.  Dinoti  l  il  logaritmo  di  n ,  ed  1+8  quello  di  n^d  ;  si  formind 

1  duerapporii =1+ — ,  ed---=l+-—  ,  il  primo  trainumen^e 

n  n  l  l 

l'altro  tra  i  corrispondenti  logaritmi.  Il  primo,  al  crescere  di  n  e  al  di- 

minuire  di  d,  s'accosta  ad  1  ;  ma  nel  tempo  stesso  (n  j  SOl^  e  515) 

cresce  {  e  diminuisce  8,  quindi  anche  il  secondo  rapporte  s' avvicina 

ad  1,  si  che  nel  loro  limite  comune  1  que'  due  rapporti  sono  eguali, 

e  la  proporzione 

(1)  (n-fd):n::(n-8):i 

sarà  tarUo  più  vera,  per  quanto  più  grandi  saranno  i  due  numeri 
n,  n+d,  e  per  quanto  più  prossimi  saramio  tra  loro.  Laonde,  se  di- 
notiamo  con  n+d'  un  altro  numéro  molto  prossimo  ai  precedenti,  e 
con  l-\-8'  il  suo  logarilmo,  avremo  ancora  (n+d')  :  d':  iQ^-d")  :  i  ;  e 
dividendo  quesla  proporzione  e  la  précédente,  otteniamo  dm:  1^:1  ; 
d':n::8':i,  e  quindi 

(2)  d:d';:6:8'. 

Cotesta  iroporlantissima  proporzione,  che  forma  la  base  su  cui  s'ada- 
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gia  Tuso'  délie  lavole,  à  luogo  nèl.le  medesime  coadizioni  délia  (1)  ; 
essa  puè  essere  tradotta  nella  seguente  proposizione  :  quanto  più 
grandi  sono  due  numeri,  e  quanto  piùprossimi  sono  ira  loro,  tan- 
iopiiile  differenze  tra  i  numeri  sono  proporzionali  a  quelle  de'cor- 
rispondenti  logaritmi. 

SIS.  Posto  ciô,  coDsideriamo  due  nuœeri  conseculivi  n  ed  n+1  dei- 
l'ordine  più  elevaio  che  si  Irovi  nelie  lavole,  e  sia  n-\-d  un  numéro  ira 
quelli  iotermedio,  e  che  non  è  nelie  tavelé  ;  sarà  d  una  cifra  décima- 
le, e  ponendo  per  semplicità  , 

(3)  l(rH-lH»=5,  (4)  l(n+dH?i=p,  (5)  I(n+lH(fH-d)=p', 

alliMra  per  la  proporzione  (2)  applicata.  a*numeri  n,  n+d,  n+l  e  a'ioro 
logaritmi,  avremo  l:d::8:p  ;  l:l-d::5:p',  da  cui  si  trae 

(6)  p=d8 ,       p'=(*-d)  5 , 

e  quindi,  sostituendo  cotesti  valori  di  p  e  p'  nella  (4)  e  (S),  ne  dedu- 
cîamo  le  due  formole  seguenti  : 

(7)  1  (rH-d)=l  n+d8 ,    (8)    1  (7H-d)=l(n+.lHi-(t)5  , 

e,  osservando  che  d  à  la  differenza  tra  ni-d  ed  n,  e  1-d  è  la  differen- 
za  tra  n+\j  ed  n+d,  menlre,  secondo  la  (3),  fi  è  la  differenza  tavola* 
re,  cosl  le  formole  (7)  e  (8)  indicano  che  il  logarilmo  d'un  numéro^ 
compreso  fra  due  numeri  consecutivi  délia  série  ordinarUiy  è  ugrua- 
le  al  logarilmo  dél  numéro  intero  immediataroente  iaferio^ 
re,  più  al  prodoUo  délia  differenza  iavolare  per  la  differenza  tra 
U  dalo  numéro  e  il  detto  numéro  inferiore  ;  o  pure  è  uguale  al  lo- 
garUmodel  numéro  intero  immediatamente  superiore,  meno 
il  prodoUo  deUa  differenza  tavolare  per  qusltfi  tra  U  detto  intero  e 
U  numéro  dato. 

Questa  proposizione,  che  costituisce,  corne  andremo  a  vedere.  la 
regola  per  irovare  il  logarilmo  d'un  numéro  che  non  sta  neUe  lavole, 
è  tanlo  più  vera  per  quanto  più  grandi  sono  i  due  numeri  consecutivi 
n^n+i  ;  anzi  non  puô  essere  applicata  seoza  questa  condizione,  cbe 
ë  quella  dalla  quale  siam  partit!  per  giugnere  aile  (1)  e  (8),  che  sla- 
biliscono  la  précédente  proposizione. 

S19.  Ciascuno  de'prodotti  p=dfi,  p'^l—d)  8  chiamasi  par  te  pr o- 
porzionale  del  logarilmo.  Ora  essendo  1  (n+d)=l7Hi3 ;  1  (n+d)  = 
l(rH-1)— p',  sarà 

(9)  cl  (7H-d)=(10-ln)-p=c.l7i-p , 

(10)  cl  (rH-d)=[10-l  (n+1)  ]-fp'=cl  (n-f-l)-fp'  ; 

donde  si  vede  che  il  complemento  logaritmico  d'un  dato  numéro, 
compreso  fra  due  numeri  inieri  successiviy  è  uguale  al  complemen' 
to  logaritmico  del  numéro  intero  immediatamente  inferiore, 
me  no  la  parte  proporzionale  ;  o  pure  è  uguale  al  complemento  lo- 
garitmico del  numéro  intero  immediatamente  superiore,  più 
la  parte  proporzionale. 

Questa  proposizione  ë  soggetta  alla  medesima  restrizione  che 'quel- 
la del  n.^  prec. 

S^O.  Le  formole  (6)  dànno  d=4-  >  l-d=  v  »  ^  P^r* 

o  0 


Â 
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(11)      n-l-d=n+^,     (12)     nVd=n+l-(l-(t)=n+l-.^  , 

Da  queste  due  formole  si  deduce  che,  U  numéro  ignoto  n+d,  cor- 
rispondente  a  un  dato  logaritmo,  è  uguale  al  numéro  intero  che  si 
trovanelletavole,  eilcui  logarUmo,  è  immediatamenle  infe- 
r  î  0  r  e  al  dato,  p  i  ù  al  quoziente  dnlla  dif[erenza  de  due  logaritmi, 
dato  cioè  e  prossimam^ente  inferiore,  divisa  per  la  differenza  dette 
tavole;  o  pure  è  ugvale  al  numéro  intero,  c/ie  si  truva  nelte  tavole, 
eilcui  logarUmo  è  immediatamente  superiore  al  dato,  meno 
U  qiu)ziente  delta  differenza  de'due  logaritmi,  immediatam^ente  su- 
periore  e  dato.  divisa  per  la  differenza  deUe  iavole. 

S21.  OssBRVAzioNK.  —  La  proposiziune  del  n.®  S18  ci  moslra  che 
per  avère  il  logarilmo  d*uQ  dato  numéro,  che  non  à  nelle  tavole,  si 
puô  operare  in  due  roodi,  uno  dei  quali  richiede  Taddizione.  l'altro  la 
sottrazione.  Altrettanto  c'insegna  la  proposizione  del  n.*'  S19  relativa- 
mente  ai  complementi  iogaritmici  ;  e  finalmente  quella  del  numéro 
précédente  ci  fa  vedere  che  per  calcolare  il  numéro  corrispondente  a 
un  dato  logaritmo,  si  puô  anche  operare  sia  per  addizione,  sia  per  sot- 
trazione. In  quesl'ultimo  caso  possiamo  indifTerentemente  tener  Tana 
0  l'altra  via  ;  ne'  primi  due  casi  si  puô  anche  indistintamente  operare 
nell  un  modo  o  nell'altro,  quando  si  tratti  d'un  solo  logaritmo  ;  ma  se 
si  tratti  di  calcolare  una  somma  di  più  logaritmi  diretti  o  complemen- 
ti, val  meglio  seguire  quelle  de'  due  modi  in  cui  si  deve  operare  per 
addizione,  a  fine  di  fare  soltanto  addizioni. 

^2^,  Prima  di  venire  alla  pratica  délie  precedenti  proposîzioni, 
convien  notare  quanto  segue.  Le  tavole  delogaritmi  in  uso  sono,  come 
abbiamo  già  dette,  quelle  in  cui  la  base  à  10,  e  délie  cui  propriété 
particolari  abbiamo  già  parlato  nella  lezione  précédente.  Quelle  ohe 
d'ordinario  s'adoperano,  soprattutto  in  quelle  operazioni  che  non  ri- 
chieggono  una  troppo  scrupolosa  esattezza,  sono  di  Lalaicde,  oon 
cinque  (o  anche  con  sette)  décimal! ,  e  con  queste  appunto  esporremo 
la  pratica  di  applicare  i  logaritmi  aile  operazioni  di  calcolo  numerico. 
In  esse  si  trova  la  série  de'  numeri  naturali  da  1  sino  a  9999,  e  ac- 
canto  a  ciascuno  troyasi  segnato  il  suo  logaritmo  con  la  corrisponden- 
te caratteristica  ;  ma  qui  faremo  nolare  che  val  meglio  (come  si  trova 
coi  fatto  nelle  buone  tavole)  di  non  segnare  che  la  sola  mantissa  del 
logaritmo  ;  si  perché  la  caratteristica  si  conosce  alla  sola  Ispezione  del 
numéro  dato  (n.^  SOI),  si  pure  perche  si  évita  di  cadere  in  errore, 
quando  si  va  cercando  il  logaritmo  d'un  numéro,  che  non  è  nelle  ta- 
vole :  cosi,  p.  e.  volendo  il  logaritmo  di  32130,  polremo  trovare  quel- 
le di  3275,  che  à  la  stessa  mantissa  del  logaritmo  del  numéro  dato, 
ma  la  caratteristica  di  quest'uilimo  è  4»  montre  quella  di  3275  6  3,  e 
cosi  trovasi  segnata  ;  or  polrebbe  accadere  che  nel  copiare  il  loga* 
ritmo  di  327  S  si  scrivesse  pure  la  caratteristica  3,  e  quindi  si  cadreb* 
be  in  errore. 

Per  la  ragione  appunto  che  i  logaritmi  dei  numeri  decupli  d*uno 
stesso  numéro  an  tutti  la  stessa  mantissa,  ben  si  vede  che  se  la  série 
naturale  de'numori  nelle  tavole  va  sino  a  10000,  è  inutile  segnare  i 
logaritmi  d»)*  numeri  da  1  a  iOOO.  D'altronde  fra  due  numeri  conse- 
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Gulivî  qualunque,  compresi  fra  i  primi  mille,  corne  p.  e.  326  e  321  vi 
sono  compresi  nove  numeri  32G,1  ;  326. 2. .326^9 1  cui  logaritmi  àono 
la  stessa  mantissa  di  quelli  di  3â61.3262,ec.  ;  si  che,  essendo  dato, 
poniamo,  il  numéro  362,2  oeabbiamo  la  mantissa  del  corrispondenlc 
lognritmo,  cercahdo  quelle  del  logarilmo  di  3622.  Ma  se,  invece,  vo- 
lessioto  Irovnre  questa  mantissa,  appoggiandbci  sulla  proposizione  del 
D.®  518,  cioè  trovando  prima  il  logarilmo  di  362,  e  poi  aggiugnendoTi 
la  parte  proporzionale,  noa  opereremmo  con  queirapprossimazione 
che  si  ricbiede,  per  fare  uso  di  quella  proposizione  ;  giaccbè  la  diffe- 
renza  1,  tra  i  due  numeri  consecuiivi  302  e  363,  non  è  molto  piccola 
rispetio  a  ciascuno  di  questi  numeri,  e  perô  la  proporzionalilà  tra  le 
diflerenze  de*  numeri- e  quelle  dei  currispondenli  logaritmi  non  è  trop- 
po  prossima  al  vero.  É  quesla  appunlo  la  ragione  perché,  anche  nelle 
piccole  iavole  di  Làlandb,  non  si  trovano,  accanto  ai  logaritmi  de*pri- 
mi  mille  numeri,  segnate  le  diflerenze  fra  due  logaritmi  sussecutivi  ; 
e  si  troyano  invece  segnate  ne'  iogarilmi  de*  numeri  da  1000  a  10000, 
i  quali  sono  di  quattro  cifre. 

S2S.  Posto  ciô,  quando  un  dato  numéro  non  contiene  più  di  quat- 
tro cifre  significative,  seguite  o  precedute  da  zeri,  si  cercherô  nelle 
tavole  il  numéro  formato  con  quelle  cifre  significative  e  con  qualche 
zéro,  se  occorra,  per  formare  un  numéro  di  quattro  cifre^  e  si  segno- 
rà  la  sola  mantissa  del  logaritmo  corrispondente  ;  quindi  si  ap- 
porrà  la  caratteristica,  secondo  il  posto  di  quella  prima  cifra,  come  fu 
spiegfito  al  n-^  501.  Cosl,  volendo  il  logarilmo  di  315000,  si  cerchc- 
rà  nelle  la  vole  il  logarilmo  di  3150.  e  se  ne  segnerà  la  manlissa  del 
rorrispondente  logaritmo,  la  quale  ë  51403  ;  indi  a  quesla  mantissa 
s*apporrà  la  caratteristica  5,  che  ë  quella  che  compele  al  logaritmo 
richiesto,  e  s^avrà  log31 5000=5,51403. 

Similmente,  se  il  numéro  dato  ë  0,002684,  si  Iroverà  nelle  tavole 
il  numéro  2684  ;  si  segoerà  la  mantissa  42818  ciel  corrispondente  lo- 
garilmo, e  s'apporrà  la  caratteristica  apparente  1  (n.^  501)  competen- 
le  al  logarilmo  richiesto,  e  sarà  logO  002684=1,42818. 

S24.  Ha  quando  il  dalo  numéro  contiene  più  di  quattro  cifre,  ira 
intere  e  decimali,  allora  la  ricerca  del  logaritmo  richiede  il  calcoio 
délia  parte  proporzionale.  Sappiamo  già  1^  che  d'un  logaritmo  basta 
calcolarne  la  sula  manlissa, ^apendosene  la  caratteristica  alla  sola  ispe 
zione  del  numéro  dato  ;  2.^  che  la  mantissa  del  logaritmo  del  dato 
numéro  é  quella  slessa  del  logaritmo  di  qualunque  altro  numéro  de^ 
caplo  ;  3.^  fioalmenle  che  la  proporzionalilà  tra  le  diiïerenze  de'  nu- 
meri consecuiivi  e  quelle  de'corrispendenti  logaritmi,  ë  tanto  più  pros- 
sima al  vero,  quanio  più  elevalo  ë  l'ordine  dei  numeri  che  irovansi 
neUe  tavole.  Or  quesi'ordine  più  alto  nelle  tavole  di  Lalaicdb  ë  il  4.^ 
e  si  pud  sempre  iu  un  dato  numéro  spostare  la  virgola,  in  modo 
che  a  sioîstra  di  essa  cadano<)UBttro  cifre,  délie  quali  la  prima  a 
sioistra ,  almeno ,  sia  signiScativa.  Fatto  ciô,  secondo  la  proposi- 
zione del  n.**  51 8,  s'usera  la  seguente  r eg  ola  :  ai  trasportf,  se  occor- 
ra, la  virgola  in  guisa  che  a  mrnira  di  essa  caéano  quattro  eifire 
(  come  sopra  è  deito  )  ;  si  Irovi  nette  tavole  ii  numéro  composto  di 
questequaitrodfre^esisegnilasoldi  mantissa  del suo  logaritmo; 
indi  si  moltipiichi  la  differenza  tavolare  per  la  parle  rimasta  a 
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dritla  dcUa  virgola,  c  il  prodotto  si  scriva  sotio  la  mafUtBsa  se- 
gnata  ;  si  sommino  quesli  due  numeri,  e  quindi  sapponga  la  ca- 
ratterislica  seconda  la  regola  del  n.*  507. 

Aytertenza.  —  Le  difFereoze  Ira  iloganlmi  coDseculinsonoespres- 
se  in  unilà  dello  slesso  ordine  di  décimal!  il  più  basse  che  coDtengono 
i  logaritmi ,  cioè  sodo  espresse  in  centomillesimi,  se  i  logaritoii  sono 
a  cinque  decimali  ;  e  perô  nel  fare  il  prodotto  di  questa  diiTerenza  ta- 
Tolare  per  la  parte  décimale,  che  cade  dopo  la  vir^ola,  corne  è  delto, 
bisogna  che  la  prima  cifra  inlera,  immediatamente  a  sinistra  délia  ¥ir- 
gola  in  questo  prodotto,  cada  sotto  i  centomillesiœi  délia  mantissa  se- 
gnata  :  cosl,  p.  e. ,  se  la  diiTerenza  tavolare  è  9,  se  la  parte  a  dritta 
délia  virgola  nel  numéro  dato,  dopo  1o  spostamento  délia  virgola,  è  35, 
si  moltiplicberà  9  pcr  0,35,  il  prodotto  che  otliensi  sarà  3,15,  e  perô, 
trascurata  la  p&rte  décimale,  si  scriverà  3  solto  i  centomillesimi  délia 
mantissa  già  scritla. 

Esi.  l.«  ~  Vogliasi  il  logaritmo  di  ^5,168. 

Numéro  dato  35,768 

log35,76 55340 

p.pr.12x0,8     , 10 

log33,768  =  1,55350 

2.^  -  Vogliasi  il  logaritmo  di  0,0375*26 
Numéro  dalo  0,0375426 

log3754 57449 

p.  pr.  12x0,26 3 

logO,0375426=8,57452 

OssERTAzioNi.  —  1.*  Le  cifre  da  staccare  dal  prodotto,  che  dà  la 
parte  proporzionale,  son  tante,  quante  le  cifre  che  rimangono  a  dritta 
délia  virgola  nel  numéro  dalo,  dopo  staccato  le  quatlro  a  sinistra. 

2."  •-  Il  prendere  il  logaritmo  del  numéro  composte  délie  quallro 
cifre  a  sinistra  délia  virgola,  équivale  a  prendere  il  iogaritmo  del  oo- 
mero  intero  prossimamente  inferiore  al  dato,  e  perô,  seconde  la  re- 
gola del  n."  518,  s'aggiunge  la  parle  proporzionale,  corne  abbiamo 
operato  nei  due  esposti  esempii.  Ha  s*avrebbe  potuto  parimente  pren- 
dere il  logaritmo  del  numéro  intero,  prossimamente  maggiore^  cioè 
del  numéro  3577,  nel  1.^  esempio,  e  dalla  mantissa  del  logaritmo  di 
questo  numéro  toglier  quindi  il  prodotto  délia  differenza  tavolare  per 
la  diiTerenza  tra  3577  e  3576,8,  la  quale  è  appunto  il  complemento 
aritmetico  délia  parte  a  dritta  délia  virgola  in  questo  secondo  numéro. 

S^SS.  Pei  complementi  logantmid^  abbiamo  immediatamente  (n.^ 
519)  la  segueoie  regola;  per  iro\)are  il  complemento  logaritmo 
d'un  dato  numéro,  si  trasporterà  la  virgola^se  occorra^  in  mx>do  da 
Ittsdare  qibattro  cifre  a  sinistra  ;  di  questo  numéro ,  accr  esciu  to 
di  1 ,  si  cercherA  il  logaritmo  nelle  tavole,  e  siprenderà  il  comple- 
mento délia  sola  mantissa,  alla  quale  s*aggiimgerà  la  parte  propor- 
zionale, che  è  U  prodotto  dHla  differenza  deUe  tmole  pel  comple- 
mento deïla  parle  rimasla  a  dritta  deUa  virgola,    - 

Atvbrteivza.— La  caratteristica,vera  o  apparente  del  logaritmo  d*un 
numéro  dalo,  non  essendo»  in  générale,  quella  scritta  nelle  tavole, 
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cosi  bisogna  essere  attenti  nel  prendere  il  complemento  délia  caratte- 
risUca,  la  quale  deve  essere  la  caratteristica  del  logarUmo  direttOj 
corrispondenle  al  numéro  dato. 
EsB.  -  l.""  Yogliasi  il  complemento  del  logaritmo  di  3S7,167 

Numéro  dato  351,467 

c.  log3575 7,44672 

p.  pr.  13x0,33 +  4 

c.log357, 467  =  7,44676 

2.'»  Yogliasi  il  complemento  del  logaritmo  di  0,057498 

Numéro  dato  0,057498 

c.log.5750....1,24033 
p.  pr.8x0,2 +  2 

c.log0,057498=l, 24035 

Atvertbnza.  —  La  précédente  regola  è  fondata  sul  principio  del- 
Yaddiziime  délia  parie  proporzionale  (r\.^  5i9).  Ha  volendo  fare  uso 
délia  soUrazione,  bisogoerà  prendere  il  complemento  logaritmo  del 
numéro  composto  délie  quatlro  cifre  a  sinistra  délia  virgola.  senza 
aumentarlo  di  1  ;  e  nel  formare  la  parte  proporzionale,  che  si  deoe 
loglierey  bisognerft  m(»Uiplicare  la  differenza  tavolare  per  la  parte  ri- 
masta  a  dritta  délia  ^irgola,  e  non  pel  complemento  di  questa  parte. 

S^6.  Finalmente  dalla  proposizione  del  n.""  520,  deduciamo  la  se- 
guente  regola  per  trovare  il  numéro  corrispondeote  a  wn 
dato  logaritmo:  si  ccrchi  nelle  tavoU  quel  logaritmo,  la cui par- 
te  dedmaleèimmediatamenîeinferi^e  a  quelia  dellogarUmo  dato, 
e  si  scriva  il  numéro  corrispondente  :  indi  si  divida  la  differenza 
ira  queUe  due  parti  dedmali  per  la  differenza  délie  tavole,  e  il  giio- 
zierUe^  chesarà  unafrazione  décimale  rif^petlo  al  numé- 
ro s  c  r  i  1 1 0  ^  s'aggiu/nga  a  questo  numéro  :  e  finalmente  si  Irasporti 
la  virgola^  ée  occorre,  in  modo  che  atta  sua  sinistra  si  tro'mio  ta/n- 
te  dfre^  qtumte  sono  neeessarie^  affinehh  corrispondano  alla  carat- 
teristica  \era,,o  apparente  dellogaritmo  data,  seconda  lare- 
gala  del  n,^  507. 

EsB. — l.^Trovareii  numéro  x  corrispondente  al  logaritmo  1.56934, 
essendo  la  caratteristica  vera, 

lx=l,  56934 

log37  09 36926 

p.  pr.  -^ 0,727 

x=37,09  721 

2.''  Trovare  il  numéro  a;  corrispondente  al  logaritmo  8,60345 ,  es- 
sendo la  caratteristica  apparente, 

lx=8,60345 

log  4012 3,60336 

p.  pr. -^ 0  82 

x=0,040l2  82. 

AvTBRTBNZA.  —  Secoudo  la  proposizione  del  n.^  520^  si  polrà  an- 
cora,  invece  deila  parte  décimale  immediatamente  inferiore  a  quelia 
del  dato  logaritmo,  prender  la  Immediatamente  superiore;  ma  allora, 
Ituami  Elem,  (TAlgehra  27 
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invece  d^aggiungere  la  parte  proporzionale,  converrà  ioglierla.  Cosl, 
riprehdendo  il  primo  esempio,  abbiamo 

logœ^l, 56034 

log37  10 56937 

p.  pr,  xj- -0^212 

a;=37,oy  128  corne  sopra 

527.  Per  applicare  tutti  i  precelti  dimostrati  poniamo  che  Yogliasi 
determinare  il  numéro  dato  dalla  seguente  formola  : 

/(25.734)«X(0,6"583Ty^ 
®-V     27x(0,0026993)»     " 

Secondo  le  proprielâ  dimostrate  nel  n.^  497,  abbiamo 

(25  73l)MO,6S83^)^ 

*    *^     27X(0,0026993)-^     ' 

4tx=l[  (2S,734)5x(O,63837)^+c.l[27x(0,O02691 3)"1 
=Il2:>.734)Hl(0,65837)Hc.l274-c.l(0,O026993f 
=31  23,734+2  1  0,6S837h-c.1  27+3c.l  0,0020993. 

Dopo  questo  sviluppOn  che  non  è  più  necessario  quando  si  à  U  pra- 
tica  de'  logariimi,  si  passa  al  seguente  calcolo  : 

log2573 1,41044  (*) 

2log2573 2,82088  (♦*) 

3  p.  pr.=3xl7xO,4 20 

iog6S83 9,81842 

îog6583 9.81842 

2  p.  pr.=2x7x0,7 10 

c.log27 8.56864 

c.log2700.. ..2,56864 

2c.log2700,...5,13i28 

3  p.  pr.=3x16xO,7 34 

41ogûc=  40,14336. 

Per  fare  il  conto  délie  diccine  di  più  che  sono  in  questa  somma,  pria 
di  fare  la  divisiooe  per  4,  si  seiguiranno  le  regole  dei  n.'  509  e  510, 
6  si  troTerà  ehe  ve  n'a  3  di  più,  tolte  le  quali  ne  rcsterebbe  una  sola 
nella  somma  ;  si  che,  dovendo  dividere  questa  somma  per  4,  c  vo- 
lendo  il  quoziente  con  una  diecina  di  più,  converrebbe  tomare  ad  ag* 
giungerne  altre  3,  onde  si  puô  lasciare  tal  quaVè  la  somma  e  dividerla 
immediatamente  per  4,  il  che  dà  Ix^l  0,03584;  e  togliendo  la  diecina 
di  più,  il  che  puô  farsi  senza  aver  caratlerislica  negaliva,  si  à  fiaai- 
mente 

te=:0,03584 

logl  086 03383 

p.  pr.  i^ 0,02 

ac=l,086  02 

(*)  Prima  di  segnar  la  maniissa  delïe  tavole,  si  scrive  la  caratteristica 
corrispondenle  al  numéro  daio. 

(**)  Si  scrivono  due  allri  logaritmi  di  3513,  perché  secondo  la  formola, 
questo  logaritmo  dev'esser  preso  3  voile. 
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S1&9.  Siceome  i  logaritmi  sono  nameri  irrazionali,  cosl,  per  esser 
più  sicuri  de*  risultamenti,  ci  giova  calcolare  le  parii  proporzionali 
de'  logaritmi  coq  qualche  cifra  di  più,  per  poi  trascurarla  nel  risulta* 
mento  fiaale.  E  per  le  parti  proporzionali  ai  numeri  conviene  spinge- 
re  la  divisione  anche  al  di  là  d'una  cifra  di  più,  perché  polessero  aver-^ 
si  cifre  significative  a  sufficienza  nel  numéro  cercalo,  sopratullo  quan^ 
do  qoeslo,  secondo  la  caralteristica  del  logaritmo,  deve  risultare  un 
numéro  mollo  grande. 

S29.  Crediamo  necessario  aggiuDgere  poche  parole  sut  modo  di 
calcolare  con  una  sola  letlura  nelle  Tavole  U  logaritmo  délia  somma 
o  délia  differenza  di  due  numeri,  datiper  mezzo  de'loro  logaritmi. 
Sieno  a  e  b  due  numeri,  e  sia  a>b  ;  a?remo  : 

l(a+6Ha  (14- A)  =,a  (n^|)  =la+l  (l+-^)  ; 

6  b 

e  poQendo£c=— ,  da  cui 

(13)      laî=la-16,  sarà        (U)       1  (a+6)=la+l  (l  +  — )  . 

Da  quesie  formole  (13)  e  (14)  scorgiamo  che,  se  i  nomeri  aeb  sono 
dati  per  mezzo  de*  loro  logaritmi,  sarà  subito,  per  la  formola  (13),  co- 
nosciuto  il  logx,  e  qulndi,  se  dalla  conoscenza  di  questo  logaritmo, 

si  polesse,  per  mezzo  di  apposite  tavole  calcolare  il  logf  1  h )  » 

allora  come  Tindjca  la  (14),  haslQvebhQ  aggiungere  questo  logaritmo 
a  loga,  che  è  il  maggiore  de*  due  logaritmi  dati,  per  avère  il  logaritmo 
delta  somma  a+b. 

Similmente ,  cssendo  —  + =1,  e  ponendo 

a       tt 

(15)  x=4-,œ'  =  — .,s*avrà    (16)    —  +  -*-=  1. 

Dalla  prima  e  dalla  seconda  (1  S)  si  ricava  : 

(17)  105=10-16,    (18)    1  (a-6)=la-laî' ; 

o  si  vede  da  quesVullima  formola  che,  se  si  potasse  calcolare  Ix'  per 
mezzo  di  \x,  che  è  immediatamente  dato  daireguaglianza  (11),  in  cui 
^i  sappongono  dati  i  logaritmi  del  secondo  membro;  allora,  come  fin- 
dica  la  (18),  basterebbe  iogliere  \x'  da  la,  che  è  il  maggiore  de'  due 
logaritmi  dati,  per  aver  il  logariimo  délia  differenza  a-b. 
S30.  Si  ànno  già  délie  tavole  costruite  in  guisa  che,  per  mezzo  di 

Ix,  si  puô  calcolare  1(1+  — )  per  la  formola  (14),  o  lac'  per  la  for- 

mola  (18).  Il  primo  di  quesii  logaritmi  ë  quello  che  si  dice  di  addi- 
zioney  e  l'altro  di  sotlrazione  (*). 

(*)  Hol-EL.  —  Tables  de  logarithmes.  —  Paris^  1864. 
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Le  tavole  di  cui  è  parola  furono  invenlate  dairitaliano  Leohblli, 
sul  principîo  di  quesio  secolo  ;  ma  non  §e  ne  seppe  vedere  rutililà 
pralica,  e  perciô  rinc^egooso  ritrovato  del  Leonblli  non  tiovô  moito 
lavore  nel  pubblico  leUerario.  Perô  il  perspicace  ingegno  del  Gauss 
ne  rayvisô  i'immenso  vantaggio,  cbe  il  nuovo  ritrovato  avrebbe  appor- 
tato  al  calcolo  numerico,  e  ne  coslrui  <egli  medesimo  délie  tavole  a 
cinqae  décimait,  che  porlano  il  nome  del  geomeira  alemanno,  montre, 
per  giustizia,  dovrebbersi  dire  tcuoole  de'  logaritmi  di  Lbonelli. 

S31.  Senza  enlrare  nelle  particolarilà  inlorno  al  modo  di  costruire 
queste  tavole,  passiamo  subito  ad  esporne  l'uso ,  suppooendo  che  il 
lettore  abbia  presenli  le  tavole  de*  logaritmi  redatie  dairegregio  prof. 
HoDbl.  Da  pag.  88  a  pag.  93  di  queste  tavole  si  irovaoo  quelle  dette 
de*  logaritmi  d'addizione,  e  da  pag.  94  a  pag.  103  sono  i  logaritmi  di 
sottrazione.  In  ciascuna  dellcprime  si  trovano  tre  colonne  successi- 
ve, di  cui  la  prima  à  in  testa  la  lettera  H,  iniziale  di  rapporte,  e  con- 
tiene  una  série  di  numeriinprogressione  cresceote,  didifferenza 0,001: 
ciascuno  di  questi  numeri  è  la  diilerenza  di  due  logaritmi,  O'vero  èil 
logaritmo  del  rapporto  de'  numeri  corrispondenti,  e  rappresenta  il  va- 

d 
lore  di  lx=:I  -j-  ,  che  si  suppone  dato  ;  per  questa  ragione  questa  pri- 
ma colonna  è  delta  dei  logaritmi  dei  rapporti.  Segue  îmmedîatamen- 
te  nna  seconda  colonna,  cbe,  nelle  tavole  d'addizione,  à  in  testa  e  in 
basse  le  lettere  L.  ad. ,  iniziali  di  logaritmi  addilivi.  e  in  quelle  di 
sottrazione  à  invece  L.  a,  iniziali  di  logaritmi  soUraltivi  :  questa  co- 
lonna in  faiti,  nelle  tavole  d*addizione,  contiene  i  logaritmi  additivi 


1 


(  iH — ).  corrispondenti  ai  dati  lœ=l  ^,  e  in  quelle  per  sottrazione 

a 
contiene  i  logaritmi  sotlrattivi  W  corrispondenti  anche  ai  dati  I^=l~]r 

Finalmente  la  terza  colonna.  che  immediatamenle  segue,  avente  in  te- 
sta la  lettera  D,  iniziale  di  differenza,  contiene,  corne  ne*  logaritmi  or- 
dinarii,  le  differenze  de'  logaritmi. 
EsE.  per  l'addizione.  -  Dati  10=3,11815,  16=2,18473  ;  si  voglia 

l(a+6).  Si  à  in  questo  caso  \x=\  y =la-I6=0.99372. 

Si  cerchi.  vella  colonna  R,  délie  tarole  de'logaritmi  d^addizione, 
il  numéro  che  aie  tre  prime  cifre  decimali  di  questa  diffcrenza 
cioë  0,993  e  si  troverà  (pag.  91,  HoI'el)  che  gli  corrisponde  il  loga- 
ritmo additiTO  0,0423.  Quindi  per  avère  la  parte  proporzionale 
si  moltiplichi  la  differenza  tavolare  9  per  la  diffcrenza  decma- 
le  0,12  e,  poichè  procedendo  daU'alto  in  basse  i  lofraritmi  additiyi  o 
sottrattivi  van  diminuendo,  cosl  il  prodotlo  0.00006  si  sottragga 

da  0,04203.  e  s'avrà 0,0419T  , 

al  quale,  per  la  formola  (14)  s'aggiunge  10=3,1784.^  , 

csià I(a+6)=3,220i2. 

^su.perlasotlrazione.  —  Qui  bisogna distinguer  due  casi:  1,^  quan- 
do  la  differenza  fra  i  logaritmi  dati  è  >  0,3000;  2.^  quando  è  minore. 

1.^  -  Sieno  dati  la=3,15482, 16=2,12833,  e  vogliasi  l(a-6).  Ab 
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a 
biamo  in  questo  caso  lx'=l-v-=la-I6=0,42641> 0,3000.  Si  cerchi 

nella  coUyn/na  R  délie  tavole  di  sottrazione  il  numerOy  che  à  le  stes- 
se  prime  quaiiro  cifre  decimali  délia  data  differenzay  cioè  il  numéro 
4264,  e  si  trouera  in  corrispondenza  (pag.  98.  HoI>bl)  0,20386.  Indi 
si  moUiplichi  la  difprerha  lavolare  6per  la  differenzadecimale  0,1 
e  U  prodotto  4  (centomillesimi)  si  tolga  dal  trovaio  logaritmo,  il  che 

dà 20382, 

e  lo1tOySecondolaformola(18).  da  la=3. 15482, 

si  à I(a-6)=2,95100. 

2.*  -  Sien  dali  la=2,77643  ,  16=2,48134,  e  si  voglia  I(a-6).  Ab- 

a 
biamo  :  1  -r-=la-16=0,289H<0,3000.,In  quesio  caso  si  cerchi,  nel 

la  colorma  che  à  in  basso  la  leitera  R ,  U  numéro  piii  prossimo  in 
piU  alla  differenza  data,  e  si  troverà  28910  (  pag.  94,  HoOel  ),  cai 
corrisponde  oella  colonna  a  siriistro  il  logaritmo  sottrattivo  0,3133  ; 
si  formij  il  quoziente  délia  differenza  décimale  0,1  per  la  lavola- 
re 9,  il  che  dà  1  (centomillesimo)  poichè  si  è  preso  il  numéro  più  pros- 
simo in  più,  cos)  in  quesio  caso  per  la  siessa  ragione  di  sopra,  invece 
di  togiiere,  8*aggiuoga  questo  quoziente  al  logaritmo  sottrallivo, 

es'aTrà 0  31331 

che  solirallo  da ^    la=2,71645 

dà I(a-5)=2,46314 

Rimandiamo  il  lettore  aile  tavole  del  nominato  prof.  Hoûbl,  che  non 
possiamo  fare  a  meno  di  non  raccomandare  a  preferenza  di  quelle  del 
Lalanbb,  e  ove  troverà  dichiarate  alcune  applicazioni  alla  risoluzione 
numerica  délie  equazioni  di  l""  gr.  a  più  ignote,  e  a  quelle  di  2*  gr.  a 
uo'incognita. 

SSIE.  Chinderemo  quest*artico1o  dimostrando  i  due  teoremi  seguen- 
U  suite  medie. 

TBomBHA.— Sténo  n, .  n, ,  n, ,  .  .  . ,  h  diversi  numeri  tali,  che  sia 
h=JH(n| ,  n,,  n, ,  ec.) ;  dico  che,  qualunquesia  la  ba;se de'logarUmiy 
sarà  ib=#(l0|,  In,,  {n,.  ec). 

In  fatti  sieno  ^o  il  più  piccolo  ed  n„|  il  più  grande  de'  numeri 

n        h  ' 

nM^n^y  ec.  :  cosi  le  due  frazioni  -A  e  —  saranno  entrambe  minori 

/i      n„ 

di  1 ,  e  quindi  i  loro  logarilmi  saranno  dello  stesso  segno,  cioè  avran- 

no  lo  stesso  segno  le  due  differenze  ln^-\hy  ed  l/i-ln^,  quindi  (n.^ 396) 

sarà 

(19)  lh=H(ln| ,  In, ,  In, ,  ec.) ,  c.  b.  d. 


Tborema.— Sieno  a,  b,  c,  ec.  ;  a  p,  7.  ec.  due  série  di  nume- 
rî,  ciascuna  di  n  termini  :  dico  che poncndo  a+g+Y+-  •  =  m,  sarà 

m —  d p 7 

v/abc...=*(v^ ,  v/b  ,  v/c....). 

In  falii  i  logaritmi  del  primo  membro ,  c  quelii  Ai  s/  a  ,  v  b  ,ec. 
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tenendo  présente  il  valure  di  m,  sono  rispetlivameole 

la+lft+ïc-hoc.     la     Ib      \c 
a+p-f-y+ec.    '  "ô"  '  "p"  '  Y  '     '  ' 
ora  quesle  ulUme  frazioni  sono  nel  caso  del  leoremadeln.^  399,  quindi 

In-hlb+lc+cc.  /la     16 


la    j6     je         \ 

a      s      Y  / 


e  toraaado  dai  logarilmi  ai  Duaicri,  avremo  pel  teor.  precedcnlc 

(20)  va6c...-M(v/a  ,  v  6  ,  V  c  ,  ec),  c.  b.  d. 
531.  Se  a^^-7=ec.~l ,  risulla  m=a+p-f  ec.=n5  e 

n 

(21)  v/a6c...=M(a',  6,  c,.,.); 

e  il  primo  membro  di  quesreguaglianza  si  chiania  média  geome- 
trica  tra  i  numeri  a.  b,  e,  ec. 

CAPITOLO  VI. 

Probleuil  d*ialeres»e  coauposto. 

LEZIOiNE  XLYllI.  • 
Problcmi  dHnleresse  composto  ;  canoni  ;  vilaliziù 

• 

ras.  Il  calcolo  logaritmico  Irova  uua  délie  sue  speciali  applicaûo- 
ni  iiella  risoiuziooe  degi'interessi  composti,  o  a  molliplico 
corne  sogliODsi  dire.  Quesla  spezie  d'mleressi  dériva  dal  seguente  fat 
to  :  una  persona  che  toglie  a  muluo  un  capitale  a,  a  uni  ceria  ragio- 
ne  annaale  r,  sia  per  convenziooe  col  preslalore,  sia  per  drcosUuize 
particolari,  non  paga  alla  Gne  delfanno  Tmleresse  ch*essa  deve  ;  in 
tal  modo  il  primilivo  capilale  presiato  a  si  troya  aumentalo  d'una  som- 
ma i  eguale  a  quesl'interesse,  in  gaisa  cbe,  alla  fine  del  seconde  anno, 
riuteresse  dcv*esser  calcolalo  sul  capitale  a-f  i,  e  alla  medesioia  ragio- 
ne  r  :  e  se  questo  nuovo  intéresse  i'  neppur  si  paga,  s'aggiunge  al  pré- 
cédente capilale,  che  per  ciô  diviene  a+i+t%  e  cosi  appresso.  In  tal 
modo  grinleressi  s'acmmiilano,  e  divengon  capitili  ;  e  quasi  cbe  si 
moWplicasscro,  prendono  il  nome  d'inleressi  a  molliplico,  e  dàn  lue- 
go  a  varie  qucslionî,  cbe  passiamo  a  risolverc. 

536.  Problema.  —  Un  capitale  a  è  staÀo  impiegaio  a  molliplico, 
alla  rayione  annua  delVr  per  100  ;  si  domanda^  dopo  n  anni,  quan- 
lo  diviene  quesio  capitale  ? 

Sappiamo  dairAritmelica  cbe  il  capitale  a  unilo  airinteresse  alla 
ragione  r  p.  5  coslituiscono  alla  fine  d'un  anno  un  capitale  espresso 
da  a  (1+r),  cioè  rapprescnlato  dal  capitale  primitivo  moUiplicalo  per  I 
più  la  ragione  dMnteressc.  E  ptTÔ  questo  nuovo  capitale,  pel  mede- 
simo  principio,  alla  fine  del  2°  anno  diviene  a(l+r)(l-fr),  0  vero 
«(M  r)-  ;  alla  fine  del  3.®  anno  diviene  a(l+r)^  ;  e  in  générale  al'a 
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fine  di  n  annî  il  priraitivo  capitale  a  si  trova  essere  a(l-fr)'*;  si  che 
dinoUndolo  con  a„,  avremo 

Questa  forraola,  che  polrebb*essere  calcolata  con  la  succf^ssiva  mol^ 
tiplicazione  di  \-\-r  per  s6  stesso,  quando  r  è  cognito,  si  calcola  più 
agevolmenle  coMogaritmî.  Cosl,  posto  a=tOO,  r=0,03  ;  n=IO,  si  à 
0^0-100(1 ,0S)*®,  e  applicando  i  logaritrai  si  Irova  aio=t 62,885  ;  .quin- 
di,  dopo  10  anni  il  capitale  s'ëaumentato  per  più  délia  sua  meta. 

S3V.  OssEHVAziorfB.  —  Neirequazione  (1)  vi  sono  quattro  quanlilà 
a^,  a,  r,  ed  n,  e  perd,  date  tre  qualunque  di  esse,  possiam  trovare  la 
quarta.  Cosl  :  1.®  date  a^^,  a  ed  r,  si  puà  trovare  n,  prendendo  i  lo- 
garitmi  da  ambi  i  meiubri  di  queirequazione,  con  che  si  à 

ifi     1/» 
]o^=la+nl(l+r),  equindi     (2)    n=r~^^— • 

2.^  Dati  a^y  r  ed  n,  avremo  a  per  mezzo  délia  formola 

(^)  ^Û^'^^®^^    la=la^-nl  (1+r) , 

n^ercè  la  qaale  possiamo  conoscerc  il  valore  attuale  d'una  somma  esi- 
gibile  dopo  n  anni,  insieme  con  gl'inleressi  cumulati. 
3.^  Dati  a^y  a  ed  n,  avremo  r  per  mezzo  délia  formola 

(t)  nl(i+r)=la„-la, 

con  la  quale  possiam  trovare  1+r,  e  quindi  conosrere  la  ragione  r. 

4/  E  possiamo  pure  sapera,  dopo  quanti  anni  un  capifale,  unilo 
ogFinleremy  a  una  cerla  ra^ioncy  diviene  im  muUiplo  m  del  capi- 
tale primilivo.  In  elTetti  per  risolvere  qaesto  problema  basta  porre 
a(f-H')*=ma,  e,  sopprimendo  il  fatlorc  comune  a  e  prendendo  i  lo- 
garitmi,  s'uttiene  : 

Sapposto,  p.  e.  97i=2,  r=:0,OS,  si  trova  che  n  è  poco  meno  di  U  ; 
^l  che  un  capitale  impiegato  a  moltiplico,  alla  ragionc  del  5  pg  ,  si 
mddoppia  dopo  circa  14  anni. 

SS8.  La  formola  (3)  è  applicabile  nelle  contratiazioni  che  si  riferi- 
scono  aile  casse  di  risparmio,  ove  si  depositn  attualmente  una 
somma,  perché,  cumulandone  grinteressi,  chi  deposila  si  trovi,  a  una 
data  epoca,  un  dato  capitale.  Cosl ,  volendo  sapere  quanlo  devesi  at- 
loalmente  depositare,  perché  dopo  1 S  anni  s*abbia  un  capitale  di  4000 
lire,  al  4  p  J-  all'anno,  basterà  porre  nella  (3)  a„=4OO0,r=0,04,n=15, 
e  si  trova  che.  in  numeri  rotondi,  a=222l  è  la  somma  da  depositare. 

SSO.  Un  altro  problema  aritmetico,  in  cui  si  trova  molio  vantaggio- 
soil  calcolo  logaritmico,  è  quelle  che  si  riferisce  ai  canon! ,  eai 
vitalizii;  e  prima  di  lutto  ei  giova  definire  queslinomi.  Accadeso^ 
vente  che  il  proprietario  d*un  fonde  ne  cède  ad  allri  il  dominio  utile 
per  un  cerlo  numéro  di  anni,  rimanendone  sempreegli  il  proprietario 
direlto  ;  per  questa  concessione,  chi  prende  il  fonde  s*obbliga  paga- 
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re  annualmeote  al  proprietario  direlto  un  compenso,  e  queslo  ë  ciô 
che  dicesi  canone.  Il  vitalizio  poi  consiste  in  un  pagameolo  annuo  d*u- 
na  somma  determinata,  cbe  ona  persona  fa  ad  un*altra  durante  la  co- 
slui  vita,  a  titolo  di  resUtuzione  d*an  capi'ale,  che  la  prima  persona  à 
ricevuto  in  preslito  dalla  seconda,  a  una  dala  ragione. 

S40.  Occupandoci  per  ora  del  canone,  facciamo  nolare  che  avvie- 
ne  talvolta,  rhe  il  padrone  ulile  del  fondo,  per  circostanze  particola- 
ri,  nop  paga  aonualmente  il  canone  contraltato*  ma  lo  attrassa  per  un 
certo  numéro  di  annî,  e  quindi,  avvenendo  la  devoluzione  del  fondo, 
cioè  la  resiituzione  al  padrone  diretlo,  quesli  è  nel  dritlo  di  farsi  pa- 
gare  le  somme  attrassale,  e  grinteressi  cumulati.  Quindi  il  seguente 

Problbma.  —  Un  anrmo  ccmone  a  si  attrassa  per  un  numéro  n  di 
anni  ;  quanta  esso  diviene,  insieme  eon  gVinteressi  cfimtulati  alla 
fine  di  queWepoca,  supposta  la  ragione  del  denaro  aU*r  p  |  ? 

Il  canone  a,  che  doveasi  pagare  dopo  il  1^  anno,  essendo  stalo  at- 
trassalo  per  n—i  anni,  quanti  ne  corrono  a  cominciare  del  2^  fioo 
h\Yn^ ,  è  divenuto  a  qoesrepoca,  secondo  la  formola  (1),  a(l+r)"^. 
Similmente  il  canone  a,  che  doveasi  pagare  alla  fine  del  2**  anno,  es- 
sendo rimasto  presso  il  debitore  per  n— 2  anni,  à  divenuto  alla  floe 
deirn*^  anno  a(l+r)'*"*,  e  cosl  appresso  ;  si  che  la  somma  di  tulU 
quesli  capitali  parziali, insieme  colcanone  delVn'^^anno, la  quale som- 
ma  cbiameremo  s,  costilulsce  l'inlero  debito  del  padrone  utile  o  en^- 
leuta  a  favore  del  padrone  diretto  del  fondo,  ed  è  espressa  da 

8=a[(1+r)'*"V  (!-H'>'*"*H-  -l-(Hr)-hl] ,  o  vero  (2,64) 

(6)  s-a- —  . 

r 

Ml.  Da  cotesta  equazione  si  trae  reciprocamente 

mercë  la  quale  si  puô  conoscere  il  valore  d*un  canone,  o  più  gênerai- 

mente  d*una  annualité,  cioèpagamenlo  annuaie,  per  esUnguere 

dopo  n  anni  una  somma,  che  a  quest'epoca  valc  s.  In  générale,  date 

tre  délie  quattro  quantité  a,r,n,8,  si  puô  determinar  la  quarta. 

!Wt,  Per  le  quesiioni  di  vitalizio  conviene  risolvere  ancora  Tallro 

PaoBLEMA;  —  QuaX  somma  p  devrsi  attaglmente  adallri,  presto- 

re,  perché  questi  dopo  n  anni  Veslingaa  insieme  con  glinteressi 

cwmulati,  mercètm  annuaie  pagamenlo  d'una  somma  a  ? 

Secondo  il  problema  précédente,  quesla  amiualUà.  o  somma  da 

pagarsi  alla  une  d'ogn'anno,  dopo  n  anni  diviene  a ;masap- 

piamo  (tl^  S37,  2*^)  che  per  avère  il  valore  attuale  di  quesla  somma 
bisogna  dividerla  per  (l+r)**,  quindi  avremo  il  chiesto  valore 

SIS.  Da  cotesta  equazione  si  rlcava  reciprocamente  : 
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E  in  générale,  date  tre  delle  quattro  quanlità  a,p,r,n,  si  puô  deter- 
minare  la  quarta.  La  (9)  risoWe  il  problema  del  vitalizio  :  supponia- 
mo  in  fatti  che  una  persona,  atlualmenle  di  46  anni,  abbia  nelle  mani 
d  un  terzo  un  capitale  di  2400  lire^  e  tra  loro  abbiano  convenulo  di 
costituire  a  favore  del  creditore  un  vitalizio  ;  o  in  altrl  termini,  che  il 
debitore  debba  estinguere  questo  débite  durante  la  vita  del  credito- 
re, e  in  pagamenti  annuali  tutti  eguali  tra  loro.  Quest*annuo  pagamen- 
to,chesicercadetermiQareëquelchesichiama  rendiia  vitalizia; 
per  trovarla  bisogna  stabilire  la  ragione  alla  quale  si  calcola  la  ren- 
dita  ordinarîa  ;  noi  la  supporremo  al  4  p.  ^.  Inoltre  fa  d'uopo  sapere 
i  probabili  anni  di  yita  cbe  rimangono  al  creditore  ;  questi  si  ànno  da 
taiune  tavole,  che  portano  il  nome  di  tavole  delle  mortalilâ  : 
in  esse  si  irova  che  una  persona  di  46  anni  puô  vivere  probabilm^'nte 
ailri  anni  19,3.  Laonde  converrà  nella  (9)  porre  p=2400  ;  r=:0,04  ; 
n=19,3  e  dedurne  il  valore  di  a. 


CAPITOLO  VIL 

Délie  d|i«|po«lmloni,  permsteBianl,  eonblnazlool^  ed  inverslonl. 

LEZIONE  XLIX. 
Delle  disposizioni,  permutazioni  e  comhinazioni, 

S14.  Supponiamo  dati  n  simboli  a,b.c, k,l  m,  i  quali  possono 

rappresenlare  quantité  qualunque,  e  si  yogliano  distribuire  in  gruppi 
ciascun  dei  quali  ne  contenga  un  numéro  v,  seconde  taiune  ieggi  par- 
ticolari,  che  ora  andremo  a  deilnire  :  si  demanda,  conosciuto  U  numé- 
ro y,  e  conosdula  la  legge  di  distribiLZioney  quanti  gruppi  si  posso- 
no formarel  In  questo  problema  générale  consiste  la  teorica  dél- 
ie combinazioni. 

S4S.  Si  chiamano  combinazioni  a  v  a  v  dt  n  simboliy  ivari 
gruppi  che  si  posson  formare  distribuendo  que'  simboli  in  wiodo, 
che  ciascun  gruppo  ne  contenga  v  (cssendo  v<n),  e  che  due  grup- 
pi qualunque  differiscano  tra  loro  al  me  no  per  un  simbolo.  Cosi 
i  quattro  simboli  a,bx,d  dànno  le  sei  seguenti  combinazioni  a  due 
a  due: 

(I)  ob^acadMybd^cd.  (*) 

SiO.  Si  chiamano  permutazioni  d'un  gruppo  di  "^  simboli  le 
dioerse  manière  con  cui^sipuo  scrivere  il  medcsimo  gruppo,  distri- 
buendo in  tv^ti  i  modipossibili  quei  simboli  nel  gruqypo^  in  modo 

(•)  Non  bisogna  confondere  il  gruppo  abc,,,  di  più  Ictlere  col  prodotto 
di  queste  leltere  ;  iinperciocchè  la  distribuzione  d'un  certo  numéro  di  cose 
in  gruppi  non  vuoi  dire  molliplicar  queste  cose  ira  loro  :  è  solo  per  bre- 
vitâ  che  un  gruppo  di  lottere,  nel  «enso  in  cui  si  considéra  in  questa  lezio- 
ne,  si  srrive  sotto  forma  di  prodotto  :  per  altro  in  taluni  casi^  puô  il  grup- 
po essere  efTettîTameute  un  prodotto. 

RuBiNi  Elem.  d'Algebra.  â8 
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cioè  che  ciascuno  di  ossi  occvjn  succcssivamenie  iutli  i  v  pofti  nol 
(jnvppo  daio.  GosI  il  gruppo  ab  di  due  louere  ammette  duc  sole  per- 
mutazioni,  cioè  ab,  ba  ;  quello  abc  di  Ire  iettere  amoK  Ue  le  sei  per- 
mulazionl  segucnti  : 

(2)  abc  ac6,raft,6ac.6ca,r6a. 

SM.  Si  chîamano  disposizioni  din  simboli  a^  a^^,  {cssendo 
V  al  piii  eguale  a  n  )  i  vari  gruppi  clie  n  posaono  formare  con  gli  n 
sim&oK,  combinandoli  a  v  a  v  (  n.**  52o)  e  quivdi  permuiando  (n.**  p.  ) 
ciab'Ct^na  combina zione.  ("osi  le  quattro  leliere  a,b,c. d,  di^posle  a 
due  a  due  danoo  le  oodici  disposizioni  seguenli  : 

(3)  ob.ac.ad  6a,6c,6d,ca,c6,cd,da  db^dc. 

MH.  Poslo  ciô,  s^ci.ndo  le  definizioni  del  n.**  545  e  del  n.®  prec  i 
un  gruppo  corne  abc,  p.  e.  preso  tra  un  maggiornumero  di  lellere 
puô  rappreseniare  egualmenie  una  disposizione,  o  una  corobinazione 
di  tre  Iettere  :  e  si  ronsidera  effeltivamenie  neli  u'i  modo  o  neli'aitro, 
seconde  che,  nel  disiribuire  le  Itltere  dale  a  tre  a  tre,  si  vo^lia  fnrlo 
in  tuiti  i  modi  possibili,  in  modo  che  due  o  più  gruppi  possano  con- 
lenere  le  stesse  letlen»,  diversamenle  distribuite  ;  o  pure  t^i  vo$rlia  di- 
siribuirle  in  modo,  «be  due  qnalunque  de* gruppi  da  formare abbia- 
no  a  differire  ira  loro  al  mono  per  una  leitora. 

in  questo  secondo  caso,  che  è  quello  délie  combinazioni,  per  for- 
mare lutte  le  combinazioni  possibili  d'un  date  numéro  di  lellere 
o,6.c..  k  l,m,  si  opéra  nel  modo  seguenle.  Supposlo,  p.  c.  che  le  com- 
binazioni abbiano  ad  essere  a  due  a  due,  si  prende  la  prima  ledera  a 
e  si  fa  seguire  or  da  una  or  da  un*a)tra  di  ciascuna  délie  rimanenti.  in 
modo  che  si  ànno  le  combinazioni  a6,flc,  .,am  ;  indi  si  prende  la  se- 
conda leilera  6,  e  si  fa  parimenie  se^^uire  or  da  una  or  da  un^aUra  di 
ciascuna  ôv\U  rimanenti,  e  si  ànno  le  altre  combinazioni  bc  bd,..  bm; 
e  cosî  appresso,  m  modo  sempre  che  la  letlera,  che  si  vuoi  combina- 
re  con  le  altre,  sia  se$ruita  da  quelle  cbe  la  seguono,  e  mai  da  quelle 
che  la  piecedono  ;  aUrimenti  si  lornerebbero  ad  avtre  nuovi  gruppi 
conlenenti  le  slesse  letlere  di  allro  gruppo  gia  formalo,  contro  la  de- 
finizione  del  n.®  545. 

Similmenle  se  voglionsi  le  combinazioni  a  tre.  a  tre,  ?i  prendonolfî 
prime  due  lellere  ab.  e  questo  gruppo  si  fa  seguire  allernativantenle 
da  ciascuna  délie  lellere  rimanenti,  e  si  ànno  le  combinazioni  abr, 
abd,  ec.  ;  indi  si  riliene  la  letlera  a.  ma  invece  di  b  si  prende  c,  e  il 
gruppo  ac  si  fa  seguire  allernaiivamenle  da  ciascuna  délie  lellere  che 
vengon  dopo  la  c,  e  si  ànno  le  combinazioni  acd.  ace,  ee.  Esaiirite 
le  combinazioni  binarie  di  a  con  ciascuna  delle  lellere  che  la  seguo- 
no,  e  formate  quindi  le  lernarie  con  aggiungere  una  terza  letlera  (cbe 
deve  sempre  esser  una  di  quelle'che  seguono  la  seconda  délia  com- 
binazione  binaria,  e  mai  quelle  che  la  preredono)  si  esejude  a,  e  si 
formano.  le  combinazioni  binarie,  in  cui  la  prima  letlera  è  b,  vale  n 
dire  bc,  bd,  ec.  ;  e  con  queste  si  compiono  le  lernarie,  segnendo  il 
precello  ora  indicnto  ;  cosi  si  continua,  finchè  non  si  giunga  alla  com- 
binazione  binaria  kl,  composta  delle  due  pennltime  Iettere.  e  con  la 
quaie  non  si  puô  fare  che  la  sola  combinazione  ternaria  klm.  Dicasi 
altrellanlo  per  le  combinazioni  a  4  a  4  ;  quelle  a  5  a  5,  e  co^l  ap- 
presso. 
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M9.  Dalla  slessa  defiaitione  (q.^  547)  risulla  che,  fiiile  le  combi 
Dcizioni  a  V  a  V,  si  ài^no  le  disposizioni  anche  a  v  a  v.  permutaodo  m 
tutti  i  modi  possibili  ciascuna  di  quelle  combinazioni  ;  e  perô  se  si  sa- 
passe che  con  n  simboli  si  puô  fare  ua  numéro  di  combiaazioni ,  a  v 
a  V.  dinotato  da  Cy  ;  e  si  sapesse  ancora  che  un  gruppo  di  v  siaiboli 
ammette  un  numéro  di'permutazioni  dinoialo  da  P^,  all^ra  \\  numéro 
delle  disposizioni  degli  n  simboli  a  v  a  v.  e  che  dinoteremo  con  D^j , 
sarù  eguale  al  prodolto  de'  due  numcri  Cj  e  P^  ;  si  che  s*avrà  la  relu- 
xione 

(i)  Dj=C,^P,  > 

uiercè  la  quale,  dati  due  qualunque  de*  Ire  nuoieri  C-j.Dy.Py,  poire- 
mo  conoscere  immediatamenle  il  lerzo  ;  laonde  basla  detenuinare  di- 
reltameote  due  di  essi,  e  quindi  ricavarsi  il  lerzo  per  mezzo  délia  (4). 

Osserviamo  ancora  che,  secondo  le  stesse  prcct^denii  defiiiizioni,  le 
pernQulazioni  d'un  numéro  v  di  simboli  non  sono  aitro  che  le  disposi- 
xionî  di  qu»*sU  simboli,  presi  a  v  a  v  ;  e  perô,  se  si  cono<cesse  il  nu- 
méro Dy  dl  disposizioni  a  v  a  v,  che  si  possono  fare  con  n  simboli, 
basterebbe  neirespressione,  che  rapprcscnja  il  valoredî  Dy.  suppor- 
re  n=v,  per  aver  subito  il  numéro  P^  di  permulazioni  di  cui  è  capa^e 
un  grnppo  di  v  simboli.  Pertanto,  per  determinare  i  Ire'  numeri  Cy , 
/>y .  Pj^  basta  determinare  diretlamenle  sollanto  D.j,  conie  passiamu 
a  fare. 

SSO.  Abbiansi  gli  n  simboli  a, 6  c, ..  /!;,I,m,:  volendone  formare  le 
disposizioni  a  duu  a  due.  bisognerà  (n.^  547)  forraarsi  prima  le  eom- 
bioazioni,  e  quindi  permutare  ciascuna  combinazione.  Ora,combinan- 
do  la  prima  lettera  a  con  i*".  rimanenli  n— 1,  facendola  seguire  succes- 
sivamente  da  ciascuna  di  quesle  ultime,  abbiamo  le  n—i  combinazio- 
nî  ab.ac,ad.,ak^al,amy  U  quali  permutate  dànno  altretianli  grupni, 
perché  ciascuno di  essl  non  ammette che  due  sole  permulazioni  (n  .^546  ) . 
guiDdi  la  letlera  a,  disposta  in  Rruppi  con  ciascuna  dello  rimanenli 
ln—^)y  dà  2(71-1)  disposizioni.  Similmente  la  lettera  b,  combinata  con 
le  rimanenli  71— 2,  dà  altre  n—2  combinaziom  &c,6(X....b/t,bl,b77i,  e. 
per  la  stessa  ragione  dl  sopra,  dà  2(7i— 2)  disposizioni.  La  letlera  c  si- 
inilmenle  ne  darà  2(7i— 3),  e  cosi  appresso  :  e  flualmenle  bi  penullima 
leltera  I  ne  darà  sollanto  2,  cioè  Im  ed  mL  Ora  le  leitcre  a,b,c.  ec. 
sino  ad  I  sono  n— 1,  quindi  il  totale  numéro  di  disposizioni  di  n  lei- 
1ère  a  due  a  due  sarà  la  seguenle  somma  di  n— 1  termini 

2[(7i-l)+(n-2)-f(n-3)+>  »  ■  '•^-l]=2^^"'^^.^  (13,410) 

e  finalmente  le  disposizioni  di  n  lettere  a  2  a  2  saranno 

(3)  D^=n  (n-1). 

Preodiamo  ora  una  disposiziooe  di  due  lettere,  e  sia  la  ab  ;  facen- 
dola seguire  dalle  rimanenti  7i— 2  leuere,  darà  luogo  ad  7i— 2  combi- 
iiazioni  (ibCfabd....abU(ibni,  che  si  possono  riguardare  ancora, corne 
le  disposizioni  di  3  lellere;  le  quali  differiscono  solo  per  Tultima  let- 
tera. Ora  quel  che  s'è  fatto  per  la  disposiziooe  ab,  si  puô  fare  per  qiia 
lunque  ahra  di  queste  disposizioni,  cioc  per  le  ba,ac  ca,ad  da,  ec.  il 
cui  numéro  è  daio  dalla  formols  (5)  ;  duuque  5*avrauno  m  lullu  lunlc 
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disposizioni  di  3  leliere,  per  quante  ne  indica  il  prodotlo  di  D^  pcr 
n-2,  cioè 

(G)  D5=Dt  (n^2)=n  (n-1)  (n-2). 

Seguendo  queslo  roedesimo  ragionamento  ,  supponiamo  di  esser 
giunli  a  dclerminare  il  numéro  Dy_,  délie  disposizioni  a  v— 1  a  v— f 
délie  n  lettere  dale.  Allora,  se  prendasi  una  qualsiesi  di  queste  dispo- 
sizioni, e  si  faccia  aUernalivaœente  seguire  da  ciascuna  délie  rima- 
nenti  7ir'(v— i),  avremo  altrettanti  gruppi  di  v  leltere  ognuno,  i  quali 
si  possono  considerare  corne  disposizioni  a  v  a  v,  difTereniî  ira  loro 
solo  per  l'ultima  letiera.  E  perô  una  disposizione  di  v-1  leVerene 
dà  n— (v— 1)  0.  cià  cKè  lo  stesso,  n— v-j-1  di  v  lettere\  quindi,  a??eneQ- 
do  lo  stesso  per  ogn^allra  disposizione  di  v—l  lettere,  e  queste  essen- 
do  Dy^f ,  cosi  il  total  numéro  Dj;  di  disposizioni  a  v  a  v  sarà 

(1)  Dy=I>v-,(n-v+l). 

Da  questa  formola  générale  s'ottengono  quelle  relalive  a  qualunque 
disposizione  particolare  di  n  leltere  ;  cosi,  faceado  successl?ameDte 
n=2,3,4,  ec.  e  osservando  che  DipH,  ne  risulta 

.      .  1)2=1),  (n-l)=w(n-i), 

^  l),=I),(n-2)=n(n-!)  (n-2) , 
D^=D5(n-3)=n(n-l)  (n-2)  (n-3), 


(8)  I)y=n(n-1)  (n-2) (n-v+2)  (n-v+1). 

SSl.  Trovala  cotesta  formola^  se  vi  facciamo  ?i=v,  avremo  com**  fa 
dichiaralo  al  n.^  S49,  quella  pel  numéro  P^  délie  permutazioni  d*ua 
gruppo  di  V  lettere,  che,  rovesciato  l'ordine  de'faitori,  sarà 

(9)  Py=1.2.3 (v-l)v=P^,  V. 

Facendo  successivamente  v=1,2,3,  ec. ,  e  poichè  P,=l,  si  à 

P,=P..2=1.2,    P5=Pj.3=!.2.3,    P4=P3  4=1.2.3.4,  ec. 
S5^.  In  âne^  per  Ih  relazionc  (4)  la  formola  che  détermina  il  du- 
mero  Cv  délie  coinbinazloni,  si  à  diTidendo  D.j  per  Pv,  e  risulla 

/niwr  -^  I>v_i>i;-i  n-v+l  _  ^     n-v+l  _n(n-!)(?i-2)..(n-v-hl ) 
m  ^-p:^~p;;j^.-^  -(>..,  -^^-         i.2.3...(v-l)v • 

SS3.  Ê  convenu^o  di  segnare  con  v  !  o  anche  con  n(v)  il  prodolto 
deTattori  délia  série  ordinâria  da  1  a  v,  onde 

Pj;=:v!=n(v)=1.2.3...(v-l)v. 

E  parimcnle  è  convenuto  di  rappresentare  col  simbolo  j^l  il  nu- 
méro délie  combinazioni  di  n  cose  prese  a  v  a  v,  onde 

ni  _  n(n-l)  (n-2) ...  (n-v+l) 


m= 


v! 

Facendo  in  quesla  formola onella  (10) successivamente  v=l,2,3,  pc. 
c  osservando  che  C^=  \^\  =n,  avremo 

[ni  _n(n-\)             [ni _n  (n-\)  (n-2) 
I2j--2T~'  13  I     3! »^^- 
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la  prima  délie  quali  di  il  numéro  degH  ambi,  la  seconda  quello  det 
ierni,  ec.  che  si  possono  Tare  con  n  numerl. 

554.  Moliiplicando  per  1,2,3  ...  (ti-v)  i  termini  della  frazione  del- 
Tultimo  membre  (10),  essa  nun  cambia,  mentre  il  suo  nameratore  di- 
Tieoe  il  prodoUo  1,2.3....  n,  e  si  à 

^  _  1 2  3...n  , 

''""1  2.3...vxl.2.3...{n-v)  ' 

or  questo  secondo  membre  non  cambia  se  poniamo  n— v  in  luogo  di  v, 
o  reciprocamenle,  quindi  sarà  pure  C^^Cj,;  il  che  dimostra  che  il 
nvmero  délie  combinazioni  di  n  cose  a  v  a  v  è  lo  stesso  che  quello 
(telle  combinazioni  a  n— v  a  n— v. 

555.  Abbiamo  fin  qui  supposlo,  che  una  stessa  lettora  non  pote?asi 
trovare  che  una  sola  volta  in  un  grnppo  ;  ma  v'à  de*  casi  in  cui  con- 
Yîene  considerare  anche  quei  gruppi,  in  cui  una  slessa  lellera  si  trovi 
ripetuta  una  o  più  volte.  Ora  volendo  trovare  il  numéro  délie  disposi- 
zlonî  a  V  a  V,  sotio  queslo  noovo  aspetto,  s'osservn  che  in  lai  caso  cia- 
scuna  disposizione  di  v— 1  lettere  convien  farla  successivamente  segui- 
re  non  dalle  sole  rimanenti  n— y+1,  ma  da  tutte  le  n  ;  c  perô  dinotan- 

do  coD  Dy  il  numéro  délie  disposizioni  formate  con  qucsla  nuova  leg- 
ge,  tra  le  quali  f'à  pur  quelle  considéra  te  nel  n.**  530^  avremo  in  gé- 
nérale 

e  fatlo  v=2,3,4,ec.  abbiamo  parlicolarmente 

D,  =n* ,  D3  =n* ,  D4  =n* , Dj  =^n\ 

Cos),  p.  e.,  con  le  tre  IcUere  a,  b,  c,  prese  2  a  2,  possiam  formare 
non  solo  le  sel  disposizioni,  già  considerate  ab,  ac,  6c,  ba,  ca,  cb, 
ma  si  pure  le  altre  tre  aa,  bb^  ce  :  si  che  ne  avremo  in  lulto  9,  corne 
indica  appooto  la  prima  Tormola  (12)  in  questo  caso. 

SSO.  U  numéro  délie  permutazioni  d*un  gruppo  di  v  lettere  a,  b, 
Of  .  a  •  V  e 

(12)  Py=\  .2.3....(v-1)v=vl. 

Supponiamo  che  tra  le  lettere  date  ve  n*abbian  due  uguali  p.  e.  a=b; 
dinotiamo  con  iif  V  insieme  di  tnile  le  lettere,  che  precedono  a  in 
una  délie  Py  permutazioni  ;  con  iV  quelle  di  tutte  le  lettere  che  stanno 
tra  a  e  b  ;  e  flnalmente  con  P  quello  di  tutte  le  lettere  che  seguono  b: 
cosi  questa  permutazione  sarà  espressa  da  MaNbP  ;  ma  se  vi  è  questa 
permutazîone,  vi  dev'esser  pure  laltra  MbNaP  ;  e  questedue  permu- 
laz  one  divengono  identicamente  le  stesse,  cioè  MaNaP,  quando  a=b. 
Perlanio.  in  tal  caso,  le  Py  permutazioni  divengono  a  due  a  due  ugua- 
li, e  perô  il  numéro  di  quelle  esser^zicdmente  dislinte  riducesi  a  melà 

(-) 
di  quello  dinotato  dalla  formola  (12),  cioè  Py^=^P;;=3.4.5..(v— l)v. 

Supponiamo  inoltre  che  sia  a^b=c  ;  rappresenti  MaNbPcQ  una  dél- 
ie Pj  f^rmutazioni  (12):  ë  chiaro  che  vi  saranno  pure  altre  cinque  per-> 
nutazioni,  differenti  dalla  précédente  per  altra  distribuzione  délie  tre 
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lettere  a,  b,  c  ;  e  ciô  perché  queste  lettere  sono  capaci  di  2.3,  cioè  G 
permutazioiii  ;  cosi  Ira  le  dette  Py  permutazioni  si  Iroverann^  le  ^e- 
truenli  :  MaNbPcQ ,  MaNcPbQ ,  McNaPbQ ,  MbNaPcQ  ,  MbNcPaQ , 
McNbPaQ,  e  ciascuna  diviene  uji^ual»^  airunica  MaNaPaQy  quaado 
a=b=c  ;  dunquc  in  quest^ipotesi  le  Py  permutâzioni  diveogoDO  a  sei 
a  sd  cguali,  c  pcro  ii  numoro  di  quelle  ei'senziahnente  disiinte  sarà 

il  numéro  P^  diviso  per  2.3,  cîoè  sarà  P^  =  ^  P^^i  .  5...  (v— î)  v. 

Similmcnle  se  Ira  le  v  letlere  dale  ve  n*à  quallro  eguali  le  permula- 
zioni  Py  diverranno  a  24  a  24  eguali  ;  si  che  per  avertie  il  numéro»  nel 
caso  attualc,  ronverrà  dividere  Pj  per  2.3.4.  E  in  générale  se  vi  sono 
lellere  uguali  fra  le  n  date,  sarà 

(13)  p;=       p,=(jxH-|)  (j,+2)  ....  (v-l)v. 

Secundo  ii  precedeaie  ragionamenio,  si  vede  chiaro  cbe  se  ira  le  v 
lettere  dale«  oltre  dclle  {Ji  eguali,  poniamo,  ad  a.  ve  ne  sono  X  eguali 
a  b,  X  eguali  ace  cosi  via  via,  rcti'ellivo  numéro  di  permutaziimi  sarà 
ii  P^  diviso  pd  prodollo  x  !  X  !  [jl  !  ec.  cioè  sarà 

(X,  X,  (i....)  ^1 

<**)  '"         =x-nrniL::' 

teneodu  présente  cbe  con  qnesla  formola  va  unila  la  relaiione 
(1j)  x+X+1/....^v. 

E  sex=X-|x=..=-7-  (fe  numéro  iiilero),  la  (14)  divien  semplicenicole 

S^l.  Sappiàmo  che  il  numéro  délie  combinazioni  di  n  lettere  a  v 
a  V,  à 

m\               /^  _  rn  1  ^  r)(n-1)(n-2)..  [n^(v-i .] 
{^V  ^-  -  L  V  J 1.2.3...(v-iiv        ' 

ne  si  altéra  moltiplicando  smbi  i  leimini  délia  frazione  pel  prodollo 
(a-v)  (n-v-l)  . .  3.2.1,  si  che  si  à  eguai.nenle 

08)  C,=  \^]=-^^. 

ma  sotto  questa  forma  il  secondo  membre,  in  virlù  délia  formola  (14). 
rappresenta  ii  numéro  délie  permutazioni  che  si  posson  formarc  con  n 
lellere,  délie  quali  v  sono  d'una  slessa  specie,  e  le  rimanenli  7i~v  sono 
(furraltra  medesima  specie  ;  laonde  tante  sono  le  combinazioni  di  n 
Icltere  a^  a>*,  quante  le  permutazioni  di  u  leWcî'e,  dette  quali  v  ap- 
jxirlengono  a  una  stessa  8jjcci<?,  c  n— v  a  nn'altra.  Oosi  p.  e..  5  let- 
tere a,  b,  c,  d,  c,  combinalc  a  2  a  2,  dànno  10  combinazioni  :  nel  teui- 
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po  slesso,  suppon^ndo  le  tre  letlere  a=b=C9  e  le  due  d=e^  non  si  pos- 
soQ  forœare  cbe  10  permutazioni,  cioè 

adada,  addaa,  adaad,  danda,  dadan^ 
daaady  aadady  ddaaa,  oadda,  aaadd. 

SS9.  Sccorrdo  la  (18)  il  numéro  délie  combinazioni  dellc  riman^n- 

ti  lellere  n-v  prcse  a  a  a  a,  pu6  essere  rosi  espresso  —r? — .i 

^    ^  *^  ^11,1  (n— [ji-v)  ! 

e  perù,  combinando  ciascuna  délie  combinazioni  u  v  a  v  con  cinscuna 

di  quelle  a  yi  a  pi«  s'avrà  un  numéro  di  gruppi,  di  {jl+v  letlere  ognuno, 

espresso  da  ^ 

[n-j  r/1— vi  n?  (n-v)!      _  n! 

vJL    |JL    J~"v!(/i-v)!     [Ji!  (.a-[X-v)  .'"v!  |jl!  (n-[JL— V;!  * 

e  quindi  uguafe  al  numéro  delle  permutazioni,  clic  si  posson  fare  con 
n  lettore  divise  in  tre  specie,  la  prima  conlcricnle  v  lettrre  la  secon- 
da pL,  e  la  lerza  n— |jl— v. 

8>milmente,  se  ciascuno  de*gruppi  di  [x-fv  lell>  rc  si  combina  con 
ciascuna  combinazione  delle  rimanenti  n— [jl— v,  prese  a  X  a  X,  si  irova 
il  numéro  de'  gruppi  risultunti 

LvJL[jlJL     X     J'"v!ii.!Xl  (7i-X-[ji-v;  !  ' 

p  cos)  piiô  conlinuarsi,  flnr hè  non  si  giunga  al  punto  in  cui  le  lettcre 
rhe  restano  dalle  n,  dopo  tolte  quelle  contenule  in  uno  qualunquo 
dcgli  ullind  gruppi  formati,  non  s*abbiano  a  combinare  cbc  ad  una 
ad  una. 

559.  Abbiansi  n  lettere  combinate  a  v  a  v,  ed  m  combinaie  a  {x  a  [jl: 

i  numeri  delle  combinazioni  corrispondenli  saranno  \^  '  r^  |  ^  ^^^^ 
se  ciascuna  delle  prime  si  combina  con  ciascuna  delle  seconde  ,  si 
ànno  IN  r^j  gruppi,  ciascun  de*  quali  conlieue  v  lettere  dellu  pri- 
ma spfcie  e  (ji  délia  seconda.  Questo  numéro  esprimerà  in  pari  tempo 
qoante  combinazioni  si  posson  formare  con  lutte  le  tn+n  lettere  delle 
due  specie,  prendeodole  a  |jl+v  a  {jl+v,  e  in  modo  che  pi  appartengano 
aile  m,  e  V  aile  n.  Cosi  poniamo  che  s  abbiano  13  lettere  a,  b,  c,  ec. , 
e  si  dividano  in  due  classi,  la  prima  composia  delle  6  prima  lettere  a, 
6,  c.  d,  e^f,  e  faltra  delle  rimanenti  9  ;  indi  si  Toglia  sapere  quante 
combinazioni  si  posson  furmare  con  le  IS  lettere,  a  7  a  7,  prenden- 
done  3  dalla  prima  classe,  e  4  dalla  seconda  ?  Il  numéro  di  si  fatle 
combinazioni  sarà  [«JK],  cioè  KffjX?;5:î.î=2S20. 

Per  un  altro  esempio  poniamo  cbe  una  persona  abbia  6  numeri  da 
una  parte  e  4  da  un'altra,  e  voglla  sapere  quanii  quimerni  possa  for- 
mare  con  questi  10  numeri,  preodendone  3  dai  primi  e  S  dai  second!? 
Risposla  :  puô  formarne  [^jî,],  cioè  60. 

560.  Rimane  da  ultimo  a  considerare  le  combinazioni  in  cui  una 
st  ssa  lettera  puô  irovarsi  ripetula  una  o  pîù  Yolte.  Supponiamo  da 
prima  che  le  n  lettere  a.&,c  ...1.  m  vogliansi  combinare  a  due  a  due, 
non  escludcodu  la  combioazionc  di  ciascuna  leltera  con  hh  siessa:  pcr 
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fare  ciô,  egli  è  chîaro  ehe  bisogna  far  seguire  la  leltera  a  altcrnaUva- 
roente  da  a  da  b,  da  c,  ce.  da  m  ;  similmente  b  da  6  da  c.  ec.  da  m; 
e  finalmenle  m  da  m  :  in  questo  cnodo  è  lo  stesso  cbe  combioare  n+i 

letlere  a  due  a  due,  onde  il  numéro  richiesto  sarà  l^     •  Cosi  le  quai- 

tro  letlere  a,  b,  c,  d  combinée  a  due  a  due  nel  modo  indicato,  dan- 
no  le  seguenti  10  combinazioni  :  aa^ab  ac,(id,bb^bc,bdyCC^cdydd. 
Se  ora  a  ciascuoa  delle combinazioni  di  due  lettere,  formate  al  modo 
espresso.  s'aggiunga  la  leKera  a  ;  indi  a  tutte  quelle  cbe  non  conten- 
gono  a  s*aggiunga  b  ;  a  lutte  quelle  cbe  non  contengono  a  ne  6  s'ag- 
giunga c,  e  cosl  via  via,  s'avranno  tutte  le  combinazioni  delle  n  let- 
lere date,  prese  a  3  a  3,  non  escluse  quelle  in  cui  una  stessa  lettera 
si  trova  una,  due  o  ancbe  Ire  volte  :  ora  è  cbiaro  cbe  il  total  numéro 
di  combinazioni  di  quesia  fatta,  sarà  quanto  il  numéro  delle  combi- 
nazioni di  n+2  letlere  a  3  a  3,  cioè  \^t    •  Conlinuando  allô  stesso 

modo  si  irova  cbe  il  numéro  delle  combinazioni  di  n  letlere  a  v  a  v,  e 
in  modo  cbe  una  slessa  combinazione  possa  contenere  la  stessa  let> 
tera  1 ,  2.  3,  ec.  v  volte,  ë  uguale a  quello  cbe  s*à  combinando  n+v-1 
letlere  a  v  a  v,  cioè 

^  ^    "  -  1.2.3...V         ^1  .2.3..VX1  .2.3...(n-l) 

^(v+1)(v4-2)...(vH-n-!)^ 

1.2.3...  (n-1)      ' 

in  cui  puô  essere  ?i>v,  n=^,  n<v.  Perô  nel  primo  caso  si  farà  uso 
delle  prima  espressionp,  e  negii  aitri  due  dotia  lerza,  la  quale  si  pre- 
si^nterà  coi  suoi  lermini  scevri  di  quoi  fallori  comuni,  cbe  si  mostre- 
rebbero  facendo  uso  délia  prima.  Cosi,  se  per  sapere  con  4  leltere 
combinate  a  7  a  7,  ai  modo  spiegaio,  quante  combinazioni  si  ànno, 
si  facesse  uso  deila prima  espressione,  s'avrebbe *VVt".V /'s*  V** *^^® 
si  vede  il  prodotto  4.5.6  comune  ai  due  termini  délia  frazione.  Ha 
dalla  terza  si  à  immediatameale  ^  /.'/.V-* 

LE2I0NE  L. 

Delle  inversioni  nelle  permulazioni  e  dette  sosliiuzioni  circoiart. 

SOI.  Siipposto  cbe  s^abbiano  de'  simboli,  i  quali  ammetlono  un  or- 
dine  primiiivo  o  naturale  di  distribuzione,  riguardo  al  posio  cbe  cia- 
scuno  deve  occupare  rispeito  al  précédente  e  al  seguente,  corne  sono 
le  lellerë  a,  b,  c,  d\  ec,  o  i  numeri  naturali  1,  2,  3,  4,  ec.  ;  se  al- 
cuni  di  quesii  simboli  (letlere  o  numeri)  enlrano  a  formare  un  grup- 
po,  si  dira  cbe  due  qualunque  di  essi  forraano  una  successione, 
0  un'inversione,  secondo  cbe  uno  di  essivien  dopoTaltro.  im- 
medialamente,  o  dopo  un  cerlo  numéro  di  posli.  ne1t*ordine  naturale 
di  distribuzione,  o  neU'ordinc  inverso.  Cosi,  nel  gruppo  acb,  la  lel- 
tera c  forma  una  successio?ie  con  a,  poicbè  neH'ordine  primiiivo  c 
vien  dopo  di  a  ;  e  forma  un't/iversionc  con  6,  poicbè  nell'ordine  pri- 
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mitiTO  b  Tien  prima  aie:  Un  mcdesimo  gruppo  puô  contencre  più 
successUmi  e  più  invcrsioni  a  un  tempo.  Gosi  il  gnippo  2143  (*)  con- 
tieoe  quattro  successioni  che  sono  24  ;  23  ;  14  ;  13,  e  due  inversion! 
che  sono  21  e  43. 

Due  0  più  gruppi  composti  de'  medesiroi  simboli  con  diverso  ordi- 
ne  dislribuitiySidisUnguonoper  classi,  cbiamandodi  prima  clas- 
se tutti  qucUi  che  contengono  un  numéro  pari  àHnvenioni ^  e  di 
seconda  classe  tutti  qoelli  clie  ne  contengono  on  numéro  impari. 
Jl  gruppo  cbe  non  contiene  alcuna  inTersione  ë  délia  1*  classe,  per- 
cbë  il  zéro  si  tiene  in  conto  di  numéro  pari,  corne  précédente  Fimpa- 
ri  1.  Cosl  nelle  sei  permuiazioni  a6c,  ac6,  ca&,  bac,  bca,  cba,  la  pri- 
ma non  contiene  alcuna  inTCrsione,  la  terza  e  quinta  ne  contengono 
ciascuna  due  ;  quindi  quel  tre  gruppi  sono  tutti  délia  1*  classe.  La 
seconda  poi,  la  quaria  e  la  sesta  contengono  ciascuna  un'inversione, 
e  per6  appartengono  alla  2''  classe. 

SQ2.  Invece  di  rappresentare  con  leltere  diverse,  soggctii  diversi, 

si  adopera  un»  sola  letfera  con  indici  diversi:  cos)  aia^a^ cin^iO,^ 

rappresen ta  un  gruppo  di n soggetti  (elementi  dcl  gruppo )  distri- 
buitl  nel  loro  ordine  naturale.  Spostando  due  o  più  elementi,  o  solo 
i  loro  Indici,  s*à  un  nuovo  gruppo ,  che  è  una  permutazione  di  quel 
primitivo,  chesidice  principale.  11  numéro  n,  che  dinota  quanti 
elementi  vi  sono  nel  gruppo,  si  dice  ordine  o  grade  del  gruppo. 

!M^.  Si  chiama  in  générale  sostituzione  l'operazione  con  la 
quale  si  passa  da  una.  ad  un*allra  qualunque  permutazione.  Si  fa  la 
sostituzione  opérande  un  certo  numéro  di  scambi  o  trasposizioni  fra 
gli  elementi  délia  data  permutazione  près!  a  due  a  due  :  cosl  la  sosti- 
tuzione (  ^^*?î!*  )  9  cioè  il  passaggîo  délia  permutazione  superiore 
yaja^Ojaj/ 

aU'ioferiore,  si  fa  opérande  sulla  prima  tre  successivi  scambi  o  tra- 
sposizioni  ;  in  fatti  scambiando  tra  loro  a,  e  o,  si  à  a^aiO^a^;  indi 
scaaibiando  in  questa  permutazione  ai  e  a^  rfsulta  a^aiO^a^  ;  e  fi- 
oalmente  trasponendo  a,  e  a,  si  h  a,  a^  a,  a,. 

Sttt.  In  un  gruppo  deU'ordine  n"*^,  sia  principale  o  una  sua  per- 
rautazioae,  devonsi  trovare  tutti  gtindici  1,  2....n,  in  un  certo  modo 
distribuiti.  Per  dcterminarc  il  numéro  délie  inversion!  che  presenlano 
griadici  basta  da  un  ind  ce  qualunque  sottrarre  alternativamente  tutti 
quelli  che  le  seguono,  e  tante  saranno  leinvcrsioni  relative  a  questo 
indice,  quantele  differenze  che  risuUano  positive  (imperoccbè  si  à 
rinversione  quando  un  indice  è  seguito  da  altro  inferiore  )  e  ripeten- 
do  questa  stessa  operazione  su  ciascun  indice  e  i  suoî  segupnti,  si 
Terra  a  sapere  il  total  numéro  di  inversioni  del  gruppo,  e  qoiodi  la 
sua  classe. 

S6S.  Ê  chtaro  che  il  massimo  numéro  d'invei^ioni ,  che  puô  con- 
tenere  un  gruppo  con  lo  spostamentb  de*  suoi  elementi,  si  à  quando 
Tordme  degrindici  si  trova  rovesciaio,  cioè  quando,  coi  successivi 
spostamentl,  il  gruppo  principale  à  presa  la  forma  af^af^ia^^'-^s^i^f 
Ora  l'elemento  a„,  che  nel  gruppo  principale  si  trovava  in  uliimo  po- 
slOf  venuto  al  primo  à  fatto  passare  dopo  di  se  n— 1  altri  elementi 

(*)  SI  legga  ciascuna  cifra  staccata  dallaltra^ corne  90  fosse  scritto  2,1,4^3. 
RuBiNi  Elem,  cTAIgchra  29 
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d'indici  iaferiori,  e  perô  à  prodotte  n-1  ioTersionî.  Similmente  Tele- 
mento  a^.,  i  passando  dal  penulUmo  al  secondo  posto«  ioduce  n-i 
iaTersiom,  e  cosl  appresso  ;  si  che  il  numéro  v  d*inTersioni  che  am- 
mette  un  gruppo  rovesciato  è  dato  dalla  formola 

(v)  v=(n-1)+(n-2)+(n-3)-f.  .4-2+l=in(n-i). 

SOU.  Se  nel  gruppo  principale  Telemento  fc"*^,  cioè  a^,  si  Iraspor- 
U  al  1^  posto,  ayverrà  che  altri  k—l  eiemenli  (  ciascuno  de'  qaali  à 
un  indice  minore  di  fc)  seguiranno  aj^,  e  la  permulazione  risultanie 
avrà  kr-i  inversion!.  Se  invece  l'elemenio  aj^  si  trasporti  ai  2^  posto, 
lo  seguiranno  allri  fc— 2  elementi,  con  indici  ioferiori  a  fe.  e  perd  la 
permulasione  risullante  avrà  fc~2  Inversion!,  e  cosl  appresso.  Laonde, 
se  kf ,  kl , ...  km  sono  indici  tali,  che  k|<k2<...<k„,  e  in  un  gruppo 
prtncipate  ai  fa  passare  a  un  tempo  Velemento  a/^   al  \^po8io;rde' 

menio  a^  al  V  ;  Velemento  a^  al  3*,  ec. ,  e  Velemenlo  «jt   alFm"* 

postôy  s*avrà  una  permulazione,  cbe  présentera  tante  inversioni,  quan- 
te  ne  indica  il  numéro 

e  queste  inversion!  son  formate  da  ciascuno  dei  successivi  lermioi,  a 
cominciare  dal  i^  si  no  a  quello  di  posto  k^^ .  con  tutti  i  seguenti  dopo 
questo  posto. 

S6V.  Sia  B  un  gruppo  formato  col  prendere  da  una  permulazione 
A  un  certo  numéro  de'  primi  e  successivi  elementi,  e  sia  C  il  gruppo 
formato  coi  rimanenti  elementi  :  sieno  inoltre  a,  ^,  7  le  ioversioni 
contenule  rispetlivamente  in  A/B,  C^e  dinoli  [i  il  numéro  délie  in- 
versioni,  che  ciascuno  degli  elementi  di  B  fa  con  ciascuno  di  quelli 
di  C  :  à  agevole  lo  scorgere  che  a=:^+Y+(JL.  In  qi^sta  relazione  i  nu- 
meri  ^07  posson  varlare,  se  disiribuiscansi  altnmenti  gli  elementi 
in  ciascun  gruppo  £  e  C  ;  ma  il  |ji  resta  invarlato.  Cosl,  poste 

A 


a^a^a^a^    ^3^1  ^g 


B  C 

si  vede  che  nel  gruppo  B  vi  sono  2  inversion!,  e  una  in  C  ;  nel  tempo 
stesso  grindici  in  B  formano  con  quelli  in  C  altre  2  inversion!,  cbe 
sono  le  (JL,  e  tutte  queste  S  inversion!  sono  le  a  del  gruppo  A  corn- 
plesso  de'  due  B,  C  :  ora  si  permutino  corne  si  voglia  gli  elementi  di 
B  t  Cj  sempre  gl  indici  de*  primi  formeranno  2  inversloni  oon  quelli 
de*  second  i. 

S69.  Sia  ora  p^^Ma/i^N  una  permutazionc  del  gruppo  principale, 
nella  qnale  ilf  rappresenia  tutti  gli  elementi  cbe  preredono  relemenlo 
a,.,  ed  iVrappresenta  tutti  gli  allri  che  seguono  Velemento  a«;  e  sia  m 
il  numéro  deile  sue  inversioni.  Si  scambino  tra  loro  i  due  démenti 
a^,  a,,  e  s*avrà  Ip  nuova  permutazione  p'^MafirN.  É  chiaro  che  un 
taie  scambio  non  à  per  nulla  alterato  il  numéro  délie  inversioni,  che, 
nella  permulazione  p,  facevano  gli  élément!  conlenuti  in  M  con  Tele- 
meoto  a,,  ne  quelle  deile  inversioni  che  faceva  a,,  con  gli  elementi 
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contenuii  in  /V  ;  ma  se  i  due  elementi  a^ ,  a,  nella  permutazione  p  for- 
mavaDO  una  successione,  o  una  inTersione,  aU'opposto  i  due  elemen- 
ti aj,  df  oella  permutazione  p*  devono  formare  un*iaversione,  o  una 
successione.  Laoode  il  numéro  m  d*mversioni  contenule  in  p,.si  é 
accresciuto,  o  diminuito  di  1,  quando  p  è  divenutap';  e  perd  se  il  nu- 
méro délie  inversion!  in  p  era  pari  o  impari,  in  p'  sarà  impari  o  pari: 
qoindi  se  in  v/na  permutazione  qualunque  ai  scambiano  Ira  loro 
due  elemenii  contîgui,  si  à  una  nuova  permutazione  di  classe 
opposla  alla  prima. 

Quindi  se  uno  de'  due  elemenii  scambiali  si  terni  a  scambiare  con 
un  terzo  contiguo,  s'avrà  una  terza  permutazione,  che  sarù  di  classe 
opposla  alla  seconda,  e  quindi  délia  stessa  classe  délia  prima.  Ë  se- 
guendo  il  medesimo  ragionaniento  si  concbiude  che,  se  in  una  per- 
mutazione un  elemsnto  qualsivoglia  si  trasporta  per  k  pos^t  sv^es- 
sivi  verso  sinistra  o  verso  dritla,  s'ottiene  una  nuova  permutazio- 
ne, che  sarà  deUa  medesima  classe  o  di  classe  opposta  a  quetia 
délia  data,  secondo  che  k  ë  pari  o  impari. 

JM0.  Sien  ora  ira  i  due  elementi  a,.,  a,  altri  k  elementi,  comun- 
que  disposti,  il  oui  gruppo  rapprebenieremo  con  P,  in  modo  che 
supponiamo  esserc  Pi^^ÊSa^Pa^N  una  pern:utazione  dekigruppo  prin- 
cipale. Si  scambino  fra  loro  i  due  elementi  a,.,  a«.  e  s' avrà  la  nuova 
permutazione  p^^^Ma^Pa^N.  Posto  ciô,  se  nella  p,  si  trasporti  a^  in- 
nanzi  ad  a«,  e  nnlla  p^  si  trasporti  a,  dopo  a^,  avremo  in  entrambi.i 
cas!  ps=ilf Po^a^iV  ;  ma,  cssendo  k  il  numéro  di  elementi  conlenuti  in 
P,  è  chiaro,  che  nel  primo  caso  a^  si  è  dovuto  spostare  per  k  posti, 
e  nel  secondo  caso  a,  si  ë  dovulo  spostare  per  fc+1  posti  :  û  che 
dclle  due  permuiazioni  p, ,  Pf  una  è  délia  stessa  classe  e  Y  altra  di 
classe  opposta  a  queila  di  p^,  quindi  esse  sono  di  rlassi  opposte  Ira 
loro.  E  perô  più  g^neralmente  sa  in  una  permutazione  qualunque 
si  scambiano  Ira  loro  du^  elementi  quai  si  vogliano,  la  nuova  per- 
mutazione sarà  di  classe  opposta  a  queila  délia  data. 

Quindi  ne  segue  che  se  dopo  questo  primo  scambio,  se  ne  opéra 
UD  secondo  tra  due  altri  elementi  di  questa  seconda  permutazione, 
se  n'ottiene  una  terza  di  classe  opposla  alla  seconda,  e  perciô  délia 
stessa  classe  délia  prima.  Ë,  cosl  continuando,  si  concbiude  che  due 
ptrmutazioni  saranno  dellfi  stessa  classe,  o  di  classe  opposta 
seconda  clie  per  passare  daW  una  aW  allra,  si  ë  dovu/lo  fare  un 
numéro  pari,  ounnumero  impari  discambi  traekmenliadue 
a  due  presi.  Cosl,  per  passare  dalla  permutazione  a^a^a^a^  ail*  altra 
a^a^n^a^  si  deve  fi  re  un  solo  scambio  tra  a^  ed  ai  ;  e  per  passare 
dalla  data  permutazione  ail*  altra  a^a^a^aj  occorron  due  scambi  , 
cioè  quelle  di  a^  con  a,,  e  quelle  di  a^  con  a,  ;  dunque,  nel  primo 
caso,  le  due  permulazioni  a^a^a^a^j  a^a^a^ai  sono  di  classi  opposte.  e 
nel  secoDdo  caso  le  due  permutazioni  a^n^afa^,  a^a^a^at  sono  dclla 
stessa  classe. 

SIO.  Se  in  un  gruppo  qualunque  di  n  elementi,  Tultimo  si  fa  pas- 
sare successivamente  per  tutti  i  posti  precedenti  sino  al  primo,  s*ot- 
teDgono  n— 1  permutazioni;  e  gli  elementi  precedenti  Tuitimo  si  tro- 
veranoo  a¥aczati  di  un  sol  posto:  cosl  alla  prima  permutazione  il  pe- 
nultimo  elemenlo  sarà  passato  nell*  ultime  posto;  nella  seconda  per- 
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mutaziODe  raDUpeauIUmo  etemento  délia  permutazlone  primili?a  si 
lroi«rà  passalo  nel  peoullimo  poslo  neUa  nuova.  e  cosl  appresso^  sin- 
cbè  rultimo  elemento  délia  permulaxione  primiliva  non  sia  vonuto  ad 
occupare  il  posto  del  prîmo,  e  questo  allora  si  Iroverà  nel  seconde 
poslo.  Tulle  quesle  n—l  susseculive  permuiaziooi  saranno  successir 
vamente  di  classe  opposta,  e  aliem(Uivaviente  délia  slessa  classe. 

Ofo«  se  supponiamo  formate  tutle  le  permulazioni  d*  un  gruppo  di 
n— 1  elementi«  s*  avranoo  quelle  di  quesii  medesimi  eietnenti  e  d*  on 
nuovo  elemento  a«,  aggiungendo  quesio  in  ultime  posto  in  ciascuna 
délie  permutazioni  date,  e  poi  facendolo  passare  per  ciascuno  de*po- 
sli  précèdent!,  sino  a  giungere  al  primo.  In  tal  modo  in  fatti  questo 
(*lemenlo  a^  verra  ad  occupare  lutti  gli  n  posti  délia  permutaiione 
deir  ordine  n."^  ;  inollre  siccoœe  nelle  permutazioni  date  dascuno 
degli  n—\  elemenli  occupava  gli  n— 1  po^ti,  e  nel  formare  le  permu- 
tazioni d' ordine  n.*^  ciascuno  avanza  d*  un  posto  verso  drilta,  cosl 
anche  ognuno  degtin — f  elemenli  verra  ad  occupare  nella  permuta* 
zione  deirordine  n.*^  lutti  gli  n  posti,  corne  si  ricbiede  (n.^  563). 

SU.  Ora,  dato  il  gruppo  principale  0^0^(1^.. ,a^  deirordine  n."^, 
se  ne  possono  formare  tuite  le  permutazioni,  le  quali  sono  In  numé- 
ro pari,  perché  son  Umte  quante  ne  indica  la  formula 

(1)  1.2.3...(n-l)n. 

Per  ciô  si  coaiincia  dal  permutare  i  due  primi  elemenli  a^yO^,  e  si 
ànoo  le  due  permutazioni  aga^.  a^a^y  oè  se  ne  possono  avère  altre  ; 
iadi  a  ciascuna  di  esse  s' aggiunge  alla  dritta  il  terzo  elemento  a,,  in 
modo  da  avère  i  due  gruppi  atO^a^^  dt^tO^  9  ^  P^i  si  fa  successîva- 
mente  occupare  airultimo  elemento  a^  luui  $^11  altri  posti  précèdent!, 
scambiandolo  con  ciascuno  degli  elemeoti  che  lo  precedono;  cosi  si 
ànno  i  seguenti  sel  gruppi  :  a^a^a^ ,  (h^^^dt ,  didid^^  ^cTia^,  a^a^a^, 
a^a^a^j  che  sono  le  sei  permutazioni  di  che  è  capace  il  gruppo  di  tre 
élément!  aïO^a,  (n.^  prec).  Dopo  ciô,  a  ciascun  gruppo  di  tre  ele- 
menli s*  aggiunge  alla  dritta  il  quarto  elemento  a^,  e  quindi  si  Iras- 
porla  dall  ultime  sino  al  primo  poslo,  e  cosl  si  ànno  le  24  permula- 
zioni di  cui  è  capace  il  gruppo  di  4.^  ordine  a^a^a^a^  ;  e  cos)  ap- 
presso  sinchè  non  si  giunga  a  dovere  aggiungere  Tultimo  elemento  a. 
a  ciascuna  deile  permutazioni  di  ordine  (n— 1)"^.  Ed  è  buono  notare 
che  nel  fare  coteste  permutazioni.  invece  di  sposlare  Telemento  tutto 
intero.  cioè  la  letlera  e  Tindice,  si  puô  spostnre  soltanlo  quesVulUmo. 
SV2.  Di  tulte  le  permutazioni  deUo  atess  ordine,  una  meta  sono 
délia  prima  classe,  e  ruUrame(àd"Ua  seconda  fn.^ 561).  !n  fat- 
ti, se  v'è  la  permutazione  Ma^Pa^N,  vi  deve  pur  essere  1  allra  ilfa^Pa^iV, 
e  quesle  permutazioni  sono  di  classi  opposleCn.^  569).  Quesla'con- 
clusione  è  vera,  qualunque  sia  il  gruppo  primitive  di  cui  si  son  for- 
mate le  permulazioni;  d' altronde  da  quesio  gruppo  primitive  si  puô 
semore  trame  il  principale  (n.^  563). 

.S13.  Quando  in  un  gruppo  ci^  a^a^  ...  a^dlm  elementi  presi  fra 
n  elementi  ^i,  a, ...  a„,  si  scambia  il  primo  col  seconde,  quesio  col 
terzo,  ec. ,  e  ûoalmente  Tuilimo  col  primo,  si  dice  che  quegli  elemen- 
ti si  pcrmutuno  circolarmcnle,  elasostilu^ione^'*^^î^••^'^f'*M 

'  \0'Q  a^  rt  j . .  a„  iijj 


INyERSlONI  NELLE  PERMUTAZIONI^  B  S05TITUZ10NI  CiaCOLARI  229 

che  in  questo  modo  s'oUiene,  si  cbiama  sosliluzione  circolsrc 
deirordioe  m"^.  È  cbiaro  cbe  per  forœare  questa  sosliluzione  d*ordi- 
06  m^  occorre  fare  m-l  scambi  ;  e  perô  due  pemiutazioni  d'im 
grv/ppo  di  m  élément^  dedoiie  Vuna  daïïaUra  con  una  soslitiizio- 
fie  drcoUtre  delPordine  m^^ ,  sarmmo  deila  stessa  classe,  o  di  clau- 
se oppo^to,  secondo  che  mèimpari,  o  pari. 

n%.  I7nasostituzionenoD  circolare  d'tm dato ordine équi- 
vale scmpre  a  v/n  cerlo  numéro  di  soslituzioni  circolari  dVr- 
dini  inferiori,  eseguite  a  un  tempo  i>u  elementi  diverH  délia  dala 
pcrmutazione.  In  fatti,  per  fl<sar  le  idée  suppooiamo  cbe  s*abbia  la 
sosliluzione  non  circolare  del  10.^  ordine 

u\  (O'i  «i  «s  «4  «3  «c  ûj  Og  a»  atf\  . 

^  ^  \ae  a,  a,  a^  a^^  a,  a^  a»  a^  a,  /  ' 

per  formare  ques'a  sosliluzione  l'eleoseolo  ai  s*è  dovuto  scambiare 
COQ  relenaeoto  a^ ,  queslo  con  a, ,  queslo  con  aïo ,  e  queslo  col  pri- 
mo af,  si  cbe  i  qaallro  elementi  a, ,  a^,  Os ,  aïo  an  subila  una  pcrmu- 
tasioae  circolare  (n.^  prec.  ).  Similmente  a^  si  è  scambialo  con  a,,  que  • 
slo  con  a^ .  e  queslo  col  primitivo  a^;  qui'ndi  i  tre  elemenU  a^,  a,,  a^ 
si  son  permulati  circolarmenle.  Inotlre  a,  si  6  scambialo  con  a^  c 
queslo  con  a,,  dunque  aj  e  a^  si  sono  permulati  circolarmenle  ;  e  fl- 
nalmente  a,  si  è  scambiaio  con  se  stesso.  Pertanto  la  précédente  so- 
sliluzione non  circolare  équivale  aile  quatlro  sostiluziooi  cir^Dlari 

rispellivamenle  dcl  4^,  3^,  2^,  e  1^  ordioe. 

In  générale  per  sapcre  quante  sono  le  soslituzioni  circolari  corri- 
spondenti  a  una  dala  non  circolare,  si  flssa  un  elemenlo  quaiunque  a^^ 
deila  pcrmutazione  dala ,  e  si  vede  da  qual'elemenlo  a^  è  sosliluilo 
nella  pcrmutazione  derivala  ;  poi  si  vede  questo  stesso  elemenlo  a^ 
nella  permulazione  dala  da  quarelcmento  a^  si  trova  sosliluilo  nella 
derivala,  e  cosi  si  continua  sinchè  non  si  rilorni  al  primo  elemenlo  a^i 
cosl  si  à  una  prima  sosliluzione  circolare  a^  a^  a^  ...  ;  e  allô  stesso 
modo  si  fissa  un  nuovo  elemenlo  che  non  sia  ira  i  considerati,  e  si 
forma  una  seconda  sosliluzione  circolare  ;  indi  una  lerza  ec. ,  sinchè 
non  resli  alcun  allro  elemenlo  a  considerare. 

Segue  da  ciô  cbe  se  nella  prima  sosliluzione  enlrano  tutti  gli  elo- 
menti  délia  sosliluzione ,  questa  équivale  ad  una  sola  sosliluzio- 
ne circolare,  e  perô  essa  stessa  è  una  sosliluzione  circolare  :  cosl 

(^  «*  ?*  «*  ?  )  è  u"a  sosliluzione  circolare. 
cig  uj  Uj  c»!  a^/ 

SYS.  Gonsideriamo  una  sosliluzione  non  circolare  deirordioe  m*"^, 

che  equivalgaa  p  soslituzioni  circolari,  conlenenti  rispeltivamento 

^1 9  ^21  ••  Vp  elementi  :  in  questo  modo  la  prima  di  quesle  soslituzioni 

circolari  sVITeltua  con  V|-~l  scambî-;  la  seconda  con  v,— 1  ce.  ;  si  cbe 

per  passare  dalla  prima  permulazione  d*ordine  vnl^  alla  seconda  si 

debbono  operare  lantî  scambi  per  quanti  ne  indica  il  numéro 

(Vi-l)+(v2-l)4-(v3-1)+-  •+(Vp-l)^m-p  ; 

laonde  due  pîrmuUizioni  di  m  clemenli  ognuria,  Vnna  dall'allra 
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dedotte,  mércè  un  numéro  p  di  soslUuzioni  circolari ,  sono  délia 
stessa  classe,  o  di  clasai  opposie^  secondo  cite  m— p  ë  pari,  o  impa/ri. 
Giova  notare  che  nel  numéro  p  van  comprese  benancbe  le  sostilu* 
zioni  COQ  cui  un  elemento  si  è  scambiato  con  se  stesso.  Cosi  nella  so- 
stiluzione  non  circolare  (a)  f?f=10,  e  poichè  le  sosiituzioni  circolari 
équivalent!  sono  le  (b),  che  son  4,  si  à  p=i,  e  perô  m— p=6  ;  onde  le 
due  permutazioni  (a)  sono  délia  stessa  classe. 


CAPITOLO  VIII. 

Prodotto  di  fatiori  blDOinll  —  Formola  del  blnomlo  di  MEIVTOII.  — 
Poteoze  e  radlcl  de*  pollDOmll.  —  TeoremI  •aile  medle. 


LEZIONE  Ll. 

Délia  fonnazione  del  prodolio  di  più  failori  binomii  delta  forma  x-\-a, 
ï-|-b,  ec.  —  Formola  del  binomio  di  Newton. 

S19.  La  regola  délia  molli plicazione  de^polinonoiii,  ci  fa  Irovarei 
seguenli  prodoUi  di  faltori  binomii  di  1.^  grado  : 


(aj+a)  {x-\-b)-X'+o 

+6 

(acH-a)  (x-\-b)  (aî+c)=a;Ha 

4-6 
4-c 

a 

(x-t-a)  (x+6)  (x+c)  (a;+cij=x*+a 

-f& 

4-c 


x4-a6, 


x-4-a6 
+ac 

'    4-6c 

x'4-tt6 
4-ac 
-\-ad 
4-6c 
■^bd 
4-dc 


X  4-a6c , 


x*4-a6c 
+abd 
4-acd 
4-6cf/ 


x-^abcd 


e  cosl  appresso.  Considerando  allenlamenle  i  precedenli  prodolli, 
sarà  agevole  dedurne  una  legge  di  compcsizione  per  qualunque  na- 
mcro  di  fattori  binomii  :  in  falli  si  vede  !.^  che  ogni  prodoUo  è  un 
polinomio  ordinato  seconde  le  polejize  dccrescenti  di  x:  2.^  che  il 
grado  di  questo  polinomio  è  uguale  al  numéro  de' faltori;  3.^  che 
il  coefliciente  del  primo  termine  è  i,  quelio  del  secondo  termine  è  la 
somma  de*  second!  termini  de*  binomii,  quelle  del  terzo  termine  à  la 
somma  délie  combinazioni  a  due  a  due  di  quesii  secondi  termini  ;  il 
coeflicienle  del  quarto  termme  è  la  somma  délie  combinazioni  di  deiti 
second!  termini  presi  a  tre  a  tre,  e  cosl  appresso. 

Poslo  ciô  supponiaipo  veriflcala  questa  legge  sine  a  un  numéro  i^ 
di  fattori  binomii  per  modo  che  sia 

(1)  (xf-a)  (X4-6)  (x+r) ...  (x+0^œ''4-^x''-'-hBx'^  =^4- \KxhL  . 
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essendo 
(2) 


C=a6c+o5d...+a6l+6cd-|-6cc...+6cl+ec. 


X=a&cd...I. 

Molliplicando  i  due  membri  délia  (1)  per  un  nuovo  faltore  xi-a ,  si  à 

(ac+a)  (cc+ft)  (cc+c) (x+l)  (a;+a)= 


H-aA 


x'^^H- 


+Ia. 


Or  da  quesfeguaglianza  vediamo  primamcnte  che  rintroduzione  d'un 
nuovo  Tattore  fa  aumentare  d*un*unilà  il  grade  del  prodoUo,  il  quale 
inoltre  continua  ad  essere,  corne  (1).  un  polinomio  ordinato  secondo 
le  potenze  discendenti  di  x  ;  il  coeRicienle  de!  primo  termine  ë  tut- 
tavia  l'ûnità  ;  quello  A-\-a  dei  secondo  termine  è,  in  virlù  délia  pri* 
ma  (2),  la  somma  de*  second!  termini  a,6...a  de*faltori  binomii  :  il 
coeiBcicote  jB+aA,  in  virtù  délia  seconda  e  prima  (2),  chiaramente  si 
Tede  essere  la  somma  di  tutte  le  combinazioni  binarie  di  tutti  i  me- 
desimi  secondi  termini  ;  similmente  il  coefliciente  C-f^fi  è  la  somma 
délie  combioazioni  ternarie  de*  medcsimi  secondi  termini.  e  cosl  ap- 
presso  ;  e  flnalmente  Tultimo  termine  La  ë  il  prodoUo  di  tutli  quel 
secondi  termini.  Dunque,  Tcriflcata  la  su  indirata  legge  per  un  numé- 
ro n  di  fattori  binomii,  ë  pure  veriGcata  quando  questi  faltori  sono 
n-hl*  Ma  essa  era  vera,  com*è  stato  direllamente  provato,  per  n=2, 
ti=:3,  n=i,  quiodi  avrà  luogo  eziandio  per  ri=5,  e  quindî  ancora  per 
n=6.  e  cosl  appresso  :  e  perô,  sia  qualunque  il  numéro  n  di  fattori 
binomii,  aTremo,  corné  si  doveva  dimostrere , 

(3)  (œ+a)  (x+b)  (ac+c).., (x-fO= 


x*+a 

x'^'+aft 

x**-Va6c 

+b 

-^ac 

+a6d 

+c 

+ad 

+abe 

+d 

+ae 

.     +abf 

-fec. 

+ec. 

+ec. 

x^-'^ 


•\-abc  ,  l. 


5V9.  Se  i  secondi  t^^rmini  de'  binomii  sono  negalivi,  corne  in  x-a, 
x—bj  x-c,  ec.  questa  formola  non  subisce  altro  cambiamento  che 
quello,  che  i  coeflicienti  de'  termini  di  posto  pari  divengono  negalivi, 
e  TulUmo  termine  abc...  avrà  il  segno  +  o  il  — ,  secondo  che  il  nu- 
méro de*  fattori  binomii  ë  pari  o  impari. 

590.  Se  supponiamo  i  secondi  termini  di  questi  faltori  essere  tutti 


egnali  ira  loro,  e 
(I)  (x+a)*=x*+ 


perô  a=6=c=...=l,  la  formola  précédente  diviene 


y]ax»-'+[j]a'x'^*+[j]a»x^ 


,fl-3 


+ 


+a". 


In  elfetti,  i  fattori  del  primo  membro  délia  (3)  divenendo  tutti  eguali 
Ira  loro  ed  egualr  al  primo  x+a.  ed  essendo  n,  il  loro  prodotto  si 
eambia  nella  polenza  (x+a)**.  Nel  secondo  membro  poi  il  primo  ter- 
mine rimane  inalterato  ;  il  coefliciente  del  secondo  termine  diviene  a. 
ripetato  tante  volte  per  quante  sono  le  lettere  a,6..l,  cioë  n  voile  ;  il 
coefliciente  del  terzo  termine  diventa  à^ ,  ripetuto  tante  volte  per  quan- 
te  sono  le  combinazioni  binarie  abf  ac,  ce.  délie  n  lettere  a.  b,  ec. 
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rioè  [2]  ;  il  coefllcienle  del  quarto  termine  diviene  a? ,  ripeiulo  ianle 
volte  per  quante  sono  le  combinazioni  lerDarie  ahc,  ce.  delle  mede- 
sime  n  leitere,  cioë  [3].  c  cosl  appresso  ;  e  ia  fine  rullimo  termine 
cambiasi  nel  prodolto  a^  di  n  fatlori  eguali  ad  a. 

591.  La  formula  (l)  fu  data  la  prima. yolta  da  Newtoic,  ed  è  per 
ciô  che  porta  il  nome  di  formola  del  binomio  di  Newton.  Essa 
contiene  n+1  termini^  e  per  suo  mezzo  possiam  sempre,  senza  la  mol- 
tiplicazione  calcolare  ia  potenza  n"^  del  binomio  x-\-a.  Se  nella  {l)  a 
diviene  negaiiva,  quella  roedesima  formola  dà  lo  sviluppo  di(x— a)*» 
sol  che  nel  secoodo  membro  si  cambi  il  segoo  a  tutti  i  termini  di  po« 
slo  pari. 

592.  Osservando  allentamente  lo  sviluppo  (i)possiamo  trovare  una 
formola  générale,  per  calcolare  uo  termine  qualunque  di  detlo  svilup- 
po, conoscendo  soUanio  il  primo  che  lo  précède.  E  per  vero  i^  il  se- 
conde membro  (4)  ô  un  polinomio  omogeneo  di  grado  n  rispelto  ad  a 
e  X,  onde  quale  cbe  siesi  il  termine  che  si  considéra  esso  deve  conte- 
nere  una  potenza  di  a  moltiplicata  per  un'altra  di  x,  in  modo  perô  cbe 
ffli  esponenti  di  queste  due  potenze  formino  una  somma  eguale  a  n  ; 
2.^  il  grado  délia  potenza  di  a  è  uguale  al  numéro  che  indica  rordine 
del  posto  di  quel  termine,  diminuîto  di  1  ;  s)  che,  se  v+1  indica  que- 
sfordine,  la  potenza  di  a  in  quel  termine  sarà  a^,  e  perô  quella  di  x 
sarà  x^'*'  ;  5.^  il  coefllciente  di  clascun  termine  nello  sviluppo  (4)  è 
uguale  al  numéro  delle  combinazioni,  che  si  posson  fare  ton  n  sim- 
boH  dislribuendoli  a  tanti  a  tanti«  per  quanti  ne  indica  il  posto  di  quel 
termine  diminuilo  di  1,  onde  il  termine  a^x^'^'yessendo  del  posto  v+1, 
il  suo  coefiiciente  sarà  il  numéro  delle  combinazioni  di  n  cose,  prese 
a  v  a  V.  Pertanto,  dinolando  con  T^^i  il  termine  in  questione  sarà 

(5)  T^,  =  [J]  a-'x»-  ; 

e  il  termine  précédente  a  questo,  per  la  st^ssa  ragione,  sarà 

(6)  r„  =  [^'^^\  a^-'x--'-^'  ; 

ma  (10,511)  [^1  =  r  ^,1  ''ïllïl ,  quindi  sostitaendo  questo  Ta- 
lore  nel  seconde  membro  (5)  avremo 

a)  ^    ï'-.=^*  [v-i]  a"«'"-^ 

e  perô  duc  termini  consecutivi  Ty ,  Ty^^  dello  sviluppo  (4)  saranno 

donde  deduciamo  la seguente  regola  per  formareiin  termine 
qualunque  dello  sviluppo  del  binomio  di  Newton  per 
mezzo  del  termine  précédente:  si moUiplichi  Ucoefficiente 
di  questo  termine  per  ïesponente  délia  polenza  di  x  (  cioè  del  prî* 
mo  termine  del  binomio  )  in  esso  eontenuta^  e  si  divida  pel  numéro 
che  indica  Vordine  del  posto  del  medesimo  termine  ;  indi  s'anmen- 
ti  d'v/a\mUà  Vesponente  di  a  (cioè  del  secondo  termine  del  binomio) 


Mr-V 
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e  si  diminuisca  (Vun^unità  queUo  di  x  ;  ciô  che  oUiensi  sàrà  il  tei'- 
mine  cercato. 

S83.  Seguendo  qoesta  regola  si  puô  formare  la  potenza  d*uQ  bino- 
mio  qualuoque,  senza  neppur  applicare  la  Tormola  (4). 

EsE.  (x-^-ay  :  il  primo  termine  è  x^  ;  da  questo  si  forma  il  secondo 
col  moltiplicare  il  codTiciente  1  di  03^  per  Tespooente  S,  e  dividere  il 
prodotio  per  1,  che  itidica  Tordine  del  posto  di  x^  ;  iadi  si  deve  dimi- 
nuire  5  diuQ*unità,  e  aumentare  d*un'  unità  1'  esponente  di  a,  che 
moUiplica  a^  sotto  la  forma  a^«  e  perô  il  secondo  termine  sai  à  ^ax*  ; 
da  questo  s*otliene  il  terzo,  moUiplicando  5  per  4,  di^idendo  il  pro- 
dotto  per  2,  accrescendo  di  1  Tesponente  di  a,  e  djminuendo  di  1 
quello  di  x,  e  si  à  per  terzo  ternfine  lOa^x',  e  cosl  appresso;  quindi 

(ac-fa)«=aî«+5ax*+10a*x»+10a«a5H5a*a3+a«. 

S94.  Sappiamo  che.le  combinazioni  di  n  lettere  prese  a  v  a  v  sono 
tante  per  quante  sono  le  combinazioni  a  n— v  a  n—v,  quiodi  formando 
le  prime  il  coefflciente  del  termine  Ty^^  ,0)0  seconde  quello  del  ter- 
mine T^:4.|,  che  dista  dairuUimo  per  quanto  Ty^,  dista  dal  primo, 
ne  segue  che  nello  sviluppo  (4)  i  termini  ad  egual  distanza  dagli  estre- 
mi  ànno  eguali  coefficienli.  Ora  se  n  è  pari,  comechè  il  totale  numéro 
di  termini  di  detto  sviluppo  è  tH-l,  cosi  vi  sarà  un  termine  medio« 
egaalmente  lontano  dagli  estremi  ;  se  poi  n  è  impari  il  numéro  de*ter- 
miol  dello  sviluppo  sarà  pari,  e  saranno  a  due  a  due  ad  egual  distant 
za  dagli  estremi.  Laonde,  nel  fare  lo  sviluppo  délia  potenza  d'un  bi- 
nomio,  secondo  la  regola  precedentemente  dichiarata,  si  calcoleranno 
solo  tanti  coeilicienti  per  quanti  ne  indica  la  formola  |(n+l),  se  n  è 
impari,  o  la  formola  |n,  se  n  è  pari,  e  i  rimanenti,  escluso  il  medio, 
saranno  quelli  stessi  già  calcolati,  ma  scritti  in  ordine  inverso.  Cosl 
Deiresempio  précédente,  calcolati  i  tre  primi  coeificienti  1,5^10,  gli 
altri  tre  sono  questi  stessi  scritti  in  ordine  inverso,  cioè  10,5,1. 

S8S.  La  formola  (4),  che  è  applicabile  qualunque  potessero  esse- 

re  œ  ed  a,  si  puô  mettere  sotto  altra  forma  di  più  agevole  applicazio- 

/      a\  /      aY 

ne.  In  effetli  x-{-a=x  li+ — ) ,  e  quindi  (x+a)'*=aî*  K^+'Z^)  5  ^i 

(    »v 

che  per  avère  lo  sviluppo  di  (x-fo;**,  basta  aver  quello  di  11+ ~7  > 

»  \       X  ' 

e  molUplirarlo  per  x*^.  Or  questo  secondo  sviluppo  è  più  semplice  del 

a 
primo,  perocchè,  qualunque  sia  m,  1™=  1  ;  e  posto  — =y  risulla 

(8)  (l+î/r=l+ny  +  g]  y*+  [j]  t^  [ J]  1/*+ . . .  +  y». 

EsB.  -  Vogliasi  lo  sviluppo  di  (  2x*+36c  )*.  Si  scrive  (2xH36c/ 

.    /      36cV  36c  A         •, 

=(2x*)*  V,*"*"2x^y  ;indi,raesso2^2=y,  si  sviluppa  (i+y)*,  e  s  a 

(1  -H/)*=l+4y+6y*+4yHy*,  e  rimettendo  per  y  il  suo  valore,  ottiensi 
RuBiNi  £iem.  d'  M^tbto,.  30 


X* 
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e  finalmente  moUipIicando  quesfultima  espreâsione  per  (2a;*)*=2V, 
e  fatte  le  poterne  oumeriche,  risulta 

(Sa5«+36c)*=16x*+966ca;«+2«6bVœ*+126Vaî«+816*c*. 

580.  Osserviamo  che  se  neUa  formula  (4)  si  pone  0^=0=1,  s*à 

(9)  2«=l+n+[«]  +  [j]  +  ij]+....+  l, 

il  che  vuûl  dire  che  la  somma  de'  coeJJlcienH  délia  potenza  n*'  d^un 
binomio  è  uguale  alla  poienza  n™*  di  t. 

E  poîchè  (x-a)*=x*--naûc*-'+|2]a«x'^*-r3la«x^+ec.:i^. 
cosl,  falto  x=a=:l ,  risulta 

(10)       «='-«+[2]-[;]+[4]-««-î  * 

ma  il  secoado  membro  rappresenta  la  somma  de*coefficientidipo9to 
impari  meno  quella  de*  coe/]lcienli  dîposlo  pari,  quiodi  in  ognipo^ 
tenza  del  binomio  queste  somme  sono  egualL 

581.  Poaiamo  ckie  n  sia  numéro  pari  :  in  lai  caso  i  coeiBcienti  dal 
primo  sino  al  termine  di  posto  |n  sono  eguali.  ma  in  ordine  inverso, 
a  quelli  dal  termine  di  posto  fn+2  sino  all*ultimo  ;  e  il  coe lïïciente 
del  termine  di  mezzo,  cioè  quelle  di  posto  in+lj  non  è  uguale  ad  al- 
cun  allro.  quindi  la  formola  (9)  in  qoesto  caso,  ponendo  in  in  loogo 
di  n,  e  diTidendo  per  2,  dà 

{\ !)  2*^*=l+2n+  [^^]  -f ec-h  \^]  H  ^^  ]  • 

Se  poi  n  è  impari,  i  coeificienti  della  prima  meta  dello  svîluppo  del 
binomio  sono  eguali,  ma  in  ordine  inverso,  a  quel  deli'altra  meià  ;  û 
cbe,  ponendo  nella  (9)  2n+l  in  luogo  di  n,  e  dividende  per  2,  si  à 

(12)  2«-=l+  Pf ']  +  [2'H-l]  +ec.+  [2"+*]  . 

S88.  Finalmente  faremo  osservare  che  i  coeflicienti  nello  sTiloppo 
di  (x+a)*^  dovendo  essere  interi,  la  formola 

n(n-1)  (n~2) ....  (yi-v+1) 
1  .  2  .  3  •  .  .  •  V 

che  dà  questi  coefficient!,  e  in  cui  n  e  v  sono  numeri  interi  tait,  che 
n>v,  deve  essa  pure  essere  un  intero.  Or,  se  pongasi  n— v+t=m,  esi 
scriva  il  numeratore  in  ordine  inverse,  quella  formola  diviene 

m  (m-f  1)  (mrh2)  ....  (m-l-v-1) 
1 . 2.3. .  .V  • 

onde  tl  prodoUo  d'un  numéro  v  di  numeri  conaecutivi  è  dmaibile 
per  qv^ilo  dei  primi  v  numeri  conaeciittvi  della  série  naCurole. 
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LEZIONE  LU. 

Potenx»  6  radici  de*  polinomii.  —  Alcmi  ieoremi  êtille  medie, 

K  La  formola  (4)  délia  précédente  lezione,  cioë 

(1)  (a+x)»=a«+  [y]a"^a?  +  [j]a"^V+.  •  •  .+flc*, 

puô  servire  allô  sviluppo  délia  poteoia  d*un  polinoinio  qualunque. 
SappooiaiDO  in  effelli  che  si  voglia  lo  sviluppo  di  (a+b+c)**  :  blto 
b+c=x,  il  trinomio  trovasi  ridolto  al  binomio  (a+x)*  e ,  s^iluppan- 
dolo,  si  à  per  risultamento  il  secoodo  membro  délia  (1)»  in  cui  biso- 
guerk  quindi  sostîtuire  io  luogo  di  œ,x*,aî*  ec.  6+c,(6+c)*,(6+c)*ec.; 
e  sviluppando  poi  ciascuaa  di  queste  polenze  con  rapplicazione  délia 
medesima  formola  (1),  s'oltiene  finalmenle  lo  sviluppo  di  (a+b+c)**- 
^$ialilmeQte,  volendo  (o+b+c+d)"»  si  pone  b+c+(I=cs,  e  si  sviluppa 
(â-j-X)^  ;  iadi  nello  sviluppo  si  sostitaiscono  aile  varie  potenze  <U  x 
quelle  corrispoodenti  di  b+c+d  ;  e  per  far  coteste  potenie  si  pone 
c+d=:=z,  in  modo  che  le  potenze  di  b+c+d  son  ridolte  a  quelle  del  bi- 
nomio b+2,  e  si  formano  con  rapplicazione  délia  (1)  ;  finalmenle  nel 
risaltamento  si  sosUtuiscono  aile  potenze  di  z  quelle  del  binomio  c+il, 
sviluppate  seconde  la  stessa  formola  (1). 

Quesio  prooedimento  è  uniforme,  quaiunque  sia  il  numéro  de'  ter- 
mini  del  polinomio  da  elevare  a  potenza  ;  e  possiamo  agevolmenle  tro- 
vare  una  formola  che  ne  rappresenti  il  termine  générale  délia  poten- 
xa  ri^.  In  effetti,  supposto  che  si  vogHa  sviluppare    . 

(2)  (a+b+c+d+ec..)*, 

si  pone  b+c+d+...=x,e  si  sviluppa  (a-fx>*;epoichè  fa+a5)"=(a;+a)* 
il  termine,  che  nello  sviluppo  conterrà  la  potenza  K^  di  a,  sarà  dato 
dalla  iormola  (5,582)  ponendovi  h  in  luogo  di  v,  e  sarà 

(3)  n(n-l)(n-2)...(n-h4.1)^,^^,^ 

Dopo  ciô.  fatlo  c-\-dr\'...=y9  e  quindi  x^b+y,  il  termine  (  he  nello  svi- 
luppo di  (b+t/)^^  conterrà  b  éleva to  alla  potenza  t^,  s*otterrà  dalla 
stèssa  (5,582),  mutandovi  n  in  n-ft,  v  in  t,V  lo  b*,  x*"''  in  y*""*^, 
e  sarà 

(n-h)  (n-h-l) ....  (n-h-i+\) .,.  ^.  . 
vj by        , 

laonde,  sostitueodo  in  (3),  s*ollerrà  il  termine 

che  sarà  quello,  che  nello  sviluppo  délia  potenza  (2)  contiene  a'^b^. 

8imilmente,  fatlo  d+c+...=2,  e  perô  y=c-^z,  il  termine  che  nello 
sfiloppo  di  t/*^*^=(c+z)"^'^  contiene  c*  sarà 

{n-hr-4)  (n-ft~t~l) ...  (n-/i^<~fc-f-1)  Ln^Hr-ir^k 
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e  sosUtuendo  in  (4)  s'avrà 

n(n-\)  (n-2) ..  (n-h-t-fc+1)   ..  <  »  -„k_<_k 
<*)  KTiïkT. "'''^ 

che  sarà  il  termineche  De'losviluppo  della  potenza(8)conterrà  a^b*c^. 
Allô  stesso  modo  si  puô  conlinuare  fino  a  che  non  sia  rimasta  a  con- 
siderare  alcun*aUra  lettera  del  polinomio  (2). 

Or,  per  avère  il  termine  générale  richiesto ,  osserveremo  che  esso, 
ad  operazione  tinita,  non  deve  contenere  che  il  coefliciente  e  le  poten- 
ze  a^,  ft^  c*,  ec.  qiiindi  la  p  )tenza  di  z  deve  ridursi  a  2*^,  d  che,  ar- 
restaadosi  aile  tre  letiere  a,  6,  c,  e  ponendo  in  (5)  Wr-fc— i-fc=o,  il  che 

ridace  il  nameraiore  del  coefflcienle  in  (5)  ad  n  I,  avremo  ryT^a^èV, 

che  sarà  il  termine  générale  dello  sviluppo  di  (a+b+c)*^ ,  e  quindi  per 
analogîa  quello  della  poienza  (2)  sarà 

(6)  j^ aVc* 


•  ■• 


Atvbrtenza.  —  È  da  tenersi  présente  neirapplicazione  di  questa 
formola  che  le  h  i^k.  ec.  possono  avère  un  yalore  qualunque  a  parti- 
re  da  zéro  sino  ad  n,  purcbè  perô  risulti  sempre 

(7)  /H-i-i-fc+ =n. 

Se  qualcuno  di  questi  espon^nti  sia  nuNo,  e  poniamo  che  sia  /t=ro,  ciô 
vuol  dire  soltanto  che  nella  (6)  bisognerà  sopprimere  a^ ,  e  il  prodot- 
to  h  !  che  da  questa  poteoza  dériva. 

500.  Poichë  lo  sviluppo  della  potenza  (2)  ë  una  somma  di  termi- 
ni  analoghi  al  (6),  cosl,  dinotando  con  21  una  caratteristicà  di  somma, 
possiamo  compendiosamente  scrivere , 

(8)  (a+6+c+. .+l)n=.'^—^l——  a^bh\..lA\  a+p+Y-h-  .+X=n. 

Secondo  questa  formola  si  à 

(9)  (a+ft+c-h-  '+iy=à^'i-b^+c^+ +I-H-2i;aHac-h6c+ +W  ). 

501.  Passiamo  orft  airestrazione  della  radiée  d'un  polinomio  P,  che 
inlendesi  ordinato  secondo  le  poienze  decrescenti  d'una  leltera  prin- 
cipale, e  sia  X.  È  chiaro  primamente  che,  qualunque)  sia  il  grado  del- 
la radice,  il  polinomio  dato  non  puô  ammetter  meno  di  tre  termint, 
perché  Testrazione  della  radice  fosse  possibile  ;  impcrocch^  la  più  pic- 
cola  potenza  d'un  binomio,  cioè  il  quadrato  non  puô  contener  meno 
di  tre  termini  (n.^  57)  ;  dunque  il  polinomio  dato,  per  essere  polenta 
esatta,  è  d'uopo  che  soddisfaccia  alla  prima  oondiz4one  (T  avè- 
re più  di  due  termini. 

Inoltre  è  chiaro  che,  supposta  Irovata  la  radice  n*^  del  dato  poli- 
nomio, e  ordinata  secoadole  potenzediscendenti  della  medesima  quan- 
tiià  X.  elevando  questa  radice  alla  potenza  n"^,  il  primo  teroiiDe  di 
questa  potenza  sarà  la  potenza  n*^  del  primo  termine  della  radice  : 
laonde,  reciprocamcnte  il  primo  termine  della  radice  n!^  del  dato  po* 
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linomio  P^  dev'essere  la  radice  n^^  del  i^  termine  di  queslo  polioo- 
inio;  slche  se  qaesta  seconda  condizione,  cioè  cbe  it primo 
t&fmifie  del  dato  polmomio  siapotenza  dcllo  8tes80  grado  délia  ra* 
dice  da  esirarre  non  è  verificata,  Toperazione  è  impossibile* 

Pertanto,  supponiamo  verificate  ooteste  due  condizioni  necessarie, 
ma  npn  ancora  sufflcienii.  e  che  i  coeflicienii  di  P  sieno  monomii,  e 
sia  a  il  primo  termine  d^lla  radice  ;  questa  ë  la  radice  n*^  de)  primo 
tf^rmine  di  P,  ed  è  il  prodoito  d*an  monomio  composlo  di  quantilà  in- 
dipendenti  da  ce,  aïolliplicato,  in  générale,  per  une  potenza  di  quesla 
ieitera,  la  quale  potenza  è  la  radice  n^  délia  potenza  che  la  mede- 
sima  lettera  à  nel  priiBO  termine  di  P.  Dînotando  con  Q  tutli  gli  altri 
termini  che  nella  radice  seguono  il  termine  a,  e  che  si  suppongono 
sempre  ordinati  seconde  le  potenie  decrescenii  ^i  x,  avremo  : 

p=(o4-  Qy'=a^-\-nar-*  Q+  [g  1  a*"*  ô*+ec, . . .+ C* ,  e  perô 

(10)  P-a"=na'*-«0+[j]  oT^Q^-^ +0». 

Ora.  se  supponiamo  cbe  6  dinoU  il  primo  termine  di  Q,  sarà  esso  quel 
termine  che  contieoe  la  più  alla  potenza  di  x,  rispeito  a  tutti  gli  altri 
termini  di  Q  ;  ma,  nel  tempo  slesso,  la  potenza  dl  xu\  b  è  infcriore 
a  quella  di  x  in  a,  perocchè  la  radice  si  supporie  ordinala  seconde  le 
potenze  discendenli  di  x.  Chiamando  inoltre  R  la  somma  di  tutti  gU 
altri  termini  di  Q,  i  quali  seguono  b,  sarà  Q==&+it,  e  facendo  le  varie 
potenze  di  questo  binomio  per  sostituirle  quindi  in  (10),  i  primi  ter- 
mini, che  saranno  le  più  alte  potenze  di  b,  conterranno  pure  x  a  po- 
tenze superiori  a  quelle  a  cui  si  trovano  elevate  ne'  termini  segueniL. 
Intanto,  fatia  qaesta  sostituzione.  e  considerando  i  vari  termini  del  se- 
condo  membre  (10)  ne*  soli  primi  termini  de*  loro  sviluppi,  e  indipen- 
dentemente  dai  eoefllcienti,  avremo  : 

il  primo  a"^'6     o  vero    a*"*6a  , 

ilsecondo  a'^^^ô* ,  o  vero    a'*"'5*a, 

il  lerzo  a^'^fc*,  o  vero    a*^*6'a,  ec. 

Ora,  trovandosi  x  in  a  elevalo  a  potenza  d*un  grado  superiore  a  quel- 
le a  cui  si  trova  elevato  in  b,  cosi  ancora  lo  slessq  x  si  troverà  elevato 
in  ba  a  un  grado  superioie  a  quelle  a  cui  si  Irova  in  b* ,  e  si  troverà 
in  b^a  a  un  grado  superiore  a  quelle  a  cui  si  trova  in  b',  e  cosl  ap- 
presso  ;  per  modo  che,  seconde  il  précédente  specchietto,  si  scorge 
che  X  nel  primo  termine  a'^'b=a'*"'*ba  è  a  un  grado  superiore  a  quei- 
lo  che  ë  nel  termine  a^'^b',  e  in  questo  si  trova  a  un  grado  superio- 
re che  non  ë  in  a^^V ,  e  cosi  appresso  ;  laonde  il  termine  del  secon- 
do  membro  (10).  ove  x  si  trova  al  più  alto  grado  ë  na'^'b,  che  ë  il 
primo  di  quelle  sviiuppo,  quando  per  Q  si  sosàtuisce  b+A.  ^ssendo  b 
il  secundo  termine  délia  radice  ;  e  perô  dovcndo  esserc  na"^'b  egua- 
le  al  primo  termine  del  reste  P— a*,  bisognerà,  per  avère  il  dette  se- 
condo  termine,  dvidere  il  primo  termine  del  reste  P-a*  per  na^\ 
Dopo  clô  avremo  P=[(a4-b)-fBl'*^(a+b)"+n  (a-hb)'*~'B+cc. 

(H)  P-  (a+bj"=-n(a+b)»-'jR4-ec. , 

c  supponcndu  essore  c  il  terzo  termine  délia  radice,  eJ  S  la  somma 
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di  talti  gli  altri  tormini,  per  modo  che  lt=:c+S ,  si  dimoslrerè,  corne 
qui  innanzi,  che  il  lermine  del  secoodo  membre  (11),  ove  x  si  trova 
elevato  alla  più  alla  polenza  è  n  (a+b)'^*c,  e  facendo  lo  sTîluppo  dél- 
ia potenza,  risuUerà,  segueado  lo  slesso  ragioaameato,  che  il  terœiae 
di  qaesto  STiiappo,  in  oui  x  si  troTa  elevato  alla  più  alla  poteDza  ë 
naP^^c  ;  laoode,  dovendo  queslo  lermine  esscre  uguale  al  primo  del 
reslo  P— (a+b)*^»  ne  se^ue  che  se  di?idlamo  questo  primo  termine, 
che  già  à  noto»  per  naP^^\  il  quozienie  sarà  il  ierzo  terndne  c  délia 
radiée. 

Conliouando  questo  ragionamento  si  giunge  a  stabilire  la  segmente 
regola  per  estrarre  la  radice  n"^  d*un  polinomio:  s^  or- 
dini  il  dato  poUnomio  rispetto  aile  potenze  decrescenti  d'una  stes- 
sa  lettera,  e  siax  ;,tndi  s'estrdgga  ta  rodtce  n"^^  di  questo  primo 
termine;  qiLesta  radice  sarà  a  primo  termine  a  délia  rodtce  cerca- 
ta  ;  di  questo  primo  t^mine  se  ne  formi  lapotenza  (n— f  J"* ,  si 
moUiplichi  per  n,  e  si  divida  il  seconda  termvne  del  dato  polinomio 
per  nsf^^  ;  il  quoziente  sarà  U  secondo  termine  b  delta  radice  ri- 
chiesta  ;  del  binomio  a+b  che  ne  risuUa  si  formi  la  potenza  n^ , 
che  si  sottragga  dal  polinomio  dato,  e  il  primo  termine  del  resto  si 
divida  per  qnsl  primo  divisore  na°~^  ;  il  quoziente  sarà  un  terzo 
termine  deUa  radice  dimandata,  e  cosi  appresso. 

BWt.  Da  cotesio  procedimenlo  di  calcolo  si  rileva una  lerza  con- 
dizi  0  n  e  necessaria  per  Teslrazione  della  radice  d*un  dato  polinomio, 
ed  è  che  i  primi  termini  de'  succeasim  resti  che  s'ottengono,  al  modo 
ora  indicatOf  sieno  sempre  divisibili  per  quelprim^  divisore  fyf^y 
per  modo  ctie  giuogendo  ad  un  resto,  ove  questa  condizione  non  è  ve- 
rificaia,  si  puô  conchiudere  che  il  polinomio  dato  non  è  potenza  esaU 
ta  del  grade  della  radice  che  si  demanda.  E  poichè  il  dato  polinomio 
si  puô  iotendere  ordinato  pure  secondo  le  potenze  crescenli  della  stes- 
sa  lettera  x,  e  il  ragionamento  précédente  puô  esserein  modo  analo- 
go  applicato,  cosl  si  puô  ammettere  corne  quarta  condizione  ne- 
cessaria airestrazione'  della  radice  che  Vultim^  termine  del  poIiTio- 
mio  sia  pur  esso  una  potenza  esatla  del  grado  délia  radice^  corne 
il  primo. 

4193.  Tbobbhà.  —  Abbiansi  n  quantUà  qualunque  a,  a\  a",  ec. , 
e  non  tu^e  tra  loro  e^uoli  ;  dico  che  sarà 

(12)  Tal-  num.  (a+a'+a"+ec.)<  v^v/(a*+a'*+a"»+ec.). 
In  fatU  abbiamo  (9,590) 

(1 3)  (a+a'+a"4-ec.)»=a*+a'*4-a'^+ec .+2  (aa'+aa"+a'a"+ec.)  ; 

e  formando  i  quadrali  délie  differenze  tra  le  quantité  a, a',  o^,  ec. 
combinate  a  due  a  due  in  tutti  i  modi  possibili,  si  à 

(o-a'  )*=aHa'«  -2aa'  , 
(a-.a")*=a-+a"*-2aa", 
(a'-a")*=a'*+a"*-2a'a" ,  ec. 

e  aggiungendo  alla  (13)  la  somma  di  questi  quadrati  risulta 

(a+a'+a"+ec.)H(a-a')»+(a-a")*-h(a-a")Hec. 

=n  (a*+a'Ha"*-hcc  ) , 
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laonde  fa+a'+a"+ec.)*<n  (a*H-o'*+a"»+ec.) ,  ed  estraendo  la  radice 
da  ambi  i  membri,  s'oUiene  la  (12),  c.  b.  d. 
S04.  Dalla  (12)  diyfsa  per  n,  si  trae 

(14)         val.  num. <— ■==: : 

n  /^ 

ora  il  primo  membro  di  quest'in6guag1ianza  è  il  valore  numerico  dél- 
ia média  aritmetlca  tra  le  n  quantité  a,  a'j  a'%  ec.  (d.®  400),  e  il  se- 
conde membre  à  ima  média  ira  i  vaXori  numerid  di  dette  quantUà; 
imperocchè  prendendo  lamedia  aritmetica  tra  iquadratia^,a'*,a'^,  ec. 
si  à  (n.""  cit.) 

=M(a*,  a'*,  o"* ,  ec), 

e  qoiodi  estraendo  la  radice  quadrata  risulta  (n«^  534) 

j= =MVv/a*  ,  va'« ,  Va!^  ,  -ec  ); 

vn 

ora  v/a*  ,  v^  ,  v/5^ ,  ce.  sono  I  valori  numerid  délie  quantité 
date.  Periaoto  la  (14)  c'insegna  che  il  valore  mmterico  délia  média 
arUmeOea  ira  più  quantità  è  minore  délia  média  ira  i  valori  nu- 
merid di  queÈte  siesse  quantità. 
SUS.  Tborbma.  —  Abbiansi  due  série  di  quantità  a,  a\  a'' ,  ec. , 

a      a'     a" 
a,a^^a!',  ce,  dascunadintermini;8eirapporti —  ,  --r ,  -^♦«(•. 

non  sono  tuUi  tra  loro  egvàli,  sarà 

/âK\     S  ^'*  ^^^*  (aa+a'a'+aV+ec.)  < 

^^^f     \  v/(a'+a'*+a"«+ec.)  v/(a*+a'*+a"^+ec.). 

In  fatti  al  quadralo  (aa+aV+aV+ec.)^  s'aggiunga  la  somma  dei 

qoadrati  (aa  — a'a)',  {aa"—a"ay^  ec.  (che  si  ànno  prendendo  le  diflTe- 

a      o!      ût" 
renze  delle  frazioni  —  «  ~7  «  -?/  «  ec.  combioate  a  due  a  due  in  tutti 

i  modi  possibili,  omettendo  i  denominatori ,  e  innalzandole  a  qua- 
dralo) e  s' ottiene 

(aa+o'a'+aV+ec.)«-f(aa'-a'a)«+(aa"-o"a)*+  ec.  (a'a"-aV)*+  ec. 

=(aHa'*+a"*+  ec.)  (a*+a'*4-a"*+ec.)  ; 

(aa-faV+aV+ec.)*<(à*+a'*+a'^+ec.)(a*+a'*+a'^+ec.), 

ed  estraendo  la  radice  risulla  la  formola  (15),  c.  b.  d. 
SMI.  Dividende  pern  la  (15)  si  à 

^ 

/iftx-1  «««  qg-f aV+ec,  ^  v/(a«-i-a^»-fec.)     v/(ftHa^+ec.)  . 
(16)  val.  num.  < -—=. •  7= ? 

^  y/n  vn 

qoîndi  il  vfùjwe  nvmerico  deUa  nwîdïa  aritmetica  dé  prodotH  sa , 
a V ,  aV ,  ec.  è  minwe  del  prodoUo  délie  medie  tra  i  valori  numt- 
deUe  dtie  9erie  dt  quantità  a,  a' ,  a" ,  ec.  a,  a' ,  a" ,  ec. 
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«»l.  TBORBMA.-Iamedîa  geometrica  ira  n  numcn  p,p',p",  ec.  è 
inferiore  alla  loro  média  aiilmetica,  doè 

(17)  ;W^<^"^Y"^'''.overo 

(18)  ppyec.<f-±P:i|±^)". 

InfaUi.com-èchlaro.  pp'=  (^-fj-  (^y<  (^y;in. 
di  prepdendo  4,  8,  e  in  générale  n=2'^  faitori  p,  p' ,  p",  ec.  si  dedace 

pp.pV<(E^)-(ïi|î:y.„ero 


pp.p.p.<(s±£j|:+£:y,e.. 

„9)  ppyp-  «.  <  (taWiîî:)" 

Se  poi  n  non  è  un  numéro  délia  progressione  geometrica  2, 4,  8,  ec. , 
si  prenderà  un  termine  2**  di  questa  progressione,  il  quale  fosse  sa* 

periore  a  n,  e  si  porrà  q=^--^- ^  ;  indi  se  nella  formola  (19) 

supponiamo  gli  ullimi  2*^-71  fattori  (ra  loro  eguali,  ne  risulta 

e  poichè  p-fp'+p"+ec.=ng,  sarà  pp'p"  ec...  q***"*<7**.,  o  vcro  pp'p''ec. 
<q^^  e  in  fine  rimetiendo  per  q  il  suo  valore  si  à  la  (18),  c.  b.  d. 


CAPITOLO  IX. 

Hasslmo  conna  di¥Uoredl  due  pollnomil.— Glimliiazloiie  nelle 
eqnaxloni  di  ^rado  saperlore  al  primo,  la  aleuni  ea«l  particelarl. 

LEZIONE  LUI. 

Ricerca  del  massimo  dimar  comune  di  due  polinofnii. 

S09.  Sia  il  polinomio  di  grado  n  rispello  a  x 

i  cui  coeiTicienti  possono  essere  numerici  o  letterali,  ma  indipendenti 
da  X»  Questo  polinomio  si  dice  inler  o  rispetto  a  ce,  perché  non  con* 
tiene  questa  leltera  in  denominatore.  Ogni  binomio  di  1^  grado  délia 
forma  x-a,  che  di¥ide  il  polinomio  P,  si  chiama  divisore  prîmo 
di  questo  polinomio,  perché,  analogamente  ai  divisori  primi  d'un  oa* 
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mero»  quel  bioomio  non  à  altri  divisori  che  se  stesso  e  runità.  E  un 
polinomio  intero  è  divisibile  per  un  altro  aocbe  intero,  qaando  la 
divîsione  non  dà  resio.  In  questo  caso  il  quoziente  è  intero  rispelto 
alla  lettera  principale  x.  Sia  parimente 

(2)  0=BoCC*+B,ac^*+  •  •  +B^,œ+B« 

un  altro  polinomio  di  grado  n*^  simile  al  précédente.  Ogni  binomio 
di  1^  grado  x-a,  cbe  divide  a  un  tempo  i  due  polinomii  P  e  Q,  si 
cbiama  divisor  co  m  une  in  xdiquesti  polinomii.  In  générale,  se 

delti  polinomii  sono  divisibili  a  un  tempo  per  oc— a,a;-b,x— c 

x-4,uh  per  altri  divisori  délia  stessa  forma ,  il  prodotto  dlquesli 
faitori  si  chianm  massimo  divùor  oonwme,  ri^petto  aœ,  de'due 
polinomii. 

599,  Tedesi  da  ciô  che,  se  si  conoscessero  tutti  i  Tattori  primi  e 
comuni  di  P  e  Q,  il  prodotto  di  questi  fatlori  sarebbe  il  massimo  co- 
mane  divisore  in  x  di  quesli  polinomii.  Ha,  corne  andremo  a  moslra- 
re,  non  è  necessario  conoscere  questi  divisori  primi ,  e  si  puô  diret- 
tameote  trovare,  quando  \i  sia,  il  dette  massimo  diviser  comune  ;  in 
fatli  questo,  dovendo  essere  il  prodotto  de*  fattori  binomïi  x—aj  ec. , 
è  un  polinomio  X  di  grado  eguale  a!  numéro  di  questi  fattori. 

600.  Se  i  coelTicienti  A^^  A^,  ec. ,  essendo  numerici,  amroettono 
un  massimo  divisor  comune  a,  allora  questo  sarà  fattore  del  massimo 
comon  divisore,  rispetto  a  x,  de' due  polinomii  dati.  Finalmente,  se 
i  Goefficienti  medesimi  sono  letlerali,  e  ammettono  un  m.  d.  c.  nume- 
rico  a,  e  un  altro  m.  d.  c.  X,  rispetto  ad  altra  lettera,  allora,  cbiaman- 
do  X  il  m.  d.  c.  rispetto  a  X,  sarà  oXX  il  massimo  diviser  comu- 
ne complète  de' due  polinomii  dati. 

4I01.  Poste  tali  definizioni,  osserviamo  che  il  fattore  a,  se  vi  esi- 
sle,  si  trova  con  le  note  regole  d'Aritmetica  :  ed  è  pure  agevole  for- 
mare  il  fattore  X ,  quando  v'csista ,  se  i  coeiBcienti  io  9  ^i  »  ^^'  ^0  » 
J3i ,  ec.  sono  monomii.  Ha  se  detti  coefflcienii  sono  polinomii  di  gradi 
diversl  rispetto  a  una  seconda  lettera  j/,  corne  sono  gli  stessi  polino- 
mii (1)  e  (2)  rispetto  a  œ,  allora  bisognerà  di  quel  polinomii  in  y  tro- 
▼are  il  m.c.  d.  rispetto  a  questa  lettera,  e  in  questo  modo  per  trovare  il 
m.  d.  c.  complelo  tra  i  due  polinomii  dati,  funziooi  di  più  lettere  a  un 
tempo,  saremo  condotti  a  trovare  il  m.  d.  c.  di  più  polinomii  rispetto 
a  una  sola  lettera.  Laonde  supporremo  cbe  ne*  due  polinomii  dati  (1) 
e  (2)  non  si  cootenesse  altra  lettera  cbe  x,  0  pure  quand'ancbe  i  coetfi* 
cientiii^ ,  A, ,  ecB^^B^  ec. potessero  contenere  altre  lettere  a,b,c,ec.^ 
quoi  coefficienti  fossero  de'  monomii,  divisi  pel  loro  m.  d.  c.  nume- 
rico  e  letterale  rispetto  a  qucste  lettere,  qualora  ne  ammettessero,  e 
dl  questo  divisore  se  ne  tecrà  conto  per  moltiplicarlo  pel  m.  d.  c.  in  x, 
cbe  ci  proponiam  trovare. 

MM.  Per  risolvere  questa  questione,  dimostreremo,  come  in  Arit- 
metiea  relativamente  a'  numeri,  cbe  se  due  polinomii  P  e  0  «  interi 
rispetto  a  x,  ammettono  un  diviser  comune  rispetto  a  questa  lelie- 
ra,  esso  dovrà  div^ider  pure  il  resto  délia  divisione  di  P  per  Q. 

In  fatti.  dinotino  q  il  quoziente  di  questa  divisione  ed  R  il  resto,  cbe, 
in  générale,  sono  due  polinomii  ioteri  in  x ,  sarà  P=:Qq+R^  d'onde 
P'-'QqzzzR  ;  ora  se  X  è  il  divisore  in  x  comune  a  P  e  a  Q,  dev'essere 
RuBiNi  Elem.  ^TÀlgebra  31 
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P=^FXt  Q=QX,  cssendo  P'  e  Q'  due  polinoinii  inlerJ ,  e  perô  l'egua- 
glianza  precedcnle  diviene  (F—Q'q)X=R.  e  poichè  P—Q'q  è  un  po- 
lînoinio  intero,  cosl  Jt  :  X  sarà  pure  un  polinomio  inlero^  cioè  sarà  R 
divisibile  per  X,  c.  b.  d. 

Reciprocamente  seXbun  polinomio  intero  in  x,  cTie  divide  a  un 
tempo  il  divisore  Q  eil  resto  R,  deve  dividere  parimente  il  dividcn- 
do  P.  In  faiti,  seconde  Tipotesi,  dev'essere  Q^QX  ed  R=R'X^  essen- 
do  Q'  ed  A',  in  générale,  due  polinomii  interi  rispetto  ad  œ;  e  perô 
sosiilueudo  nella  identilà  P=Qq-\'R  risuUerà  P={Qq+R)X,  da  cui  si 
vedc  che  X  è  divisore  di  P,  corne  si  dofCTa  dimostrare. 

B03.  Posto  ciô,  supponiàmo  cfae  il  polinomio  (!)  sia  di  grado  su- 
periore  a  quello  de)  polinomio  (2)  :  seconde  questa  ipolesi ,  divtden- 
do  P  per  Q  avremo  un  quoziente  g,  e,  in  générale,  uq  reste  R^  cbe 
generalmente  parlando,  saranno  dei  polinomii  in  Xy  e  il  grado  di  R 
sarà  inferiore  a  quello  di  Q,  Dividiamo  quindi  Q  per  E,  e  dinotiamo 
con  q'  il  quoziente  e  con  R'  il  reste,  il  quale  sarà  di  grado  inferiore 
ad  JR  ;  e  perciô  dividiamo  R  per  R\  e  contiouando  la  medesiroa  ope- 
razione,  pooiamo  che  si  giunga  a  un  reste  nulle.  Avvenga  ciè  alla 
quarta  divisione,  ed  avremo  le  uguagUanze  seguenli  : 

(3)  P=g(2+B,  Q=q'R+R',  B=g"B'+B" ,  R=f'R'  ; 

délie  quali  Fultima  ci  mostra  che  il"  divide  R\  e  perô  R',  dlTidendo 
se  stesso  ed  R'^  devra,  in  virlù  del  reciproco  dei  teorema  précédente  e 
délia  penultima  eguaglianza ,  dividere  anche  R  ;  quindi  lo  stesso  B' 
dividende  R  ed  il  dovrà,  in  virlù  délia  seconda  eguaglianza  e  del  me- 
desimo  teorema,  dividere  ancbe  Q  ;  e  finalmente  dividende  H  e  Q  de- 
vra, in  virtù  délia  prima  eguaglianza ,  dividere  ancora  P  ;  laonde  il 
polinomio  R'  è  diviser  comune  di  P  e  Q.  Ora  io  dico  che  questi  poli- 
nomii non  possono  ammetlere  un  diviser  comune  in  x,  di  grado  su- 
periore  ad  il".  In  fatti,  supponiàmo  che  S  sia  un  divisore  in  x  comu- 
ne a  P  e  Q,  e  sia  di  grado  superiore  ad  il"  :  allora,  io  virtù  délia  pri- 
ma eguaglianza  e  del  teorema  précédente,  S  dovrebbe  dividere  anco- 
ra il,  e  dividende  Qed  il  dovrebbe  pur  dividere  il',  efloalmente 
seguendo  lo  stesso  ragionamenlo,  S  dovrebbe  dividere  il"  ;  ii  cbe  è 
impossibile,  perocchè  il  grado  di  S  è  superiore  a  quello  di  Jt". 

B04.  Da  ciôsi  à  laregola  per  trovare  il  roassimo  divisor 
comune  in  x  di  due  polinomii:ordina(tmpe£foax,  st  divi- 
da  il  polinomio  di  grado  superiore  per  queUo  di  grado  inferiore  ; 
indi  dividasi  il  divisore  pel  resto,  poi  queslo  primo  resto  pel  niAO- 
voy  e  cosi  via  via,  sincM  non  si  giunga  a  un  uUimo  resto  n  u  1 1  o ,  o 
indipendente  da  x.  Nel  primo  case  riiltiroo  divisore  sarà  quello 
che  si  cercava,  e  nel  secondo  caso  i  due  polinomii  non  ammotteran- 
no  alcun  divisore  comune  in  x.  In  Ealli,  in  questo  secondo  caso,  ba- 
sta  osservare  che  se  supponiàmo  che  alla  quarta  divisione  si  sia  ot- 
tenuto  un  resto  il  indipendente  da  as,  âllora  la  quarta  eguaglianza  (3) 
diviene  R=qi"R"+A,  e  appJicando  il  ragionamento  superiore,  si  ver- 
rebbe  alla  conchiusione  cbe,  se  v'esislesse  un  polinomio  X  dîTisor 
comune  di  P  e  (? .  esso  dovrebbe  pur  dividere  A,  che  non  coniiene 
Xy  il  che  è  impossibile. 

BIM.  Siccomc  ogni  fallore  d'uno  de' polinomii  dali,  il  quale  non 
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sia  ncl  tempo  stesso  faitore  delfultro,  non  puô  far  parle  dcl  divisor 
comune  de*  due  polinomii,  cosl,  quando  la  questione  è  ridolla  a  iro- 
vare  il  c.  d.  in  a?,  allora  nelle  successive  dîvisioni  si  puô  introdurre  in 
uno  de*  polinomii  un  faitore  iodipendente  da  x.  e  che  non  sia  fatlore 
deiraltro  ;  o  pure  si  puô  in  uno  di  essi  soppriraere,  se  occorra,  un 
faitore  iodipendente  da  x,  purchè  non  sia  faitore  deiraltro.  L'inlrodu- 
zione  dei  fatlori  serve  per  ottenere  coefflcienti  interi,  e  la  soppressione 
serve  per  operare  su  polinomii  più  semplici,  come  qui  appresso  ve- 
dremo.  E  giova  tener  présente  che  i  faltori  che  s'inlroducono  debbo- 
no  essere  i  più  semplici  possibili,  menlre  quelli  che  si  sopprimono 
devono  essere  i  massimi. 
EsB.  —  Si  voglia  il  m.  c.  d.  de  due  polinomii 

P=  9o*œ*+  6a'ar»-48a*œ*+42a»x-î^a« , 
C=30a«œ»«fl  5a«aî*-60a V-45a«a5*. 

Primamenle  s'osserva  che  Q  à  per  faitore  5x* ,  che  non  è  fallorc 
di  P,  e  perô  si  puô  sopprimere,  come  sopra  è  dimostrato  ;  laondc  al 
polinomio  Q  sosliluiremo  Tallro  (}'=6a«x'+î5a'aî*-12a*oc-9a*  ;  indi 
osserveremo  che  i  coefflcienti  di  P  e  quelli  di  Q'  ànno  per  fatlore  co- 
mune numerico  3,  e  per  faitore  comune  letlerale  a';  si  che  3a'  fa 
parte  del  m.  c.  d.  compleio,  quindi  si  sopprime  in  cnlrambi  i  poli- 
nomii, per  tenerne  conlo  dopo  aver  trovato  il  m.  d.  c.  in  x.  Perlante, 
soppresso  quel  fatlore,  i  polinomii  P  e  Q  divengono 

P'=3œ*-f2aar»-16a«x*H-14a»x--3a* , 
(i!"=2x«+5ax^-  4a*-x-3a« , 

c  Ira  qucsti  dcvcsi  trovare  il  massimo  divisor  comune  in  x. 

Pertanlo,  seguendo  la  regola  (n.^  604),  dovrem  dividere  il  polino* 
mio  F  per  Tallro  Q'  ;  ma  comechè  il  cocfflciente  3  dcl  primo  termine 
di  P  non  ë  divisibile  pcl  coefflcienle  2  del  primo  termine  di  (7%  e 
poicbè  inollre  il  2  non  è  fattore  di  Q\  cosl,  per  non  avère  quozicnli 
frazionarii  molliplicheremo  F  per  2,  il  che  non  allera  il  risullamenlo 
cercato  :  cosl  P'  diviene  6x*-l-4aa?*— 32a*x*+28a'x— 6a*,  che  divise 
per  Q"  dà  per  rcsiduo  -llax*-20a*x*+37a'x-6a*;  indi  soppresso 
inquesto  reslo  il  fatlore  a,  che  non  è  fatlore  di  Q\  e  molliplicalo  il  ri- 
sullamenlo per  2,  per  le  stesse  ragioni  di  sopra,  si  à  — 22x^-40ax^+ 
74a'x— i2a'  ;edividcndo  nuovamenie  per  Q',  perché  si  puô  ancora 
dividere,  si  à  per  seconde  residuo  15ax*+30a*x-45a^,  che,  soppres- 
sovi  il  faitore  15a,  diviene 

(4)  x*+2ax-3a*. 

Essendo  questo  rcsiduo  di  grade  inferiorc  al  polinomio  Q\  questo  si 
passa  a  far  da  âividendo,  e  il  residuo  (4)  da  divisore  :  falla  la  divisio- 
nc,  si  Irova  per  reslo  ax*+2a*x— 3a' ,  che ,  soppressovi  11  fatlore  a 
come  sopra,  diviepe  x*4-2aa5— 3a*,  ed  è  divisibile  per  (4);  quindi  (4) 
è  il  m.  d.  c.  in  X  di  P  e  Q  ;  e  perô,  aggiunto  il  fattore  3a',  come  so- 
pra è  dello,  s'a  3a*(x*-f2ax-3a*)  pel  m.  d.  c.  compleio  che  si  cer- 
cava. 

60G.  Quando  i  polinomii  Ira*  quali  devesi  cercare  il  m.  d.  c.  sono 
più  di  due,  e  supponiamo.  per  flssar  le  idée,  che  sieno  treP»Q,Jfi,  aK 
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lora  si  troverà  il  m.  c.  d.  ^  fra  P  e  Q,  c  quindi  il  m.  d.  c.  A'  fra  X 
ed  A,  ed  è  chiaro  che  saru  X'  il  m.  c.  d.  fra  P,  Q,  R.  Che  se  fosse 
dato  ancora  un  altro  polinomio  S,  allora  si  cercherebbe  il  m.  c.  d.  X" 
fra  X'  ed  S,  e  sarebbe  JT'  il  dimandato.  Questo  ragionamenlo  si  eslen- 
de  a  qualunque  numéro  di  polinomii  dali. 

601.  Ora  torniamo  al  caso  in  cui  i  due  polinomii  P.e  Q  sien  tali, 
cbe  i  loro  coeiBcienti  Aq,  i4| ,  ec. ^B^^B^  ec.  in  luogo  di  esserde mo- 
nomii,  fossero  aJtreltanti  polinomii  d*una  stessa  lettera  y.  In  lai  caso 
si  cercherà,  corne  innanzi,  il  m.  c.  d.  Fin  y  dl  quoi  cocfficienti,  i  quali 
divisi  quindi  per  Y,  daninno  de^quozienti  ao>  a,,  ec.  b^jb^^  ec.  cbe 
non  ammetteran  più  alcun  aitro  comun  divisore,  e  si  opérera  perciè 
su  i  due  polinomii  risullanti 

per  Irovare  il  m.  d.  c.  X  in  x,  e  cosl  il  m.  c.  d.  complelo  sarà  XY. 

LEZIONE  LIV. 

Délia  eliminazione  Ira  equazioni  di  grado  superiore 
al  primOy  in  Icduni  casi  parlicolari, 

B08.  La  teorica  deireliminazlone  nelle  equazioni  di  grado  superio- 
re al  primo  è  la  più  importante  per  rapplicazione  delKAlgebra  aile  va- 
rie branche  délia  Matematica  ;  ma  nel  tempo  stesso  è  la  più  spinosa. 
Noi  qui  ci  limiterémo  a  taluni  parlicolari  casi.  che  crediamo  sufficienlî 
per  un  corso  elemenlare.  E  anzilullo  ei  giova  far  nolare  che  il  grado 
d  un'equazione,  contenente  più  d  un*incognila,  è  deterrpinato  dal  mas- 
simo  numéro,  che  s'olUene  aiommando  gli  ef^ponenti  délie  varie  in- 
cognile,  che  entrano  in  ciascun  termine.  Cosi 

(1)  a^*-i-6j/^+cx+dî/+e=o  ;    aaîj/+6a3+cj/+d=o 

sono  equazioni  di  2.®  grado  fra  due  incognite  ;  anzi  la  prima  è  di 
2.**  grado  anche  rispetto  ad  una  qualunque  dellc  due  îgnote  ;  mcn- 
tre  la  seconda  ë  del  1.^  grado  sia  rispetto  alla  sola  œ,  che  alla  sola  y. 
Similmente  Tequazione 

(2)  2a5*-Sjcî/+4a;V-335J/2+î)j/-2z+S=o 

è  del  4.^  gr.  rispetto  a  lutte  c  Ire  le  incognite,  è  del  3.^  gr.  rispeilo 
ad  flc,  del  2.**  rispelto  ad  y,  e  finalmente  del  1.®  rispeilo  a  z. 

BOO.  Un'equazione  a  più  incognite  è  compléta,  quando  è  taie 
rispeilo  a  ciascuna  délie  ignolc  (n.^  233),  e  il  grado  rispeilo  a  una 
qualunque  ignota  è  lo  stesso  che  rispetto  a  tulle  :  co^ 

(3)  ax'^+bxy+cy^-\-dx-\-ey+f=o 

è  un*equazione  compléta  di  2.^  gr.  rispelto  a  tulle  e  due  le  incognite* 
perché  taie  è  rispetto  a  ciascuna.  Le  equazioni  (i)  e  (2)  per  conlro 
sono  incomplète. 

BIO.  Inoltre,  qualunque  sia  il  numéro  délie  ignole,  che  entrano  in 
un'equazione,  questa  puô  sempre  mctlersi  solto  forma  d  equazione  a 
una  sola  incognila  :  sia  in  falti  requazioae  (3),  e  considerandovi  Tin- 
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cognita  y  corne  una  quanlità  nota,  ordiniamola  rispetto  ad  x,   e 
ayremo 

a  a 

iodi,  ponendo  per  brevilà 

^  ^  a    '^   '  a 

la  proposta  (3)  si  muta  nella  seguente  equazione 

(5)  x^+Px+Q=o , 

che  in  apparenza  è  a  una  sola  i$;nota  Xy  mentre  nel  falio,  slando  ai  si- 
gnîGcati  di  P  e  (?,  è  un  equazione  a  due  incognite. 

WLl.  Premesso  ciô,  poniamo  che  s'abbiano  due  equazioni  di  t,^  gr. 
a  due  incognite,  poste  sotto  la  forma  (S),  e  sieno 

(6)  x*+Pa;+Q=o,    x*+P'œ+C'=o: 

partendo  dal  principio  di  coesislenza  di  quesle  equazioni,  e  osservan- 
do  che  i  coeiBcienli  di  x^  sono  identici,  le  sottrarremo  e  avremo 

0)  (P-P0x+0-O'=o. 

Cosl  a  una  delle  (6),  alla  seconda  p.  e.  possiam  sostituire  la  (7),  che 
dà  x=^-(Q-Q')  :  (P-F),  e  sosliluendo  questo  valore  nella  prima  (6), 
ne  deduciamo 

(Q-QO*-P(P-P')  (0-Q')+(?(P-P')'=o,  0  vero 

(«)  (Q-Q^HP-n  (PC- On=o  ; 

quesrequazione  non  conliene  più  che  la  sola  t/,  compresa  implicila- 
mente  nelIeP,  Q,  P\  Q",  e  si  chiama  Teliminata  o  equazione 
finale  délie  equazioni  date  (6).  Alla  stessa(8)  si  perviene  se  il  précé- 
dente valore  di  x  si  sostituisce  nella  seconda  (i\),  anzichè  nella  prima. 
Ciô  avTJene  perché,  per  la  supposta  coesislenza  delle  (6),  la  (1)  puô 
essere  sostituita  sia  alla  seconda  che  alla  prima  di  esse.  Pertanto.  so- 
slituendo  in  (8)  aile  P,  Q.P,  Q'  le  loro  espressioni  in  y,  c  quindi  ri- 
soWendo  Fequazione  risultante,  avremo  i  valori  di  y ,  che  sostituiti 
nella  (7),  daran  quelli  di  x. 

EsB.  —  Abbiansi  le  due  equazioni 

(9)        24xH20xj/4-52/»-84=o ,    (10)    32x«-l3y«+28^o, 

Ordinale  rispetto  ad  x  divengono 

(11)  x*-fPx+(?=o;    x«+iy=o,  in  cui 

SoUracodo  la  seconda  (11)  dalla  prima  abbiauio 

(13)  Px=0'-0,    x=(e'-0:P, 

c  messo  questo  valore  nella  seconda  si  à  ((?^-p)*+P*Q'-o.  Rimctteii- 
do  per  P,(?,(y  le  espressioni  (12)  e  ridûcendo  risulta  i/*-iOj/*-hl44~o, 
la  quale  equazione  è  biquadrala,  e  rîsolula  (n.**383)  dà  per  y  i  seguen- 
ii  valori  :  y=+2,  y^~2,  y=H-Ç ,  j/=-6. 
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ladi  la  (13),  rimellcndovi  per  P.CCi  valori  («2) ,  dàg=^*^"'^^  ; 

e  i>ûnendo  in  questa  formola,  e  successivamente  ciascuno  de'  prece* 
denti  valori  di  y,  Iroveremo  5C=+1,  a5=— 1,  a3=+4,.a5=-4.  Pertanto 
le  solazioni  comuni  aile  (9)  e  (10)  sooo 

ix=+\     ix=-\     \x=i-i     Jœ=--4 

(y=+i    lî/=-2    (y=+6    (2/=-6. 

B12.  Più  geueralmenle  le  equazioni  date  possono  esser  délia  forma 

(14)  iVx«+Pa;+e=o,    j[V'a;«+Fa:+0'=o , 

in  cui  i  coeilicienti  iV,  N',  ec  possono  contenere  la  y  éleva  ta  a  qua- 
lunque  grado.  In  tal  caso  si  puô  sempro  fare  sparire  i  primi  termini 
délie  (14),  inoUiplicando  la  prima  per  iV'  e  Tallra  per  N  e  quindi  sot- 
traendo  ;  cosi  si  à 

(15)  (iVP'-PA'')x+(iVQ'-QiV)=o  ; 

poi  si  prende  il  valore  di  x  da  quest*equazione  e  si  soslituisce  in  una 
délie  date,  e  resta  eliminata  la  x. 
Similmente  se  le  equazioni  date  sono  di  3.^  gr.  rispetto  a  a;,  come 

(16)  itfx«-i-iVa;*+Pa3+Ô=o,    M'a5»+l¥'œ*+Fœ+Q'=o, 

si  fa  sparire  il  termine  in  x^,  eguagliandone  i  coefficienliy  il  che  dà 

(!  7)  (MN'-NM')  2C*+(iMrF-Pitf')  x+MQ-QW^o  ; 

e  si  fa  sparire  parimente  il  termine  indipendente  da  a;,  moltiplicando 
la  prima  (16)  per  (7,  la  seconda  per  Q,  e  soltraendo,  il  che  dà 

(MQ'-OM') œ»+(iVQ'-OiV')  x^^PQ^^QF)  x=o  , 

0  sia,  dividende  per  as , 

(18)  (Mff-QM')  x^-\-{NQ-QN')  sc+PQ'-OF=o; 

cosi  si  ànno  due  nuove  equazioni  (17)  e  (18),  che  sono  d'un  grado  in- 
feriore  aile  proposte  (16),  e  trattandole  come  le  (14)  s'atrà  reliminala 
richiesta.  Questo  metodo  puô  estendersi  ad  equazioni  di  gradi  più  ele- 
vati,  facendo  sempre  sparire  il  primo  e  Tultimo  termine  :  perô  per 
quanto  esso  sia  uniforme,  è  da  adoperatsi  con  cautela,  poicbè  la  mol- 
tiplicazione  per  fattori  conteneoti  Taltra  incognita,  come  esso  richie- 
de,  conduce  a  risuKamenti  che,  in  générale,  conlengono  soluzfom 
eslranee  (n.®  235),  e  fan  perciô  elevare  reliminata  n  un  grado  superio- 
re  a  quello  che  effettivamenle  dev'essere;  ma  di  ciô  ne  tratteremo  nel 
Complemento  a  questi  Elementi. 

B13.  Intanto  passeremo  a  rassegna  altri  casi  di  eliminazione,  cbe 
d  ordinario  occorrono  ;  e  primamente  poniamo  date  le  due  equazioni 

(19)  (x-ay-h(y-b)*=r^  ,    (x-a)+(y-6)=c  : 

qui  non  occorrerà  eflettuare  i  quadrati  e  ordinare,  per  applicare  il  me- 
todo esposto  ;  ma  si  puô  operare  più  semplicemente  cosi  :  si  prenda 
dalla  seconda  il  valore  di  y—b  e  si  sostituisca  nella  prima,  e  s  avrà 

(a5-a)24-[c-(x  -a)  ]«=i«  *; 

sviluppando  il  secondo  quadrato  e  ordinando  rispetto  a  x— a,  ne  viene 

(x-a)^-c(x-a)+!(c'-r-)=o  ; 

quindi,  considcrando  x-a  come  una  sola  ignota,  si  ricava 
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(20)  05-0=  J  (c  =t  v/2r*-c*)  , 

e  messo  questo  valorc  nella  seconda  (19)  si  Irae 

Pertanto  i  Yalori  che  risolvono  le  equazioni  (19)  sono  i  (20)  c  (21). 
BU.  Supponiamo  date  le  due  equazioni 

(22)  aj*4-2/*=a« ,       xy=b^  : 

neppure  qui  ë  necessario  il  melodo  générale  del  n.®  611;  ma  basta  ri- 
cavare  dalla  seconda  (22)  il  yalore  di  y,  e  soslituirlo  nella  prima  ;  il 
che  fatlo,  e  ordinando  il  risultamenlo,  si  à  Tequazîone  œ*-a'x*+5*=o, 
che  dà  (n.""  383) 


(23)        35=^  Ji(aH  N/a*-46*>  ;     x=^i/Ka*- V^«*~ib*>  ^ 
quindi  sosUtuendo  questi  valori  in  quello  di  y^  s'oltiene 


Si  poô  rendere  razionali  i  denominalori  di  queste  frazioni,  moUipli- 
cando  i  termini  délia  prima peri/j(a*-  v/a*-46*) ,  e  quelli  dclla  se- 
conda peri/i(a*+  v^a*-46*) ,  e  riducendo  s'oUiene 

(24)      y=±^Ka*-V/'S*-^;    (y=±^f(aHV^^=46*). 

Pertanto  i  valori  che  risolvono  le  propos  le  equazioni  (22)  sono  quel- 
li dati  dalle  formole  (23)  e  (24). 

eiS.  Aile  prime  formole  (23)  corrispondono  le  prime  (24).  e  aile 
seconde  le  seconde,  'come  risulla  dallo  stesso  calcolo  ;  in  questo  modo 
abbiamo  qiiaUro  soluzioni,  ma  due  sono  le  yeramentc  diverse  ;  im- 
perocchè,  prendendo  le  seconde  formole,  come  ora  è  detto,  non  si  tro- 
verà  altra  differenza,  che  quelli  che  erano  valori  di  x  nelle  prime  for- 
mole divengono  valori  di  y,  e  recîprocamcntè.  E  cosi  doveva  avvcni- 
re,  imperocchè  le  equazioni  (22)  sono  simmetriche  rispetto  aile 
incognite,  cioè  son  t^di  che,  scamblandovi luna nellaltrale  incognito, 
non  s*alterano. 

SIS.  Il  melodo  seguito  ne*  precedenli  numeri  613  e  614  è  appli- 
cabile  lutte  le  voltc  che  una  délie  equazioni  è  di  1®  grado  rispetto  a  una 
délie  ignote  :  vale  a  dire  $i  prende  il  valore  di  qiiesfincognita  da 
quesi'eqaazionej  e  si  sostihmce  nelCaUra. 

SU.  L*eliminazione  nclle  equazioni  (22)  puô  farsi  anche  in  altro 
modo,  che  giova  conoscere  :  si  molliplichi  per  2  la  seconda  di  esse. 
e  quindi  una  volta  s*addizioni  con  la  prima,  e  un^altra  volta  da  quella 
sr  sottragga,  e  s*avranno  le  seguenti  equazioni  : 

x*+8a5î/+2/*=a*+26^ ,         ac*-2a5i/+2/*=a*-26* ,  o  sia 
(x+y)«=o*+26V^ (x-i/)«=a*-26«^  cui 

x-fy==t  v/a*-f26*,  x-2/=i  v/a*-26S 
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e  perô  conoscendo  cosi  la  somma  e  la  dilTerenza  de!le  due  quantilà  a; 
ed  j/,  i  loro  rispettivi  valori,  per  la  regola  del  n.^  241,  saranno 

Colesle  esprcssioni  dilTeriscono  soltanto  in  apparenza  daUe(23)  e  (24); 
G  gîà  sappiamo  corne  da  quelle  sipossano  dedurre  le  (25)  (a.^  384), 
019.  Finalonenle  consideriamo  il  caso  di  due  equazioni,  i  cui  pri- 
mi  membri  sono  omogenei  rispetlo aile ignole, cioè son  tali  che cia- 
scuno  à  tuUi  i  lermini  dello  stesso  grado  rispetlo  aile  ignote:  cosi 

(26)  ax*+26a5î/+cj/*=d,  a'x-^'lb'xy+cy^d/ , 

sono  due  cquazioni  del  2."  gr.  di  questa  nalura.  Per  fare  Teliminazio- 
ne  in  queslo  caso,  si  pone  y=zx,  essendo  z  una  nuova  ignota  ;  e  se- 
stituendo  nelle  (26)  si  à 

(27)  x^-(aV^bz-\-cz^)=d ,      œ*(aV26'z-f  c'2«)=d'  ; 
dividende  quesle  equazioni  e  ordinando  rispetlo  a  :;  si  trae  l'alira 

(cd'-'dc')z^+2(bd'-dV)z-\-ad'-'da'=o , 

la  quale  è  del  2.*  gr.  rispetlo  a  z,  e  risolula  dà  due  valori  z\  s",  che 
posli  in  una  délie  (27)  daranno  i  corrispondenli  valori  per  x^  e  qulndi 
dalla  relazione  y=zx  si  avran  quelli  di  y. 

619.  L'elimindzione  trova  una  délie  sue  applicazioni  nel  fare  spa- 
rire  i  radicali  da  un*equaziODe .  Poniamo  data  TequazioQe 

(28)  K/ix-cy+y^  +  v/(aH-c)«-|-j/*  =2a , 
e  si  voglian  fare  sparire  i  radicali  :  poncndo 

(29)  ^2=  v/(aj-c/H-î/S 

la  (28)  diviene  v^(ac4-c)*-f  2/*=2a-z,  e  quindi  clcvando  a  quadrato  que- 
sle due  ultime  equazioni,  avremo 

(30)  œ«-2cx+c* -l-y*=2* ,      ac*+2cx-i-c*+î/*=:4a*-4as+2^ , 
dalle  quali  bisognerà  eliminame  z  perche  sparisca  il  radicale  :  perciô 

si  sotlrarranno  le  (30)  e  ne  verra  z= ;  quindi  sosUtuendo  que- 
slo valore  in  una  délie  stesse  (30),  nella  prima  p.  e. ,  e  riducendo  si 
Iroverâ 

(31)  (a»-c»)xHaV=(a'~c  V  » 

che  è  la  proposta  equazione  libéra  dagVirrazionali. 

620.  S'avrebbe  polulo  fare  a  meno  di  porrc  uno  dei  radicali  dél- 
ia (29)  eguale  a  una  nuova  incognila  2,  per  fare  scomparire  i  radica* 
H,  menlre,  nel  caso  di  queirequazione,  si  puô  isolare  uno  de*radi« 
cali,  cioè  fare  rimanere  wio  deradieaU  solo  in  un  membro^t 
scrivere 

v/(aî-c)«-f2/*-2a=-  v/(x+c)*+j/*  ; 

quindi  elcvare  a  quadrato  tulla  Tequazione,  il  che,  faite  le  riduziooi, 

dà— cflc-i-a*— av/(a3— c)*+j/*=o,  e  quindi.  isolando  nuovamente  il  ra- 
dicale in  quesf equazione,  e  quadrando  T  equazione  che  ne  risulta, 
si  troverà,  dopo  facill  riduzioni,  un  risultamento  idcnlico  al  (34). 
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OM.  Ha  non  sempre  un^equaziona  contenente  più  radicaH  si  pu6 
rendere  razionale,  isolando  un  radicale;  cos),  suppostô  che  s'abbia 

elevando  a  4*"  polenza  primo  e  secondo  membro,  si  à 

s  3  s 

d*onde  si  yede  che  comunque  sia  sparito  il  radicale  isolalo,  rimangano 
ancora  radicali  cubici  dissimili  nel  primo  membro,  per  modo  che  To- 
perazione  si  rende  ancor  più  complicata,  se  si  voglia  nuovamenle  iso- 
lare  qualche  altro  radicale  in  quesfuUima  equazione. 

Wt%.  Per  altro  VA  de*  casi  in  cui  si  puô  con  Tisolamento  d*un  radi- 
cale rendere  razionale  l'equazione:  uno  di  quesli  casi  ù  luogo  quando  la 
data  equazione  conliene  due  radicali  sollanto,  e  un  d*essi  è  di  2.^  gra- 
do  ;  allora  in  fatU  le  potenze  di  questo  radicale  non  riproducono  nup- 

Tî  radicali  :  sia  Tequazione 

s 

in  cui  i£,v,w  sono  in  générale  de'polinomii  contenenti  una  o  più  quan- 
tità  ;  s'elevi  a  cubo  e  s'ayrà 

n*+3u*  \/ir+3wv-H;  v/^  =  w,  e  quindi 

onde  la  proposla  equazione  è  divenuta  razionale. 
023.  Finalmenle  supponiamo  che  s*abbia  Tequazione 

3  s 

3  .   3 

elefando  a  cubo  si  à  «i+3  Vu^)  +  3  y/w^vo-v?^ ,  o  vero  n-H;-- w*-f 

3  3  3  3 

3  (v/îT-f  V^ir)v/t«?=o,  0  pureiH-v-w*+3wv/iw=o  , 
e  finalmente  isolando  il  radicale,  ed  elevando  a  cubo  risulla 

onde  la  proposta  è  resa  razionale. 

CAPITOLO  X. 

Del  4 eier Minant!. 

LEZIONE  LV. 
Délie  maificù 
II5S4.  Abbiansi  le  n  série,  disposte  in  ofrizzoniali , 

Cv|  ,  f/f  ,  Cf  ••••«!  9 
^ij  Oj,  C2,**.i2  5 
(1)  \   ^3?  ''si  C3*«»**3  \ 


ciascuna  di  n  élément!  :  esse,  nel  tempo  stesso,  cosliluiranno  n  série 
RcBini  Eleia,  (TAlgebra  *^^ 
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reiHcoH.  Dne  elenirnli  cl'unn  slcssa  drizzonlale  ilifToriscono  pel  poslo 
ohe  occiipano  nella  sorie,  e  sono  rappresentali  da  lettere  diviise  col 
mcdesmw  indice:  e  ôuQ  elementi  d'una  slessa  série  verticale  differisco- 
no  pure  pcl  poslo  eiie  in  questa  oocupano,  e  sono  rappresentali  da  una 
nifidesima  lettcra  con  indin  diversi  :  cosi  un  particotare  eicmenio 
(Tuna  qualunque  di  quelle  série  è  fissiito,  dandone  la  lellera  c  Tindico 
che  lo  rappresenLnno  ;  imperocchè  il  poslo  délia  lellera,  neirordinn 
alfabetii'O.  dinola  il  poslo  delTelemonlo  nella  orizzontale,  e  il  posio 
deU'indice,  nelVordine  naturale  dei  numeri.  dinola  la  série  in  cui  fele- 
menlo  si  iroya  :  cosJ  64  dinola  relemenlo  apparlenenle  alla  4"  série, 
e  che  si  Iruva  nel  2*  poslo. 

6^*.  Ur  se  délie  série  (1  •  si  volessero  raggrnppare  gli  elemeuU  con 
h»  condizioni.  1®  che  ogni  gruppo  conlenga  71  elenienli .  per  quanli 
sono  i  lermini  d'una  série  orizzonUde  (che  *iiremo  sempUcemenl;  oriz- 
zontale)  0  d'una  série  verlicale  >  che  diremo  sempiicemen le  teriica- 
le)  ;  2®  che  ciascun  elemenlo  d'un  gruppo  apparlenga  a  un  orizzonlalo 
diversa,  e  a  una  verticale  diversa  :  in  lai  caso  è  chiaro  che  uno  di  que- 
sti  frruppi  sarà  quello  dinotalo  da  (7|62<^.^...J,t,  che  diremo  gruppo 
principale;  e  uuindi  per  aver  luUi  gli  allri  possibili  gruppi.  secon- 
do  le  proposle  leggi,  basla  Uisciar  lo  sle8<o  ordine  milurcde  degV  in- 
did,  e  permutare  sollartto  le  lettere  ;  0  pure  Uisciara  lo  stesso  ordme 
naturnle  ddle  tettere,  e  permiilare  soltanto  gVinàici.  Cosl,  suppo- 
nendo.  per  fissar  le  idée,  che  s  avessero  le  tre  série 

tti,  6, ,  c, 

formalo  il  gruppo  ai^^c, ,  c  permulale  solo  le  letlere,  s*ànno  sei  gruppi 

(2)  aib^c^,  a^c^b^,  Cia^feg,  ^^a^Cj,  ftiC^a,,  c^h^a^^, 

quanle  sono  le  permutazioni  di  un  gruppo  di  Ire  elementi. 

Permutando  invece  grindici,  e  lasciando  inallerale  le  letlere  si  àuno 
in  luogo  de*  gruppi  (2)  i  se^uenli  : 

(3)  a,Vs^  ûjftsCj,  0,6,0,,  056,0,,  02630,,  OsVi» 

i  quali  corne  prodoUi,  non  sono  diversi  per  valore  dai  (î)  :  si  che  nel- 
l'un  modo  e  neiraltro  si  à  il  medesirao  risullamento.  À!a  ciô  cht;  im- 
porta sopralutlo  osservare  è,  che  il  numéro  délie  inversioni  che  pré- 
senta nelle  letlere  uno  de*  gruppi  (2)  è  lo  stesso  che  quello,  che  pré- 
senta negrindici  il  gruppo  che  conliene  {i^li  stessi  elementi  e  si  trova 
fra  i  (3)  :  cosi  i  ^rruppi  6,0,05  (2),  e  0,6,0,  (3),  corne  prodolti,  sono 
eguali.  perché  conlengono  gli  stessi  faltori  :  nel  tempo  stesso  il  primo 
présenta  due  inversioni  ncllc  letlere,  come  il  secondo  présenta  pari- 
mente  due  inversioni  negrindici. 

Inollre  è  da  osservare  che  operar  la  permolazione  délie  sole  lettere, 
è  lo  siesso  che  disporre  gli  elementi  in  ciascun  prodotlo  in  modo«  che 
il  primo  apparlenga  alla  1.'  orizzoutalc,  il  secondo  alla  S.'^  il  terzo 
alla  3.*,  e  cosi  via  via:  e  permutare  solamenle  grindici  vale  lo  siesso 
che  disporre  i  medesimi  elementi  cosi  che  il  primo  apparlenga  alla 
1.*  verticale,  il  secondo  alla  2." ,  il  terzo  alla  3.* ,  e  cosi  appresso. 


DBLLB  MATRICI  251 

ose.  Considerando  sempre  €iascun  gruppo  come  un  prodotlo,  si 
puo  egualmenle  soddisfare  le  due  leggi  indioate  nel  n.°  prec  non  te- 
nendo  conto  di  alcun  ordine  di  orizzontali  ne  di  verticali.  Cosi,  p.  e. . 
si  puô  formare  il  prodollo  OtCs&i  preodendo  il  1.^  elemeolo  délia  2.^ 
orizzontale,  il  3^  délia  3.*",  e  il  2.^  délia  1.^  In  questo  modo  ciascun 
j^ruppo,  come  queslo.  presenlerà  inversion!  nelle  lettere  e  negl'indi- 
ci  ;  ne  il  risuUamento  finale,  in  questo  lerzo  umdo.  sarà  diverso  da 
quelli  che  s anno operando  nei modi  precedenli.  Infatti  il  gruppo OjCsfrf 
come  prodotlo  è  lo  slesso  che  il  qiiarlo  dei  (2)  e  il  quarto  dei  (3).  D'al- 
ironde  il  numéro  délie  invcrsioni  tulle. che  si  trovano  nel  gruppo  a^Csô, 
^  3,  cioè  2  inversioni  rispetlo  agrinJici  e  uiia  inversione  rispetto  aile 
loUere.  quindi  questo  numéro  totale  d'inversionl  ë  impari,  e  perô  i  tre 
gruppi  précèdent!  sono  identici  pel  valore  e  per  la  classe'(n.^  561). 

In  générale,  osserviamo  che.  qualunque,  sia  un  gruppo  (gV  in  cui 
lellere  e  indici  si  trovîno  permulati,  Il  numéro  tfinversîoni  délie  let- 
tere e  quelle  degrindiri  saranno  o  tutti  e  du»?  pari,  o  tutîi  e  due  Im- 
pari. 0  uno  pari  e  Tallro  irapari  :  cioè  la  permutazione  délie  lettere 
sarà  délia slessa  clause  che  quella  deglindiei,  o  di  classe  opposta. 
Inollre,  amovendo  dal  suo  posto  un  elemento  lutto  inlero  per  scam- 
Inarlo  con  un  altro.  si  trasporta  la  letlera  e  F  indice,  e  perô  tanto  la 
primitiva  permutazione  délie  lettere, quanlo  quella  degUndici  \erranno 
nd  essere  egualmente  turbate  ;  si  che  ciascuna  délie  due  série  divie- 
lie  di  classe  opposta  a  quella  che  era  nel  gruppo  primitive  (g).  Quin- 
di, con  lo  scamblo  di  due  altri  elemenii,  le  due  série  tornenmno  aile 
rispettive  primitive  classi  :  con  un  terzo  scambio  verxanno  a  cangiar 
nuovamente  di  classe,  e  in  générale,  secondo  clic  il  numéro  degli 
scnmbi  operati  è  pari  o  impari,  riascuna  délie  due  permalazioni 
avrà  conservala  la  classe,  o  pure  ciascuna  avrà  camhiata  classe. 

Posto  ciô,  supponiamo  che  nel  gruppo  (g)  si  trasportino  tutti  gli 
élément!  in  modo,  che  o  le  sole  lettere,  o  i  soli  iridi<-i  si  dispongano 
seconde  Tordine  nalurale  ;  poniamo  le  lettere  :  cusi  la  permutazione 
délie  lettere  dlviene  délia  prima  classe,  perche  présenta  un  numéro 
zéro  dinversioni,  e  vi  resta  la  sola  permutazione  degrindici,  laquale 
à  dovuto  subire  le  stesse  modificazioni  che  quella  délie  lettere.  Ora  se 
nel  gruppo  (g),  le  inversion!  délie  lettere  e  quelle  degrindici  erano 
tulle  e  due  pari,  fatto  Tordinameiito  délie  lettere,  la  permutazione  dél- 
ie lettere  è  rimasta  pari,  e  quindi  laie  pure  è  runasta  quella  degrin- 
dici, come  si  ë  mostrato.  Che  se  le  inversion!  dellc  lettere  eran  pari, 
e  quelle  degrindici  crano  impari,  anche,  dopo  il  riordinamento  délie 
lettere.  il  numéro  délie  inversioni  degrmdici  à  dovuto  rimanore  im- 
pari  come  prima.  Ora,  nel  primo  caso  il  numéro  totale  délie  inver- 
sion! nelle  lettere  e  negrindici  era  pari,  e  dopo  il  riordinamento  dél- 
ie lettere,  quelle  de*  soi!  indic!  era  pure  pari  ;  e  nel  seconde  caso  il 
numéro  totale  d'inver.>!oni  délie  lettere  e  degl  indici  era  impari,  e 
dopo  il  riordinamento  délie  lettere,  il  numéro  délie  inversioni  degrin- 
dici i  divenulo  parimente  impari.  Simile  raglonamenlo  si  puô  appli- 
care  nel  caso  che  tulle  e  due  le  inversioni  sono  inipari,  o  quelle  delte 
lellere  e  impari  e  qui'llo  degl'indic!  è  pari  ;  per  modo  che  in  ogni  caso 
j1  numéro  délie  inversioni  de'  soli  indici  sarà  pari  o  impari,  seeondo 
che  pari  o  impari  è  il  numéro  délie  inversioni  dellc  lellere  e  degrin- 
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dici.  Alla  slessa  conclusione  rispeUo  aile  inversion!  délie  letlere  si  pcr- 
viene,  se  si  riordina  la  série  degrindici.  Pertanto  formando  nelle  sé- 
rie (4)  i  gruppi  col  lerzo  modo  spiegalo,  questi  gruppi  saranno  per 
valore  e  per  classe  identici  a  quelli  ottenuti  con  uino  degli  aliri  due 
modi. 

02i.  Glova  finalmenle  notare  che  nel  quadro  (1)  si  pu6  far  uso  di 
una  sola  Jettera,  a  cui  s'afHgge  un  doppio  indice,  uno  per  rappresen- 
tare  Tordine  deirorizzonlale,  Taltro.quello  délia  verticale  in  cui  Fêle* 
rnenlo  si  trova  ;  cosi  si  è  soliti  scrivere 

ttii  a^^  ai3...  a,„ 
04i  ctjj  ttjj...  a^n 


(i) 


^«1  ^«2  ^»S'*«  ^n«' 


In  queslo  quadro  relemcnlo  a^g  si  trova  nella  orizzontale  r^^  e  nella 
verticale  s"*^  ;  facendo  astrazione  di  questo  secondo  indice,  il  simbolo 
(ij.  à  lo  stesso  sîgniiicalo  d'una  lellera  d*un*orizzonlale  del  quadro  (1), 
e  perô,  yolendo  fare  uso  del  quadro  (4)  e*  ottener  tutti  i  gruppi,  se- 
condo la  legge  del  n.^  623,  s!  rifletlerà  che  le  permulazioni,  che  ael 
quadro  (1)  si  doveyano  fare  sulle  letlere,  si  dovranno  fare  su  simboli 
corne  a^,  eperà  su  i  corrispondentt  indici  r.  11  gruppo  principale  in 
questo  caso  sarà  (ludttfha'^'^nn  \  ^  volendo  per  niezzo  di  questo  for- 
mare  tutti  gli  allri  gruppi,  si  potrà  operare  in  tre  modi  :  1.*  permu« 
tando  i  aoli  secondi  indici,  e  lasciando  inalterati  i  primi;  2.^  permu- 
tando  i  soli primi  indici,  lasciando  inalterati  i  second!;  e  in  entram* 
bl  questi  casi  il  prodotto  sarà  délia  I/o  délia  2/  classe,  secondo  che 
il  numéro  délie  mversioni  degrindici  permutati  ë  pari  o  impari;  3.*  o 
finalmente  permutando  primi  e  second!  indici.  badando  a  che  in  un 
prodotto  non  entrino  mai  due  elementi  con  gli  slessi  prîmî,  o  se- 
condi  indici,  per  non  appartenere  a  una  stessa  orizzontale  o  ad  una 
stessa  verticale:  in  questo  3.^  modo  opérande,  un  prodotto  sarà  délia 
1 ."  o  délia  2.*  classe,  secondo  che  la  somma  di  lutte  le  inversion!  di 
lettere  e  indici  è  pari  o  impari. 

6^9.  Abbiansi  ni  série  ciascuna  di  n  elementi  ;  e  scriviamo  tulle 
queste  série  in  un  quadro  corne  qui  appresso  : 

On  a,,  ai3 ...  Oin 

a^i    «22   ^15  ^•«  (^in 
^31    *3«   ^53  •••  <*3îl 


(M) 


Questa  forma  simbolica,  che  serve  ad  indicarc  che  si  considerano  a 
un  tempo  le  m  série  orizzontali  e  le  n  vertical!  in  essa  contenute,  si 
chiama  matrice;  laqualeè  retlangolare,  o  quadra ta,  secon- 
do che  il  numéro  délie  série  orizzontali  è  diverse  da  quello  délie  ver* 
ticali,  0  è  lo  stesso.  invece  di  série  diremo  linea  di  elementi eôiie 
linee  cntrambe  orizzontali,  o  enirambe  vertical!  le  diremo  omo  n  ome. 
In  due  linee  omonome,  o  d!  nome  diverse  (un'orizzontale  c  uu*allra 
verticale),  due  élément!  sono  corrispondent!,  quando  1  ordlne  drl 
loro  poslo  è  lo  slcsso  in  enirambe  le  linee  ;  cosl  sono  corrispondenti 
il  f.°eiH.«»;il2.*'eil2.%  ec. 
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Due  linee  omonoiue  sono  idenliche  quando  gli  elentenli  di  uiia 
souo  rispetUTamenle  uguati  ai  corrispondenti  deiralira  ;  e  diremo  ch(^ 
iiua  è  muMipla  delFallra,  se  i  lermini  délia  prima  sono  eguali  ri- 
spelliYamente  ai  corrispondenli  délia  seconda ,  molliplicati  per  un» 
stessa  quantilà. 

6%0.  Due  malrici  si  dicono  si  m  iU ,  quando  sono  composle  dello 
stesso  numéro  dl  orizzontali  e  di  verlicali  ;  in  questo  caso  due  linee, 
una  di  una  e  l'allra  delfaltra  matrice,  sieno  enlrambe  orizzonlali  o  ver- 
licali, si  chianaano  om ologhe  quando  i  loro  posli  sono  indicali  dallo 
stesso  numéro  ordinaUvo,  cioè  la  1.*  e  la  1/ ,  la,  2.*  e  la  2.*,  ec.  ;  e 
omologhi  si  dicono  due  elementi  corrispondenli  di  queste  linee. 

630.  Le  malrici  quadrale  si  dislinguonô  in  ordini  (o  anche  gra- 
di  ),  e  Tordine  di  ciascuna  è  determinato  dal  numéro  di  linee  omo- 
nome  che  conliene  ;  cosl  una  matrice  quadrata  di  n  orizzontali,  e  per- 
€^ô  ancord  di  n  verlicali,  è  dell'ordine  n^* 

In  uoa  matrice  quadrata  si  chiamano  coniugate  due  linee  di  di- 
verso  nome,  ma  dello  sless'ordine  di  successione.  cioè  la  1.^  orizzon- 
(ale  e  la  1.'  verticale;  la  2.*  orizzontale  e  la  2/  verticale,  e  cosl  appres 
50.  In  due  linee  coniugate  due  elementi  corrispondenli  si  dicono  con- 
îugali;  e  Telemento  comune  ad  ambe  queste  linee  si  dicc  princi* 
pale.  Cosl  nella  matrice  quadrata 


(p) 


21    22    23  *  *  *      2ft 
^31^32^33  •••  ^3» 


sono  elementi  coniugati  a^,^  a^,  e  principali  an,  Otn  (h^'**(inn* 
QuesU  elementi  sono  quelli  disposli  sulla  diagonale  del  quadrato, 
la  quale  va  dal  primo  veriice  supcriore  al  secondo  inferiore,  e  si  dice 
prima  diagonale;  Taltra  poi,  che  congiunge  il  primo  veriice  in- 
feriore col  secondo  superiore,  è  delta  seconda  diagonale. 

631.  Una  malrice  quadrata  si  dice  simmetrica,  quando  le  suc 
linee  coniugate  sono  idenliche  :  è  simmelrica  la  matrice  quadrata 

a  b  c  d 

h  de  f 

c  e  g  h 

df  h  i 

E  in  générale  una  malrice  quadrata  deirordine  n"*^  è  simmelrica.  se 
î  suoi  elementi  coniugati  a„,  a„  soddisfanno  la  condizione  a„=o«r  ? 
per  lulti  i'valori  di  r  e  di  8  eguali  a  1.2,3, ....  n. 

6S2.  Una  matrice  rettangolare  d5  luogo  a  più  malrici  quadrale.  In 
faiti  poniamo  che  nella  matrice  (ill)  il  numéro  délie  orizzontali  sia  mi- 
nore délie  verlicali,  e  perô  m<n  :  in  lai  caso  si  polranno  combinare 
quelle  verlicali  a  m  a  m,  corne  si  combinano  n  cose  a  m  a  m  (n.®  34^), 
^  che  si  possono  formare  [*]  malrici  quadrale. 

€osi  dalla  matrice  rettangolare 

O)  «21  «22^23^24 

<*J|  ^32^35^3  i 
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d^flildii 

• 

^11^12^14 

a„a„tt,4 

^fî^lSÛli 

a2,a,ja„ 

< 

ajjOjjOj^ 

? 

«Jl^tsûti 

♦ 

a^a^ja,^ 

«3|Û3ï«S3 

Ctjl^Sï^'^.U 

^Sl«SS«Si 

«si<^»5^s« 

si  possono  dedurrc  le  quattro  malrici  quadrale  seguenli  : 


(«) 


63S.  Per  non  errare  nella  formazione  di  queste  malrici  quadrate, 
si  pu6  tcnere  la  seguenle  regola  :  si  formino  della  prima  orizzonlale 
a„,  a,,,  a,,.,  a^^  le  combinazioni  a  m  a  m.  (n.®  548),  e  riascuna  di 
queste  combinazioni,  a  mano  a  mano  che  si  forma  si  scriva  corne  pri- 
ma orizzonlale  d'uila  matrice  quadrata,  la  quale  poi  si  compia  segnan- 
do  le  orizzontali  seguenti  col  raulare  solo  i  primi  indici  degli  elemen- 
ti,  lasciando  inalterati  i  second!.  Cosl  le  malrici  quadrate  (2)  sonosi 
dedotte  dalla  retlangolare  (1). 

6St.  Se  invece  il  numéro  délie  verlîcali  è  minore  délie  orirzon'ali. 
cioè  se  n<m.  si  potrà  ancora  dalla  malrice  reltangolare  dedurre  [*! 
matrici  quadrate,  combinando  le  orizzontali  a  n  a  n  a  parlirc  d.dla 
prima,  con  una  regola  analoga  alla  précédente. 

LEZIONE  LVI. 

Definizioni  del  dclermina^Ue  e  di  allii  simboli. 


G3S.  Abbiasi  una  matrice  quadrata  deirordine  li 


mo 


(1) 


P= 


ll^lî^lS'"  ^ 


m 


a 

^31^2^35*  ••^3» 


si  formino  tutti  i  prodotti  che  si  posson  oUenere,  segucndo  \p  ieggi 
indicate  nel  n.^  625  ;  cioè  I.**  che  ogni  prodotlo  conlenga  n  elemen- 
ti  :  2 ^  che  ciascun  faltore  apparlenga  a  un^orizzontale  e  a  una  verll- 
calc  diversa  ;  quindi  si  dia  il  segno  +  a  quelli  che  risullano  della  1  .* 
classe  (n."  561),  e  il  —  a  quelli  che  risullano  della  2.*,  e  si  prenda  la 
somma  algehrica  di  tutli  quesli  lermini  ;  quesla  somma  algebrica , 
compendiôsamenle  simbolizzata  dalquadro  (t),  si  chiama  détermi- 
nante: quesla  stessa  parola  serve  pure  a  nominare  la  stessa  matri- 
ce (i),  che  dà  origine  ai  déterminante  L'ordine  o  grade  d  un  détermi- 
nante è  quelle  stesso  della  sua  matrice  quadrala. 

6S6  Nel  formare  i  detli  prodotti  o,  corne  puô  dirsi  nel  fonnare 
lo  svHuppo  complète  del  déterminante,  si  prencle  (n.**62i)  il  pro- 
dotlo principale 

( -)  ^M ^2^33  •  •  •  ^'iiil  > 

che  è  quelle  degli  elementi  della  prima  diagonale,  e  quindi  si  permuta- 
no  solo  i  second)  indici,  lasciando  inalterati  i  primi;  o  al  contrario, 
solo  i  primi.  lasciando  inalterati  i  sccondi;  e  la  classe  del  prodotto 
sarà  delerminata  dal  numcri»  pari  o  impari  délie  inversioni  che  pre- 
senleranno  grindici  permuiali  :  per  modo  che,  dinotando  con  e  quesio 
numéro,  il  segno  del  prodotto  sarà  quelle  della  potenza  (—1)^,  che  ri- 
mane  lo  slesso,  quand'anche  s  s'aumenii  o  diminuisca  <l*un  qualunquc 
numéro  pari,  perché  (-1)^^2»:=(-1  )6x(-  l)^''*-(-l)--.  Il' totale  numéro 
di  quesli  prodolti,  corne  gin  sappiamo,  è  n!,  di  oui  una  melà  sono 
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délia  1 ."  classe,  e  percio  preceduli  dal  segno  + ,  e  Tallra  melà  délia  2.* 
classe,  e  quiudi  preceduli  dal  segno  — . 

6SÎ.  AvvERTBNZA.  —  Quando  gli  elcmenli  délia  malrice  sono  nu- 
meri,  o,  in  générale,  délie  quanlilâ  dule,  come  ne'  seguenti  escmpi 

~1     4    2  ^  ^+* 

7-6    » 

si  puè  sempre  rappresentare  questi  elemenli  coi  simboli  délia  malri- 
ce (I)  :  cosi  per  la  prima  di  queste  matrici  si  puô  porre  3:=:a,| ,  S=a|jt , 
^^=ûisj  —^=^1)  4=ûj2,  2=a25.  I=a5i,  —6=03^,  î>=ûs$  :  indisvilup- 
pare.  e  finnlmênte  sostituire  agli  elemenli  con  (rlindici ,  gli  elementi 
délia  matrice  data.  E  perô  i  segni  +  0  —  de'  prodotli  pnrziali,  secondo 
le  rispelli\e  classi  sono  sollanto  relativi  alla  lejrge  con  cui  si  forma  il 
déterminante  :  ma  ne'  casi  particolari,  possono  cambiarsi  ne  contrari, 
poichè  nella  moltiplicazione  degli  elemenli,  devesi  lenerconto  aucora 
del  segno.  che  ciascun  elemenlo  à  nella  matrice,  cosi  che  il  prodotlo 
ayrà  un  segno  dipendenie  da  quelli  di  quesli  elemenli,  secondo  il  prin- 
cipio  délia  molliplicazione.  il  quai  segno  dovrà  esser  combinalo  con 
quello  dipendenie  dalla  classe  del  prodotto.  Cosi  il  prodolto  5x(~1) 
X9=— 45  délia  nialrice  del  primo  de' precedenli  esempi,  corrispondc 
ad  a^atiag., ;  ma  poi  queslo  essendo  délia  2/  classée  perô  negalivo, 
cosi  nel  déterminante  proposlo  il  prodotlo  3x(-l)x9  sarà  +45. 

639.  Se  nello  svihippo  del  déterminante  si  vo$rlion  permutare  pri- 
mi  e  secondi  indici,  con  le  avvertenze  dichiarate  nel  3.**  caso  del  m.* 
627,  allora  la  classe  del  prodotlo  sarà  la  I."  0  la  2.*,  secondo  che  la 
somma  délie  inversioni  di  lutte  e  due  le  série  è  pari  0  impari.  E 
perô^  dinotando  con  \l  questo  numéro,  il  segno  di  quel  prodotto  sarà 
delerminato  dalla  polenza  (—1)'*.  e  Tesponente  \l  polrà  beu  essere  au- 
mentalo  0  diroinuito  d'un  qualunque  numéro  pari. 

639r  Toichè  il  déterminante  è  una  somma  algebrica  di  lermini 
oniogenei,  che  tutti  si  posson  dedurre  dal  prodolto  principale  (2)  mer- 
cë  le  permutazioni  degli  elemenli,  cosi  fu  esso,  in  origine,  rappresen- 
tato-con  la  formola  ^'^(iu(h%^ii*"<^n^  ^^he  anche  noi  lalvolta  useremo, 
e  in  cui  la  caratleristica  S  accenna  alla  somma  di  detti  prodotli  ;  il 
doppio  segno  è  relativo  appunlo  alla  nalura  algebrica  di  delta  somma. 

640.  Pacendo  uso  délia  malrice  a  un  indice,  il  determinanle  P  puô 
essere  simbolizzato  cosi  : 

ai  b|  C|..n)| 


(3) 


P= 


^1   ''s   C2..i7l2 

•  .  •  •        a 

a*  6«  c-..m. 


=  ^^a^h^c^.*,mj 


e  I0  sviluppo  sarà  eseguito  per  mezzo  délie  inversioni  nella  sola  série 
délie  lettere,  0  in  qu^^Ua  de'  soli  indici,  0  nelle  due  série  insieme. 

€141.  Ecco  alcuni  esempi  di  STÎluppo  completo  d*un  déterminante, 
se^uendo  le  regole  qui  innanzi  accennate 
a,ia„ 


=  S=ta„av2=a,,a,5~a,2ati=ûïia„— ,|a,2  ; 

=2;^a,,aj2^fc3s=^,ia2îa53--a,,ai;,a:,jj-|-a,3a,,a.,^ 

-a„a„a53-fa„a,3aj|-a|jaj2«ai; 
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3      .>      0 

14    2 

7-6    9 


:3.4.9-3.2.r-6.+5.2.1-5(-l)9-fO(-«).(-6)-0.4.7 
108+36+70+45=^259. 


6tfS.  Atvbrtenza.  —  Nello  syiluppare  quesVuUimo  deicrmînanfe 
avremmo  pqlulo  awalerci  dello  sviluppo  del  secondo,  sosUtuendo  in 
quello  3  in  luogo  di  an,  S  in  luogo  di  a^^^  ec,  corne  fu  avTerlîlo 
al  n.^  637  ;  ma  questa  sosliluzione  non  è  necessaria  :  in  fatti,  per  for- 
mare  lo  sviluppo  del  terzo  déterminante,  corne  d*ogn*altro  a  quello  ana- 
logo,  basla,  nel  fare  ciascun  prodotto  parziale,  prender  gli  elemenli 
nello  stesso  ordine  délie  orizzontali,  cioè  il  1/  elemento  nella  1.'  oriz- 
zontale.  il  2.*^  nella  2.*.  il  S.**  nella  3/  ec. ,  e  permutare  le  sole  verii- 
cali  (  n."*  625  );  e  perciô,  per  determinare  il  segno  del  prodollo  basla 
numerare  le  inversion!  clie  presenteranno  queste  verticali.  Cosl  per  for- 
mare  il  secondo  termine  — 3.2.(— 6)  si  è  dovulo  prendere  il  primo  ele- 
mento della  1.^  verticale;  il  secondo  délia  3/  e  il  terzo  délia  2.\  e  poi- 
r.hè  i  tre  numeri  1,  3,  2  presentano  una  s.ola  inversione,  cosl  il  se- 
gno di  quel  termine  (per  ciô  che  riguarda  lo  sviluppo)  doveva  essere 
il  — .  Si  potrebbe  invece  prendere  per  ogni  prodotto  parziale  il  1.^  ele- 
mento nella  1."  verticale,  il  2.®  nella  2.*  e  il  3,*  nella  3.*,  permu- 
lando  ogni  volta  le  sole  orizzonlali. 

OtS.  Allorchè  in  un  dato  déterminante  si  sopprime  un  cerlo  numé- 
ro di  oriziontali  e  altrettante  verticali,  lutte  le  linee  rimaneali  forma- 
no  un  nuovo déterminante,  che,  rispetto  al  dato,  si  dice  minore. 
Cosl  se  nel  déterminante 


(*) 


(5) 


si  sopprimono  la  seconda  e  quarta  orizzontale.  e  la  seconda  e  lerza 
verticale,  s'oltiene  il  nuovo  déterminante 

a„a„ 

che  è  un  minore  del  précédente.  L'ordine  d'un  minore  è  uguale  a  quel- 
lo del  déterminante  dato,  diminuito  del  numéro  délie  orizzontali  o  dél- 
ie vertical!  soppresse  :  quando  questo  numéro  è  d*una  sola  unità  infe- 
riore  alVordine  del  dato  déterminante,  il  minore  è  del  1.®  ordine.  e 
propriamente  è  un  elemento  del  déterminante  dato. 

64t.  Due  minori  si  dicono  complément!  Tuno  delValtro,  quan- 
do uno  di  essi  risulta  dal  sopprimere  nel  déterminante  proposto  lutte 
quelle  orizzontah  e  verticali,  che  entrano  nella  formazione  deiraltro. 


Cosi  i  due  minori 


del  déterminante  (4)  sono  com- 


plementi.  La  somma  degli  ordiui  di  due  minori  complément!  è  uguale 
airordine  del  déterminante  dal  quale  derivano. 

645.  Secondo  questa  definizione.  un  elemento  5  per  complemento 
quel  déterminante,  che  risulta  sopprimendo  nel  dalo  le  due  linee  che 
passa  no  per  quelFelemento. 

646.  Due  minori  d'nn déterminante  si  dicono  coniugali ,  quan- 
do i  numeri  ordinativi^  indicanti  le  orizzontali  e  verliccài,  che  entra- 
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no  a  formare  il  primo,  sono,  reciprocamente  quegli  stessi  che  indicano 
le  verticàli  e  orizzoïitali  del  secondo.  Cosl,  se  per  formare  il  primo, 
si  son  prese  nel  déterminante  dater  la  1  /  e  3.^  orizzorUale  e  la  2.*  e  4.^ 
verticale;  per  formare  il  coniugato  bisognerà  prendere  la  2.*  e4/  oriz- 
ztnUale  e  la  1/  e  3.^  verticale.  Sono  minori  coniugati  del  déterminan- 


te (i)  i  due 


Il4t.  Segue  da  ciô  che  se  i  numeri  d'ordine  délie  orizzontali  d'un 
minore  sono  quegli  stessi  délie  verticàli,  il  suo  coniugato  è  esso  stesso; 
in.questo  caso  il  minore  si  dice  principale:  cosi,  prendendo  la 
2.*  e  3.^  orizzoQlale  e  la  2.^  e  3.*  verticale  nel  déterminante  (l)  si  à  un 


minore  principale,  cioè 


.  E  segue  eziandio,  che  le  orizzontali 


e  vertical!  del  primitive  déterminante,  le  quali  entrano  a  formare  un 
minore  principale,  sono  linee  coniugale  (n.^  630)  ;  si  che  gli  elementi 
principali  di  queslo  minore  principale  sono  elementi  principal!  del  pri* 
mitivo  déterminante^  e  il  complemenlo  di  detto  minore  principale  è  un 
allro  minore  principale. 

BAS,  Si  puô  agevolmente  osservarecome  un  minore  delKordine  m^ 
non  sia  altro  che  una  délie  diverse  matrici  quadrate,  cui  dà  luogo  una 
matrice  rettangolare  di  m  orizzontali  e  di  n  verticàli.  Cosl,  p.  e.  il  mi- 
nore (5)  ë  una  délie  sei  matrici  quadrate,  cui  dà  luogo  la  matrice  ret- 

?"?"î?"?**    formata  dalla  prima  e  dalla  terza  orizzontale 

del  proposto  déterminante  (4). 

In  générale,  supponendo  che  dal  déterminante  (1)  si  fosser  prose 
le  orizzontali  dinotate  dai  numeri  d*ordine 


tangolare 


•  •  • 


(6)  r,,r^,r^, 

snccessivi,  ma,  in  générale,  non  consecutivi  ;  e  si  fossero  parimente 
prese  le  verticàli  dinotate  dai  numeri  d*ordine  successivi  e,  in  géné- 
rale, non  consecutivi 

per  comporne  un  minore  B,  sarà  : 


8 


m 


(8) 


H= 


«f,,,    <^Mi, 


a 


'«•i 


S'2 


a 


'f^m 


a 


^fm 


a, 


*^»»i 


a. 


=2=^0,^*,  S '2    -^-m 'm, 


e  quindi  il  minore  compieiiicnlo  di  queslo  fl  conterrà  tutte  le  altre 
orizzontali  di  (1),  escluse  quelle  indicate  dai  numeri  (6),  e  tutte  le  al- 
Ire  verticàli,  escluse  quelle  dinotale  dai  numeri  (7)  ;  per  modo  che  i 
primi  indici,  in  detto  complemenlo ,  saranoo  quel  numeri  délia  sé- 
rie 1,2,3.. .n,  che  restano  tolti  i  (6)  ;  e  i  second!  indici  saran  quelU 
che  ritnangono  dalla  detta  série,  quando  se  ne  tolgono  i  numeri  (7). 
€UO.  Poichë  il  primo  indice  d*un  qualunque  elemento  délia  prima 
diagonale  di  H  corrispondc  a  quelle  degli  altri  elementi  appartenenti 
alla  stessa  orizzontale  di  queirelemento;  e  il  secondo  indice  corrispon- 
RuBiifi  £/em.  d'Algebra  33 
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de  a  quello  degli  elemenli  délia  stessa  verticale,  in  cui  queirelemento 
si  troya,  corne  ayviene  pel  delerminanle  P,  cosl  lo  sviluppo  del  mino- 
re H  si  fa  al  modo  siesso  con  cui  si  forma  quello  dei  déterminante  P 
cui  apparliene  ;  cioè  formando  il  prodollo  degli  elemenli  della  sua  pri- 
ma diagonale,  e  permulando  sia  soltanto  i  primi  indici,  o  sollanto  i  se- 
condi.  Ed  è  da  nolare  che,  in  générale,  gli  elemenli  della  prima  dia- 
gonale d'un  minore  non  sono  i  principali  del  déterminante  primitîvo  : 
solo  quando  il  minore  ë  principale  (n.®  647)  gli  elementi  della  sua 
prima  diagonale  sono  principali.  In  ogni  caso  fra  i  primi  (o  i  secondi) 
indici  degli  elementi  della  prima  diagonale  di  IT,  e  quelli  degli  dé- 
menti della  prima  diagonale  del  complemento  £  di  ITvi  è  la  stessa  re- 
lazione,  che  tra  i  numeri  ordinativi  délie  rispetlive  orizzonlali  (o  Terli- 
cali)  (n.®  pre.). 

•SO.  Seguendo  il  prof.  Trudi,  chiameremo  caratteristica  d*un 
minore  la  somma  di  lutti  i  numeri  ordinativi  délie  sue  orizzontali  e  dél- 
ie sue  verticali  ;  cosl  che  pel  minore  (8)  i  detti  numeri  ordinativi  es- 
sendo  i  (6)  e  (7),  e  chiamando  x  la  sua  caratteristica,  sarà 

e  quindi,  dinotando  con  x'  la  caratteristica  del  complemento  di  quel 
minore  sarà  (n.^  648)  x+x'=2(l4-2+3+*  --Hi) ,  d'onde  concTiiudiamo 
che  {e  caratteristiche  di  due  minori  complementi  sono  tuîte  e  due 
pari,  0  iutte  e  due  imparL 

Giova  inoltre  notare  che  la  caraitemiica  cT  un  minore  principale 
è  pari,  perché  è  il  doppio  de'numeri  d*ordine  délie  orizzontali,  o  ddle 
verticali. 

6S1.  Se  un  minore  lo  diciamo  algebrico ,  quando  si  considéra  col 
segno  +  0  col  —,  secondo  che  pari  o  impari  à  la  sua  caratteristica,  e 
ordmario  quaodo  non  si  à  alcun  riguardo  a  queslo  segno  :  allora,  se  H 
e  K  sono  ordinarii,  e  dinotiamo  con  x  la  caratteristica  sia  di  H.  sia  di  A\ 
il  complemento  algebrico  di  H  sarà  (—\yKy  e  quello  di  K  sarà  {— 1)*JI. 
Quindi  ne  segue  che  ttprodoWo  {-\fH.{-\YK,  di  due  complementi 
algebrici  è  sempre  posUiw  corne  quello  de'complementî  aritmetici. 
Il  numéro  x  puô,  come  allrove  (n.^  636),  essere  aumenlato  o  diroi- 
nuito  d'un  qualunque  numéro  pan. 

AvvBATENZA.  —  Vev  sola  brevità ,  quando  la  parola  minore  non  è 
accompagnala  dairaltra  ordinario,  questa  rimane  soltintesa. 

LEZIONE  LVII. 

■r 

Di  alcune  projprielà  generàli  de'  delerminanli. 

tBSîft.  Tborema.  —  Pin  déterminante  non  cambia  di  valore,  se  tut- 
te  le  orizzontali  si  cambiano  in  verticali.  e  reciprocamente^  serbojn- 
do  perd  inaUerato  l'ordme  di  successionc  délie  linee. 

Rilenendo  le  denominazioni  del  n.^  635,  devesi  dimostrare  che 


•       •       •       •     • 

= 

12^22  ***  ^fl2 
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In  falli  si  svîluppa  ciascuno  di  cotesli  deterQiinanti  formando  il  pro- 
dotto  degli  elementi  principali,  e  quindi  facendone  le  permutazioni  ; 
ma  ciascuno  di  detti  deienninanti  à  gli  stessi  elementi  principali,  quin- 
di i  due  sviluppi  saranno  identici.  c.  b.  d. 

6SS.  Tboreiia.  —  Se  m  un  déterminante  si  scanibiano  tra  loro 
due  parallèle  corUigue,  il  déterminante  muta  segno  e  non  valorc. 

In  effetti  ciascun  termine  d*un  déterminante  dcve  contenere  un  ele- 
mento  di  ciascuna  orizzontale*  purchè  ciascun  elemento  sia  in  una  ver- 
ticale diversa  :  ora,  scambiare  due  orizzontali  fra  loro,  vale  lo  stesso 
che  scambiare  i  primi  indici  degli  elementi  d*una  di  esse  coi  primi  in* 
dici  degli  elementi  deiraltra;  in  tal  modo  in  ogni  termine  del  delermi* 
nante  primitive  verranno  a  scambiarsi  tra  loro  i  primi  indici  di  due 
soli  elementi  eontigui  ;  e  perô  ogni  termine  del  déterminante  verra  a 
camblare  di  classe  e  quindi  di  segno,  senza  mutar  valore  (n.^  568);  la- 
onde  lutto  il  déterminante  mutera  segno  ma  non  valore  ;  e  poichè  lo 
stesso  ragionamento  si  appHca  aile  vertical!,  considerando  i  secondi 
indici  invece  de'  primi,  cosl  è  vero  il  teorema. 

MU.  Da  ciô  segue  che  3e  dopo  un  primo  scambio  di  duelinee  con- 
tigue,  se  ne  opéra  un  seconde,  il  déterminante  riprende  il  segno  pri« 
mitivo,  rimanendo  sempre  del  medesimo  valore  ;  a  un  terzo  scambio 
toma  a  mutar  di  segno,  e  cosl  appresso  :  e  perè  se  in  nn  determina/n- 
te  si  esegue  un  certo  numéro  di  scambi  su^essivi  fra  due  linee  pa- 
rallèle eontigui,  in  ogni  scambio  il  delermincmte  ^  conservando 
inalteralo  il  valore,  conservera  0  mutera  tZ  segno,  secondo  c/ie 
U  numéro  degli  scambi  operati  è  pari  0  impari.  Ë  chiamando  P 
il  déterminante  dalo,  e  F  il  Irasformalo  dopo  v  scambi,  sarà 

(I)  F={-iyp. 

MUS.  Se  in  un  déterminante  si  scambiatuo  a  due  a  due  délie  oriz- 
zontali. e  aUrettanio  si  fa  per  talune  veriicalij  U  déterminante^  con- 
servando sempre  il  medesimo  valore,  riterrà  0  mutera  ilsegno, 
secondo  c/ie  tf  total  numéro  degli  scambi  eseguiti  è  pari  0  im- 
pari. Or  questo  numéro  di  scambi  à  uguale  al  numéro  di  tutlelein- 
versioni  che  si  trovano  ne*  primi  e  secondi  indici  del  termine  princi- 
pale del  déterminante  trasformato  F  ;  e  perô  dinotando  con  pt  questo 
numéro  avremo 

(2)  J>'=:(-1)»*P. 

€MM.  Tborbiia.  —  Se  nel  déterminante  P  si  trasportino  le  verti- 
eali  r,"*,  r,™*, .. ,  r^"**  successivamenie  e  rispettivamente  ai  posti 
deUa  1.*,  2.*,  3.* ...  m"*  verticale;  e  simUmente  si  irasportino  le 
orizzontali  s,"*,  s^"*  ...  s„"**  successivamente  e  rispeltivamente  ai 
posii  délia  1/,  2.*, ..  m*"*  orizzontaie\  se  finalmente  si  dinoti  con  V 
il  nuoto  determîTUifUe^  e  con  x  la  caratteristica  del  minore  formata 
con  le  dette  orizzontaU  e  verticaliy  sarà 

(S)  F=^{-\yp. 

In  fatUylrdsporlando  la  verticale  r,"^  al  1.^  posto,  scambiandola  suc- 
cessivamenle  con  ciascuna  délie  precedenti,  bisogna  operare  r^  —  i 
scambii:  similmenic  trasporlàndo  la  verticale  r7^  al  2.**  poslo  bisogna 


260  ELBMBNTI  D^ALGEBRA 

fare  r^-S  scambii,  e  cosi  apprcsso,  e  finalmente,  trasportando  la  ver- 
ticale r^"*"  al  posto  m"**  bisogna  fare  r^-in  scambii ,  quindi  il  lolale 
numéro  degli  scambii  sarà  (o.®  566) 

(4)  r4+r,+r5+-.-fr«-fîw(m-l). 

Trasportando  egualraente  le  orizzontali  a,*",  s^^. ..  successivsmente 
e  rispettivamenleaiposti della  1/ ,  2/,  3.*, ...  m"**orizzoatalesiven- 
gono  ad  operare 

(5)  «,+8,i-8s+  •  •  +a«-  J-m  (m-l  ) 

scambii.  Laonde  facendo  a  un  tempo  queste  due  trasposîzioni  s'avrà 
un  nuovo  delerminanle  P  dello  slesso  valore  numerico  di  P,  e  il  se- 
gno  sarà  determinato  da  (—1)*^,  ove  |iL  à  la  somma  délie  due  série  (4) 
e  (5),  cioè  jjL=r,+r,+.  -fî^mH-aiH-ai-f'  •+»,„-m(m-l).  Orarj-frj-f •  - 
+^fl»-Hf+St+  •  •  +«m='^  caratleristica  del  minore  formato  con  le  Tertîcali 
Ti ,  fjj,  ec. ,  8| ,  a» ,  ec. ,  quindi  jiL=x— ni(m— 1);  ma  m(m— 1)  è  pari» 
dunque  pi  e  x  sono  della  slessa  i»arità,  e  perô  (— i)^  =(—1)*,  e  final- 
mente  F=(-i)''P,  c.  b.  d. 

657.  Segue  ancora  dal  précédente  cbe  se  in  un  déterminante  P 
Vorizzontcàe  k™*  si  passi  al  posto  della  1  .*  orizzontale,  e  la  uer/ica- 
le  i^*  al  posto  della  1  .*  verticale,  il  déterminante  trasformalo  P,  sarà 
lo  slesso  P  moUiplicalo  per  (-1)*"^^*,  ch'è  lo  stpsso  che  (-1)*^,  e 
savrà  percià 

(6)  Pi=(-1)*^  P. 

658.  Giova  notare  l.**  cher4<r2  ...<r«»  ed  s^k^^^  ...  <s^  :  2.*^  che 
il  minore  F',  formalo  nel  déterminante  P  trasportando  le  orizzontali  s 
e  le  verticali  r,  come  è  detto.  si  troverà  nel  Irasformato  F  corne  mi- 
nore principale,  costituito  dalle  prime  m  orizzontali  e  prime  m  vertica- 
li,  e  il  prodotto  dei  termini  délie  prime  diagonali  di  detto  minore  (ter- 
mine che  diremo  principale  del  minore  )  è  a,.^,^  a,^^  ...a^  ,  . 

659.  Teorbiul.  —  Se  in  wn  déterminante  vi  sono  due  linee  omo- 
nome  identiche,  if,  déterminante  ë  nvllo. 

In  eiTetti,  se  nel  déterminante  ^i  è  il  termine  ha^,  ka^Jl,  in  cui  h^ 
k,  l  comprendono  gli  altri  n— 2  elemeuti  in  certo  modo  disposti,  de- 
T'esscrvi  ancora  il  termine  ho^  ka^,  L  e  questo  è  di  segno  contrario 
al  précédente,  impcrocchè  se  s,  u  formano  successione,  u  s  forme- 
ranno  inversione,  e  all'opposto  :  ma  poichè  le  Terlicali  s"*"  ed  u"^  sono 
identiche,  è  a,.c=a,^,  ^tu^^w  onde  quei  due  termini  divengono  eguali 
e  di  segno  contrario,  e  il  déterminante  sarà  composte  di  termini  a  due 
a  due  uguali  e  di  segni  contrarii.  e  quindi  è  nuUo. 

660.  Quindi  il  déterminante  I^ai^  a,,  a,! ...  sa^nulla  ogni  quoÂ- 
volta  due  qv>alunque  degVindid  r,  s,  t,  ec  dvengono  v^uali. 

661.  Teorbha.  —  In  ogni  déterminante  ilprodoUo  diduenUno- 
ri  complementi  preso  col  segno  +  o  — ,  seconde  che  la  cardateri- 
stica  d'^mo  qiialunque  di  essi  ë  positiva  o  negaiiva^  ë  una  parte  del 
dato  déterminante, 

Ahbiasi  il  déterminante 


P  = 


a^i  a^i  ...  ai,^ 


^nl    ^nt  ••'  ^nn 


—  ^^^11  ^22  •••  ^nn' 
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CoDsideriamo  primamente  due  minori  complementi  principali  :  il  pri- 
mo P'  sia  preso  nella  matrice  délie  prime  k  orizzoniali,  per  modo  che 
H  suo  termine  principale  siai 

(1)  On  Gii ....  a^; 

cosl  il  termine  principale  del  complemento  P'  sarè 

W  ^ft-4-i  JM-l  ^*4-2  lw-2  •  •  •  •  ^nn' 

È  chiaro  in  primo  luogo  che  il  prodollo  di  questi  due  termini  è  il  ter- 
mine principale  di  P.  Inoltre  se  dinoliamo  con  p'  una  permutazione 
di  (7) ,  e  con  a  il  numéro  délie  înTcrsioni  de*  primi  e  secondi  indici  di 
qaesta  permutazione,  sarà  (— 1)V  un  termine  algebrico  di  P'(n.**636); 
edinotandosimilmenleconp^'una  permutazione  di.(8),  e  con  ^  il  nu- 
méro délie  inversloni  de'primi  e  secondi  indici  di  questa  permutazione» 
sarà  (—1  jPp"  un  termine  algebrico  di  F';  nel  tempo  slesso,  com*  è 
chiaro,  il  prodotto  p'p"  è  una  permutazione  del  termine  principale 

(9)  a,,  ai2 ...  ajtjt  X  aj^+i  ^4.1 ...  o»» 

di  P;  e  dinotando  con  yi  il  numéro  délie  inTcrsioni  che  i  primi  e  se- 
condi indici  di  p'  Tanno  coi  primi  e  secondi  indici  di  p"  sarà  a+^+iii 
il  numéro  totale  délie  inversioni  di  p'p"  (n.®  567),  e  perciô 

(10)  (-l)«^^»*  py'=(-i)Yx(-l  j  Vx(-l)»^ 

sarà  un  termine  algebrico  di  P.  Ora  (jl,  che  ë  scmpre  lo  stesso  qua- 
Junquesienolein?ersioniae^(n.^cit.),ènullo,perchègrindicil,2,..fc 
esistenti  nella  permutazione  p' sono  minori  degrindici  fc+l»  fc+2,  ...n 
délia  permutazione  p",  corne  si  vede  nel  termine  (9),  cosl  il  termi- 
ne (10)  è  propriamenle  (~l)Vx(-i)V»  e  perô  il  prodoito  di  due 
termini  algebrici  di  P'  e  P"  è  un  ti^mine  algebrico  di  P,  e  quindi  il 
prodotto  P'P"  ô  una  parte  di  P.  Ora  la  caralleristica  x  di  P'  0  F' ,  es- 
seodo  pari,  perché  questi  minori  sono  principal),  il  prodoito  FP"  si  puô 
intendere  molliplicato  per  (-1)*=(—l  )**=!. 

Consideriamo  ora  un  minore  qualunque  Q  d*una  matrice  di  k  oriz- 
zontali,  le  quali  sieno  iafi*»*.  rj^a, ....  r^ww^  e  sia  formato  con  le  ver- 
ticali  8,«û,  sj^^y ...  SjfcWa,  Si  porlino  le  prime  rispetlivamente  nei  posli 
dalla  I  .*,  2.* , . . .  kfna  orizzontale,  e  le  seconde  ne'posli  délia  i  .*,  2.*, . . . 
ft"w  Yerlicale,  e  sintendar|<rj...  <rj^,  s^<3^..,  <8,.,  Cosl  il  minore  Q 
composto  di  queste  orizzonlali  e  verlicali  diverrà  principale  nel  déter- 
minante P|  trasformato  di  P;  e  chiamando  Q'  il  minore  complemento 
di  Q,  sarà  Qff  una  parte  del  déterminante  P| ,  come  si  è  dimostra* 
to;  ma  P,=(-17P,  esscndo  x  la  caralleristica  di  Q  0  di  Q'  (n.'  656), 
quindi  (-l)'^Q(y  sarà  una  parle  di  P,  c.  b.  d. 

LEZIONE  LVIII. 
Sniluppi  diversi  d'un  déterminante  y  e  proprielà  che  ne  derivano, 
ees.  Seconde  la  proposizione  del  n.^  prec.  il  déterminante 


ri)  p= 


^21  ^2î  ■••  <hn 


^ni  ^rtS  •  •  ^'nn 


=  ï=i=a,,rtîj..  O 


nn 
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ë  ugucdc  alla  somma  algebrica  de' prodoUij  che  s'oUengono  moUi- 
plicando,  aricnieticamentej  i  minori  (ïuna  sua  qiuilunque  matrice 
di  m  linee  pei  rispeUivi  conipUmenti,  eprendendo  ciascun  prodoU 
io  col  segno  +  o  co{  — ,  secondo  che  la  caralteristica  d'uno  qualtm- 
que  de*  due  complementi  è  part  o  impati. 

In  faUi  sia  H  uno  de'  minori  della  malricc  di  m  linee,  e  £  il  suo 
complemento  :  il  primo  sarà  delFordine  m"^,  o  perciô,  siiluppato, 
con terra  ml  lermini  (n.**  636)  ;  Fallro  sarà  delVordine  (n— wi)"^,  e 
coDterrà  (n-m)l  termini  ;  si  che  il  prodollo  HK  conterrà  m!  {n—m)l 
termini.  D*altronde  la  matrice  di  m  linee  dà  luogo  a  [^]  minori  ana- 
logbi  ad  H  (n.®  632)  ;  quindi  taie  sarà  pare  il  numéro  dei  prodotli  ana- 
logbi  ad  HK  ;  e  pcrô  il  total  numéro  di  lermini  provenienti  da  tulU 
quesli  prodotti  sarà 

m!  (n-m)l  [*]=n(nr-l)..(r^--wn-l)x(n-m)  (?ir-?yi-!)..2.1=n! , 

cioè  tanto  quanto  quello  de'  termini  di  P;  e  ciascun  d*essi  sarà  un  ter- 
mine di  P  (n.^  prec),  preso  col  segno  conveniente. 

663.  Nel  formare  i  minori  dcUa  matrice  di  m  linee  si  terra  présen- 
te ci6  che  si  disse  al  n.^  633  ;  cosl  che,  supposto  che  le  m  linee  sie- 
no  orizzontali,  si  formeranno  con  le  n  Tcrticali  le  loro  [^]  combina- 
zioni,  come  si  combinano  n  cose  a  m  a  m  ;  e  dinotando  con  (1,2.. m) 
la  !.•  combinazione  dclle  prime  m  verlicali,  con  (1.2..m-t-l)  la  2.»,  che 
si  forma  colle  prime  m-A  e  con  queila  che  immediatamente  segue  la 
m"*^,  e  cosl  via  via,  avremo  il  seguente  tipo  : 

([123.m),  [123..(m-l)  (m+1)] [i23..(m-l)nl  , 

(a)  [234..(m+l)],  [234..rn(m-l-2)]  ...... [234... .mn]  , 

(  I345..(m+2)],i234.(m+l)(m-r3)]  ,cc. 

per  îndicarc  ordinalamcnle  la  composizionc  del  1.**,  2.**,  3.®,  ce.  mi- 
nore con  le  m  verticali. 

EsE.— Sia  un  déterminante  del  4.®  ordine  che  si  voglia  sviluppare  in 
prodotli  di  minori  del  2.^  ordine  pe'loro  complementi.  In  questo  caso 
dobbiam  fare  le  seguenti  combinazioni  di  verticali  prese  a  due  a  due, 
in  una  matrice  di  due  linee  :  (12),  (13),  (i4),  (23),  (24),  (34),  e  avremo 

b"cr 

a'^b" 
a^'b"' 

66t.  Pertanto,  dinotando  con  h  un  minore  qualunque  dellordine 
m"***  del  déterminante  P,  poichè  esso  è  formalo  col  prendere  m  orii- 
zontali  ed  m  verticali,  cosl,  se  r  ë  il  numéro  esprimente  quello  dei 
gruppi  (g)  il  quale  iodica  le  orizzontali,  ed  s  quello  che  indica  le  verli- 
cali che  entrano  in  /i,  questo  minore,  seguendo  il  Prof.  Trudi,  pui 
esscrc  esprcsso  con  h„ ,  e  il  suo  complemento  con  H^^  ;  e  grindici  in 
questo  complemenlo  indicano  che  per  formare  H  si  son  dovule  sop- 
primere  in  P  quelle  orizzontali  e  verticali  appartenenti  aile  combina- 
zioni r^  ed  sww  di  m  linee.  Cosl  nel  determinanle  (a)  i  primi  mioori 
di  ciascun  prodotlo  sono  presi  nella  matrice  formata  dalla  1  .*e  2.*  orîs- 
zontale,  che  nellordinamento  progressivo  di  combinazioni  a  due  a  due 
de'niimcri  1,  2,  3,  4^  formano  la  1.*  combinazione;  quindi  l'indice  r 


(a) 


a  b  c  d 
a'  b'  c'  d' 

ab 
a'V 

c"d" 
c"'d"' 

— 

ac 
o'c' 

b"  d" 
b"'d"' 

+ 

ad 
a'd' 

a"b"d'd" 
a"'b"'e"'d"' 

+ 

be 

b'c' 

a"  d" 
o""d"' 

bd 
b'd' 

o"  c" 
a'V" 

+ 

cd 
c'd' 
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pe*primi  minori  è  1 .  Per  le  vertîcali  poi  quelle  che  entrano  in  delli  mi- 
nori,  sono  1.*  e  2.';  1.*  e  3.*;  l.*^  e  4.*;  2.'  e  3.*;  2.*  e  4.*;  3.«  e  4.*, 
le  quali  combinazioni  ordinalivamenle  sono  la  1.*,2.''y  3.*,  4.'',  5/, 
6/,  e  perô  rindice  8=1,  2,  3,  4,  S,  6;  si  che  il  secondo  membre  (a) 
puô  scriversi  cosi:  h„  fl||+/i,2  ff|2+fc|a  ^«+^14  B^+h^^  J^is+'hc  J^ie- 
In  générale  il  determincmte  P,  sviluppato  in  prodotii  di  minori 
pe'rispeUivi  complcmenti,  puô  essere  rappresentatodai  secondi  mem* 
bri  délie  formole  seguenti  : 

(3)  P=h|,  Hu-^-hu  Hu+h,,  lï^-f  •  •  •  •+^.  fl^i , 

nella  prima  i  minori  h  son  presi  in  una  matrice  di  m  orizzonlali 
deirr^  gruppo  (g)  ;  e  nella  seconda  i  minori  h  sono  presi  nella  ma- 
trice di  m  verticali  dell's"^  gruppo;  e  in  enlrambe  v=IJ^]. 

1165.  Quindi  il  déterminante  (1)  si  pud  sviluppareinunpolino" 
mio  composta  de'  termini  d'una  qualunque  sua  linea^  moltiplicati 
pei  rispeltivi  comptemenU  algehrid.  E  dinotando  cod  Afj^  il  comple- 
mento  algebrico  delFelemento  a^,  lo  sviluppo  di  P  secondo  l'orizzon- 
tale  r**  sarà 

(4)  P^ttMiiri+t'rs  ><«+•••• 
e  secondo  la  Terticale  s"^  sarà 


"^^rn  ^m  > 


P=a4,  il„+at,  i4„+ 


+a^A 


Mê  "nv 


(5) 

S*osservi  che  le  A  non  contengono  akfim  elemmlo  apparlenenfe 
alCoriz:^nt(ile  indicaia  dal  suo  primo  indice,  ne  alla  verticale  di- 
fiotaia  dal  secondo^  cBnpAogamenle  ai  minori  H  délie  (2)  e  (3). 

WM.  Siccome  la  caratterislica  d'un  elemento  a„ ,  considerato  corne 
un  minore,  è  r+s  (n.^  6S0),  questa  sarà  pure  la  caratterislica  del  suo 
coraplemenlo,  la  quaie  perciô  sarà  pari  o  impari ,  secondo  che  taie  c 
r+8  ;  onde  il  segfno  del  complemento  aigebrico  d'un  elemento  è  ti  + 
o  t<  — ,  secondo  che  la  somma  de'  nvmeri  d'ordine  délie  due  linee 
che  passa/no  per  esso  è  pari  o  impari. 

Se  Telemenlo  è  principale,  la  sua  caralleristica.  c  quindi  anche  quel- 
la  del  suo  complemento  ë  pari,  onde  ogni  mvnore  principale  conser- 
va il  suo  segno. 

E  siccome  due  démenti  coniugati  an  no  la  stessa  caratteristica,  cosl 
i  complemenii  dei  due  minori  coniugati  ànno  lo  stesso  segno ,  alge- 
bricamente  parlando. 

wn.  Svolto  il  déterminante  P,  secondo  una  délie  formole  (4)  o  (5), 
si  puô  quindi  sviluppare  egualmente  ciascun  minore  Aj  e  cosl  conti- 
noare,  finchè  non  s'abbiano  pià  minori  da  syiluppare.  Nell'eseguire 
quest'operazione  è  buono  cominciar  dalla  prima  Unea  (orizzontale  p.  e.), 
lenendo  presenti  le  avvertenze  accennate  al  n.®  637,  quando  gli  ele- 
menti  del  déterminante  sieno  numerici. 


ESB. 


a^^  a^  a|3 
«ti  On  <hi 

«Jl  «32  «M 


=  a 


11 


^S  ®35 


—  a 


12 


«21  «25 
«31  «33 


+  « 


13 


«««22 
«31  «32 


=0„  (aj3«33"«32«23)-«i2  («2l«S3-«3l«2s)+«l3  («2l«32-«5l«22) 
=a,,  «22«SS-«ll«3â«23-«l2«2l«33+«lî«3l«23+«l3«2l«32-«««3l^'rî- 
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1  -3   5 
4      2   i 

3-16 


=  1 


2  ! 

-7  6 


+  3 


4  1 
3  6 


+  5 


-4    2' 
3-1 


=  1  (12-flK3(-24-3H5(+28-6)=16^81-hl  10=48. 

•69.  Possiamo  osservare  che  fra  i  termini  dello  sviluppo  completo 
di  P  ve  n'a  di  quelli  che  non  conlengono  alcan  elemento  principale, 
altri  che  contcngono  un  solo  elemento  principale,  altri  che  ne  conlen- 
gono due,  allri  tre,  e  cos)  appresso  ;  ma  non  puô  esservene  alcuoo 
che  contenga  n— 1  elemenli  principali;  perché  Taltro  elemento,  che 
manca  a  questo  termine  per  essere  uno  di  quelli  del  déterminante,  non 
pud  avère  nlcuno  de*  suoi  indici  eguale alPuno  o  allaltro  di  quelli  che 
ànno  gli  altri  elemenli  (  n.^606  ),  qulndi  quest' elemento  che  manca 
dev'essere  pur  esso  principale.  Laonde,  se  dinotiamo  in  générale  con 
P^  ra$rgre;;alo  di  tulli  que'  lermini  che  conlengono  r  elemenli  princi- 
pali, possiamo  scrlverc  la  seguenle  formola  : 

(6)  P==Pc'^Pi'\^Pi'^-'+P^+Pf^^ 

•69.  Un  minore  non  conliene  alcuna  délie  linee  del  suo  compte - 

mento,  e  perô  se  il  primo  s'intende  sviluppato,  il  secondo  puô  riguar- 
darsi  come  complemento  di  ciascuno  de*  termini  di  queslo  sviluppo  ; 
imperocchè  si  puô  dedurre  dal  primilivo,  sopprimendovi  le  linee  che 
passano  per  ciascun  faltore  di  quel  termine.  Anzi,  formando  coo  la 
nota  legge  un  prodottp  di  m  elemenli  d  un  déterminante  primilivo, 
possiamo  dire  che  il  minore,  formato  sopprimendo  le  orizzontali  e  ler- 
ticali  che  passano  pe*  fatlori  di  questo  prodotlonel  déterminante  dato, 
sia  un  complemento  di  quel  prodoUo  :  questo  âimoreavràpcr  caralte* 
rislica  la  somma  dei  numeri  d'ordine  di  lutte  queste  linee.  Quindi  ne 
viene  (n.**  661)  che  ilprodotto  algehrico  di  m  elemenli  d'un  déter- 
minante (presi  quesli  elemenli  secondo  la  legge  slabilita)  mottipU- 
calo  pel  complemento  aJgebrico  di  questo  prodolto  è  una  parte  dd 
dato  di'terminante. 

610.  ConsiJerando  una  matrice  di  due  orizzonlali,  la  i«»«e  la  r"«, 
formando  il  minore  con  le  yerticalii^f^  ed  s^na ,  e  dinotando  con  Qi\ 
complemento  di  queslo  minore,  sarà,  indipendenlemenle  dal  segno, 
(dri^ik^^k^^u)  9  ^"^  P^^^^  ^^^  déterminante  P,  il  qualeper  consc- 
guenza  conterrà  i  due  termini  Qa^^a^j^,  ^-'Q<^rk^t  l  ^^  ^^^  conside- 
rando  Qcome  coefficiente^  ne  segue  che,  nel  determina/nte  P,  tHer- 
mine  coTUenenie  a„a{^  à  coeffijciente  egiLale  e  contrario  a  quelb>  del 
termine  contenente  Bf^^i^. 

611.  Un  déterminante  P  si  puô  sempre  sviluppare  secondo  i  pro- 
dotti  di  due  clemenfi,  a/ppartenen\i  uno  ad  un'orizzontale  e  Valtro 
a  v/na  verticale.  In  fatti  sia  a„  Telemenlo  comune  a  queste  due  linee, 
e  osserviamo  da  prima  che  lo  sviluppo  in  parola  deve  necessariamente 
contenere.il  termine  a^.,  i4„,  che  sviluppato  dà  luogo  a  (n— i)  !  termini 
raonomii,  ciascun  de'quali  apparliene  al  dato  déterminante  P  (n.^66i). 
Indi  un  altro  termine  qualunque  dello  sviluppo  sarà  il  prodolto  a^^a^^ 
moltiplicalo  pel  complemento  di  ordine  (n— 2)"^,  e  sviluppato  quesli» 
termine  dà  luogo  ad  allri  (7i-2)!  termini  monomii  di  P;  ma  di  prodotti 
analoghi  ad  a^o^,  possiamo  averne  (n— 1}^,  dunque  il  total  numéro 
di  monomii  dérivant!  dai  termini  contenenti  si  fatti  prodotU,  s?ilttp- 
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pati,  è  (fi-l)*(n-2)  I  ;  ai  quali  aggiunti  li  (n-1)  !  provenienti  da  o^,, 
ne  aTremo  in  tutto  (n~i)  !  (ti— l+l)=n  1^  quanti  sono  appunto  quelLi 
del  completo  SYiluppo  di  P. 

Posto  ciô,  per  trovare  il  coefficiente  che  avrà  in  questo  s^iluppo  il 
termine  Ork  %f  <  osserveremo  che  esso  è  (n.^  prec.)  uguale  e  di  segno 
contrario  a  queilo  di  o^,  a^  ;  ma  dinotando  con  o^  il  complemento  di 
a^,  preso  nel  minore  A^^j  un  termine  di  A^,  sarà  a^o^j^,  e  perô  il 
termine  con  o^^  a^  nel  déterminante  P  sarà  ol^  o^  a,., ,  quindi  il  coef- 
ficiente di  a,,  001  sarà  a^^ ,  onde  quelle  di  a,.j^  a^  sarà  —  o^^  ;  cioè  sarà 
-Ork^^  h^^^  termine  di  P  contenente  i  due  elementi  Orj^ ,  a^ ,  uoo 
appartenente  alla  r^  orizzontale ,  Taltro  alla  s"^  verlicale  ;  e  perô  se 
in  —  (Vit  Gi,  Oiiç  poniamo  successivamente 

/*,Y  S  *^=1>  2,  .  .  .  8-1,  84-1, n , 

^'^  \  1=1,2,. .  .r-!,r+l, n, 

avremo  tutti  i  termini.contenenti  ognuno  un  eleraento  di  quella  oriz- 
zontale e  uno  di  quella  verticale,  escluso  il  termine  con  a,.,  considera- 
to  a  parte  :  perlanlo  possiamo  scrivere 


(8) 


P=fl«  A^.—Ï,a^h  Ci 


'n  **rt 


ik 


fk  «*i«  »t  *  > 


ove  £  indira  la  somma  dei  termini  otlenuti  al  modo  indicato. 

ei%.  Tborbmà.  —  Se  tutti  gli  elementi  d'ima  Unea  sono  nuUi,  il 
déterminante  ë  niiUo. 

In  effetti,  se  o„=Ort...=a^=o,  o  pure  a„=a,j...=a„,=o,  si  à,  se- 
conde le  formole  (4)  e  (5),  P=o. 

SIS.  Hesso  queslo  teorema,  consideriamo  la  matrice  di  m  orizzon- 
tali,  da  cui  si  traggono  i  minori  per  lo  sviluppo  del  déterminante  P, 
e  suppcniamo  che  contenga  n'  verticali  i  cui  elementi  an  valore,  men- 
tre  nelle  rimanenti  n-n'  gli  elementi  son  tutti  nuUi,  allora  possono 
ayer  luogo  tre  casi  : 

1.^  che  sia  n'>m  ;  in  tal  caso,  supposto  che  le  n-n'  verticali  nulle 
si  trovino,  o  sieno  trasportale  negli  ultimi  posli,  il  che  non  altéra  il 
valore  del  déterminante  (n.^  653),e  formando  il  primo  minore  con  le  pri- 
me m  verticali,  esso  non  conterrà  alcuna  verticale  nuUa  ;  ma  tra  gli 
altri  minori  se  ne  incontreranno  necéssariamente  di  quelli  conlenenli 
una  0  più  verticali  nulle,  i  quali  perciô  saranno  nulli  (n.®  prec.)  :  cosi 
sviluppando  il  déterminante 

a  6  c  0 
a'6'c'o 
V  xy  z 
v'x'y'z' 

in  prodotti  di  minori  di  2^  ordine  pe'  rispettivi  complementi,  i  mino 


ri  I.  , 

a  h 
a'V 


Z«  •  u«  •  4»   •  5«  .  V» 


(û) 


a 
a' 

V 


a  c 

a'd 

h  c  0 
V  o'  0 
X  y  z 


v'  x'  y'  2' 
RuBiNi  Eltm.  d*Algebra. 


a  0 
a'o 

a  b 
a'b' 


=  0, 


saranno 

b  c 
6'c'    ' 


b  0 
6'o 


y  z 
y' 5' 


a  c 
a'& 


=  0, 


x  X 
afz' 


c 
c' 


=0,  e  quindi 


b  c 

b'& 


V  z 


n 


2GG 
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2.*  Che  sia  n'=m  :  in  tal  caso  non  ¥i  sarà  che  il  solo  1.®  minoro.  le 
cui  verlicali  non  saranno  nulle,  ma  ne'  rinianenti  vi  sarà  almcno  una 
verlicale  nuUa  :  cosl  nel  delerniinanle 

a  6    0   0 
a'  fc'  0   0 
V   X  y  z 
v'  X'  V  z' 
il  I  .*  dclerminanic  di  2.**  ordihe  foriiialo  dalla  matrice  délie  due  prime 

a  b 


orizzonUdi  o       , .»    ,  e  gli  allri  cinque  conlerranno  sempre  o  una,  o 

eniramhe  le  verlicali  nulle,  e  perô  saranno  nulli  ;  si  che 

a   6    0    0 


{^) 


a 

V 


b' 

X 


0 

y 


0 


a  b 
a'b' 


y 


=  0. 


V  X'  y  z 

IJ.*  Che  sia  n'<m  ;  in  lai  caso  qualunquc  combinazionfe  di  m  verli- 
cali ne  conlcrrà  almeno  una  nuiia.  e  perô  ciascun  minore,  e  con  esso 
lo  siesso  dcterminanle  dato  sarà  nullo  :  cosl 

o  6  0  0  0 
a!  6'  0  0  0 
(c)  a"6"o  0  0 

u  V  xy  z 

u'  v'  x'y'  z' 

614.  Esaminando  i  dolerminanli  (a),  (6),  (c),  esupponendoanrlie 
mulalo  in  essi  rordinamento  délie  orizzonlali  e  dolle  verlicali,  possia- 
mo  slabilire  la  rej^ola  seguenle  :  se  in  un  déterminante  unametà ili 
Imee  omonome  ànnoaltuui  eknvnti  omonomi  nulli ,  il  delermi- 
nanlc  Sarà  una  somma  di  prodolli  di  minori  pr^rispelli- 
vi  complemcnti  algebrici,  sarà  il  prodollo  di  due  mi- 
nori principal!,  o  linalmenle  sarà  nullo;  seconda  che  ilnu- 
mpro  degli  Henienii  ornonnmi  mdii,  in  ciascuna  Inea  è  minore 
délia  melA  di  hilli  gli  elemcnti  d*una  Hnea,  eguale  a  qiiesUt 
meta,  0  ma^ç^iore  di  detta  meta. 

6">S.  È  buono  nolare  c  lie  nel  dclerminante  (6),  sia  che  gli  elemcn- 
ti r,  X.  v',  x/  abbian  valure,  o  pure  sieno  nulli,  il  dclerminante  sarà 
sempre'il  prodollo  de*  due  minori  principali. 

€">6.  Tkorbma.  —  Se  lutii  g\i  elemenii  d*una  linoa  àiino  un  fal- 
tor  comuTje,  queHo  è  comnne  a  luilo  il  déterminante. 

In  eflelli  se  o,.,=/ia, ,  ari=h(t^.,. ,  arj^—ha^^  o  pure  a,,--&p,,  ««,= 
^?î  ••  ^M-^^n'^  avremo,  secondo  le  (4)  e  (S/, 
(9)                       P=:h{a,A^,^a^A,^^ ....  +a^4n)  » 
(!0)  ^=fc'Pi^u+PtA,.-h fp„4.)i 

611.  OssBRVAziONR.  -  Siccomc,  in  générale,  ^4,.,  non  conlieneal- 
cun  elemento  délia  orizzonlale  i^^^.  ne  délia  verticale  s"»",  cosiil  poli- 
nomio  in  parentesi  nella  formola  (9)  rappresenta  lo  stesso  détermi- 
nante P,  quando  agi!  elemenii  o^,,  a,., .  <*c.  si  sosliluiscono  i  rispelli- 
vi  quozienli  di  essi  divisi  pel  faltore  cômune  h.  E  cosi  pure  il  poliiif>- 
mio  in  parentesi  nella  (10)  è  lo  siesso  déterminante  P,  quando  gli  elc- 


SVILUFfI  D'UN  DST£RailIiNA:^TE  fi  l'ROPlUETA  CHË  NE  DEKIVANO 


267 


nieikU  a^^y  a^^,  ec  si  Irovaiio  rimpiazzali  dai  rispellivi  quozienli  di 
essi  eleinenti,  divisi  pel  fallor  comune  k,  Cos)  : 


abc 
a*  fe«  c« 
a^  b^  c^ 


=  abc 


1  1  1 

a  6  c 


X 
OL 


a 


y' 


a 


X  y 


618.  AvvERTBNZA.  —  In  un  déterminante,  come  in  un  polinoinio, 
si  puô  cacciare  fallore  comune  di  lutlo  il  déterminante  un  fattore  co- 
mune di  soli  alcuni  eleraenlî  d'una  linea,  purchè  si  ponga  corne  divi- 
sure  in  quei  termini  che  non  lo  cunlengono. 


£SB. 


X     y 

V 

dx  y 

1  ^  f 

=  a 

•'«'  .' 

=a 

X  — 

X  y' 

«  y 

lA 

X'î/ 

'X 

«  ^ 

i 

X      p, 

X 

ax' 


V' 


ap' 


X      a/y 
P'as'  y' 


079 


Reciprocamente,  moltiplicando  la  (4)  per  una  quantité  h  s'ot- 
liene  ftP=/ia„^„+/ia^jil,.2+«  •  •  •+ha^A^^ ,  e  per6  per  moltiplicare 
un  déterminante  per  una  qualunque  quantiià,  basta  moWplicare 
per  questa  quaniUà  ciascuno  degli  elemeati  (ïuna  st^ssa  linea, 

090.  Tborema.  —  Se  un  déterminante  P  si  arolgeinprodotli  di 
minori  delVordine  m"^,  moliiplicali.  non  pe'  rispellivi  complementi 
prcsi  nella  matrice  délie  rimanenti  (n-m)  linee.  ma  per  ^li  omolo^/ii 
complementi  presi  in  un'aUra  malrice  simile  a  quest\iUima,  il  ri- 
sultamento  che  otiiensi  è  nullo. 

In  falli.  sviluppando  in  queslo  modo  è  lo  slesso  che  supporre  nel 
(lalo  déterminante  esservî  dcUe  lince  omonome  identiche,  c  perô  il 
delerminante  è  nullo  (n.®  659)  c.  b.  d. 

•SI.  Quindi  ne  scgue  che  se  nclle  formole  (2)  e  (3) 

si  muli  nellc  h  Tindice  r  in  un  altro  t,  o  Tindice  s  in  un  allro  u,  s*avrà 


<«<) 


^'^tt  ^is^-'^ii  ^2«+ ^f^ju  Wy»  ; 


(12) 


Tn 


e,  faUe  le  slessc  mutazioni  nclle  (4)  e  (5),  avremo  pure 

0=«M  ^rl+«/i  ^r2+ +«ru  ^rn 

:.  Dopo  ciô  possiamo  affermare  che  mia  délie  somme 

.h„  Hn+hu  Urj-i +hiy  Hry ,  ai,  Ari+a^a  A^^ H-a^  A, 

rapprcse/iia  %^  determinanti^  P,  o  è  naiia,  secondo  che  gVindici  r  e 
t  «n/io  t?at(wt  eguali,  o  diversi. 
DicHsi  lo  stesso  délie  due  formole 

seconde  che  s  ed  u  ànno  valori  eguali,  o  diversi. 
OS3.  Dai  n.*  639  e  G72  poi  risulla  chose  un  dderniinante  confie' 
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ne  due  Unee  paraUele  muUiple  è  nullo.  In  falti ,  in  si  faite  lioee  gli 
elemenli  d'une  sono  queglî  stessi  delFaUra  moltiplicati  per  un  fattore 
comune  /i,  che  si  puô  cacciar  fuori  délia  matrice,  e  questa  allora  à  dae 
parallèle  identiche,  e  quindi  s*annulla  (n.^  659). 


ESB.  — 


a   1    1 

a*  a  b 

=o 

o»  o»  6» 

1 

1 

1 

a 

a 

b 

o* 

a* 

b* 

=  0. 


6M.  Se  in  wi  déterminante  tutti  gli  elementi  d'una  linea^  ad 
eccezione  d*tm  soto^  sono  nuUi,  U  déterminante  si  cambifi  nelpro- 
doUo  di  quelCelemento  non  nuUo  moUiplicalo  pel  suo  cùmplemetUo 
algebrico.  Ciô  risulla  dalle  formole  (4)  o  (5),  supponendovi  un  solo 
degli  elementi  ai, ,  a^^ ,  ec.  esser  diverso  da  zéro.  E  siccome  a  tulti 
gli  elemenli  di  delta  linea  si  puô  dare  per  fattor  comune  Telemenlo 
non  nullo,  il  quale  perciô  puô  esser  messo  fuori  la  matrice ,  restan- 
dovi  1  nel  suo  posto,  cosl  possiam  dire  ancora  cbe  se  in  un  delerm- 
nanle  tutti  gli  elementi  cTuna  Itnea,  ad  eccezione  d'un  solo,  sono 
nuUi,  U  déterminante  è  tl  prodolto  delV  elemento  non  nuUOy  pd 
déterminante  medeatmo,  in  eut  sied  sostituUo  1  nel  luogo  di  quel- 
Velemento.  Cosl  : 


1/ 


0  o 


a  b   0  d 
a'  6'  c'  d' 
X  y  0  z 
x'  y'  0  z' 


0    diAsût* 

0   0  a^a^ 

0     0    0    0^4 


a  b  0  d 
0  0  c'  0 
x  y  0  z 
cc'i/'o  z' 


a  b  0  d 

—  _  A  _ 

. 

a  b  d 

_r 

0    0   1    0 

r 

=  c 

=  — C 

X  y  z 

xfy'z' 

X  y  0  z 
x'  y'  0  s' 

=  a 


11 


0  0  a^i 


=  a|,a„ 


a3»«S4 


0  a 
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— aiia^sOj^a^i. 


695.  Se  nel  primo  di  questi  esempi  si  pone  c=l,  ne  risulta  che  se 
in  un  déterminante  due  Unee  di  nome  diverso  ànno  il  loro  eUmen- 
to  comune  =1,  e  gli  elemenli  rimanenti  in  enlrambe  le  Itnee,  o  tu 
ima  sola  di  ease,  sono  nulli,  quelle  due  Unee  possono  essere  sop- 
presse,  purchè  al  risuUamento  si  dia  il  segno  conveniente  al  corn- 
plemento  di  quelVeletnenlo  i .  E  reciprocamenle  si  possono  in  un  de- 
terminante  introduire  due  Unee  di  diverso  nome, che  avessero  \  per 
elemento  comune^  e  tutti  gli  allri  elementi  di  una  di  esse  fossero 
nuUij  quali  che  fossero  i  rimanenti  deWaltra^  purchè  si  dia  ai  ri- 
svUamento  U  segno  corne  sopra. 

696.  Quando  le  due  linee  soppresse  o  inlrodolte  sono  coniugale, 
il  loro  eiemenlo  comune  è  un  elemento  principale,  e  il  suo  comple- 
mento  à  il  segno  +. 

69V.  L'introduKione  di  due  linee  coniugale,  e  délia  forma  dichiara* 
ta  nel  numéro  685,  menlre  non  altéra  il  valore  e  il  segno  del  détermi- 
nante, fa  aumenlarne  Tordine  d'un'unilà;  e  perô  potremo  sempre  eie- 
vare  un  déterminante  delUordine  n"*  alUordi/ne  (n+m)**** ,  inlrodu- 
cendo  m  coppie  di  linee  coniugale,  corne  sopra  è  detlo.  Cosi 

1  0  0   0 


a  b 
c  d 


0   i    0    0 

0  0  a  b 
0  0  0  d 
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•SS.  Il  secondo  eseinpio  del  n.^  684  ci  rnostra  che  se  in  un  deter- 
minante  tutU  gii  elem^nfi  da  una  ste$8a  parte  deUa  diagonale  prin- 
ctpale  sono  nulli^  il  deiermincmte  si  riduce  al  prodoUo  di  tutti  i 
suoi  elementi  prindpali.  quali  che  si  fossero  gli  elemenii  dalValtra 
parte  déUa  diagonale. 

689.  Se  la  diagonale  di  cui  ë  parola  nel  ii.^  prec.  non  è  la  prima, 
ma  è  la  seconda,  allora  il  prodoUo  de' suoi  elementi,  disposto  secon- 
do l'ordine  délie  orizzonlali,  è  01^0,^,0,  ,^_s..aH  ,  onde  il  suo  se- 
çjïo  è  determinato  dal  numéro  délie  inversioni  de  soti  second!  indici, 

il  quale  numéro  è  dalo  dalla  formola  ^n(n-l),  e  quindi  il  segno  di 

i(fi-i) 
quel  prodollo  è  (—1) 

09O.  Teorbxa.  —  Il  vak>re  d*un  déterminante  non  cambia,  se 
ad  una  linea  s'aggiunga  un'altra  parallela^  moltiplicala  per  una 
quaiitità  posUiva  0  negativa  ;  0  la  somma  di  piii  parallèle  molii- 
piicate,  in  générale,  ciasctina  per  una  qibantUà  diversa. 

In  efiTetli  supponiamo  il  dalo  déterminante  P  ordinato  secondo  gli 
elementi  délia  sua  r"*^  orizzontale,  e  avremo  : 

Sostituendo  agli  elementi  di  quesla  linea  rispettivamente  quelii  délia 

parallela  ?*",  si  à  f  n.®  681  )  o-a|,i4,.,4-a|jilrt+*  •+^1»^»  5  iaonde  , 
molliplicando  quest  ultima  equazione  per  una  quantité  qualunque  X,  e 
sommando  il  risultamento  con  la  précédente,  s*otliene 

<i3)       P=(a^i+Xa„)il^,+(art+Xan)i«+-  'H<^m+^<Jtn)Arn' 

Ora  il  secondo  membro  di  quest'eguaglianza  rappresenta  il  détermi- 
nante P,  quando  agli  elementi  o^, ,  o^ ,  ec.  si  sostituiscono  rispettiva- 
mente a^|-i-Xa|f ,  a^+Xa^^f  ^c* 

Col  medesimo  ragionamento  si  dimostra  che,  più  generalmenle, 

/    (a„-fXa,|  +Xja,„  +ec.)A,.| 
^ 1 4)  P:=  )  +(ar2+^c^n  +^ia«« 4-ec  )A^i 

(  +(a^+Xa^^+X,a«„+ec.)i*^ 
eoi.  Se  X==t|,  la  (13)  diviene  : 

e  ne  deduciamo,  come  corollario  del  teorema  précédente,  che  U  valo- 
re  d^un  déterminante  non  cambia.  se  ad  una  sua  linea  sostituiamo 
la  $omma  0  la  differenza  di  quella  linea  e  di  una  qualunque  sua 
partMela. 


EsB.  1.®  — Sotlraendo  nel  déterminante  P= 
la  2/  orizzontale  la  1."  moliiplicata  per  x,  risulta 


y  —X   z  —a? 


dal- 


y—x       z-x 
y{y-x)  z{z-x) 


=  (y-x)  (z-x)\y  ^l=(y-aî)  (z-x)  (z-^y). 


S*aTrebbe  poluto  cacciare  immediatamente  nel  déterminante  dato  il 
fattore  y-os  comune  ai  termini  délia  1,"  colonna,  e  raltro  z-x  cornu* 
ne  a  quelii  della  2^ 


a  70 
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^o 


I  X^  î/j  Zg 

*    ®3  2/3  ^5 
1   X4  ^4  ^4 


1   Xf  î/i  ^1 

0  îBi-Xj  2/,-y3  2,-2s 

x^-x^  y^-Vi  2|-2j 

a?i-ae3  ?/i-!/3  ^1-^3 
Xi-x^  y,-;/4  S1-Z4 

16  13  3 

3.**  -  Molliplicando  nel  delerminante  P= 


38  32  7 

lonna  pcr  3  e  logliendola  dalla  prima,  0  pure  molliplicandola  per  4  e 

1  1  3 


Tullima  co 


to^lieiidola  dalla  seconda,  si  à  P  = 


^uiiiua  dcllc  prime  due  risulla  P=^ 


4  22 
341 

1  1     1 

4  2-4 
34    0 


:  c  logliendo  dairuHima  la 


1  1     1 

2  !  -2 
34    0 


;  e  loîïlicn 


p— 2 


=2 


13 
-I  4 


-^14. 


do  dalla  prima  la  seconda  e  dalla  seconda  la  Icrza,  s'olliene 

00  1 

1  3  -2 
-14    0 

4."  Ahbiasi  il  dclenninanle  d'ordinc  (n  ^l/ 

X  tti  0  0 ...  0  0 
f/,1  X  fij  0  ...  0  0 
0    a„_|  X    ft^...  0      0 


.mo 


(a) 


P= 


a 


H 


0    0      00. 
00      0    0  ...  X 
00       0    0  ...  a,  .  X 
ove  a, ,  <ij ,  ce.  a^  sono  leniiini  d'una  progressione  pcr  «liiîer.  a, ,  sarà 


co 


■(  P=lX«-a.«l  [X«-a' 


»— 2 


X*— a,*l  X,  se  n  è  pari  ; 
X*— a,*| ,    se  n  è  impari. 


In  falti,  aggiungendo  a  ciascuua  orizzonlale  lullc  le  omonome  délia 
slessa  parilà,  che  la  seguono,  si  à 


P= 


X    a. 


a„  X 


a. 


G 

0    0 


««-*  ^ 


a 


»-« 


a,,  X 
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a^  X 


X 
a, 
X 


fi 


00       0        00... 
»^  lojçliendo  in  qtieslo  nuovo  dclerrainanlc  da  ciascuna  vcrlicale  quella 


(lie  lu  précède  di  due  posli,  risulla 


P- 


X 

% 

0 

«« 

A 

0 

0 

%^î 

A 

n 

{} 

a 

n-i 


0      0 


0 


0     0    ... 

1 

0     0    ... 

a,  0  ... 
X    oc*... 

X  a„ 
0»  >> 

•         • 

0    0  ... 

1 

(in-.   X 


ff,        0     0 
f/2   0 


0 


0 


0    o 
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<ir  il  soconJo delcrmînîinle de!  secondo  membro <>  dellordine  (?i-'l)"'" 
e  délia  siessa  forma  del  dato  (a),  si  clie,  secondo  qiiesruUinia  forino- 
la,  puô  farsi  dlpendere  da  un  altro  dolla  stossa  forma  e  delTordine 
{n-iy^ .  e  cosi  appresso  ;  quindi  è  cliiaro  doverne  risullare  la  prima 
0  la  seconda  ej!iui$Hi(>nza  i6),  secondo  che7i  è  pari  o  impari.  Ouesl'ele-  ^ 
jrantissima  dimoslrazione  è  dovula  al  jîiovane  Francesco  Mazza.  alun- 
(10  délia  scuola  del  chia.  prof.  Sannia.  Essa  comprcnde  corne  caso 
particolare  un  teorema  dovulo  al  Sylvbstbr,  e  che  s'olliene  ponendo 
a  1=1 . 

691S.  Teorema.  —  Se  gli  elemenli  d'una  ste.8a  linea  d'un  dctei*' 
minante  sono  de' polinomii,  contenenti  ciascuno  lo  stesso  numéro 
di  tei-mini,  1.*  al  déterminante  équivale  alla  somma  di  altrettanti 
delerminanti  quanti sano  qupi  terrnini:  2.*'ctasciAno  di  questi  dete^r- 
minariti  parziali  si  forma  dal  dato  col  ^os^ilutre  alla  Imea  compley- 
sa  (quella  formata  dagli  elemenli  polinoiini)  uno  pe?*  voila  i  tei^mini 
che  la  compongono^  e  nello  stesso  ordine^  cioè  iulti  i  primi  lermini, 
tutti  i  secoiidi,,  ec. 
In  falli  sia  il  solilo  dclerntinanle 


(0 


p= 


•  •     •    •     • 
a^^  a^  •••  o,.„ 

•  •    •    •    « 


ordiiialolo  secondo  gli  elemenli  délia  sua  r^  orizzonlale,  si  à 

ove  le  il,  come  sappiamo  non  conlengono  alcuno  degli  elemenli  o,., , 
a^2  9  ec.  Supponiamo  ora  che  sa 

(15)  a^,=a'-\'a"+'  .+a<''>.  a,,=5'-f-6"+-  --Fb^"),  ec.a,„=r+r-f  •  •+^"^ 
e  sostituendo  in  (4)  avremo  : 


p\-^a"   Ar,+b"  ilrt+ ••+//'  Arn 

Ora  la  1*  orizzonlale  di  queslo  secondo  membro  rapprcsenla  lo  stesso 
déterminante  (1),  quando  a^li  elemenli  complessi  a^, ,  a^j,  ec.  si  so- 
sliluiscono  rispellivamcnlc  i  primi  lermini  a'  .b\  ce.  di  detli  elemenli 
complessi  (15).  Similmenle  la  2."  orizzunlule  è  lo  slesso  delcrminan- 
fe  (1),  c|uando  alla  linca  complessa  a^, ,  a^^t  ^c*  ^i  sosliluisce  la  linea 
a",  b"  ec.  di  elemenli  semplici,  che  sono  i  secondidi  quelli  comples- 
si, e  eus!  appresso.  H  leorema  quindi  è  vero. 


ESK.   l/~ 


a  +6  c  +d  c  +/' 


a' 


a 


// 


ji 


ji 


ace 

b  d  f 

^z 

a'  c'  e: 

+ 

a'  c'  e' 

a"  d'  e" 

a"  c"  e" 
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2.«- 


a  6  +c  — d  e 

o'  6'  +c'  -d' e' 

a".fc''+c"-id"e" 


a   6   e 

[  a  c    e 

a    d  e 

"^ 

a'  6'  e' 

-f 

a'  c'  e' 

— 

o'  d'  d 

a"  6"  e" 

a"  c"  ^' 

d'  <r  f 

09S.  ÂYVBRTBifZik.  —  Non  è  necessario  cbe  ogni  elemento  comples- 
«0  cootenga  lo  slesso  numéro  di  termini  ;  chè ,  in  ogni  caso ,  se  gU 
elementi  non  ào  tutti  lo  stesso  numéro  di  termini,  si  puô  sostituire 
de'  zeri^  ove  occorra,  iu  luogo  de'  termini  che  mancano.  Cosl  : 


ab       d 

a'  b'+e'  d'+e'+r 

o"  6'      d" 

z:z 

a           b           d 

a' +0+0  6'+c'+o  d'+e'-^-f 

a"          b"          d" 

= 

a  b  d 
a'  b'  d' 

+ 

a  b  d 

0  c'e' 
a"  b"  d" 

+ 

a  b  d 

0   0   f 

a"  b"  d" 

• 

69t.  Ciô  cbe  si  è  dimoslrato  per  una  sola  linea  nel  teorema  su- 
periore ,  potendo  aver  luogo  egualmente  per  .qualunque  sitra  linea 
parallela,  ne  segue,  che  se  in  vm,  déterminante  vi  son/o  m  paral- 
lèle complesae,  contefnenU  in  dascfan  etemetito  cùmplezso  rispei- 
tivamente  V-i^ih^n  >  •  v-^^  termini  ;  quel  déterminante  sarà  j  in  gt- 
nerale^  la  somma  di  (Xi  1x^1x3 ...  itm  determina/nti  parzialL  E  perô, 
«e  |jL,=jiL,=..=jjL^=v,  il  numéro  de'  determinanti  parziali  sarà  v*,  e 
quando  v=n,  e^sendo  n  Tordine  del  déterminante  dato,  allora  ogni  li- 
nea convplessa  contienen  termini^  e  il  numéro  de' determinanU par- 
ziali sarà  ïi^. 

Tulti  questi  determinanli  saranno  del  medesimo  ordine  del  dato,  e 
s'ottengono  combinaudo  a  n  a  n,  io  tulti  i  modi  posslbili,  le  linee  mo- 
nomie. 

69S.  Abbiasi  il  déterminante 


P= 


m 


a 


m 


a, 


fit 


•••a.«+x 


di  cui  vogliasi  ottener  lo  sviluppo  secondo  le  potenze  di  x.  Per  fare 
ciô  lo  porremo  sotto  la  forma 


P= 


a„+a5    ttij+o 
Gji+o    a^f+x 


ttm+O 

a^+o 


ûfti+o    a-«+o a^-+x 


"«« 


nn 


e  quindi  vi  applicheremo  il  teorema  del  n.^  692,  secondo  il  quale,  il 
primo  delerminanle  parziale  è 


P= 


11    fs  ••»  a 


ifi 


^»l  ^nî  •••  ^1 


Mf» 


cioè  il  dato  P  quando  vi  si  fa  as=o  ;  indi  per  aver  gli  altri  termini  bi- 
sognerà  sostiluire  a  una,  0  a  due ,  0  a  tre,  ec.  verticali  di  questo  dé- 
terminante altrettante  verticali  formate  dai  serondi  termini  délie  corri- 


L 
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spondcnli  colonne  complessc  di  P  ;  ma  siccome  con  quesla  sosliluzio- 
ne  una  verlicale  di  P^  si  riduce  ad  avère  il  solo  elemeato  principale 
eguale  a  x,  e  lulli  gli  altri  nulli,  e  perciù  è  uguale  al  complemenlo  di 
quest'elemenlo,  moUiplicato  per  x,  cosl,  sosliluendo  una  sola  verli- 
cale per  voila,  al  modo  indicato,  avremo  una  somma  di  n  determinan- 
li,  che  saranno  i  compieraenti  degli  elemeoli  principali,  cioè  i  minori 
principali  di  P  delFordine  (n-l)"*®,  moltiplicata  per  x.  Se  rimpiaz- 
ziamo  a  un  lempo  duevcrlicali  corne  sopra  è  detto,  allora  il  P^  si  ri- 
durrà  a  un  suo  minote  principale  delFordine  (n— 2)"*®,  molliplicalo 
per  X*,  e  siccome  ciô  puô  farsi  con  due  verticali  qualunque,  cosi  avre- 
mo la  somma  dei  minori  principali  di  P^  delfordine  (n— 2)"*® ,  moUi- 
plicala  per  œ-  ;  e  in  générale,  quando  si  rimpiazzano  le  verlicali  di  P^ 
corabinale  a  r  a  r,  s'oUiene  la  somma  de'  minori  principali  dl  P^  del- 
Fordine r"®  molliplicata  per  x*^.  E  flnalmenle  quando  lutte  le  verti- 
cali di  Po  si  rimpiazzano  coi  secondi  termini  di  quelle  di  P,  si  à  un 
delcrminanle,  i  cui  elementi  principali  sono  tutti  eguali  a  x,  e  tutti  gli , 
aliri  elemenli  sono  nulli,  si  che  è  uguale  a  x^.  Perlanto 

(16)        P=x»+(2:Poi)  a[^H(2Po2)  ^^+'  '  •  •+(2Po„-.i)x+Po, 

ove  in  générale  ÏP^  dinola  la  somma  de'  minori  principali  d'ordine 
f^^  di  P<> ,  e  conliene  per  conseguenza  [^]  di  questi  delerminanti. 

^90.  Dal  teorema  del  n.®  692  possiamo  dedurre  reciprocamente  che 
se  più  determinanti  del  medesirrC  ordine  diffttriscono  tralorover 
una  linea  omonoma  e  dello  stess'ordine,  si  possono  rappresenUire 
con  ?m  unico  déterminante  :  cosi 


a  b 
a'b' 


+ 


a  c 
a!  d 


a  5  4-c 

a'  6'+c' 


LEZÏONE  LIX. 
ProdoUo  di  due  matrici. 


e9V.  Teorema.  —  S'abbian  le  due  matrici  simili 


(1) 


Jf= 


a,,  ai2  ...  a|„ 

^21   ^22    •••  ^tn 


'ml  ^mX 


•  •  •  a 


mn 


.N  = 


b||  b|2  ...  b^n 

bji    b22    •••  b2n 


l^ml  ^mî  •  •  •  ^ 


mn 


C  si  moUiplichila  h°*"  orizzontale  deUa  prima  per  la  k""*  délia  se- 
conda, termine  a  termine,  in  gui:<a  che  dinotando  con  c^j^  la  som- 
ma algebrka  di  questi  prodotti  sia 


(2) 


%V=\i  hi+^hX  bk2-+ 


ahnbfcn? 


indi^  dando  ad  h  e  k  tutti  i  valori  1,  2,  ...  m  in  quesla  formola,  e 
prendendo  le  corrispondenti  somme^  si  formi  il  déterminante 


(3) 


R= 


'»!    ^tt 


C 

C94       •  a  « 


'Il    HS   •••  ^im 
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'ml  ^m2  •••  ^mm 


—  i^CnC22  •••  C 


mm> 


3"; 


'mi 
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InoUre  sieno 

(4)  P=£=ta,,  aj,  a^, ...  a„,,     Q=2:tb,,  bj,  b^j ...  b, 

due  determinanti  omologhi  presi  dalle  matrici  M,  N  ;  dico  che  sarà 
R=o,  se  n<in;  sarà  R=PQ,  se  m=n  ;  e  flnalmente  sarà  R=2rQ,  se 
n<m,  dtnofando  £  una  somma  di  prodoUi  analoghi  a  PQ. 
In  fatli  (*)  secondo  la  formola  (2)  abbiamo 

(3)         c„  c„  C35  ...  c^^=(a^^  6h  +  «12  '>ii+ +<**«  ''ift  ) 

X(a„  fe„  +  a„  6„+ +at„  6j^  ) 

X(a^i6a„+a„j6^2+ +a^b^)  ; 

0  poichè  ogni  lermiae  di  questo  prodoilo  deve  coaleoe'^e  uq  termine 
di  ciascun  fattore^  cosl  un  tennine  qualudque  sarà  della  forma 

(6)  ttiy  a^  a^t'"  «mrX6,r  62, 6ar  —  *«2  » 

quindi  possiamo  scrivere  benanche 

(7)  C||  Cjj  C33  ...  Cff^Jf^^=Za^f,  ttj,  ^sj  ...  fljojX&ir  ©ij  &31  •••  0,„. , 

dinotando  £  una  somma  di  prodotti  analoghi  al  (6),  i  quali  s*otlengo- 
no  col  dare  agllndici  r,s,t, ...jz  tutli  i  valori  della  série  1,2. 3... n. 
Ora,  oUenulo  il  termine  principale  c„  c^,  ••-  ^mm  ^^^  determlDanle 
I?,  s'ànno  tutti  gli  altri  lasciando  gli  slessi  i  primi  indici,  e  pcrmutan- 
do  i  second!  in  quel  termine  principale  (n."*  636  );  ma  seconxlo  la  for- 
mola (2)  i  secondi  indici  délie  c.  corrispondono  ai  primi  délie  b,  quin- 
di la  formola  (7),  o  la  (5)  darà  i  divers!  termini  di  R  espressi  in  fun- 
zione  délie  a  e  délie  6,  se  nelFuna  q  nelfàllra  di  quelle  formule,  la- 
sciando inallerali  i  primi  e  secondi  indici  délie  a,  e  i  secondi  délie  6, 
permuliamo  soltanto  i  primi  indici  di  queste  lellere,  il  che  dà  i  dver- 
si  termini  del  déterminante  Q.  Laonde  la  somma  délie  permutazioni 
del  termine  c,i  Cj, ...  c^^,  e  di  questo  stesso  termine,  o  vero  il  déter- 
minante R  in  funzione  dellc  a  e  dellc  b  sarà  una  somma  di  termini 
della  forma 

(8)  '         ■    a|^a2,a3^...a^xQ, 

ciascuno  de*  quali  s'otlerrà  da  questa  formola  sosliluendo  agli  m  indi- 
ci r,  s.  t, ...  z  allrettanti  numeri  presi  dalla  série  1,  2,  3. ...  n,  si 
nel  prodoilo  a,,,  a^, ...  a^  che  nel  déterminante  0=S=*=&ir'>ît6ai—'>»xi 
e  quindi  permutando  i  secondi  indici,  perché  ciascuno  degl'  indici 
r,s  t,  ec.  puô  avère  per  valore  uno  degli  m  presi  dalla  delta  série. 

Posto  ciô,  supponiamo  1.^  n<m  ;  in  questo  caso  cou  gli  n  name- 
ri  1,2, ...  n  non  si  puô  formare  alcun  sistema  di  m  numeri,  senza  che 
in  questo  sistema  ve  ne  sieno  degli  eguali  ;  onde  ciascuno  de*  deter- 
minanti Q=£=bb|^  bf,..,  b^  avrà  almeno  due  indici  eguali,  e  sarà  nul- 
lo  (n."*  659)  ;  e  quindi  il  termine  (8)  e  ciascuno  degli  altri  da  esso  ri- 
cavalo  corne  sopra  è  delto  sarà  nuUo;  ma  la  somma  di  quesli  termini 
è  il  déterminante  A,  quindi  in  questo  caso  l{=o. 

2.^  Se  7ii=ny  gli  n  numeri  1,  2,  3,...  n  aon  posson  dare  che  un  soie 
sistema  di  m  numeri  disuguali,  che  sono  gli  stessi  1, 2, ...  n  ;  s)  che 

(*)  Baltzer.  Théorie  et  applicalions  des  delermimnls;  trad.  par  Hoôel, 
pag34. 
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in  qucsto  caso,  ponendo  Qella  formola  (8)  invece  di  r,  s,  t,  ec.  i  delli 
numeri  1,  2.  3,  ec,  e  poi  permulandoli ,  a  fine  di  avère  i  diversi  ter- 
iniDi  délia  somma  che  rappresenta  il  déterminante  i),  ne  avverrà  che 
il  déterminante  Q  conservera  sempre  lo  stesso  valore,  ma  cambierà  di 
segno  ad  ogni  permulazione  (n.^  654),  eil  prodoUo  ai^aj^ec.  che  lo 
moltiplica  diverrà  nel  tempo  stesso  una  permulazione  del  prodotlo 
a,«  a^  a^  ...  a„^,  termine  principale  di  P  ;  in  altri  termini  la  detla 
somma,  o  sia  B  risuUerà  eguale  a  Q  molliplicato  per  2i::i=a|,  022*. .a„^, 
cloè  moltiplicato  per  P  ;  dunque,  se  11=^111^  Ji=PQ,  0  sia 


(9) 


3®.  Finalmente  se  n>m,  si  posson  première  per  sistemi  di  valori 
degli  m  indici  r,  s,  t,  ec.  U  [^]  combloazioni  de*numeri  1,  2,...  n, 
e  s*ànno  cosl  allrettanti  tennmi  della  somma  (7);  quindi  permutando 
in  tutti  i  modi  possibili  ciascuna  di  queste  combinazioni,  ognuna  per- 
mulata  dà  luogo  a  un  prudoito  PQ,  e  perô  se  n>m,  si  à 


C»  C|2 

••  Cf« 

a,|  a^f  .. 

«1» 

^1  ^8 

••^in 

C2t  C22 

..  C|,j 

;= 

Oj,  O22  .. 

<hn 

bti  bn 

••&«fl 

1     •  • 

•    •    • 

•     • 

&nt  Kt 

••  ^n» 

(10) 


«=2: 


«ir  ût,,  a„ 


•  • 


a 


iz 


(hr  0>U  ^U   •  •  «fa 


^mr^vM^mt*'  ^mi 


5,,.  6„  6,<..6|3 


'tf 


&2f^^ 


^mr  K$  b 


mt 


..b 


mz 


purchè  per  sistemi  di  valori  degli  m  indici  r,  8,  t,  ec.  si  prendano  le 
(*]  combinazioni  de'  numeri  I.  2^...  n.  Perlanto  resta  provato  il  teo- 
reoia  ;  e  perô  se  per  mezzo  délie  matrici  H,  N  si  formano  gli  dé- 
menti Chii,  seconda  la  formola  (2),  il  déterminante  che  avrà  que- 
sli  elemenli  sarà  nullo,  sarà  il  prodotto  delle  due  matrici,  0 
sarà  tma  somma  di  prodotti  di  determinanti  a  due  a  due 
omologhi^  formati  con  le  matrici  date;  seconda  che  il  numéro  délie 
arizzantaliè  maggiore,  eguale,  0  minore  digueUo  délie  ver- 
ticali. 


ESK.  1.^- 


.¥= 


a^  a* 
6,62 

c,  C2 


iV  = 


/{== 


2.*»-  P= 


ab 
c  d 


a,  a,+a2a2     6,  «14-62^2 

aiYi+«tYî     ^Yf+&«Y2 

a' 6' 
c'd' 


,e= 


fl=PQ= 


?«@2 

YtYî 

C|a,+C2a2 

C1P1+C2P2   =0. 

CfYl+C2Y2 

ac'+bb'  cc'+dft' 
ac'+dd'  cc'+dd' 


3.*- 


M= 


abc 

«Py 


w= 


t  uv 
xy  z 


R= 


a  b 

t  u 

+ 

a  c 

l  V 

+ 

a  p 

X  y 

a  Tf 

oc  z 

b 


c 
Y 


u 

y 


V 


La  formola  (9)  mostra  particolarmente  cbe  il  prodoUo  di 
due  dekrninanti  è  un  altro  déterminante.  E  poichè  un  déterminan- 
te non  caaibia  valore  ne  segno,  se  si  scambîano  le  orizzontali  in  ver- 
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ticali,  cosl  il  determiaante  prodotlo  si  puô  formarlo  sia  moUipIicando 
per  orizzontali,  corne  è  indicato  dalla  formola  (2),  sia  per  verticali, 
sia  moltiplicando  le  orizzont'di  di  uno  per  le  verticali  dell*  altro.  e 
perô  puô  essere  scritto  in  qualtro  manière  diverse.  Cosl  il  prodotto 
PQ  del  prec.  esempio  2®,  si  puô  scrivere  nelle  altre  tre  forme 


oa'+cc'    ba'-\-dc' 
ab'^cd/    bV+dd' 


aa'+bc'  ca'+dc' 
a6'+6d'  c5'+dd' 


aa'+c6'    ba'-j-db' 
ac'+cd'    bc'+dd' 


699.  Se  gli  élément!  b  sono  gli  stessi  a,  allora  M=N,  P=0,  e  la 
(9)  diviene 

(11)  [^=FC^||as2^33  •••  ^nnl  =^^^ii^î2^M  •••  ^n»  > 

essendo  in  virlù  délia  formola  (2), 

qnindi  C|^f^=C|^^J  e  perciô  secondo  la  (11)  il  quadratod'  un  détermi- 
nante è  un  aliro  déterminante  sîmmetrico.  Nella  stessa  ipotesi  la 
formola  (10)  diviene 


(12) 


2=tC,|  Cj2  . .  C^,fl  —  /j 


I  a^f  (Z|g  (i||  ••.  cil 


a^ra 


2i     a  **' 


Î2 


s»  ^ht 


a 


mz 


purchè  si  prendano  per  successivi  sistemi  di  valori  degli  m  indici 
r,  s,  t,  ec.  tutle  le  [JJ^J  cômbinazioni  de*  numeri  1,  2»  3...,  n;  e  perô 
quando  n>m,  il  déterminante  l'^c^^c^i  -  ^mm  ^  u<^&  somma  di  dele^ 
minanti  quadrati;  e  quando  n<mj  s*  à  £=fC|,Cs2  ..  c^m=o* 
lOO.  Secondo  a  formola  (2) 

(-)  Cftjt=%,  bki+aj,^^  6fcj+  -  •  +a;,„  6;^^ 

risulla  che  un  minore  del  déterminante  l\  prodotto  di  due  delerm- 
nanti  P,Q  è  uguale  al  prodotto  di  due  altre  matrici,  una  formata 
da  quelle  orizzontali  di  P,  i  cui  numeri  d^ordine  sono  quegli  st^sst 
délie  orizzontali  del  minore^  Valtra  da  quelle  orizzontali  di  Q,  i 
cui  numeri  d'ordine  sono  quegli  stessi  délie  verticali  di  detto  mi- 
nore. Cosl  il  minore  del  déterminante  R,  formato  dalla  1.*  e  3.*  oriz- 
zontale  e  dalla  2.*"  e  4.^  verticale  è  il  prodotlo  délia  matrice  diP forma- 
ta dalla  1*^  e  3*^  orizzonlale  di  quel  déterminante,  e  délia  matrice  di  Q, 
formata  dalla  2."  e  4""  orizzonlale  ;  cioè 


'12  ^n 

'32  ^3* 


a^ 


^H^12  ••  ^"l/i 
^31^32 

ttii  Ct|2 
%l  ^32 


02,622  ..  b^n 
6t,6i»  ..  6 


'♦1^42 


m 


+ 


0||  <ïf3 
%l  ^33 


"21  ^23 


+ec. 


^3» 

"21  "22 
64,  642 

Laonde,  adottando  lasegnalura  del  n.^  6C4,  erapprcsenlando  aoa- 
logamente  con  p^^^,  g^j^,  due  minori  omologhi  di  P  e  Q,  e  con  fjtjk»  il 
minore  di  R^  corrispondentc  aile  due  matrici  allcquali  appartengooo 
i  due  primi  minori  p^^t?  9Afti  possiamo  scrivere 
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essendo  v  il  numéro  délie  combinazioni  di  n  cose  a  m  a  m.  Qucsta 
formula  compreode  corne  caso  particolare  la  (2). 

looltre  è  da  osservare  che  uoa  stessa  orizzontale  7^^  délia  matri- 
ce M  entra  in  tuUi  gli  élément!  complessi  délia  r^  orizzontale  di  R, 
si  che  i  complementi  di  questi  elemenii  sono  indipcndenli  dagli  élé- 
ment! di  queir  orizzontale  di  M. 

ÎOI.  Teorbma.  —  Il  complemento  algebrico  (ïv/n  qualunque  ele- 
mento  Cfj^  dél  determinanie  prodotto  di  dut*  determinanti  ê  uguale 
alla  somma  de'  prodoUi  de'  complemf'nti  algebrici  degli  elementi 
delln  h"^  orizzontale  d'uno  dei  faftori  pei  complementi  algebrid 
degli  elementi  délia,  k""  orizzontale  delValtro  faltore. 

Siccome  il  complimente  d' an  minore  è  esso  slesso  un  minore, 
cos)  nelle  formole  (13)  e  (2)  si  possono  sostituire  i  rispetlivi  comple- 
menti di  r,  p.  q,  0  di  c,  a,  b,  almeno  gli  ordinarii  (*).  Laonde,  di- 
notando  con  y^^,  a/^^,  p^  i  rispettivi  complementi  ordinari  di  Cj^,  a^^f^ 
&AA,  af  remo  per  la  (2) 

Or  se  moltiplichiamo  quesla  eguaglîanza  per  (—1)*^*,  eaumenlîa- 
mo  dî  2,  di  4..  di  2n gli  esponenti  del  ^.^  2.**,.., n^^  termine  del  se- 
conde membro,  potremo  scrivere  . 


0  vero  (n®  651) 

(1*)  Cyi*=^/i|Bfcl+^A2®ft2+-  •+^/mB&„  ,  c.  b.  d. 

10%.  Ponendo  nella  (9)  api=..=a„_i=a^,  _^,..=a^=o,  a„=l,  si  à 


a,|  ai2  ..  flfi ..  Clin 
0     0    .    i     ..0 

6|l  6,j  ..  6|g  ..  bin 
^22  ^22  ••  ^U  ••  ^2n 

Kl  bfi  ..  brt  ..  6m 
^ni  Kt  ••  Ks  "  f^nn 

=■ 

C„  C|3j  .,.  C|n 

^21  ^22  •••  ^2» 

•       •         •  •  •    •    • 

"il  62,  ..•  b^ 

•     •      •  •  •  •  • 

0  sia 


(1 3)  yi„  0=6,,  Cr^+bu  Crt+  •  •  •  •  +6».  C,,  ; 

quindi  illeorema:  la  somma  dé'prodolti  degli  elementi  délias^* 
verticale  di  Q  pei  complementi  algebrici  de'corrispondcnti  elementi 
délia  r™*  orizzontale  di  R,  è  nguale  al  prodotto  di  Q  j)el  comjile- 
mento  algebrico  di  quelVelemcnto  di  P,  che  è  comune  alla  siba  s"* 
verticale  ed  r™*  orizzontale. 

Cotesla  scmplicissima  dimostrazione  délia  formula  (15),  cbe  puô 
servire  a  dimostrare  altri  teoremi  (veggasi  TAppendice  del  prof.  Tnu- 
Di  agli  Elem.  d^  Algebra  del  prof.  Zannotti.  pag.140  c  scg.)  è  do- 
Yuia  al  Sig.  Mazzitblli,  allro  distinto  alunno  del  prof.  Sannlv. 

703.  Finalmente  sipnô  notarc  rhe  il  leorema  relative  al  prodotto 
di  due  determinanti  richiede  cbe  questi  sieno  d*un  medesimo  ordinc; 
c  pcrô  quando  quesla  condizione  non  è  veriGcala,  si  ridurrà  il  deter- 


(♦;  Trudi.  —  Teoria  de*  determinanli,  n.**  68. 
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minanle  d*  ordiae  iiiferiore  allô  stesso  ordine  del  superîore  corne  fa 
spiegato  al  numéro  687.  Cosl  , 

a,  Otai+asOs  a,p«+asl 
64  IfCL^i-bia^  62^1+ bsl 

c,  c,a,-fC3fl4c,p,+C3P, 

E  siccome  il  déterminante  R  è  dcllo  stess*ordine  7^^  dei  duefatlo- 
ri  P  e  Q,  cosl  ne  segue  che  U  prodotto  di  due  determinanîid'ordint 
diverso  è  un  dcterminanle  dello  stess' ordine  del  più  elevaio. 


ai  a,  Oj 
6i  bt  65 

C|  Cf   Cj 

^ 

«1  Ot  «5 

6|  64  65 

C|  Cj  Cj 

1  0  0 

0  aiAt 

op,  Pi 

= 

0) 


LEZIONE  LX. 

Determinanti  redproci,  simmelrici,  emisimmelriciy  e  pseudosimmelriei. 
V04.  Determinanti  reciproci.  —  Âbbiasi  U  determinaale 

a^i  a^i ...  a^n 


P= 


^m  ^«f*  * 


ttji 


e  si  soslituiscano  agit  elementi  di  questo  déterminante  i  ioro  rispel- 
tivi  complemenli  algebrici  ilu,  A,, ....  i^n'  ^î  ^  cosl  il  duovo  détermi- 
nante 


(2) 


Q= 


^2» 


<"«€    il««    •••il 


^m  -^ni 


iif» 


(3)     0= 


-I 


;(•) 


(jll  ^lll 


••»  ^«n 


^be  si  dice  reciproco,  0  aggiunto  del  dalo  P. 

lOS.  Tborsva.  —  R  reciproco  d'un  déterminante  délïordine  n** 
è  ugy^le  alla  potenza  (n— I)"*  del  determinarUe  dato. 

In  fatti  si  à  in  générale  (n.>  665  e  681) , 

(4)P=a„4,+a^j4,+. . .  '+a^A^;  o=ar|i„+artA«+ -Hi^ii». 

essendo  r  e  t  due  indici  divers!  e  qualunque  délia  série  1, 2  ...  n:  ora 
se  si  moliiplichino  Ira  Ioro  per  orizzontall  i  due  deierminaDli(l)  e  (î\ 
ciascuno  degli  elementi  principal!  del  déterminante  prodotto  risuUerà 
eguale  a  P,  secondo  la  prima  (4),  menlre  lulti  gli  altri  elementi  sa- 
ranno  nulli  per  la  seconda  (4)  ;  e  perô  questo  prodolto  risulleri 
eguale  a  P*  (n.°  688).  Laonde  sarà  PQ^P^,  0  vero 

(5)  .    Q=:P^-' ,  c.  h.  à. 

m 

tOO.  Da  ciô  segue  che  il  prodotto  de'  reciproci  di  due  dcterm*' 
nanti  dello  stess'ordine  è  uguale  ai  reciproco  del  prodotto  dei  de- 
terminanti dati;  imperocchè  se  Jt  è  un  nuovo  déterminante  dello  stesso 
ordine  n"® .  ed  S  il  corrispondente  reciproco,  sarà  pure  S=ff*~*  ;  e  se 
T=PJl,  ed  P  è  il  reciproco  di  T,  sarà  ancôra  P=r»"*=P^*ll»-«=CS. 

VOV.  Tborbua.  —  Un  minore  qualunque  del  déterminante  reei- 


(*)  Yolendo  acToperare  i  complementi  /É,  il  déterminante  reciproco  si  rap- 
presenta  coa  la  matrice  {^),  e  volendo  usare  gli  slessi  elementi  a  del  dâ- 
10  déterminante,  il  reciproco  si  rappresenta  con  la  matrice  (3). 
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proco  è  uguàle  al  prodotto  dpl  complemento  algebrico  del  minore 
omologo  del  déterminant^  primitivo^  moltiplicaio  per  questo  slesso 
primitivOj  elevato  a  unapotenza  d'un  grado  inferiore  d'un'uniià 
alVordine  del  minore. 

Per  brevità  di  scrittura,  e  per  più  cliiarezza,  supporremo  il  déter- 
minante di  S.^  ordine 


(6) 


P= 


^«  ^It  ^IS  ^14  ^15 
^81  ^M  ^ii  ^84  ^5 
^Sl  ^3t  ^Si  ^34  ^S5 


^41  ^41  ^43  ^44  ^45 
®5«  ^5*  ^53  ^54  ^SS 

Si  prenda  nelreciproco  Q  di  P  il  minore  Q,  di  2.^  ordine,  formalo 
dalle  mairici  délia  2.^  e  4.^  orizzontale,e  della  3/  e  S/  yerlicale,  e  sia 


0) 


Qt= 


-^43  -^45 

= 

-^ÎS  ^M  -^îf  -«M  -^«4 

-^43  -^45  -^41  ^kl  -^44 
0         0       1        0      0 
0         0      0        1       0 

0        0     jO      0     1 

Porlaodo  nel  deteroinante  (6)  la  2.^  e  4.*  orizzontale  rispeitiva mente 
DBl  posto  délia  1.^  e  2/orizzontale,  e  la  3/  e  S/  verticale  parimentc 
e  lispetiiYamenle  nel  posto  délia  1.^  e  2."  verticale,  esso  dlviene 


(8) 


(-l)*i>= 


«M  «25  <hl  <*«î  ^''U 
^13  ^45  ^41  ^4Î  ^*4 

ûfs  OiB  ttii  a^  a|4 


(^n  <^u 


^38  ^35  ^81 

<^53  «63  «51  «6Î  <3t54 


essendo  x=  6+8  (n.«  656,)  Ora  moUiplicando  (7)  per  (8),  (n.*^  691) , 
e  lenendo  presenti  le  relazioni  (4),  risulta 


(9) 


(-1)«P0,= 


p  0  a^i  ajf  a,4 
0  P  O41  a^i  a^ 

0  0  ail  Gis  a|4 

0  0  aji  «3,  0,4 
0  0  aj,  ajt  «54 


=P« 


«Il  «12  «14 

«31  «SI  «84 
«51  «5t  «54 


Posio  ciô,  il  déterminante  che  segue  P^  è  il  complemento  ordinario 


del  minore 


«13  «25 

«43  «45 


omologo  di  Qj,  e  perciô  quel  complemeolo  e 

O2  àano  la  stessâ  caratteristica  x,  e  qnindi  lo  stesso  segno  ;  e  moUi- 
plicando per  (—1)^'  primo  e  secondo  membro  (9),  e  rappresentando  con 
P^  il  complemento  ordinario  di  P,  omologo  di  Q,  ^^^  déterminante 
primitivo,  si  à  Qj^-l^^PP^,  :  ora  Q,  è  del  2.®  ordine,  e  Tesponente 
di  P  è  1,  cioè  2—1.  quiadi,  poichèil  ragionamento  è  indipendenle  da 
qaesfordine,  cosl  in  générale 

(tO)  e«=H)xPe^P«-*,c.b.d. 

7€M.  Da  questo  teorema  disceodonoli  corollarii  seguenti: 

I .  Il  complemento  algebrico  d'un  quQlunque  minore  del  d^iermi- 
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nmile  reciproeo  (ïun  dalo  déterminante  P  d'ordine  n™*,  pareggia 
il  prodotto  del  minore  omologo  P^  nel  déterminante  primUivo.  mol- 
tiplicalo  per  quesio  stesso  primitivo  elevaCo  ad  unapotenza  d'unu- 
nità  inferiore  alVordine  del  detto  complemenlo^  cioè 

In  falti  il  complemento  d'un  minore  è  un  altro  minore,  c  il  complc- 
mcnlo  di  P^  è  delPordine  (n-mi"*". 

II.  n  complemento  a^gebrico  d'un  elementod'un  reciproeo  è  ugua- 
le  aUelemenlo  omologo  dd  déterminante  primitivo  di  ordiiic  a"**, 
moWplicato  per  la  potenza  (n— 2;"*  di  questo  primitivo^  In  fdUî  se 
711=!,  saranno  (Ji  e  P|  due  elementi  omologhi  del  reciproeo  e  del  dé- 
terminante dato,  e  sieno  nspeitivami^nte  A^.^  eda^«  ;  quindi  la  (11)  dà 

(12)  comp.  alge.  A^,=a„P^* , 

m.  Se  un  déterminante  è  nuUo,  ô  nullo  pure  il  redprooo^  e  ogni 
minore  di  qu^to  redproco,  il  cui  grado  sia  ma^giore  di  l.Ciô  n- 
sulta  dalle  formole  (5)  e  (10). 

IV.  Se  un  déterminante  è  nullo,  gli  elementi  d'una  linea  del  cor- 
rispondenle  redproco  sono  proporzionali  rispettivamente  a^li  dé- 
menti omonomi  d'un'altra  parallela  qualunque  :  o,  in  altri  termini, 
se  un  déterminante  ê  nullo,  i  complementi  algebrid  (f  uiia  linea 
qualunque  sono  proporzionali  ai  complementi  algebrici  degli  dé- 
menti omonomi  in  un'altra  qualunque  parallela. 

In  fatti,  se  il  déterminante  P  è  nullo,  sarà  pure    /•  /^  =A„A,^ 

--Ar«>l««=o,  quindi  A^,  :  A^y.A^,  :  A^^. 

lOO.  Per  definizione  (n.**  631)  fra  due  elementi  coniugali  a„,agr 
d'un  déterminante  simmetrico  v*à  la  relazione  a^^a^  ;  da  cui  segue 
che  in  un  déterminante  simmetrico^  r  due  linee  di  nome  diversu, 
ma  di  egual  posto,  sono  identiche  ;  2**  che  iminoriprincipalisono 
essi  jmre  simmetrici;  3^  e  che,  fatla  aslrazione  dai  segni,  %  mimri 
coniugali  sono  eguaii,  egualmente  che  i  rispeltivi  complementi.  E 
poichè  due  elementi  coniugali  a^,,  a^,.  sono  due  minori  comugati,  i 
loro  complementi  A^^^^A^  sono  pure  uguali  ;  quindi  4**  il  redproco 
d'un  déterminante  simmetrico  è  un  altro  déterminante  simmitrijca- 

llO.  Teorkma.— In  un  déterminante  simmetrico  nullo ^  i  compî^- 
menti  degli  elementi  successivi  d'una  linea  sono  proporzionali  aU^ 
radici  quadrate  de'  complementi  de*  successivi  elementi  pnncfpatt, 
prese  tutte  con  uno  stesso  segno. 

In  fattl,  esseado  nullo  il  daio  déterminante,  e  considerando  un  mi* 

del  reciproeo,  de^'essereA^^  :  A„=A^,:  Aj,.(n.®  708,If); 

ma  essendo  simmetrico  il  déterminante  dalo,  tal'ë  pure  il  soo  recipn>- 
co  (n.®  prec),  quindi  Aj.g=A„,  e  la  proporzione  précédente  f\hA% 

=A„  Agg ,  da  cui,  rîtenendo  un  sol  segrno,  si  trae  A„=  \/A„  A„,  on- 
de Aj.^  :  Art  '  ^rS  ••••  ^r»=V/^l  *   V^,  t   V^I  ...   v/^,  C.  b.  d. 

III.  Poichè  in  générale  (n.*»  632) 


nore  I  4^''  '!'•• 
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io  cui  a^t  è  il  complemenlo  algebrico  di  a^  preso  nel  minore  ^4^^ ,  e 
i  e  fc  possono  aver  talti  i  yalori  interi  da  1  ad  n,  esclusine  r  ed  8  ; 
cosl,  se  facciamo  r=s,  avremo  P=a,.,jl^— £a^^a^^4 ,  e  in  questo  casp 

a^j^è  il  complemenlo  algebrico  dell'elemento  a^,  preso  nel  minore 
Af^  ;  ma,  se  il  déterminante  P  à  simmetrico,  (iH='^ir  *  quindi  ailora 


(14) 


P=za„A^-Jjaria^fflij, , 


e  i^  è  esso  stesso  un  déterminante  simmetrico,  si  cbe  cLa-^kt'i 
quindi,  pe'  Talori  diversi  di  fc  ed  i,  i  termini  compresi  nella  somma  £ 
sono  a  due  a  due  uguali  ;  montre,  per  Talori  eguali  di  fc  ed  t,  i  termi- 
ni corrispondenti  divengono  délia  forma  a^ri  ^u*  Laonde,  in  ullima 
analisi  ayremo  per  un  déterminante  simmetnco 

(15) 


V=^Ji„'-^a^rflHi-^^rfif1flik  > 


badando  di  dare  ad  i  nella  prima  somma  i  valori  1,2,..  n,  escluso  r, 
e  nella  seconda  somma  dare  a  i  e  fc  pure  gli  stessi  valori,  ma  non  mai 
uno  stesso  yalore  a  fc  ed  i. 

712.  Per  mezzo  délie  formule  (14)  o  (15)  riesce  agevole  lo  svilup- 
po  d*un  déterminante  simmelrico,  cbe  in  ogni  caso  potrebbesi  oltene- 
re  col  metodo  générale,  reiativo  a  un  déterminante  qualunque.  Cosi 

0  ab' 
poniamo  cbe  s*abbia  il  déterminante  simmetrico 


ao  c 
bco 


e  suppo- 


niamo  cbe  sia  a,^=a||=o  ;  ailora  ^1,^=    ^  ^   ,  e  nella  formola  (15),  il 

c  o 

primo  termine  svanisce  ;  per  vedere  a  cbe  riducasi  il  secondo  termi- 
ne osserveremo  cbe  c^  è  il  coefBciente  di  a^j^  in  il^,  e  poicbè  nel 
caso  attuale  i  valori  cbe  puô  prendere  i  in  quel  termine  sono  2  e  3,  e 
secoodo  Tespressione  di  il^,  è  022=0(33=0,  quindi  ancbe  il  secondo 
termine  syanisce.  Finalmente,  il  lerzo  termine  si  riduce  air  unico 

oah 
o,,a,ja,3=— oftc,  e  perô  avremo  finalmente 


aoc 
bco 


=2abc.Similmente 


ol  1  1 

1  0  c*  6* 
1  c*  0  a* 
l6*a*o 


0 
a 
6 
c 


a 
0 
c 
h 


h 
« 
0 
a 


c 
6 
a 
0 


=a*+6*+c*-2(a«6«+a*c*+b*c»). 


ns.  Tborbma.  —  Ahbiasi  il  delerminanU  %immetrwo 

a  b  c  d 


(16) 


P= 


b 
c 
d 


c 

e  f  g 

f  b  i 

g   i  k 


e  sia  il  minore 


(") 


a 

b  c 

b 

e  f 

c 

f  b 

=0; 


dieo  ehe  P,  indipendeniemcnte  dal  segno^  ë  tin  quadrcUo. 
RuBiNr  £lem.  (TAlgebra  36 
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Iq  falii  il  delerminaDle  P  ordiaaio  secoodo  gli  elementi  deirultima 
verticale,  e  tenendo  présente  la  n  lazione  (17)  diviene 


P=- 


bef 

abc 

ab  c 

ef  h 

d+ 

efh 

9- 

bef 

dgi 

dgi 

dgi 

% 


indi,  sviluppando  ciascuno  di  quesii  determîoantisecondo  glielemeali 
deirulliiua  orizzontale,  risulta 

^"^     L  -2  {bh''cf)dg-'À{bf-cé)di-'l{af-bc)gi\  ' 

ma,  esseado  il  déterminante  (17)  simmelrico  e  nuUo,  si  à  (d.^  110) 

(6/i-cf )«=(e/i-P)  (r//i-c«) ,   (ftr-ce)»=(  e/i-  P)  (ae-ft*) , 

(a/-6c)*=(ah-c^)  (ac—b^) ,  quindi 


(18)        P=  -(  d  s/eh^+g  s/ak-c^  -i  s/ae-b^  ),  c.  b.  d. 

714.  k  da  ossprvare  che,  per  avère  risultamenii  reali,  i  irebioo- 
mil  e/i— P,  a/i— c*,  ae— 6*  devono  avère  uno  stcsso  segno,  il  quale  sp 
è  il  + ,  allora  P  à  negativo  ;  e  se  è  11  — ,  i  tre  radicali  in  parente  si 

acquistRno  il  fattore  \/^.  si  che  risulta  P  positivo  ;  laonde,  in  ogni 
caso,  il  determinanle  P  e  uno  qiialunque  de'detti  btnomti,  che  sodo 
minori  di  2^  ordine  principuli,  sono  di  segno  contrario. 

Questo  teorema,  che  trova  la  sua  applicazîone  nella  Geometria,  è  un 
ca.>o  p  .rlicolare  d'nUro  leorema  più  g»'nerale  (veg  Salmon.  —  Le^sons 
inirodtictory  to  ihe  modem  higher  Algebra  ;  pag.  124), 

tu.  Deierminanteemisiminelrico/ogobbo  s  i  mm  e  tri- 
co  (*)  è  quello  i  cul  elemenli  coniugati  sono  eguali  e  di  segno  contra- 
rio; ciô  richiede  che  gli  elementi  principali  sien  tutti  milli;  imprroc- 
chè  ogni  elemento  è  il  coniugato  di  se  stesso,  e  sarebbft  impo^^sibile 
supporre  una  quantité  a  un  letnpo  positiva  e  negaliva.  È  emisiinroe- 
trico  ii  déterminant'; 


0  a 
■a  0 
-6-d 
■c-e- 


b  c 
d  e 

0  r 

fo 


116.  In  générale  il  solilo  det^Tminante  P  è  emisimmetrico,  se  si  à 
0^,=:— a^.  e  a,Y=o.  La  slessa  forma  di  questa  specie  di  dt  terminaoti 
mostra  primaoïente,  che  ogni  minore  piincipale  d'wn  déterminante 
emidmmetrico  è  esso  stesso  emùmmeirico.  Due  linee  coniugate  cs- 
sendo  eguali  e  di  segni  contrarii,  ne  viene  chp,  mutando  il  se^rno  n 
ima  di  esse,  divengono  id^mii^he;  qnindi,  cambiando  i  segni  <Me  li- 
nee omonome  d'un  minore,  il  trasfonnato  avrà  le  sue  orizzontaU 
identiche  aile  verticali^  e  le  verlicali  idenliche  aUe  orizzofUati  del 


(*)  Abbiamo  adottata  la  denominazione  di  emisimmetrico,  proposta  dal 
Bbllavitis^  corne  più  logica  dell*  allra  qobbo  simmplrico,  creduta  coutr^ria 
air  idea  che  si  vuole  esprimere^  anche  da  una  celebrità  matematica  de'  no- 
stri  tempi^  e  a  cui  moito  si  deve  in  questo  nuovo  ramo  deir  Algebra. 
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-a  d 
~6o 


a  b 

-d  0 

a— d 

6     0 


sono 


minore  eoniugaio  (d.®  613):  cosl  i  duemioort 

confugati,  e  mutando  i  segni  aile  verlicali  del  primo  diviene 

cbe  à  le  sue  yerticali  identiche  aile  orizzootali,  e  reciprocanieate,  del 

second  o  _^  q  '  ^^  ^^  caoïbiameato  del  segno  in  tuUe  le  linee 

dfllo  slesso  nome,  senza  altorare  II  valore  d*  nn  déterminante,  gli  fa 
ritenere  o  cambiare  il  segno.  secondo  che  è  d'ordine  pari  o  impan  ; 
qaiodi  due  minori  comugati  d*im  déterminante  emiHmmetrico  so- 
no  eguali  e  dello  stesso  segno^  o  di  segno  contrario,  secondo 
ehè sono  di  grade  pari,  o  impaii. 

nt.  E  poichè  i  complementi  di  due  élément!  coniugati  sono  mi- 
nori coniugr.ti  deirordine  (n— i)"^  (essendo  n  Tordine  del  d»^termi- 
nante  date),  cosl  i  complementi  di  due  elementi  coniugati  d'v/n  dé- 
terminante emisimmetrico  sono  eguuli  e  dello  stesso  o  di  con- 
trario segno  y  secondo  che  U  daio  déterminante  è  d*ordine  impa- 
rt 0  pari. 

119.  Cambiando  i  segni  a  tuHe  le  linep  omonome  del  dato  déter- 
minante emisimmetrico,  le  orlzzontali  divengono  identiche  aile  yerti- 
cali (  n.®  71G,  )  e  nel  tempo  stesso.  se  il  suo  ordine  ë  impari,  deve 
cambiar  di  segno,  senza  mutar  valore,  ciô  che  m^n  puo  aver  aiiri- 
menii  luo$;o  se  non  è  nulle;  quiniii  un  déterminante  eminmmel/rico 
di  ordine  impari  è  identicamente  nullo. 

E  poichè  i  minori  principali  sono  ennsimmeirici  al  pari  del  dato, 
cosl  i  minori  principali  d'ordine.  impari  d'un  déterminante  enitsim- 
metrico sono nulli.qualunque  sia  l'ordine delproposio  dd  rminan- 
te;  e  se  questo  è  d'ordine  pan,  sono  nulli i  detti minori  e  i  loro 
complemeniù  perché  questi  risultano  d'oidme  impari  come  i  primi. 

719.  Teorbua.  —  Se  un  déterminante  emisimmetrico  è  d'ordine 
parL  il  suo  reciproco  è  pure  emisimmetiico  ;  eseè  d'ordine  impa- 
ri. il  reciproco  è  soltanto  simmetrico. 

lu  fatti  essendo  pari  1  ordine  del  daio  déterminante,  il  complemenlo 
d*uQ  elemento  è  d'ordine  impari,  e  perô,  se  qu«  si'eleineoto  è  princi- 
pale, a„j  il  suo  complemenlo  >l,.,.=o  (n.®  prec.)  ;  d'allronde  dne  ele- 
menti coniugati  o^^ .  a^,  che  sono  eguali  e  di  segni  conirarii,  ànno  i 
loro  complemenû  ^,.,,  A,.«  anche  u^uali  e  di  segni  contrdrii,  se  il 
proposto  déterminante  ë  ui  ordine  pari;  e  gli  ànno  eguali  e  dello  stes- 
so «egno.  se  il  dette  ordine  ë  impari  (n.^  €80)  ma  in  questo  caso  non 
ë  j1^=:o;  ora  le  A  sono  gli  elementi  del  reciproco  del  dato  determi- 
Dame,  qumdi  è  Tero  c.  c.  b.  d. 

l^O.  Da  questo  t^'orema,  e  dalValtro  del  n,^  1 10  risulta  che  gli  ele- 
menti sussecutivi  d'una  linea  del  reciproco  d'un  déterminante  emi- 
simmetrico d*  ordine  impari  sono  proporzionati  aile  radici  qua- 
drcUe  dei  successîvî  elementi  principali prcse  con  uno  stei^so  segno. 

1^1.  Tbobema.  —  Vn  déterminante  emisimmetrico  d'ordine  pari 
è  U  quadrato  d'una  funzione  razionale  de'  suoi  elementi. 

la  fatti,  riprendiamo  la  formola 
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e  poniamo  che  reiemento  a^,  sia  il  primo  di  P,  cioë  an;  allora  a^sarà 
il  coefiBcîente  di  a^^  nel  complemcnlo  ^h  ,  che  è  nuilo  (a.®  718),  e 
perô  Oft  sarà  deirordine  (n-2)*^ ,  e  gl'iQdici  iek potranoo prendcre 
tutti  i  Yalori  2,  3, 4  •••  n,  escluso  1.  Inoltre,  per  natura  del  proposto 

determinaDlc,  e  pel  n.®  prec.,aj.^=afci=  V^a^^a^;  slche,  osseryando 
pure  che  nel  nostro  caso  <in=-a^i,  la  formola  prec,  pel  proposto 
determinanie  emisimmetrico,  diyieoe 

e  poichè  laoto  k  che  i  prcndon  gli  stessf  valori  2,  3  ...  n,  e  î  radîcall 
ànno  lo  stesso  segno  (n.*  710),  cosi  i  due  fattori  in  pareniesi sonocgua- 

li  ;  quindi  P=  ^Za,^  ^^Y  ,  e 

(  !  9)       V^=2  a^i  V^=a„  s/â^+a^^  \/Ôl^+  •  •  •  •  +  a,,  v/fl^^ . 

Questa  formola  mostra  che  v/P^  ^^^  caso  che  considerîamo  ♦  è  la 
somma  dî  n— 1  termini,  ciascuno  de'  quali  è  un  elemento  d'una  sles- 
sa  linea  del  déterminante  proposto,  moltiplicaro  per  la  radîce  quadra- 
la  d'un  altro  determinanie  «,•<  di  grade  (n-2)"*^,  cioè  anch'esso  d'or- 
dine  pari  ed  emisimmetrico  corne  il  dato.  Laonde  si  potrà  egualmen- 
te  esprimere  v^  mercè  un'altra  somma  di  n-i  termini,  ognuno  dei 
quali  conterrà  il  radicale  quadralo  d'allro  delermînante  ^n  d'un  ordi- 
ne  di  due  unità  ioferiore  a  quello  di  a^<,  e  perô  deirordine(n-4)"*, 
cioè  pari  come  quello  del  proposlo  ;  si  che  si  potrà  a  ciascun  radica- 
le V^ii  applicar  la  formola  (19).  B,  continuando  il  ragionamento,  si 
vede  che  devesi  finalmenle  giugnere  a  un  punto,  in  cui  s'avrà  una  som- 
ma di  lermini  contenenli  radici  quadrate  di  determinanli  del  2."*  ordi- 
ne  ed  emisimmeirici,  le  quali  saranno  razionalî,  perché,  per  questi 

deferminanti  a„„=a^„=o,  a^«=--a^,  onde  J 

Pertanto  nAp  sarà  finalmenle  cspressa  da  una  somma  dî 
zionali  funzionî  degli  elemenli  di  P,  c.  b.  d. 

t^^.  La  précédente  dimostrazione  è  quella  del  Baltzer,  alquanlo 
modificala  dal  Tritdi,  che  ne  à  data  un'allra  più  semplice,  ed  è  la 
seguente  (TauDi.^Teonade'  determinanti  n.^  104). 

Sia  P  un  déterminante  eniisimmetrico  di  grade  pari  ;  il  soo  rccî- 
proco  R  sarà  pure  emisimmetrico  (n.°  719).  Sieno  inoître  P,,  Rf  due 
rispetlivi  minoii  principali  omologhi  e  di  2.**  grade  di  P  ed  il  ;  quel 
minori  saranno  anch'essi  emisimmeirici.  Finalmenle  sia  P'j  il  com- 
plemento  di  P^,  e  sarà  R^=P\P  (n.^  707).  Ora,  poichè  P  è  emisimme- 


corne  emisimmetrico  di  2.^  gr.  è  un  quadralo  (n.*^  prec.)  quindi,  per 
la  précédente  relazlone,  anche  P\P  dev'essere  un  quadralo  ;  e  poichè 
P'î  e  P  sono  enlrambi  di  grade  pari,  une  di  essi  sarà  quadralo,  se  qua- 
dralo è  i'altro  :  ma  F^  è  quadralo,  se  P  è  di  4.°  gr. ,  perché  allora  P\ 


termini  ra- 
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è  emisimmetrico  di  2.^  gr. ,  qaindi  se  P  è  di  i.""  gr.  è  un  quadrato. 
Pertanto  un  déterminante  emisimmetrico  di  4.^  gr.  è  un  quadrato  ; 
quindi  applicando  lo  stesso  ragionamento  risulla  che  anche  quadrato 
è  un  déterminante  emisimmetrico  del  6.°  deir8.^,  e  in  générale 
del  2n^  grado. 


ESB. 


0    ai,  a„  a^^ 

Ct41  <»«  Û4S  0 


=  (0f2  «s4-0i3  (h^-^^hi  ^js)*- 


Nello  sviluppare  questo  déterminante  siè  tenuto  présente  che  esso 
è  emisimmetrico,  e  perciô,  in  générale  0,.,=— a^^.  E  appunto  per  que- 
sta  relazione  un  termine  négative  si  puô  rendere  positivo  scambiaodo 
gllndlci  d'une  degli  elementi  che  entrano  in  quel  termine.  Cosl  il  2.^ 
termine  in  pareclesi  nelFese.  prec.  puô  scriyersi  +a,sa^,  o  +  a,!  a^. 

723,  Il  numéro  de'  termini  deirespressione  di  \/P ,  corne  risul- 
la dal  ragionamento  del  n.**  721  è  (n-1)  (n-3)  (n-5)  ..•5.3.1, 
e  ciascun  termine  è  un  prodotto  di  |n  elementi,  cbe  ànno  primi  e  se* 
condi  indici  diversi  ;  in  modo  che  riascun  sisiema  d'indici  in  ciascun 
termine  non  è  altro  che  una  permutazîone  de'numeri  1.2,3..n.  Anzi, 
stando  al  dette  ragionamento,  dev*essere 

^ii=<^u  ?/!+•••>    ?«=«56  Totui  •  •  •  »  ec.  , 
si  che,  risalendo  alla  formola  (19),  si  scorge  che  il  primo  termine  di 

\/1p,  îndipendenlemente  dal  segno,  è  a|,a34a5g...a„_,  ^,  e polrà  es- 
sere  positive  o  négative  ;  in  fatti,  essendo  emisimmetrico  il  determi- 
nante,  è  (irg=—a„,  onde 

=  (—1)^     ^IS^2l^r.4^43  ••  ^fir-1  il^il  fl-l  » 

,  ^r  questo  termine,  primo  nello  sviluppo  di  P,  sarù  semprc  posilivo, 
^ia  che  le  permutazioni  1,  2,  3  ...  n  -  1,  n,  e  2, 1,4,...  ?i,  n-1 
sieao  délia  stessa  classe  o  di  classe  opposia  ;  perche  il  primo  caso  à 


u 


luogo  quando  |^n  è  pari ,  e  allora  (—1)'-'  e  a^a^, «34  ce.  sono  enlram- 
bi  positivi  ;  il  seconde  caso  avviene  quando  ^n  è  impari,  e  allora 


':n 


(—1  y  e  il  prodotto  a^a,,  ec.  sono  entrambi  negativi  ;  quindi  il  ter- 
mine (OijO^^...  %^ij^  è  positive  in  P,  e  il  termine  a^^i  •  •  •  ^«-i» 

in  v^  P  puô  essere  positive  0  negativo. 
9!Et.  Ponendo 

(20)  S=a,,a34 . . .  a^_,„+ec . , 

cioè  dinotando  con  S  la  funzione  razionale  e  intera,  che  elevata  a  qua- 
drato dà  il  déterminante  P,  si  puô  dimostrare  che  la  funzione  S 
cambùz  diseqno  con  lo  scambio  di  due  indici,  ed  è  idcnlicamenle 
nuUa  qua/ndo  due  indici  divengono  eguali. 

In  fatti,  se  rappresentiamo  con  S|  ciô  che  diviene  S.  qiiando  si 
scambismo  tra  loro  1  due  indici  iek,  allora,  seconde  la  delinizionc, 
Sf  sarà  ciô  che  diviene  P  per  lo  stesso  scambio  d*  indici  ;  ma,  essor* 
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vdndo  che  quest'  indici  enlrano  in  P  lanto  corne  primi  quanto  corne 
seooDdi,  il  loro  scambio  fa,  a  un  tempo,  scambiare  in  P  dae  oriuon- 
tali  e  due  yerticali^  e  P  resta  inallerato  (n.^  6S4),  cosl  ne  segue  ehe 
S'=Sf  ;  onde  S  ed  S,  sono  eguali  e  dello  slesso  o  di  contrario  se- 
gno.  Posto  ciô,  se  a^^Bf-j^  è  la  somma  di  tutti  i  termini  di  S  che  conten* 
gono  il  fattore  a,-j^,  ullora  gli  eiemenii  conienuU  m  JSjj^  non  possono 
avère  indici  eguali  ad  i  ne  a  fc  (n.^  prec.))  si  che  io  scambio  di  quesii 
indici  non  altéra  jB^j^;  ma  inollre,  per  naiura  del  déterminante  P,  e 
a^=:^a^-,  quindi  il  termine  an^B^f^  di  S  non  muta  valore,  ma  soUanlo 
segno,  quando  S  diviene  S,;  laonde  le  due  funzioni  S,  S,  sono  eguaU 
e  di  segno  contrario. 

Perô  se  glindici  iek sono  eguali.  allora  il  termine  a^u^u  reslando 
immutato,  il  polinomio  S,  pu6  essore  ugualo  tanio  a  S  che  a  —  S  ; 
ina  una  quantité  non  puù  essere  nel  tempo  stesso  positiva  e  negaliva, 
qaindi  m  questo  caso  dev'essere  S^=o.  Pertanto  resta  provato  ciôebe 
volevasi  dimostrare. 

ï^S.  La  fanzione  S  è  detta  pfaffiana  dal  Catlby,  percbfe  si  pré- 
senta in  una  leorica  di  calcolo  sublime  dovuta  al  geometra  Pfaff. 

126.  Déterminante  pseudosimmetrico,  o  gobbo  èquello 
di  cui  ogni  eiemento  non  principale  è  uguale  e  di  segno  contrario  al 
suo  cooiug^to.  Un  déterminante  di  questa  natura  pu6  sempre  scom- 
porsi  in  altri  determinanti,  in  cui  gli  elementi  principali  sien  nulli, 
e  per  conseguenza  ciascuno  di  questi  nuovi  determinanti  sarà  emi- 
simmelrico.  Il  caso  più  ordinarlo  de*  determinanti  pseudosimmetrid 
è  quelle  in  cui  tutti  gli  elementi  principali, a,|,  a^^,  ec.  a^^^^  sono  e- 
guali  tra  loro,  e  poniamo  a  x:  in  tal  caso  il  date  determmante  puô 
essere  SYilupoato  seconde  le  potenze  discendenti  di  x  mercè  la  for- 
mola  del  n.  695. 

(21  )      P=x^M^P,,)x^'-\-{lP,,)x^'-\- ....  +{2Poa-*)^+^o  • 

Ora,  se  P  è  d'ordine  pari,  i  rainnri  P^i,  Pos,..  Po»-i  saranno  d'or- 
dine  impari,  e  corne  emisimmetrici  s*annuilaiio.  si  che  in  lal  caso 

(22)  P=x'^+(SPo,)x«-*-h(2Po4)x'*-*+. . . .  +(2Po».î)x*+^  ; 
e  quando  P  ë  d\)rdioe  impari  risulta 

(23)  P=x'»+(2Pi,)aî"-*+(2Po*)x'*-^+.  •  •  •+(2Po«^^x*+(ÏPoa-.)«. 

(n  entrambe  quesfe  formole  i  determinanti  cbe  entrano  ne*  secondi 
membri  sono  quadrati,  p<Tchè  emisimmetrici  d  ordine  pari;  ma  nella 
prima  si  à  di  più  che  ciascua  termine  è  positive,  perché  le  potense 
di  X  sono  di  grado  pari,  e  si  possono  perciô  considerare  Gome  dei 
quadrati,  e  quindi  ogui  termine  di  (20)  è  un  quadrato;  laonde,  vn 
delerminarUe  pseudosimmetrico  d' ordine  pari  ad  elementi  prind- 
pâli  egualit  è  sviluppabile  iti  una  somma  di  qaadroH. 

Supponendo  x=:t,  le  (22)  e  (23)  divengono 

(24)  P=l+2Po,+2Po4-f-  '+2:Po»-2+i'o.  »  P"i 

(25)  P=l+ïPo2+SPo»-f-..+ÏPo««,-l-2Poa-i»  n  impari; 

e  poicbè  i  determinanti  de'  secondi  membri  sono  quadrati  nell'  una  e 
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nelV  allra  di  queste  formole,  oosl  puô  coochiudersi  che  un  detertni' 
nnnie  pseudosimmetnco  d'ordine  qualunque^  e  ad  elemefiti  pria' 
cipali  eguali  a  1 ,  ë  una  somma  di  quadrati. 

LEZIOiNE  LXI. 

Uso  de*  determinand  nella  risoluzione  delte  equazioni  di  primo  grado 

a  pvà  incognile. 

12V.  Abbiasi  il  slstema^  di  n  equazioni  ad  altrettante  incognite 

e  p')nga>i  : 

On  a,| .  .  .  a„ 
(2)  P= 


C^i  Ctjj  •  •  .  Oif^ 


^»f  ^«î  •  •  •  ^nn 

chesichiama  déterminante  del  sistema  di  equazioni  da- 
te. Corne  si  sa  dal  n.^  66S  è 


(3) 


essendo  An.A^^...  \  complemenii  aigf'hrici  di  ai^Ma- .  •  E  dinotando 
con  k  un  altro  indice  qualunque  diverso  da  t  si  à  (n.®  681) 


(*) 


L  Poslo  ciô,  si  molliplichi  la  prima  (1)  per  A^^y  la  seconda  per 
A^ij  ec.  l'ultima  per  il„j,  e  quindi  si  adilzionina  i  risultamenli  ;  allô- 
Ti»y  in  Yiriù  délie  (4)  STHuiranno  i  lermini  con  le  ignote X|,  x^...  x^i, 
^i+f*^n«  ^  restera  la  soia  œ,-,  il  cui  coefltclente,  secondo  la  (3),  saià 
Pj  e  risulterà 

(S  )  Pa;,c=t^,i4<+Ma<+  •  •  +Mii.-=P<, 

donde  si  vede  che  il  secondo  membro  è  lo  stesso  determinanle  P 
qoando  alla  t^  verticale  si  so«tituiscono  gli  u  aile  a.  E  ponendo  in  (S) 
îDYece  di  t  soccesslTamenie  1,  2,  3, ...  n,  s' ànno  per  le  ignote  x,, 
œ^...x^y  le  espressioni 

.  Pxi=tt,4„-I-M«f+ 

(6)  )  Paît=U4ii„+Uj4„+ 

(  Px^=tt,i«,^-Hi^,^+-  • .  •  +t*nA^=P. . 
le  quali  risnlTono  il  sistema  di  equazioni  dale  (1). 


•  ■  •  • 


'  •  •  •  • 
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129.  Poniamo  ora  che  s*  abbia  il  seguente  sistema  di  equazioni 

ove  in  générale  A^^  è  il  complemenlo  deir  elemento  a^,  del  determi* 
nanle  (2).  Le  formule  che  risolvono  le  (7)  sono  le  (6)  quando  in  luo- 
go  di  P  si  pone  il  suo  reciproco,  che  è  uguale  a  P'^'(n.®  105)  e  in- 
vece  di  Af,  si  pone  il  complemento  algebrico  di  questo  elemenlo  del 
reciproco  ;  e  osservando  che  comp.  alg.  A^^^a^^  P^*  (  n.®  708  ),  si 
trova 

Pertanto,  dato  uno  de'  sistemi  (7)  e  (8)^  si  à  in  pari  tempo  rallro: 
coiesti  sislemi  si  dicono  reciproci. 
730.  Prendeodo  invece  del  sistema  (1)  il  seguente  : 

(9)  <  ««yi  +^2/2+aMy8+  •  •  •  •  +an3y«=v3 , 


il  quale  si  chiama  derivato  del  sistema  (1),  si  trova 

(10)  j  ^i/i=Vi^M+'y«^2t +•  -+^21»  » 

(  Py„=i?i4^i4^2i„s+.-fM^„. 

MoUîplicando  le  (10)  rispeltivamentepert^«,t^2..t6|i9  sommandoiri- 
sultamenti,  e  tenendo  presenti  le  (6)  s' ottiene 

è  questa  un  equazione  di  condizione,  che  va  unita  insieme  con  i 
due  sistemi  derivati  (1)  e  (9);  vale  a  dire  che  le  ignote  X|.a;2v^<iî 
2/i  î/î'-y»  proprii  a  veriflcar  le  (1)  e  (9)  devon  pure  verificarcla  (il). 
131.  Supposlo  che  nel  primitivo  sislema  (!)  sia  u^^-a^^x^^,  «^= 
— ttjoCCo»  •  •  •  •  ^#i="*Ono^o»  s' à  il  seguente  sistema  di  n  eqtiazioni 
omogenee  con  n+1  ignote: 

!^io*^0~^ ^1**^1"^  •  •  •  •  "TCt|||05,|=0} 
(ho^^o'^^iv^i'^  •  .  •  .  +ct2ftX,^=o, 

Le  soluzioni  (6)  accomodate  a  quest*ipotesi  divengono 

Pae^=-œo(a4oiln+a2Ai+*-+a^4„,), 

(  Paî^=-œo(«ioA|„+aioi2„+--+a„oA„J: 
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e  qaeste  formole  non  dstermmano  i  valori  assoluH  délie  ignote  , 
ma  solo  i  loro  scambievoli  rapporti,  cioè 


(i*) 


•  •  • 


Pertanto,  avéndosi  n  egixoziont  omogenee  coh  o+l  ignote, 
ciaseuna  ineognila  è  proporzionale  al  déterminante,  che  8t  à  dalla 
nuOrioe  de'  coefficienti  di  tulle  le  equazioni,  quxindo  si  supprime  la 
coUmna  de'  coefficienti  di  queW  ignota, 

7S2.  S'abbiano  ora  n+1  equazioni  con  n  incognile 


(15) 


^11=^»  > 


Se  di  qodsle  equaziooi  ne  prendiamo  n  qualunqoe,  e  sieno  le  prime, 
allora  avremo  un  sistema  di  n  equazioni  con  altrettaote  ignote,  dal 
quale  poirem  dedurre,  mercè  le  formole  (6),  i  valori  di  cotesle  inco- 
gnile. Or  se  qaei  valori  (6)  si  sosiiluiscono  nella  rimasta  délie  equa- 
zioni (15),  cioè  neir  ullima,  s*  ottiene  : 


•m  -Pn^^m-i^^^» 


ove  in  générale  P^  dinola  il  numeratore  di  a;^  (n.*^  128).  E  se  egli  è 
vero  cbe  le  equazioni  (15)  coesisiono,  la  (16)  dev'essere  una  iden- 
liià.  Ma,  stando  al  signiflcaio  de'simboli  P|,  P,  ^^*  ^^  primo  membro 
di  cotesta  (16),  falla  astrazione  dal  segno,  è  il  déterminante 


«H 


a. 


-w. 


il  quale  non  cangia  yalore,  cambiando  il  segno  a  tutti  gli  elementi 
deir  nitima  colonna  ;  quindi  per  poter  coesistere  le  n+1  equazio- 
ni (15)  tra  n  ignote,  devesi  veriflcare  la  condizione 


(") 


«Il 


Cl|2  •  •  • 

O^t  . . . 


«in 


a 
a. 


«f 


««2 

a 


'nu 


'JI4-H  «*1H-IÎ  • 


«n-hln  ^«-4-» 


=  0, 


la  qoale  in  ogni  caso  si  forma,  scrivendo  il  déterminante  de'  coeffl- 
cienli  dette  equazioni  date,  compreH  ancora  i  termini  noti  passali 
al  primo  memJbro^  ed  ugitagliandolo  a  zéro. 

7SS.  Reciprocamente,  Teriiicata  questa  condizione,  i  valori  délie 
Ignote.  proprii  a  vériflcare  il  sistema  (15),  si  possono  dedurre  da  n 
qualunque  di  quelle  equazioni,  si  cbe  la  rimasta  sarà  consegnenza 
RuBiNi  £(em.  d*  Algebra.  31 
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délie  prime;  percbè  in  virtù  délia  (17),  quel  valori  soddisranno  Te- 
quazione  rimasta. 

734.  Pooiamo  finalmente  che  s'abbia  il  seguenle  sistema  di  n  e- 
qusiziuni  omogenee  ad  n  ignote  : 

flnaî|+tt,ja3î+ +^fii3c?»=o , 

(18)  {  a jiOCi+Osj  x,+ +«3^05^=0  , 

In  questo  caso  le  formole  geoerali  (6)  si  riducono  a 

(19)  Pxt=0j  Pxf=^Oy Px^=Oj 

e  perô,  se  P  non  è  di  se  slesso  nullo,  sarà  x^=œi=..*  =x„=o;  i  qoa- 
)i  valori  col  fatlo  veriflcano  leO^)*  H^»  se  vuoisi  che  lulte  o  p^rle 
délie  ignoie  abbiano  valori  effeliivi,  non  possono  le  (19),  e  quindi 
le  (18),  essere  altriaienti  venflcate  se  non  con  Tesseie 

(20)  P=2;±a„a,aa3,.-a,^=o. 

Quest*equazlone«  che  si  chiama  élimina  la  del  çîstema  (18),  è  la 
condizione  perché  vi  possa  essere  un  sistema  di  valori,  non  luiti  nul- 
li.  rhe  soddisfaccia  le  (19).  Ha  questo  sislema  non  è  solo,  e  i  valori 
délie  ignoie,  in  lai  caso,  sono  generalmente  parlandOj  indoUrmi- 
naii  ;  ciô  che  si  rileva  dalla  forma  d' indeierminbzione,  che  prendono 
le  X  deile  (19),  supposta  veriflcata  la  (20).  D' allronde  si  puô  osser- 
vare,  che  se  nelle  (18)  si  dà  a  uoa  qualunque  délie  ignote,  poniamo 
la  a;„,  un  valore  particoiare  qualunque  a^,  quelle  n  equazioni  ridu- 
consi  a  conlenere  soltanto  n— 1  ignote,  e  perpoter  coesislere  è  d'uo- 
po  pel  n."*  732  che  la  condizione  (20)  abbia  luogo;  ma  questa  si  sup- 
pone  veriDcata,  dunque  al  valore  x^=aL^  corrisponderà  un  sistema  di 
valori  Xi=a^yXi=ai,  ec.  Ora  il  valore  o^  ë  preso  ad  arbitrio,  quindi  vi 
saranno,  in  générale.  inOniii  di  questi  sislemi  proprii  a  verificar  le(18) 
nella  supposta  ipotesi. 

735.  Perà,  se  sono  indetermlnati  i  valori  assoluti  délie  ignote,  no'l 
sono  parimeote,  generalmente  parlando,  quelii  de'loro  scambievoii 
rapport!,  imperocchè,  dividende  tutle  le  equazioni  (18)  per  una  slessa 
ignota^  e  sia  x^^,  s^avranno  n  equazioni  conn— 1  ignote»  che  sono  i  rap- 

XX  T* 

porli  —=?/!,  zr=yt  •  •  •  -^=î/ft-i»  e  le  equazioni  sono 

«ii2/i+aiî!/ï+-  •+ai„^,2/,^-i+a|„=o, 

le  quali,  corne  è  slalo  mostrato  al  n.*^  732,  dàn  valori  determinali  per 
2/i'  î/î'  •••  y»«  perché  è  verillcala  Tequazione  (20). 

MO.  Posto  ciô,  osserviamo  che,  sviluppando  il  déterminante  (20) 
secoudo  la  prbna  orizzonlale,  si  à 

(2->  <ïii4fi+ait^i2-i--  •-HiinAi«=o; 
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inoltre  per  le  forinole  (4)  si  ànno  pure  le  seguenti  identità  : 


(23). 


quiadi  da  questo  sistema  di  eqoazioni  (22)  e  (23),  paragonato  a)  pro- 
posto  (18),  si  scorge  che  i  rapport!  de*  mloori  complemenii  lu,  A^^, 

A  A  A 

...A^^,  cîoè-T^  ,  7^-—~î^^»  si  posson  tenere  come  uno  dei  si- 

stemi  di  Talon  che  soddisfanno  le  date  equazioDi,  per  modo  che 

X      A.  X      A 

î/i=  —  =  x^ ,  2/2=— =7^ ,  ec.  Ma  quando  è  yeriflcata  la  (20)  si  à 

Au  l  -^if»  !  -^m^^M  •  A^  •••  l  Aj,|=A,j|  I  A^2  .••  I  Af^f^  (  a.    708,  IV  ), 
quindi 


ftn  9 


e  perô  nel  caso  délie  equazioni  (18)  il  rapporta  ira  d/ue  ignote  qua- 
lun,que  è  uguale  a  quello  de'  complemenii  corrispondenti  ai  coeffi,- 
demi  di  quelle  incognite^  presi  In  una  qualunque  délie  equazioni 
date.  Cosi  nelle  tre  equazioni  omogenee 

a^^X^-\-a^^Xii^a^^Xy=0M^^X^+a^iX^'\-ai^X^=O\a^^X^+a^^œi+a3^X^=0J 


SI  a 


Xf.X2.X3 — 


«22  ^23 

«21  «23 

«21   «22 

0^32^33 

«31  «33 

«31  «32 

«12  «13 

«n  «13 

«H  «12 

«32  «83 

«SI  «33 

«31  «3* 

«12  «13 

«U  «13 

«Il  «12 

«22  «23 

«21  «23 

«21  «22 

ISï.  Tornando  aile  equazioni  (1),  supponiamo  che  il  déterminan- 
te P  (2)  sia  nulle;  ailora  sarà,  in  générale  (n."^  cit.), 

.  4lt=^=^4^=...=:^;qumdi(n.«391) 


2r 


'»r 


A„Ut+At,Ut+--+A^,u^    P,    A„    At, 


*nê 


Au 


e  faccndo  successivamenle  r=l,2,3, ...  n,  otlerremo  :  P|=  x^  i*,  ; 

A  A 

Pi  =  -ir^Pt] ^n-'f^ P»  ;  onde  se  P,=o,  sarà,  in  générale, 

Rawicinando  questo  risultamenlo  aile  formole  général!  (6).  dedu- 
ciamo  quanto  segue  :  1  .*"  se  nelle  equazioni  (1)  il  déterminante  de'cae- 
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fficienti  risalta  nollo  da  se  stesso,  e  noa  sis  nullo  quando  una  soa  qua- 
lunque  oolonna  si  rimpiazsa  coq  quella  de'secondi  membri,  allora  i  va- 
lori  délie  n  iacognile  sono  tatti  in&DiU;  2.®  se  col  sosliluire  a  una  qua- 
lunque  colonna  del  dalo  déterminante  quella  dei  seoondi  membri , 
esso  s?anisce  parimente,  allora  le  n  incogniie  saronno,  general- 
merUe  parlando^  indeterminate. 

739.  In  questo  seconde  caso  le  equazion!  (1)  si  riducoDo,  in  gé- 
nérale, a  sole  n— 1  veramente  distinte.  e  la  rimanente  è  conseguenza 
délie  prime  ;  ond'è  cbe,  seconde  il  dimostrato  al  n.^  735,  le  n  ignote 
de?ono  essere  indeterminate.  In  effelti  pel  n.^  681,  e  perché  P==o  » 
an  luogo  le  seguenti  identité  : 

•     •     ••     •••     •     «•• 

e  d'allronde  per  ipolesi 

(25)  P^=^^A^,+u^Au+  •  •  +w«-Am=o. 

Ora  moltiplicando  le  equazfoni  (1),  esclasane  une  qualunque,  e  sia 
la  prima,  pe*  complément!  A^^^  .Is,.  ec. ,  sommando  i  risultamenli,  e 
tenendo  présent!  le  (24)  e  (23),  s*ott!ene 

laonde  se  A,,  non  è  mMo^  sopprimendolo,  si  à 

che  ^  appunto  la  prima  délie  (1),  c.  b.  d. 

739.  CredJamo  suiBcîente  il  fin  qui  esposto,  per  una  parte  elemeo- 
tare  deli'importantissima  teorica  de'  determioanti,  rimandandQ  per  più 
ampie  conoscenze  ai  pregiatissim!  iraitati  degii  illusiri  bbioschi,  bbl- 

LATITIS,  BAtTZBB,  SPOTISWOODB,  e  TBUDI. 


FINE, 


J 


INDICE 


DELLE   MATERIE 


PARTE  PRIMA— D«iralf«HlM*«lff«lbrie*. 

Capitolo     I.  —  Le  sei  operazUmi  algebriche  sulle  quarUilà  intere  e 

sulle  frazionarle. 

Lf»zione     I.  —  DeQnizioni pag.      1 

0  II.  —  Addizione  e  sottrazione  de*  monoroh.  —*  Addizione  e 

soUraziooe  de'  polmoinii.  —  Termini  simili    .    .    i»  6 

»           tu.  —  Délie  quaotità  négative »  -9 

1  IV.  -~  MoltipIicazioDe  e  divisione  de'  monomii.    ...»  44 

h             V.  -«>  Délia  rooltiplicazione  de'  poljnomii »  19 

»           VI.  —  Délia  divisione  de'  polinomii »  23 

s  VU.  —  Conlinuazione  dello  stesso  argomento    .    ...»  27 

s         VIII.  —  Délie  frazioni  algebriche »  31 

>  IX.  —  Polenze  e  radici  delle  quantitâ  monomie    ...    i»  35 

>  X.  —  Calcolo  de'  radicali  aritmetici b  39 

9          XI.  —  Signiflcato  de'simboli  a-"  ^  a.**  —  Calcolo  delle  quan- 
titâ con  esponenti  uegativi,  o  frazionaril    ...»  43 

Capitolo   II.  — -  Eguaglianza  ed  ineguagtianza. 

lez.       XII.  —  Eguaglianza.  equazione,  identità.  —  Trasformaxioni 

elementari  a'un*equazione »    46 

»         XIII.  —  Delle  ineguaglianze i    50 

Capitolo  III.  —  Délia  aariasione  delta  grandezza. 

Les.      XIV.  —  Quantitâ  varlabiie.eqnantitàcostante  —  Limite. --« 

Quantitâ  finita^  innnitesima,  e  flnita »    54 

B  XV.  —  Proposizioni  intorno  al  calcolo  delimiti.  — Operazio- 

ni  sulle  potenze  ad  esponenti  irrazionali     ...»    56 

PARTE  SECONDA  —  AppIleasUae  étâV  alfforitai*  alf«brl«* 

alla  dllBioclrasIoae  dlelle  proprl«là  die*  nn- 


Capitolo    I.  —  Proprietà  elementare  de'  ntaneri. 

Lez.      XVI.  —  Rappresentazione  algebrica  de'  numeri.  —  Proprietà 

che  se  ne  deducono »  58 

])        XVII.  —  Divisibilità  di  alcune  particolari  forme  di  numeri    »  62 

•       XVIII.  —  Di  alcune  proprietà  delle  potenze  e  radici  de'numeri»  68 

2»         XIX.  —  Problemi  diversi  sui  numeri »  74 

Capitolo   II.  —  l>ei  residui. 

Lez.       XX.  — •  Proprietà  de'  residui^  e  4oro  applicazione  a  taiiine  re- 

gole  d'Aritmetica »     77 


29i  INDICE 

PARTE  TËRZA  —  Applleazlone  dieiralfforliaio  alla  risolazle- 

■•délie  eqoailoBe  deleraiiaaie  dl  1.**  e  2.^ 
grade, 

Capitolo    I.  —  Risoluzione  délie  equazioni  di  primo  grado  a  una  o 

piH  incognite. 

Lez,     XXÏ.  —  Prelimiaari pag.   B4 

»       XXII.  —  Risoluzione  dell'equazione  di  1  .^'grado  ad  una  scia  in- 

cognita »    87 

1  XXIIf.  —  Risoluzione  di  problemi  di  1.®  grado  a  un*ignota .  o  89 
»      XXIV.  ^  Risoluzione  délie  equazioni  di  i.°  grado  a  più  inco- 

gniie »    93 

u  XXV.  —  Risoluzione  di  problemi  di  1.^  ffrado  a  più  incognite»  iOâ 
»      XXVI.  —  Modo  d'interpetrare  i  valori  deiie  incognite,  in  taluni 

casi  particolari -    .    .    »  103 

»     XXVn.  —  Formole  generali  per  la  risoluzione  délie  equazioni 

di  primo  grado  a  più  incognito >  116 

)}    XXVIII.  —  Disamina  délie  formole  generali,  che  rappresentano 

le  incognito  nelle  equazioni  di  l.°  grado.    .    .    *  120 

Capitolo   II.  —  Equazione  del  2.°  grado  ad  un'  incognUa. 

Lez,    XXIX.  ^  Risoluzione  dell*  equazione  di  2.°  grado  a  un*  inco- 

gnita 9  \±\ 

Lez.     XXX.  —  Proprietà  deile  radici  deirequazione  di  2.°  grado.  ^ 

Disamina  dei  valori  di  queste  radici,  seconde  i  valo- 
ri e  segni  de*  coefficienti  délia  data  equazione  .    »  127 
»      XXXI.  —  Risoluzione  di  problemi  dipendentida  equazionedi  2.** 

grado »  131 

»     XXXII.  —  Forma  générale  d' uu'  espressione  immaginaria.  — 

Proprietà  del  trinomlo  a^x^-\-a^x-\-a^ »  137 

PARTE  QUARTA— Teeriehe  divene  alyeibriehe  o  ■■■leriehe. 

Capitolo     1.  —  MasHmi  e  tninimi  d' una  funzione  in  taluni  cost  par- 

ticolari»  ^Equazioni  binomie, -^Equazioni  ifinomie. 

lez.  XXXIII.  —  Su  i  valori  massimi  e  minimi  d*uua  funzione,  in  talu- 
ni casi  particolari »  •** 

»     XXXIV.  —  Risoluzione  délie  equazioni  biuomie  in  alcuni  casi 

particolari »  1*7 

»      XXXV.  —  Risoluzione  délie  equazioni  trinomie.  ^  Radice  qua- 

drate  d'una  quantità^di  cui  una  parte  ô  razionale  e 
Taltra  irrazionale,  o  pure  una  parte  è  reale  e  Tal- 
tra  immaginaria »  151 

Capitolo   II.  «*  Ragioni  e  progressioni. 

Lez.  XXXVI.  *-  Délie  ragioni  geometriche,  e  di  alcune  operazioni  al- 

gebriche  dipeudenti  dalle  proprietà  délie  proporzio- 

ni.  —  Délie  medie •  ^2 

»   XXXVII.  —  Délia  progressione  aritmetica »  138 

9  XXXVin.  —  Délia  progressione  geometrica »  *^ 

Capitolo  III.  —  Délie  frazioni  continue. 

Lez,  XXXIX.  ^  Origine  délie  frazioni  continue,  e  loro  proprietà  fon- 

damentali. 2  IÇ? 

I           XL.  — Proprietà  délie  ridotte  0  frazioni  couvergenti.    .    •  1** 
»         XI.I.  —  Frazioni  intermedie »  1^^ 


INDICE  295 

Capitolo  IV.  —  Andisi  xndeAenninaia  del  primo  grado. 

Lez.     XLII.  —  Risolazione  dell'  equazione  ox  +  ^y  ==c  in  numeri 

ioteri pag.  181 

iiCz.    XLIII.  —  Risolazione  in  nameri  interi  d'una  o  più  eqoazioni 

indeterminate d  187 

Capitolo    V.  —  Dei  Logarilmi. 

Uz.    XLIV.  —  Proprietà  deirequazione  esponenziale  a*,  da  oui  deri • 

vano  i  logarilmi s  192 

»         XLV.  —  Origine  de'  logaritmi.  —  Proprielà  de'  logarilmi,  le 

quali  sono  indipendenli  dalla  base »  194 

»        XLVL — Dei  logaritmi  declmali »  199 

M      XL VII.  —  Suiruso  délie  lavole  de'logarilmi.  —  Teoremi  suUe 

medie »  234 

Capitolo  VI.  —  Problemi  d'intéressé  composta. 

Lez,  XLVIII.  —  Problemi  d'intéressé  composto  ;  canoni  ;  yilalizii    >  21^ 

Capitolo  VU.  ^  Dalle  disposizioni,  permutazioni ,  combinazioni ,  ed 

inversioni. 

Ln.    XLIX.  —  Délie  disposizioni,  permutazioni  e  combinazioni .    *  217 
)  L.  —  Delleinversioni  nelle  permutazioni,  e  délie  sostiluzio- 

ni  circolari »  224 

Capitolo  VIII.—  Prodotto  dei  fattori  binomii.  —  Formola  del  binomio 

di  Nbwton.  — Potenze  e  radici  de'polinomii. — Teo- 
remi suUe  medie. 

• 

lez.         Ll.  —  Délia  formazione  del  prodotto  di  più  fattori  binomii 

délia  forma  x-t-o,  x-i-6,  ec— Formola  del  binomio 

di  Newton    .    .    - »  230 

»           LU.  —  Potenze  e  radici  de*  polinomii.  —  Alcuni  teoremi  sal- 
le medie   )}  235 

Capitolo  IX.  —  Massimo  comun  divisore  di  due  polinomii,  -*  Elimi- 

nazione  nelle  equdzioni  di  grado  superiore  al  pri- 
mo, in  alcuni  casi  particolari. 

Lez.  LUI.  —  Bicerca  del  massimo  divisor  coman  di  due  poli- 
nomii   >  240 

L^z.       LIV.  —  Délia  eliminazione  tra  equazioni  di  grado  superiore 

al  primo,  in  taluni  casi  particolari >  244 

Capitolo    X.  —  Dei  determinanti. 

Lez.        LV.  —  Délie  matrici -    ...»  249 

»  LVI.  —  Definizioni  del  déterminante  e  di  altri  simboli    .    »  254 

»         LVII.  —  Di  alcune  proprietà  generali  de'  determiuanti .    .    »  258 
>         LVlil.  —  Sviluppi  diversi  d'an  déterminante,  e  proprielà  che 

ne  derivano >  261 

t  LIX.  —  Prodotto  di  due  matrici »  273 

h  LX.  —  Determinanti  reciproci,  simmetrici,  emislmmetrici, 

e  pseudosimmetrici »  278 

i           LXI.  —  Uso  de' determinanti  nella  risoluzione  délie  equazio- 
ne di  primo  grado  a  più  incognito »  287 


I 

L 


COMPLEMENTO 


A  G  L  I 


ElEMENTI 


D'  A  L  G  E  B  R  A 


PBR     R.^^IRUBINI 


SECONDA  EDTZIONE 


notaJbilmente  accrosciuta   e  migliorata 


NAPOLI 

STABILIMENTO  TIP06RAFIC0  DI  A.  HORELII 
Stnda  S.  Sebastiano  N.  51  p.  p. 

1867 


Gli  esemplari  non  mtmiti  délia  firma  delt  Aulore  sHnlendono 
conlroA»tt< 


i 


ALL'  ILLUSTRE  GEOMETRA 


lUmlrissimo  e  Ymeratissim  Profèssore. 

3  .  ■ 

m 

^        Vivi  e  simeri  sentimnii  M  stima,  d' affetto,  e  M  rkonoscm- 

^    za  m' imfongùno  consacrare  a  Lei  questo  mio  debok  lavoro;  an- 
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^    EUa,  con  tania  cortem,  e  rara  franchezza  d*  animo,  si  è  corn- 

fiaduta  prodigarm. 

Accolga  pertanto,  lUus.^  Profèssore,  con  grato  animo^  qwsio 
mio  debole  ofnaggio,  e  mi  creda 
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eguali 
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u  sarà  ridotta 

LEZIONE  XIIL 

imperocchè  in  queslocaso  il  pri- 
mo membro  ammetterà  nel  tem- 
po slesso  il  fattore  y-P,  e  l'al- 
tro  1/+P,  che  equivalgono  al  fat*- 
tore  quadralo  y*— P*»  quindi  sarà 
un  prodoUo  di  fallori  di  questa 
forma,  e  perciô  Tequazione 
ammetlono  1  radici  comuni 


■  121  >  U 

(oc-a?)' 

(aj-x,)* 

1  424  B    6 

<i,ix)=X,X, 

<P,{a3)=A,XÎ 

n  128  1  16 
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«S 
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forma 


»  170  »    5  d.  s.     +16-i20=o 

»  m  »  22  œ=a-V^ 


»  113  B 
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solvere  ,    non 
ammeliere 
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forma,  ma  avessecoeffleienti  ra- 
zionali,  corne  sempre  suppor- 
rcmo 
+16x-120=o 

a)=a- sTpr.  D'allrdnde  il  prodot- 
to  assolulo  délie  quattro  radici 
trovale  è  60,  pel  quale  diviso  il 
termine  noto  —120,  preso  in  va- 
lore  assolato,  si  à  2  per  quozieo- 
te,  ed  è  questo  il  prodotto  dél- 
ie altre  due  radici  ;  qaindi  uoa 
di  essé,  in  numeri  interi,  non  po- 
irebbe  avère  per  valore  5. 
proposla  a  risolvere,  avère  i  suoi 
coeOicienti  razionali,  e  non  am* 
me  Itère 
tra  a  e  ^  potranno  cadere 

possono  essere  reali. 
E  cosi  appresso.  Per  altro,  corne 
osserva  il  chia.  prof.  Gbitocchi, 
se  -(0  è  una  radice  negaliva  seos- 
plice  0  mullipla.  fatto^^fV"» 
nelle  (S),  quelle  equazioni  non 
conterrannopiù  cbe  la  sola  iode- 
terminata  a  ;  si  che  cercandooe 
)1  massimo  diviser  comune,  il 
resto  dovrà  essere  zéro  da  se , 
qualunque  sia  il  numéro  deUe 
radici  immaginarie  corrispoo- 
dcnti  alla  radice  negativa  -io; 
quindi  eguagliato  a  zéro  il  mas- 
simo djvisor  comune,  e  trovate  le 
radici  reali  dell'equazione  risul- 
lante,  s*avranno  i  valori  di  a  cor- 
rispondenti  a  quello  di  ^=?^; 
si  che  il  numéro  de*  valori  di  a 
sarà  delerminato  dal  grado  di 
detto  massimo  divisore  comune. 
— Ax--i=o. 

e  le  due  equazioni  dovrebbero 
avère  una  radice  comune,ne  ?er- 
rebbe  che  tulte  le  possibili  equa- 
zione,  una  di  grado  m™® ,  l'allra 
di  grado  7i*"^,  ammetlerebbero  b 
slessa  radice,  il  che,  com'è  chie- 
ro  non  puô  essere.  D*aUronde 
delta  condizioneè  necessaria  per- 
ché degli  m  +  n  +  2  cœlBcienti 
délie  due  equazioni ,   preàne 


ni 


s  259  » 
9  260  » 
B  261  B 
n  »  » 
I  269  » 
s  288  0 
B  291  » 

1  295  9 

9  305  )) 


3  d.  s.  iadeterminalo 
f  indeterminalo. 

1  d.  s.  +a2=o 

6  »    bjOî» 

2  (3) 

5  a«-*=(mod.g) 

1  tutti  primi  col 

modulo  p. 

7  e  uno  dei  due 

4  d.  8.  quadrato 


•  307  »     7 
I  316  B  15 

»  317  n     4 
9  318  »  17 

B       B       »    18 

9  319  »  13  d.  8. 

B       »       9    10        )> 

)  320  T.    3  d.  s. 

B  »     »  ultimo 

B  323  »     7  e  10 

»  B     »  19  d.  S. 

B      B       ^    12        B 

B  326  B     9     B 
B  331  B     7d.  8. 


cbe  seguono  al 
soprascrilto 

F'(œ,  y+fc) 

F"x 
dinoti 

secoondo 
a\al+ 

-HMi|aî^*2/+ec 
+2asa4ag=o 
+2B£I> 
+2BJ5D 
il  discriminan- 
te 

qoalunque   11- 
nea 


m+n+1  ad  arbilrio,  Taltro  resta 

determinato  daquella  condizione, 

e  cosl  le  due  equazioni  ayranno 

una  radice  comune. 

inflnito 

inflnito 

+a3=o 

(2). 

a«^*=l  (mod.  q) 

senza  alcun  fattore  comune  a  tutti . 

e  il  primo  dei  due 

quâdratico  (correg.  egualmente 

la  stessa  parola  in  tutto  il  para- 

grafo) 

+6a5*2/+ccDî/*+ 

cbe  non  entrano  tutti  insieme 

¥[x,  y+h) 
F' 

dmota 
secondo 

.  +na,aî"^*+ec. 

"iBED 
-2BjBD 
il  grado  dei  discriminante 

qualunque  orizzontale 
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PreMaiiMurl.  —  C««l  In  «al  on^equastoiie  «1  seindie  In  plù  eqoazloal. 

Caleolo  di«lle  qeaBlilà  latauiginarle. 


LEZIONE  PRIMA. 
Definizimi.  —  Talune  proprielà  degVinflnilesimi, 

1.  Ricbiaroiamo  qui  alcune  deflnizioni  dichiarale  negli  ElemerUi 
d'Algebra  (*),  aggiungendooe  délie  altre. 

Una  quantilà  si  dice  costante  quando,  in  tuUe  le  operazioni  d'ua 
calcolo,  conserva  sempreuno  slesso  valore,  clie  puô  esser  dato,  o  pre- 
80  ad  arbUrio  :  in  queslo  secondo  caso  la  coslanle  si  dice  arbilrariaj 
0,  con  unn  sola  parola,  si  chiama  para  métro.   * 

2.  Una  quantilù  si  dice  variabile  quando  è  capace  di  prendere 
diversi  valori  :  se  questi  sono  a  noslro  arbitrio^  la  variabile  si  dice 
indipendcnte;  sepoi  quei  valori  sono  conseguenza,  o  sia  dipen- 
doDO  da  quelli  di  una  o  più  altre  variabili  indipendenli,  allora  la  va- 
riabile si  dice  dipendente,  o  pure  funzione  délie  prime. 

S.  Le  cosUnli  sofilionsi  dinolare  con  le  prime  leltere  deiralfabelo, 
e  le  variabili  con  le  ultime. 

4.  Una  formola,  o  espressione  algebrica,  è  sempre  una  funzione  dél- 
ie quantité  variabili  che  la  compongono,  perché  il  suo  valore  varia  con 
quelli  di  quesie  quantiià  :  cosl  Tespressione  a+x,  in  cui  a  ë  una  co- 
stante, e  X  una  variabile,  è  una  funzione  di  questa  variabile,  perche  il 
suo  valore  varia  con  quello  di  x,  e  dipendentemente  da  queslo. 

5.  La  dipendenza  d'una  funzione,  o  anche  di  più  funzioni  dalle  va- 
riabili indipendenli  è  stabiliia  da  certe  equazioni  fra  le  une  e  le  altre; 
ma  il  numéro  di  queste  equazioni  non  puô  sorpassare  un  certo  limite. 
In  fatti,  supponiamo,  per  fissar  le  idée,  che  s'abbiano  le  cinque  quan- 
tiià u,  v,  as,  y,  2  ;  se  fra  queste  quanlilà  c  altre  date  a,  b,  c,  ec.  vi 
sono  cinque  equazioni  distinte,  che,  per  esser  più  chiari,  supporremo 

(*)  L^ediiione  de*nostri  ElemenU  <rAlgebra.  alla  quale  ci  riferiamo  ô  la  3^  « 
e  la  Jettera  £  serve  a  indicare  queiropera. 

RuBiNi,  CompUmeniô  d^Algebra.  1 
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(]ei  1^.  gr. ,  allora,  risolvendo  queste  equazioni,  avremo  il  valore  di 
ciascuna  dellc  quantità  tf ,  i?,  Xy  ;/,  z  espresso  per  mezzo  délie  quanti- 
tâ  dale  a,  b,  c,  ec.  (  E.  n.®  299,  e  seg.  )  ;  e  se  le  equazioni  souo  più 
di  rinque,  le  quanlilà  u,  v.  ec.  non  possono  essere  delermînale,  senza 
lahine  condizioni,  veriticale  le  qunli,  il  valore  di  ciascuna  di  delte  quan- 
tità resta  deternûnalo  (  E.  n.^  210)  In  questi  casi  perlante  nessuna 
délie  quanlilà  u,v^  x,  y,zè  variabile  indipendenle,  e  molto  meno  fun- 
zione  délie  allre.  Âla  se  fra  esse  an  luogo  soltanlo  tre  equazioni,  allo- 
ra polreino  esprimere  tre  di  dette  quantità,  poniamou,  i;,  xper  mez 
zo  deile  rimaneuli  due  y^  z:\n  questo  modo  le  prime  non  possono 
aver  vîïlore,  se  non  se  ne  assegna  uno  a  ciascuna  délie  seconde  ;  e  al- 
Toppost  s  dato  un  valore  quahmque  a  j/,  e  un  aiiro  a  z,  i  valori  di  u, 
r,  X  res'ano  delerminali  (  E.  n.®  267  ).  Laonde  w,  v,  œ,  y,  z,  in  lai 
raso,  sono  lulle  var  ahili  ;  le  y,  z  sono  indipendenli,  e  le  u,  v,  x  sono 
dipendenli  o  Funzioni  di  y  e  z. 

In  conciusione  per  poifTsi  avère  quanlilà  variabili  indipendenli  e 
dipendenli,  è  d'uopo  che  il  numéro  délie  relazioni  fra  tatie  sia  in- 
f*rioTe  a  quello  délie  stesse  variabdL 

6.  Oumdo  queste  relazioni  non  sono  analiticamen^e  espresse,  o  an- 
che quando  lo  sieno,  e  si  vuole  soltanlo  indicare  che  una  variabile  y, 
p.  e.,  ô  funzione  deifaltra  x,  si  scrive  i/=f  (se).  Cosi  pure  z=F  (se,  j/), 
v=(f  (x,  y,  z),  indicano,  la  prima  che  z  è  funzione  délie  Tariabili  x,  y, 
e  laseconda  che  v  è  funzione  di  œ,  y.  z.  Le  lellcre  f,  F,  ç,  ec.  messe 
innanzi  allaparenlesi  non  sono  allrocbe  pure  caratleristiche^  o  sia  se- 
gni  per  indicare  brevemen'e  la  parola  fwnzione.  Inollre  giova  tenere 
présente  che  Tespressione  anaiilica  indic ata  compendiosamente  da  uno 
rUi  simboli  f  (œ),  F  (x,  y),  ec.  puô,  oltre  délie  variabili  xi  y,  ec,  con- 
lener  benanclie  délie  quimlilà  cosLanli ,  le  quali  tdvolta,  e  sopratulto 
quando  sono  de'  paramelri,  si  funno  coœparire  neila  parentesi  insie- 
me  con  le  variabili. 

7.  Una  funzione  si  dice  es  pi  ici  ta  rispelio  aile  variabili  dacuidi- 
pende,  quando  è  data  da  un'espressione  composta  da  quesle  variabili 
e  da  coslanli  ;  cosi  se  si  a 

'  '  z-ax--\-ihxy-{cy^ , 

lu  z  in  queslo  caso  è  una  funzione  esplicita  délie  variabili  x,  y.  Per 
contro  una  funzione  è  delta  implicila,  quando  si  trova  implicata 
con  le  var  abili  indipendenli  nella  formazione  de*  termini  componenîi 
la  relazione  Ira  la  prima  e  le  seconde  :  cosi  avendosi  réqoazione 

y^-|-2axî/+6a3-+2c?/+d=o , 

una  dellc  variabili  x,  y,  in  virîù  di  quesl'unica  equazione,  è  funzione 
delfaltra  (n.**  j),  ma  è  una  funziime  Implicila,  perché  enlrambe  en- 
trano  a  formare  la  delta  e  luazione  Supponendo  x  variabile  indipen- 
denle. sarà  y  funzione  implicila  di  a;,  e  si  puô  renderla  esplicita  col 
risolvere  rispelfo  n  y  la  precedenle  equazione,  il  che  dà 


1/=  -  (  ax+c  )  =t  v'(aa>+c;*-(6œ*+d«. 
Non  sempre  pero  una  funzione  implicila  si  puô  rendere  esplicita, 
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perche  non  scmpre  è  possibiie  risolvere  Tequ^zionc  data  rispeito  alla 
tunzione,  coine  nel  caso  precedenle. 

In  générale  Tequezione  F  (v,  ce,  y,  z,  ec.)  =  o  indica  che  una  délie 
variubili  v,  x,  ec.  è  funzione  implicita  délie  rimanenti. 

9.  Le  funzioni,  quanlo  alla  forma,  si  soglion  dividere  in  classi,  se- 
conde la  natura  délie  operazioni  dalle  qiiali  il  loro  calcolo  dipende.  E 
primamente  le  funzioni  d*una  sola  variabile  a;  si  dicon  semplici , 
qiiando  presentano  una  sola  operazione  a  fare  sulla  variabile  :  tali  sono 
le  funzioni 

a+œ,  a-œ,  ace,  — ,  œ**,  Ix,  a*»  senœ,  cosx,  ec, 

CL 

in  cui  a  dinola  una  costante,  m  un  intero  o  una  frazione  di  numera- 
lore  t,ed(èlaciiraUerislicadil()garitmo.  Sidicono  composte  quel* 
le  funzioni  in  cui  vengono  indicale  operazioni  sopra  operazioni,  per 
modo,  che  fatia  una  prima  operazione  sulla  variabile,  se  ne  à  a  fare 
una  seconda,  in  générale  diversa,  sul  risultament'o,  e  quindi  una  ter- 
za  sul  risultamenlo  di  questn  seconda,  e  cosl  appresso  :  cosl  1  sen  (a+x) 
è  una  funzione  composta,  dovehdosi  primanienlesoramareli  variabi- 
le X  con  la  costante  a  ;  indi  délia  somma  prendere  il  seno:  e  in  fine 
di  questo  prendere  il  logaritmo. 

9.  Le  funzioni  poi,  sieoo  semplici  o  composte,  si  distinguono  in  al- 
gebriche  e  trascendenti  :  sono  funzioni  algebriche  quelle  in  cui  le 
operazioni  a  fare  sulla  variabile  sono  alcune  o  lutte  le  elementari,  cioè 
Taddizione,  la  sottrazione,  la  moltipHcazione,  la  divisione,  e  Testrazio- 
ne  di  radice,  il  cui  indice  ë  un  numéro  primo  (*)  ;  e  funzioni  tra- 
scendenti son  quelle  in  cui,  dire  aile  précèdent!  operazioni,  si  Iro 
vano  le  altre  che  si  riferiscono  a  logaritmi,  ad  esponenziali,  a  linee 
Irigonometriche,  archi  circolari,  ec. 

10.  Le  funzioni  algebriche  poi  si  denominnnt)  1.®  —  funzioni  ra- 
zionali ,  che  son  quelle  nelle  quali  la  variabile  non  è  soggelta  a  ra- 
dicali,  0,  ciô  ch*è  lo  stesso,  non  à  esponenli  frazionarii;  2.^  —  funzioni 
irrazionali,  che  son  quelle  in  cui  la  variabile  è  soggetla  a  radica- 
li,  0  à  esponenti  frazionarii;  3.^— funzioni  intere  quelle  in  cui  la  va- 
riabile non  si  trova  in  denominatore,  o,  ciô  ch'ë  lo  stesso,  non  à  espo- 
nenti negativi  ;  4^  —  funzioni  frazionarie  quelle  in  cui  la  variabile 
sii  trova  in  denominatore,  o  à  esponenti  negativi. 

11.  Le  funzioni  algebriche  si  disiinguono  inoltre  in  ordini,  secon- 
de il  numéro  délie  radici  effettivamente  distinte  da  estrarre  ;  per  modo 
che  una  funzione  è  del  1^,  2^,  ec.  ordine,  secondo  che  contiene 
une,  due,  ec.  radicali  dislinti.  Cosl  \/x  è  funzione  del  1^  ordine  ; 

_     » »_ 

\/  œ  +  Y  a+ft  v/ïT,        \/~x+  \/x  ,  ec. 

(*)  Siccome  un  esponente  frazionario  iodica  un'elevazione  a  potenza  fcioé 
aua  successione  di  moUiplicazioni  ),  e  un'estrazione  di  radice  ;  e  siccome, 
quando  Tindice  del  radicale  ô  un  numéro  composte,  Tesirazione  délia  ra- 
dice  rlducesi  a  quella  d*ua  certo  numéro  di  successive  radici,  i  cui  indici 
sono  uumeri  primi  ;  cosi,  ad  esempio  del  Malmësten  ,  non  abbiamo  messa 
J'elevazione  a  potenza  tra  le  operazioni  algebriche.  e  abbiamo  limitata  Te- 
strazione  di  radice  a  solo  il  caso  in  cui  l'mdice  ô  numéro  primo. 
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sono  funziooi  del  2®  ordine.  E  simiimente 

\j  cs/l^+yhs/cy/d 

è  del  S^  ordine ,  imperciocchè  fatlo 

s 

v/a=a,   v^=p,   v/T=8,   v/c8=Y,   \/hr(=e  ^ 

ben  si  yede  che  le  radtei  da  eslrarre  sono  cioque.  Per  contrario  IV 
spressione 


V  c  \/a  +^ h  v^cv/à 


è  soltanto  del  3^  ordine,  perché  le  radici  da  eslrarre  sono  soltanto  Ire, 

cioè  v^=a,   v^ca=p,   v//ip=T. 

lit.  Una  funzione  razionale  e  intera  délia  variabile  x  ë  il  polinomio 

di  grade  n."^ 

in  cui  i  coellicienli  a^»  a, ,  ec.  sono  quanlitâ  date,  numericbe,  o  Iet« 
terali,  e,  in  générale,  qnanlilà  costantl.  È  completo  qucsio  polinomio 
quando  nessuno  de*  coeflicicnli  è  nuilo,  ed  è  incompltto^  se  uno  o  più 
Goefflcienli  (esciuso  il  primo)  sono  nulli. 

Quando  n=l ,  il  polinomio  (t)  diviene  a^x-^a^ ,  e  preode  il  nome 
di  funzione  lineare. 

IS.  Le  funzioni  Irnscendenti  diconsi  parlicolarmente  logaritmi- 
ebe,  esponenziali,  trigonometriche,  o  circolari,  secon- 
do  che  conlengono  in  corrispondenza  operazioni  di  quesU  stessi  nomi. 

14.  Le  definizioni  date  nei  precedenti  num<'ri  per  le  funzioni  d'una 
sola  variabile,  valgon  pure  quando  le  variabili  sono  più,  purchè  la 
funzione  presenti ,  lispeito  a  ciascuna  variabile ,  i  caralteri  sopra 
enunziati.  Gosl  ë  funzione  razionale  e  inlera  del  i^  gr.,  o  funzione  li- 
neare délie  variabili  as,  y,  z^  ec.  la  seguenle  : 

aa54-6j/+cz+ec. 

M.  Ecco  ancora  i  nomi  di  altre  specie  di  funzioni.  —  1*  —  Funzione 
simmetri  ca  di  più  quanlità,  che  è  quella,  la  quale  conserva  il  va- 
lore  e  il  segno,  per  qualunque  scambio  si  voglia  operare  suUe  quan- 
tilà  che  compongono  la  funzione  :  cosl 

x-^-y^-z  ;    xyz  ;     x^^-]^  ;     a*-|-6*+c*+a6+ac+6c  ,  ec. 

sono  funzioni  simmetriche.  La  prima  e  la  seconda  sono  funzioni  sim* 
metriche  délie  Ire  variabili  as,  y,  z\  la  terza  è  funzione  délie  due  va« 
riabili  j?,  y  ;  la  quarta  ë  funzione  simmelrica  délie  Ire  quantilà  a,  6, 
c,  ec. 

2.^  —  Funzione  alternata  di  più  quantilà,  che  ë  quella  la  quale, 
con  lo  scamb  0  di  due  di  queste  quanliià,  cambia  soltanto  di  segno 
e  non  di  valore  ;  per  modo  che  opérande  un  certo  numéro  di  colesti 
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suceessivi  scambi,  la  funiione  diviene  alternativamente  positiva  ene- 
gati?a.  Taii  sono,  ad  esempio,  le  seguenti  funiioni  : 

x-y  ;    a?j/*-î/x*  ;    (aB-y)  (x-z)  (y-z),  ec. 

e  i  detenninaDlI  di  varii  ordiDi. 

3.®  —  Fuosione  periodica,cbe6  quella  la  quale,  per  valori della 
Tariabile  a  dali  intervalli,  riprende  losteaso  ?alore:  coal  seDX,  cosx,  ec. 
sono  faoïioni  periodicbe  di  x. 

4.®  —  FuDzlone  omogenea  di  più  ^ariabili  x^y^Zy  ec;  cbe  è  quel- 
la la  quale,  posiovi  in  loogo  di  queste  variabili  rispeUivamente  te, 
tj/j  tZf  ec.  (essendo  t  una  nuova  variabile  indipendentc  dalle  primili- 
?e)  aoqnista  per  fattore  ooa  deterroinata  potenza  di  t,  il  oui  esponenle 
si  dice  grado  della  funzione  omogenea:  cosl  f  (a;,  j/,  z^  ec.)  è  una  fùn- 
zione  omogenea  dei  grado  nJ^  se 

(î)  f  (to,  ty,  te,  ec.)  =  ^f  (a?,  y,  z^  ee.). 

16.  Sopponendo  t = —  quest'  equazione»  rovesciando  i  membri, 
diviene 
(3)  f  (05,  y,  z,  ec.)s?aî^ f  ^i,  1. ,  ^ ,  ce.)  , 

quindi  pu6  dirsi  pure  cbe  una  funzione  di  piU  variabili  è  omoge" 
neaj  quando  9%  pud  trasformarla  in  un^aW^a^  che  st'a  il  prodofto 
d'tma  potenza  d'una  gualunque  délie  siie  variabUi^  per  una  /Un- 
zùme  de*  rapporti  di  tuile  le  rimanenli  variabili  aUa  prima*  Anzi 
dascono  di  quesli  rapporti  pu6  essere  formate  da  due  variabili  qua- 
lonqoe  imperoccbè,  se  nel  seconde  membre  della  (3)  si  (rova  il  rap- 
porte -|-  è  sempre  possibile  sostiluirgli  Taltro  -^  :  —  fra  i  rapporii 

di  y  e  z  alla  stessa  variabile  œ,  la  cui  potenza  è  fallore  della  funzio- 
ne dei  rapporti. 
Reciprocamente,  se 

(*)  f  (œ,  y,  Zy  cc.)  =  a5"ç  ("I-  »  -^  »  «c.)  , 

la  funzione  f  6  omogenea  ;  imperoccbè,  dovendo  la  (4)  sussistere  qua- 
lunque  sieno  i  valori  délie  variabili,  se  poniamo  /x,  (y,  iz,  ec.  in  loo- 
go di  X,  y,  z,  ec. ,  avremo 

f  (te,  ly,  te,"ec.)  =  l»x»?  (^^^^  ««•)  > 

0  vero,  per  la  stessa  (4) , 

f  (te,  ly,  te,  ec.)  =  f*  f  (x.y,  z,  ce.)  ; 

il  qoale  risultamento,  paraffonato  con  la  (2),  cbe  6  la  deflnizione  dél- 
ia funzione  omogenea,  conferma  rasserito  ;  e  perô  la  propriété  qui 
sopra  enonziata  è  esdosiva  délie  fanzioni  omogenee. 
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n.  Un'equaiioQe  f  (x,  y,  z,  ec.)  =  o  è  omogenea  rispetio  tUe  tetr 
tere  x,  y,  z,  ec.  se  taie  è  la  funsiane  f. 
Un  polinomio 

(5)  P=aoa*-Vaîa"^*+a|a'^+.  •  •  •+ai_| 

omogeneo  rispetto  aile  ao ,  a, ,  a, .  •  •  a,  seconde  la  deflnitione  del 
n.^  46  degli  E. ,  è  pore  omogeneo  seconde  la  deflnizione  del  n.®  15; 
imperocchè  ponendo  iovece  di  a,  a^ ,  a, ,  o^  i  ^*  rispettîTamente  a^a, 
Ooa^»  Ootti,  apOtt  ec,  si  à 

Œ)  5       aoa*"'+aJ  a»"*+aî  a"^+ +<C= 

quindi  il  polinomio  P  veriflca  la  formola  (2)«  e  perdô  è  omogeneo. 
m.  Se  ao=l  il  polinomio  (5)  cessa  dalFessere  omogeneo  divenendo 

a"^'H-aîa"^*+oîa'^4- +o!U- 

in  questo  caso  Yolendo  introdurre  quel  coelBciente  a^  converrà,  per 

^m  ^M  JM 

contrario,  porre  invece  di  Oi ,  a,  •  •  ••  a  rispettivamente  —  ,  —•••—, 

QfQ       €to      0^ 

e  con  ciô  si  à 


(■H-J(«^' 


+a^àr^+ +at^). 


19.  Da  ci6  segue,  che  se  siesi  trovata  una  funiione  f ,  razionale  e 
intera  del  coefBcienti  del  polinomio  P=apœ*+a4a5^"*+  ••  •  •+0^1,  nel- 
ripotesi  che  sis  ao=t>  allora  cotesta  funzione,  che  è  una  somaa 
di  teitnini  délia  forma  Cofa}....  vale  a  dire  è  ft=2Cafaf  .... ,  iatro- 
ducendovi  a^  »  si  puô  darle  la  forma 


ç=("^**2Ca?afaJec., 


esseodo  m  il  grade  della  funzione  f ,  e  SCa^aÇaJ  ec.  fonzione 
omogenea. 

5SO.  Infinitbsimk  —  Se  s  rappresenta  una  quaotilà  infiriitammU 
piccola^  0  vero  infinitesima,  cioè  una  quantilà  ?ariabile  che  converge 
indeflnitamenle  a  zéro  (E.  n.^  143),  le  successive  potente  c,  e*,  e',  ec. 
si  dicooo  rispeltivamente  infinitesimi  del  1® ,  â^ ,  3^  ec.  ordtne.  Ese 
un*altra  quantilà  variabile  à  con  s  un  rapporlo  taie,  che  converge  vtr* 
so  un  limite  iinilo,  dlverso  da  zéro,  mentre  e  converge  a  zéro,  aUorft 
anche  quella  variabile  si  dice  inflnitesima  del  1®  ordine  come  s.  In  gé- 
nérale, se  una  quanlilà  variabile  a  à  con  e*  un  rapporte  che  conver|e 
a  un  limite  flnito,  diverso  da  zéro,  mentre  e  converge  a  zéro,  si  dice 
che  a  ô  un  inflnitesimo  dello  stesso  ordine  n^^  di  r^« 
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Seconde  quesla  deiinizione,  dinotando  con  k  una  quanUtà  di  Talore 
flnito,  una  quantiià  inflnitamente  piccola  del  i^  ordine  pu6  essere 
rapprescntata  da  ke  ;  o  pure,  supponendo  che  k  sia  il  limiie  del  rap- 
porto  Ira  la  délia  quanlilà  e  la  e,  si  puô  rappresenlare  un  inOnitesimo 
del  prim' ordine  con  l'espressione  k  (l=t:ù))  e,  essendo  la  un  numéro 
che  converge  a  zéro  insicme  con  e.  E  in  générale 

(8)  fcil±CO)€* 

è  l'espressione  d'un  inOnitesimo  deirordine  n.™® 
*2l.  Posto  ciù,  sleno 

/^  =  A;  (iztw)  e"*,    I„  =  fc'  (  licoO  e» 

due  infinités  mi  di  ordine  diverso,  e  supponiamo  n>m\  il  loro  rap- 
porlo  sarà 

I^^  k  '  i±oi 

ora  il  primo  fallore  del  seconde  membre  è  una  quanti là  finita,  fista 
la  natura  délie  quanlilà  k^  k'  ;  il  seconde  fallore  converge  al  limite  1, 
menlre  e,  e  anche  co,  converge  al  limite  zéro  ;  e  fmalmenle  e  conver- 
ge yerso  qaeslo  stesso  limite  ;  quindi  il  limite  del  seconde  membro  è 
zéro  (E.  A.  n.®  151)  ^  Laonde,  se  il  rapporio  /„  :  I^  à  per  limite  zéro, 
deve  di  nécessita  avvenire  clie,  eonvergendo  e  a  zero^  linfinilesimo 
I„,  d ordine  supeiriore^  finùca  per  acquistare  costantemente  un  va- 
lore  piii  piccolo  delVinflnitesimo  ï^,  dof^dinfi  inferiore. 

^«.  Dalla  stcssa  espressiene  J^=fc(l=t(o)£"*  d'un  infinilesimo  del- 
Vordine  m.^^  scorgiamo  che  esso,  per  vaiori  piccolissimi  di  e,  cam- 
bia  di  segno  insieme  con  e.  se  m  è  impari  ;  imperciocchè,  essendo 
in  ogni  case  l=i=tt)  quaniità  positiva,  k  {\M*})  conserva  sempre  le  stes- 
so segno  di  k.  K  le  slesso  inOnitesimo  Im  conserva  il  medcsimo  se- 
gno di  k,  quando  m  è  pari;  imperciocchè  ia  queslo  case  e**  è  sem- 
pre positiva,  e  perô  il  segno  di  k  (l±co)  e*",  e  quindi  quelle  di  /„,  sarà 
lo  slesso  di  k  (i=tc.i).  e  vere  dî  k. 

5^3  Eceo  ora  una  proposizione  fondamenlale  intorno  aile  quantiià 
iDflnttamente  piccele,  la  quale  è  di  somme  vanlaggio  in  molle  appli- 
cazioni. 

Tbobbma.  —  La  somma  di  piti  infinilesimi,  i  cui  ordini  sono  di- 
nofati  da  n,  n',  n",  ec.  .  essendo  n<n'<n",  ec. ,  èunaUro  infinife- 
simo  df'IX ordine  piii  piccolo  n. 

In  eflelli,  essendo 

/,,=/t(1±(o)6«,  /^,=fe'(l±w')e'*',  J„,,=fc"(1=ti.y')6'*",ec. 

^n  +  Jw  +  ho  +  ec.  = 

*6»  [l=fcw+y(l±ioOs*''-'*  +  ^(liu)''je"''"Voc.l  ; 

ma  lulla  la  quaillilà  racchiusa  in  parentesi  è  unVspressione  délia  for- 
ma 1=tW| ,  in  cui  C0|  è  un  allro  numéro  che  al  pari  di  w' ,  w",  ec.  con- 
verge a  zéro  insieme  con  e  ;  quindi 

^aHi.+4«+  <^c.  =  A;  (l±w,)  c"  , 


À 
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e  perô,  essendo,  secoodo  la  (8),  questo  secondo  membro  un  infinité- 
simo  deirordine  n.*^®,  il  leorema  resta  dimostrato. . 

LEZIONE  II. 
Casi  in  cui  un^equazione  H  scinde  in  ptù  equ/ozioni. 

24.  Unequazione,  generalmente  parlando,  indica  una  relazionetra 
quanlilà  rappreseniale  dai  simboli  chc  lu  compongono:  essa  potrà  es- 
sera  lalvolla  puramente  empirica,  se  non  sono  veriOcate  talune  condi- 
zioni;  o  poirà  essere  una  maniera  di  rappresentnre  più  equazioni  di- 
verse, a  un  tempo  Cosl  poniamo  il  caso  semplicis>imo  deUeguaglianza 

(1)  '  a+6-c=o. 

il  primo  membro  indica  un*addizione  e  una  sotrazione  a  farsi  ;  ma 
quesle  opcrazioni  non  possonsi  eseguire  senza  che  gli  elemenli  su  cui 
si  opéra  sieno  omogenei,  e  che  i  numcri  rappresentanli  quegli  ele- 
menli sieno  riferili  a  una  stessa  unilà;  lannde  se  a,  b,  c  non  rappre* 
sentano  grandezze  omogence,  la  (1)  è  aiTallo  impossiblie,  o  sia  ë  pu- 
ramente empirica  :  ma  se  queste  grandezze  sono  omogenee  sarà  pos- 
sibilc,  perciiè  dclle  grandezze  possono  esser  sempre  riferite  a  una 
stessa  unilà. 

Polrebbc  pure  avvenire  che  gli  elemenli  a,  b,  c  fossero  omngenei, 
e  non  essere  omo//enea  requazione  Ira  quesli  elemenli  (n.®  17)  ;  al- 
lora,  corne  moglio  Irovasi  dichiurato  uelïIniroduziOTic  alto  Trigono- 
metria,  roquazione,  in  générale,  è  impossiblie. 

!tS.  Poniamo  in  secondo  luogo  che  s'abbia 

(^)  a+b-v/V=o,  0  pure  (3)  a+b— iv/T=o, 

essendo  i  il  simbolo  immaginario  \/^  (E.  n.  3i9),  o  vero  essendot 

e  \/~c^  i  due  faltori  di  v/^;  allora,  se  a,  b,  c  ànno  valori  dati  quc- 
ste  equazioni  non  potranno  aver  luogo  corne  sono,  perché  la  quantité 
razionale  e  quindi  reaie  a-ï-b  non  puô  eguagliare  giammai  la  irraxio* 

nale  V^,  o  rimmaginariaîv^^. 

Ma  se  alcune  délie  quanlità  a,  b,  c  ànno  valori  indeterminati  o,  in 
générale,  sono  funzioni  di  quanlilà  che  si  devono  determinare,  quelle 
equazioni  poiranno  divenir  possibili,  se  si  suppone  che  i  valori  di  a, 
b,  c  sen  quelli  che  veriilcano  a  un  lempo  le  due  equazioni 

(4)  oH-b=o,    c=o  , 

e  solo  in  queslo  modo  polrà  aver  luogo  la  (2^.,  o  la  (3).  Cosl  Tesisten- 
za  di  una  di  quesle  equazioni  non  puô  aver  luogo  senza  che  avesser 
luo^'O  le  (4)  ;  ed  è  per  ci&  che  si  dice  la  (2) ,  o  la  (3)  scinderai  nelle 
due  equazioni  (4). 

EsEHPio.  —  Sieno  a,  b  due  quanlilà  dale  e  (,  u  due  altre  quantità 
da  determinare  in  modo  da  verilicare  Tequazione 

(5)  (  +  u-2a+  v/m-b*  =  0. 
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Slando  a  d6  che  si  è  qui  innanzi  dimostrato,  quesfcquazione  si  scia- 
de  nelle  due  seguenti  : 

(6)  t+u=2a,        iu=b^, 

e  queste  equaz'oni  delerminano  i  ed  n,  perché  da  esse  si  à  (E.  n.^  338) 

Tediamo  quindi  che  Tequazione  (S)  rappresenla  da  se  sola  il  corn- 
plesso  délie  due  equazioni  (<>). 
5S6.  Più  generalmeute  s*abbia 

0)  a+  v/T  =  a'+  v/F, 

e  sieno,  in  générale,  a,  b,  a%  h'  funzioni  di  quanlilà  da  deierminare. 
Da  quest*equazione  deduciamo  succcssivamcnte 

a-a'+  v/y=  /ï?",     (a-a')*+2  {a-a')  \/T-{-b=b' , 

{a-'a')*+  6  -  6'  =  2  (a'-â)  v/T  , 
e  quindi  pel  n.^prec. 

(a-a';H6-6 -0  ,     (a'-a)  v/T=  o  ; 

or  queste  equazioni  non  possono  simullaneamente  verificarsi,  se  non 
supponendo 

(8)  â=a',      6=6', 

quindi  la  (1)  si  scinde  nelle  due  (8),  che,  in  générale,  servono  a  de- 
lerminare  le  quantil5  di  cui  a,  a' ,  6,  6'  sono  funzioni.  

21.  Abbîamo  nel  n.^'prec.  supposli  reali  i  due  radicali  V^^  v/6'  : 
supponiaino  ora  che  s'abbia  Tequazione 

(9)  (H-6i=a'-|-6'i  ; 

essa  puo  scriversi  cosl:  a-a'^i  (6-6),  perché  i  c  un  fallore  comune 
ai  due  terroini  i6,  t6'  (n.**  25),  onde  (n.<>  cil.)  sarà 

(10)  (v=a',      6=6'; 

pertanto  Tequazione  iminaginaria  (9)  si  scinde  nelle  due  n'ali  (10). 
Questo  risullamento  polevasl  ollenere  cambiando  6  in  —  6,  e  6'  in  —  b' 
nella  (1)  ;  ma  si  è  Yolulo  Irarlo  direltamenle,  non  sapcndo  ancora  se 
il  passaggio  dal  reale  airimmaginario  fosse  lecito. 

28.  Mccorae  le  (10)  sono  consegueuza  délia  (9),  e  aU'opposto,  am- 
inesse  le  (10),  à  pur  luogo  la  (9»,  cosi  perpoler  essere  uguali  due 
quanlUà  immaginarie  a-î-ib  ,  a'+ib'  è  rf  uofjo  che  sieno  ira  loro 
eguali  le  parti  reali j  e  sien  pure  ira  loro  eguali  i  coeffieimti  del 
simbolo  immaginario  i.  Recrprocamenle,  ne  le  parti  reali  sono  tra  ^ 
ioro  eguali,  e  i  coefficienti  dcl  simbolo  immaginario  i  sono  anche 
uguaM,  le  due  qaantUà  immaginarie  sono  eguali. 

29.  Ollre  aidue  casi  precedenli,  ven'à  pure  dcgli  altriin  cuiunVgua- 
gllanza  si  scinde  in  più  equazioni.  Uno  di  tjnesli  è  fondato  sul  prin- 

RUBiNi,  Complemento  iV  Algebra.  2 


iO  GOMPLBICEIITO  AOLI  ELEMENTI  D*ALOEBRA 

cîpio,  che  tma  somma  CLi  quarUità  positive  non  puo  esser  nvUa;  e 
perô  se  è  data  ua*eguaglianza  délia  forma 

în  cui  ciascun  termine  rappresenta,  in  générale,  una  funiîone,  che, 
per  qualunque  valore  délie  leltere  che  la  compon{![ono,  rimane  costan- 
lemente  posilivo,  non  puô  esser  giammai  verillcala  ;  e  lo  polrebbe  es- 
ser soltanto  quando  le  quanlitù ,  che  compongono  ciascun  termine 
P,F ,  ec  avessero  o  potessero  avère  valori  lali  da  annuUare  ciascuno 
di  quesli  termini  sépara tamenie.  Cosi  Teguaglianza 

(a^Xi  -fa^Xj  -{-a^Xji  + +anX„  )*^  % 

(11)  l    "*"^'^*®*  "^^»®*  ■^**^*  "^'  '  '  -H-Mn  J*      j  ==0  , 

in  cui  Of ,  b| ,  ec.  rappresentano  quanlilà  date,  e  le  x  quantità  da  de- 
terminare,  non  potrebbe  mai  esser  veriflcata,  se  i  valori  di  queste  ul- 
time quantità  non  fossero  tali  da  annullare  ciascuno  de*  polinomii  in 
parenlesi  ;  imperocchë  le  poienze  di  questi  polinomii  essendo  di  gra- 
do  pari  non  possono  mai  annullarsi,  se  non  sono  nulli  gU  stessi  poli- 
nomii. Pertanto  queireguaglianza  si  scinde  nelie  seguenli  equazioni  : 

|a,a;,  +0^  x^+a^  Xy^-*  •  •  •+«,!  aCii=o, 
&4X|  +6t  Xi+63  XaH-  •  •  -+6»  x.=o, 
mnX^+miX^+m^x^-h-  •  •  •-Hn„x,|=o, 

e  in  questo  modo  la  risoluzione  délia  (11)  riducendosi  a  quella  dél- 
ie (12)  sarà  determinala,  indelerminata,  0  più  che  determinata,  secon- 
do  che  il  numéro  délie  incognile  x  è  uguale,  minore ,  0  maggiore  di 
quello  di  dette  equazioni. 
30.  AUorcliè  un  polinomio  inlero  e  razionale 

(1 3)  AoX"+AtX"-*+AjX»-*+ ..."  +A„.»x+A„ 

devesi  armvllare  per  quahmque  siesi  valore  di  x,  ciascuno  decoef^ 
fidenti  A,  c/ie,  in  générale^  è  una  funzione  di  aUre  quaniità^  de- 
v'esser  nullo  da  se. 

In  fatti,  è  chiaro  primamente  che  se  un  prodolto  A^x  deVesser  nul- 
le per  qualunque  valore  di  x,  dev^essere  Taliro  fattore  A^^^o.  Abbiasi 
quindi  il  binomio  ^^^+^1 9  che  debbasi  annuUare  per  qualunque  va- 
lore di  X  ;  allora  ponendo  x=o  in  quel  binomio  esso  deve  annullarsi, 
ma  questa  sostituzione  riduce  il  binomio  al  solo  termine  i| ,  dunque 
perché  per  x=o  sia  4oX+/l,=o,  dev'essere  .4|=o  ;  cosi  il  binomio  si 
riduce  ad  A^,  e  perché  s*annulli  per  qualunque  allro  valore  dt  x,  bi- 
sogna  che  sia  Aq=o  ;  laonde  perché  i^x+if  sia  nullo  per  qualunque 
valore  di  x,  dev'essere  Àq=:o,  ii|=o. 

Poniamo  ora  che  il  trinomio  A^x'^+A^xi-A^  debbasi  annullare  per 
qualunque  valore  di  x  ;  in  tal  caso,  corne  qui  innanzi,  bisogna  prima- 
mente che  sia  ilt=o,  e  cosi  il  trinomio  si  riduce  ad  ^«x'+il|X,  0  sia 
ad  (iloX+il|)x,  e  perché  questo  prodotto  s'annuIU  per  qualunque  Ya- 
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lore  di  œ,  dev'essere,  corne  sopra  si  à  osservato,  il  faitore  A^x-^-A^—o^ 
qualunque  sia  il  yalore  di  x,  il  che,  corne  si  ë  dimostralo,  à  luogo 
se  il|=o,  Af=o  ;  laonde  perchô  il  trinomio  A^^x^  +  A^x+A^  sia  co- 
stantemente  nuUo  par  qualunque  \alore  di  x ,  dev*  essere  io  =  ^  » 
-4 1=0,  ^2=0. 

Pertanto  passando  dal  trinomio  al  quadrinomio ,  e  cosi  appresso , 
sino  al  polinomio  (13),  si  troya  diniosirata  la  proposizione  :  e  si  puô 
quindi  stabilire  che  ae  Vequazione 

(  I  *)  ApX'+A^x'»-»-!. A,x"-*4-  •  •  •  •  +A„^4X+A„=o  , 

devesi  verificare  per  qualunque  vaîore  di  x  essa  devesi  scindere 
nelle  allre  seguenii  : 

(15)  Ao=o,  Af=o,  A2=o  ....  A„^=o,  A„=o. 

31.  Da  questa  proposizione  si  deduceil  corollario  seguente:  se  due 
polinomii  dello  slesso  grado  rispetlo  ad  x  devono  essere  ugualiper 
qiMlunque  valore  di  x,  t  coeffieienli  délie  uguali  potenze  ne*  due 
polinomii  devono  essere  ira  loro  eguaii. 

In  effelti,  debbasi  avère,  per  qualunque  valore  di  x , 

e  sarà  pure,  per  qualunque  valore  di  x , 


x»+ii  0[f^+ +A^t\x+A^tzo  , 

-5i 


"5«-tl  "B^ 


e  quindi,  per  la  proposizione  précédente , 

o  sia  ilo=Jîo  »  >*i=B|, ....  ii„«i=JÎ^«, ,  A^—B^ ,  c.  b,  d. 
St.  Finalmente  consideriamo  Tequazione 

(1 6)  Px+  Oî/+B2+ec.=o , 

in  oui  i  coefficienli  P,  Q,  R,  ec.  sono  funzioni  di  altre  quantité,  e  le 
^f  Vf  2,  ec.  sono  variabili  indipendenti.  In  questo  caso  ciascuna  di 
quesle  quantilà  potendo  prender  un  valore  ad  arbitrio  ,  e  dovendosi 
serapre  annullare  il  primo  membre  délia  (16) ,  non  puô  ciô  avverarsi 
se  non  sia  ad  un  tempo 

(11)  P=o,  0=0,  B=o,  ec.  : 

coslla(l6)  si  (rovascissa  nelie  equazioni  (17),  che  sono  tante  per 
quanto  è  il  numéro  de'  termini  délia  (16). 

SS  Ë  da  osservaro,  che  se  le  P,  Q,  A,  ec.  sono  composte  di  quan* 
tità  date,  ne  sono  nulle  da  loro  stesse,  pe'valori  che  ànno  quesle  quan- 
tità,  è  impossibile  Tequazione  (16)  ;  se  à  luogo  lipotesi  opposta,  cioè 
che  P,  Q,  R,  ec.  sono  nulli  pei  valori  délie  quanlità  di  cul  sono  fun- 
zioni, allora  la  (16)  ë  un^tdentitô,  che  potremo  dire  assoluta.  Final- 
mente se  le  P,  0,  it,  ec.  sono  funzioni  di  altre  quantité,  che  convien 
(ielerminare,  allora  la  risoluzioiie  délie  equazioni  simultanre  (11)  ci 
farà,  in  générale,  conoscere  i  valori  di  ques'e  incognite,  i  quali  ridu- 
cono  la  (16)  ad  una  identitày  che  sarà  relaliva. 
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Cos),  poslo  che  s*abbiano  le  due  equazioni 

(  1 8)  (a(+5a-f  c)  x-h(a'f +5'aH-c')y=o , 

c  sieno  le  a,  b,  c,  ec.  quanlità  unte  ;  le  t,u  quanlilà  igno*e  ;  cd  x,i/ 
variabiii  indipendcnli  ;  allora  quest*eqmizione  si  scinde  ncllc  due 

a(+6tt+c=o ,      a'i+6'w-|-c'=o , 

le  quali  risolule,  secondo  le  nole^regole,  determinano  i  Taiori  di  t  ed 
Uj  che  riducoDO  la  proposta  (18;  a  unidenlilà. 

LEZIONE  ni. 
Culoolù  de'le  qxianlilà  immaginarie, 

S4.  Il  modo  d'indicare  le  soi  opcrazioni  algebriche  sulle  quantilà 
immaginarie  è  quelle  slesso  adoperato  per  le  quanlilà  reali,  pcr  modo 
che  le  seguenli  segnalure 

(a-fMj+(a'+ft''0 ,      (a+6/)-(a'+6'0 , 

(a+6i}X(a'+6't) ,      (a+5i)  :  (a'-f  5'i)  , 

(a+W)" ,      v/a+6i, 

indicano  rlspeillvamcnle  Yaddiziono,  la  sottrazioiie,  la  moUiplicazio* 
ne,  la  divisione,  Yelevczione  a  potenza^  e  Yestrazione  di  radice  re- 
lalivamenle  a  quanlità  immaginarie.  Himane  quindi  a  vedere  in  quai 
modo  effeltuare  algebricamen^e  le  indicaie  operazioni,  o  meglio,  qua- 
li  forme  equivalenti  possano  a  quelle  rispeUivamente  iostituirsi. 

35.  Per  eseguire  algebricamenle  coteste  trasformazionî,  è  convenu- 

to  considerare  il  simbolo  immaginario  i  =  v/—  1  quasi  fosse  reale, 
e  corne  faitore  del  termine  in  cui  esso  entra  insieme  con  un  altro  sim- 
bolo  elTetlivamenle  rcale  (n.®  23).  E  perô,  per  molliplicare  il  deilo 
simbolo  immaginario  per  un  allro  simbolo  reale  a,  basta  molliplicare 
al  modo  di  due  simboli  reali  :  cosl  ±iX(v=àiai.  Similmente 

(1)'  aixbi=abi^. 

36.  Tediamo  da  ciô  che  il  simbolo  i  puô  talvolla  trovarsi  elevato  a 
potenza  ;  quindi  cercheremo  primamenle  le  forme  di  queste  potenze. 
Pcr  ciô  osserveremo  che  quel  simbolo  è  radice  dell'equazione  t/*=— 1, 
e  perô  è  talc,  che  elevato  a  quadrato  dere  dare  —  1 .  Inolire,  è  dimo* 
strato  che  un  simbolo  qualunque  a,  elevato  à  potenza  zvro,  puô  esser 
sostituito  dall  unilà  ;  e  Àmilmente  si  sa  che  la  potenza  di  grado  1  d*u- 
na  quanlilà  qualsiesi  è  la  stessa  quantilà.  Quindi  avremo  primamenle 

37.  Quesl'uUima  espressione  z'=  -1,  introdolta  nella  formola  (1)  ci 
fa  conchiudere  che 

(2)  aixbi^-ab. 
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S9.  Per  passarc  aile  potcnze  superiori, bisognerà  continuare  la  mol- 
liplicazione  délie  tre  précèdent!  fra  loro  ;  e  pcrà,  stando  alla  conven- 
zione  indicala  nel  n.®  33,  avremo: 

ec.  ; 

per  modo  chc,  come  si  scorjro,  le  polenze  di  i  si  riproducono  perio- 
dicameote,  di  quaUro  in  quallro  ;  e  siccome  gli  esponenli  délie  polen- 
ze délia  prima  colonna  sono  numeri  délia  forma  4m,  quelli  délia  se- 
conda colonna  sono  délia  forma  im-i-l?  quel  délia  lerza  son  délia 
forma  4m+2  ,  e  finalmente  quelli  delln  quarta  son  délia  forma  4m+3 
cosl  possiamo  slabilire  in  gencrnio  che 

39.  S*osservi  che  i  due  numeri  4m  e  4m+2  sono  racchiusl  nella 
formola  comune  2m,  essendo  n  un  qualunque  numéro  pari  o  impari, 
e  perô  ?"=±1 ,  avendo  luogo  il  segno  superiore  quando  n  è  pari,  e 
Tinferlore  quando  n  è  impari,  in  guisa  che  possiamo  scnvere 

(4)  î»»=(-l)». 

40*  Tornando  ora  aile  oporazioni  accennatc  nel  n.^  34,  comincia- 
mo  dairaddizione  indicata  dalla  formola 

(a+6i)+(a'+5'i). 

Questa  espressione  puo  sempre  trasformarsi  in  un'allra  délia  mede- 
sima  forma,  in  modo  cbe 

(ô)  (a+60+(ct'+6'i)=^a+a')4  (6+6')  i  ; 

imperocchè  le  parli  rcali  de'  due  membri  sono  eguali,  e  quindi  lo  sono 
{ture  le  parli  immnginarie,  poichc,  soppressele  parli  rcali,  quclfegua- 
glianza  si  mula  neirallra  6i+6'i=(6+6'jN  1*^  quale,  seconde  la  conven- 
zione  dcl  n.®  ÎS,  è  ideniila,  e  perô  è  vera  Teguaglianza  (3). 
Similmente  per  la  soUrazione  si  à 

(6)  (a+6i)-(a'+6'i)=(a-a')+(6-6')i, 

4l.  Per  ci6  che  riguarda  la  moUipIicazione  indicata  dalla  formola 
(a-hbi)  (a'+6'i)  si  riguardano  le  due  quanlilà  complesse  a+6/,  a'+6'< 
corne  due  binomii  reali  e  quindi  si  moltiplica  conie  se  si  trat  i  di  quan- 
lilà reali,  lenendo  présente  la  forraoîa  (2),  seconde  la  quale  6ix6'i= 
—  66',  e  si  Iro^a  : 

(  1)  (a-f  6i)  (a'-\-b'i  =(aa'-66'H(a6'+6<i. 


Yolendo  avère  il  quozienle  di  due  quanlilà  immaginarie  si  Irat* 
ierà  di  irovare  un'allra  quanli'à,  che  molliplicala  pcl  divisore  ripro- 
duca  il  dividende  ;  quindi  osserveremo,  che  la  forma  più  générale  di 
quesia  quanlilà  incognila  è  p+gt,  si  che  porremo 

(a)  â'+6~i  =  P+î'' 
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e  si  traitera  di  determinare  le  quantité  reali  p  e  9,  ia  modo  cfae  que- 
sta  trasformazione  abbia  luogo  ,  s*è  possibile'.  Ora  ,  secondo  il  prin- 
cipio  délia  divisione,  Teguaglianza  précédente  conduce  alFalira 

a+6î=:(a'+6'i)  (p-{-qi)=:{a'p-Vq)+{b'p+a'q)i  ; 

quindi  (n.*  21)  dev'cssere  a'p-b'q=a ,  b'p4-a'q=6  :  e  quesle  equa- 
zioni  dànno 

aa'+bb'  ba'-ab' 

or  queste  espressioni  non  solo  sono  reali,  ma  sempre  assegnabili  e  so- 
stituite  nella  (a)  dànno 

a+6i_aa'-f56'    ba'—aV  , 

43.  Se  nelle  fonnole  <5)  e  (7)  si  pone  a'=a ,  6'=-6 ,  s'olliene: 

{a-\'bi)+{a-b%)=2a  ;    (a-f-6i)(a-M)=a*+b*, 

Taie  a  dire  la  somma  e  il  prodotto  di  due  quantità immaginarie 

coniugate  sono  quantità  realt:  il  che  è  conforme  alla  nalura  stessa 

di  cotesle  quantità,  le  quali  sono  radici  d'  un'  equazione  di  secondo 

grado  a  coefflcienli  reali  (E.  n.^  345),  e  sappiamo  che  la  somma  di 

queste  radici  è  uguale  al  coelBciente  del  secondo  termine  col  segno 

cambiato,  e  il  prodotto  è  uguale  al  termine  noto. 

44. 11  secondo  membro  dclla  (8)  rappresenta  il  rapportofra  le  due 

quantità  immaginarie  del  primo  membro.  Quel  rapporto,  generalmen- 

te  parlando,  è  immaglnario  ;  ma  divien  reale  quando  ba'  —  ab'=o^  0 

a      b 
\ero  quando  — jzr-p = r,  essendo  r  il  valore  comune  di  quesli  rappor- 

lî  ;  quindi  avremo  a=a'r,  6=6'r,  e  sostituendo  in  (8)  risulla 

a+6t    (a'*+&'*)r 


a'+6'i      a'*-f6'* 


=r. 


a      b  \/a'+6* 

Ora  le  uguaglianze  r =-— =-^  dànno  f=-  =  (E.  n.®  390):  e 

d'  altrondc  v/oHft* ,  e  v^a'^+b'*  sono  i  rispetlivi  moduli  di  a^hi , 
e  a'+b'i  (E.  n  ^  348).  Perlanto  il  rappurlo  tra  due  qtiantità  imma- 
ginarie è,  gencralmenle  parlando,  immat^inario  ;  ed  è  reale  quan- 
do le  parti  reali  délie  due  espressioni  date,  e  quelle  c/ie  moUipUca' 
no  U  simbolo  immaginario  i,  .sono  in  uno  siesso  rapporta,  che  è  pur 
quello  dei  moduli  délie  quantità  immaginarie  date.  Reciprocamen- 
le,  volendo  che  due  qv^niità  di  qv^esta  natura  avessero  un  rappor- 
to reàUj  è  necessario  che  le  parti  reali,  e  quelle  che  moUiplicano  U 
simbolo  immaginario  i  sierio  nel  medesimo  rapporto. 

45.  l'assando  alla  potenza  (o+bi)*^,  osserveremo  che,  secondo  le 
conyenzioni  stabilité  (n.*  35  e  41),  per  avcrnelo  sviluppo,  supponea- 
do  un  numéro  intero  e  positivo,  baslerà  applicare  la  formola  del  bino* 
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rnio  di  Newton  (E.  n.^  580),  e  tenendo  présent!  le  forme  délie  poten- 
26  di  i  (n.^  38)  s'avrà  : 

j  =  a**  -  [j]a*-*62+ec.+  (naT'b-  [J]a«-'6»+ec.\<. 

Da  questa  formola  scorgiamo,  che  1o  sviluppo  délia  polenza  n.™'  di 
a+bi  è  composta  di  due  parli,  una  délie  quali  è  un  poHnoinio  omoge- 
neo  di'gr.  nJ^^  rispelto  ad  a  e  6,  e  contiene  le  sole  potenze  pari  di  6; 
Vallra  parte  à  un  aliro  polinomio  anche  omogeneo  di  gr.  n.*"^,  che  con- 
tiene le  sole  poienze  impari  di  b,  ed  è  moliiplicalo  pei  sirobolo  t. 

46.  Si  dimostrerà  più  innanzi  che  la  nominata  formola  del  binomio 
à  luogo  non  solo  quando  n  è  posilivo  e  intero,  ma  anche  quando  è  ne* 
gativo  0  frazionario,  per  modo  che  la  formola  précédente  puô  essere 
applicata  eziandio  in  questi  due  casi.  E  perô,  ritenendo  quesla  esten- 

sîone  del  binomio ,  e  ponendo  —  invece  di  n,  avremo 

(10)  v/o+6t  =  a?+— -o       — -ce , 


+ 


1.2  n' 

/■^b     (n-<) an-i)  i=^  6»        \ 


47.  Si  puô  notare  che,  seconde  le  formole  (3) .  •  .  (10),  la  somma, 
la  dilTerenza,  il  prodolto,  il  quozienle,  la  polenza,  e  la  radice  d'una 
quanlità  complessa  sono  allrettanle  quantité  délia  stessa  natura. 
.  Hercè  la  (9)  possiamo  trovare  lo  sviluppo  d*un  polinomio 


quaado  in  luogo  di  x  si  pone  y-\-zi^  e  vedremo  che  questo  sviluppo 
sarà  délia  medcsima  forma  imniaginaria  If+iVt,  essendo  Jlf,  iVduepo- 
linomii  in  i/  e  jz  e  del  $rrado  n.^^,  rispelto  a  queste  quantité.  In  effetti, 
secondo  la  formola  (9)  è 

{y-\'Ziy=M'+Wi ,  {y+ziy=M"'\-ir'i ,  (î/+zi)«-*=Jlf'"+iV"i ,  ec.  ; 

in  cui  M' e  iV'  sono  due  allri  polinomii  in  y  e  3,  ciascuno  di  grade  n."® 
rispetto  a  queste  due  quanlità  in.^  4S)  ;  similmente  iH",  JV"  sono  due 
allri  polinomii  \ny  e  z,  ciascuno  di  grade  (n-1)"*^  rispelto  ad  entram- 
be  queste  quantilfi,  e  cosl  apprcsso.  v'^l  che,  sostituendo  le  precedenti 
espressioni  in  quella  di  P  in  luogo  di  x'^ ,  x*~*  ec. ,  ne  risulterà 

(1 2)  P=i»'-f-M"+M'"+ . . + [iV'+^"+iV'"+ . .  ]  1=»+ JVî. 

M9.  Il  polinomio  (1 1)  si  dlce  reàle,  perché  i  coelficienti  Aq  ,  ai ,  ec. 
sono  supposli  reali  :  or  se 

?  (x)=aoac*+a,aî'^'+ -ho^^^x+a^ , 


16  COMPLEMElfTO  AOLI  ELEMENTI  D*  ALGEBRA 

sono  due  polinoralî  reali  ciascuno  del  gr.  n."'^,respressione  ç'œ)-l-i  ^{x) 
si  dice  benanche  polinooiio  del  gr.  n.°*^  ma  immaginario.  Inianlo 
sostiluendo  iovece  di  ç  (x)  e  4^  (x)  i  polinomii  che  rapprescntano  ,  e 
riunendo  i  coefflcienli  délie  potcnze  simili,  il'  poliûomio  immagioario 
avrà  la  forma  esplicita 

(13)  (a«+M  a5"+(a,+6,i)x**-'+.  .•  •+(a„.,+6„.,<)x-f(a„+6^i)  , 

e  paragonando  quesla  formula  con  la  (11)  possiamo  conchiudere  cbe 
la  difTercnza  trn  un  polinomio  reale  e  un  allro  immaginario  sla  unica- 
mente  ne'  coefllcicnli,  che  sono  reali  nel  primo,  e  immaginarii  nel  se- 
condo. 

D'altrondc  è  facile  vedere  che  la  sosliluzionc  di  y-i-zi  nel  polino- 
mio (13)  dara  un  risultamento  délia  stessa  forma  (12). 

LEZiOiNE  IV. 
Teoremi  su  %  moduli  e  sulle  espreêsioni  ridolie. 

SO.  Esposle  le  regole  délie  sei  operazioni  elementari  sulle  quantité 
immaginarie,  passiamo  primamente  a  mostrare  un*aUra  forma  con  cui 
si  suole  rappresentare  una  quaniilà  di  questa  nalura,  che  abbiamo  fin 
ora  rappresentata  con  la  formola 

(1)  a-fbi. 
e  la  cui  coniugata  è 

(2)  a- M. 

Ora  aile  due  quaniilà  reali  a  eb  possiamo  sempre  sosliiuirne  due 
altre  pure  reali  r  e  t,  connesse  con  le  prime  mercè  le  due  equazioni 

(3)  a=rcost ,        6=rsent  : 

in  effeiti,  quadrando  queste  equazioni,  sommando  i  risullamenti,  e  os- 
servando  che  cos*(-|-sen*i=l,  s'olUene  r*=a*4-6*,  e  quindi,  riienendo 
il  solo  valore  numcrico  , 

(*)  r  =  v/ÔH^. 

Similmente,  dividende  la  seconda  per  la  prima  (3),  si  ricava 

(5)  tanf= — . 

Come  si  vede  da  queste  formole  (i)  e  (o)  si  ànno  sempre  valori  rea- 
li per  t  ed  r,  e  quindi  la  quanlità  immaginaria  (1),  soslituendovi  per  a 
e  b  i  loro  valori  (3),  puô  sempre  assumere  la  forma  seguente  ; 

(6)  r  (cost-f  isent) , 

che  diviene  quelln  délia  coniugata  (2),  cambiandovi  solo  il  segno  di  t. 

51.  La  formola  (4)  ci  fa  vedere  che  il  valore  délia  nuova  quantil<i  r 

non  è  allro  che  il  modulo  comune  délie  due  quantité  immaginario  con- 
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iogate  (1)  e  (2)  (E.  n.^'KiS)  ;  e  la  formola  (S)  ci  moslra  che  determi* 

6 
nato  il  più  piccolo  arco  («  »  U  Qual^  ^  P^r  tangente  —  ,  si  pu6  pren- 

dere  per  t  qualunque  yalore  compreso  nella  formola  t^±2m:,  La  quan- 
lità  in  parentesi nella  formola  r6)è  stala  chiamala  dalCAUCHT  espres- 
sione  ridolta  délia  quantita  immaginaria  o+bi  ;  e  l'angolo  tsuo- 
lesi  da  talani  chiamare  argomento. 
Sg.  Il  module  r  non  avendo  cbe  un  sol  yalore ,  che  è  il  numerico 

di  v^a'+b* ,  sarà  sempre  lo  stesso,  fln^bè  a  e  6  restano  dello  stesso 
Talore  ;  ma  in  tal  caso  anche  cost  e  sent  (3)  conserveranno  i  loro  ri< 
speltivi  valori,  quindi  ne  segue  che  due  qtiarUità  immaginarie  ligua- 
H  (n.^  28)  àrmo  eguali  moduli  ed  eguali  espressioni  ridoUe. 
*».  Inollre  non  pu6  essere  a+M=o,  se  non  è  a=o,  6=o  (n.*  25), 

e  perô  ancora  v^a^+b2=r=o.  Reciprocamenle  quesfespressione  non 
puô  esser  nulla,  se  non  è  a==o,  5=0,  e  quindi  anche  a:^bi=:o.  Da  ci6 
segue  che  per  esser  nulla  una  quaniUà  imvmginariaj  ë  necessario 
e  sufficienie  che  sia  nuUo  il  suo  modtUo, 

S4.  Posto  ciô,  passiamo  a  moslrare  alcuni  teoremi  su  i  moduli  e 
sulle  espressioni  ridotle. 

Tborema.  —  il  modulo  del  prodoUo  di  cinc  o  più  quarUilà  tmma« 
ghuaie  è  uguale  al  prodoUo  de'  modtUi  délie  medesime  quaniità. 

In  effetli  sieno  le  due  quantité  immaginarie 

a+M,  c+dt: 


i  loro  moduli  rispettivi  sono  v^a^+b',  e vcH^  ;  nel  tempo  stesso  il 
loro  prodotto  è 

ac-6d+(ad+bc)i , 

il  cui  modulo  è  v^(ac-6d)'+(ad+5c)* .  Ora  si  à  idenlicamente 
(o«+6*)  (cHd*)=a*cHa*d*+6*cH6*d* , 

=a*c*-2ac6d+6*d*-f-a*dH2ac6d+6*c* 

=(ac-6d)*-f-(ad+6c)* , 

quindi  sarà  benanche 

0)  v/a*+6*  /c*Td*=  v/(ac-6d)«+(od+6c)*  , 

il  cbe  proya  che  il  modulo  di  due  quantité  immaginarie  è  uguale  al 
prodotto  de*  loro  moduli.  E  perô  se  a, ,  04 ,  o^ .  • .  o^  sono  diverse 
quantité  immaginarie  ed  r« ,  r^ ,  r^..  .r^^  sono  i  rispettivi  moduli, 
ayremo,  per  ciô  che  ora  abbiamo  dimostrato , 

mod.  o(fOU~f|t*i=pi , 

mod.  a|aia3=p,r3=r4r,r3=pj , 

mod.  0ilaiaL^aL^=ç^r^:=^r^rJrJr^=p^ ,  ec. 

(8)  mod.  aiS^a}.  *oi^^R=^irjr^..Sf^ ,  c*  b.  d. 

Sii.  Gonseguita  da  queslo  teorema,  cbe  se  le  date  quantité  immagi- 
narie sono  eguali,  in  modo  che  «1=^0, ...  =a,^ ,  allora ,  siccome  an- 
che nguali  sono  i  loro  moduli  (  n.^  52  ),  ayremo  :  mod. cC|^=rf* , 

RuBiTii,  Complemento  d?  Alg^ra.  3 
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cioè  il  modulù  délia  potenza  n.*^^  d'vna  quarUità  imrnagituiTia  è 
vgxiale  alla  potenza  n."^  del  suo  modulo. 

Inollre  il  tcrzo  membro  (8)  è  nullo,  quando  ë  duIIo  uno  de*faUo- 
ri  r,  quindi  nella  slessa  ipotesi  è  pure  R=o  ;  ma  se  r, ,  p.  e.  è  nuUo, 
è  pur  nulla  la  corrispondenlc  cspressionc  inimaginaria  a,  (n.**  53),  c 
sirailmeute  sei{=o  è  pure  nulla  la  corrispondcnte  espressione  imraa* 
giuaria  a|at...a,(  ;  quindi  se  in  un  prodoUo  di  piîi  quantitàimmagi» 
nariey  una  di  esse  è  nulla,  è  nullo  ancora  iutto  il  prodotio  ;  e  reci* 
procamenle. 

'S6.  Tborbhâ,  —  Il  modulo  deUa  somma  o  délia  differenza  di 
due  qwmlità  immnginarie  è  compreso  fra  la  somma  e  la  differen- 
za d^moduli  di  dette  qiiantUà]  potendo  in  alcuni  casi  raggiungere 
uno  di  questi  limili. 

In  efTetti,  sieno  le  due  quantilà  immaginarie  a+bt,  e  c+di.  Il  mo- 
dalo  r  délia  loro  somma  sarà 


(9)         r  =:  v/(a-fCj*+(6+dj2=  v/a*4-6Hc«+(t*-i-2(ac+6d) , 

e  la  somma  s,  e  la  differenza  S  de*  loro  moduli  sono  rispetGyamentc 

{\0)        8  =  V'â*+b*+  \/c*Td* ,   8  =  v/a*+6*-  v/c*+d*. 

Or,  elevando  a  quadrato  ciascuna  di  quesle  eguaglianze,  ed  eslraen- 
do  la  radice,  si  à 

6=  V'aHb'+cHd'-â  \/{a^-^b^)  (c*+d*)  ; 
ma  v^(o*+6*)  (c*H-d*j=  v/(ac+6d)*-f(ad-6c)*,  dunque  sarà  ancora 

(M)  8  =  Va«+6HcHd*+2  v/(âc+6a)«+(ad-6'cp  , 

(12)  3  =  v/a»+6HcHd«-2  v/(ac+6d)*+(ad-6c)*. 

Pertanto,  paragonando  la  (9)  con  le  (11)  e  ^12),  si  vede  chiaramen* 
te  che  r  è  compreso  fra  8  e  S,  se  ad-bc  non  è  nullo;  ed  r=s,  se  poi 
ad— bc=o.  Inollre  mulando  c  in— c,  e  d  in  — d,  il  modulo  (9)  diviene 
quello  délia  differenza  délie  due  quanlltà  immaginarie  date,  e  il  ragio* 
namento  précédente  continua  ad  aver  luogo,  quindi  è  vero  c.  c.  b.  d. 

SI.  Tborbma.  —  Per  m4>Uiplicare  due  o  piii  espressioni  ridotfe, 
basta  addizionare  i  loro  argom^enli. 

Supponiamo  in  primo  luogo  che  si  Iratli  délie  due  sole  espressioni 
cos(+tsen£,  cost'+isenf  :  moltiplicandole  avremo 

(cos<+tsent)(cost'-fisent')= 
cosicost— senteen('+(sen(cosf +costeent')  i  ; 

ma  costeosl'-senteenf=cos(t+(0  »  e  senfcost'-hcosteent'=sen(t+l') , 
quindi  sarà 

(13)  (cost+isent)(cost'+iseni')=cos(t+f)+feen((+t'). 

Posto  ciôy  per  molUplicare  queslo  prodotto  per  un  terzo  faltore 
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cosr+tseDf  basterà,  secondo  questa  slessa  formola,  addizionare  Tar- 
co  t+î'  col  nuoTO  arco  f  •  E  continuando  a  ragiooare  allô  slesso  modo 
si  conchiude  flnalmente  cbe 

(  (cos^-hisenf )  '  (cose'-HsenI')  (cos^+feenf  ) . . .  = 

^    cos(W-hr+ )+îscn(W+("+ )  ; 

quindi  il  teorema  rimane  dimostrato. 
Da  ciô  segue  che 

(1 5)  (cost-»-<sent)(cost-isen()=l . 

SS.  Teorbmà.  —  Si  à  il  quoziente  di  due  espressioniridoUe,  sol- 
traendo  doWargomenio  dol  dividendo  quello  del  divisore. 
In  elTetli,  secoDdo  la  formola  (8,42) 

cost+feent     costcost'+seDteent^-fi(sentcosl'~costeenf)  ^ 
cost'-Ksent'""  '  (cob*t'-i-sen*(')  ' 

ma  costcost'+senfsenf ^cosCt-f)»  sentcosf-costsent'=scn(t-f ) ,  e 
cos*t'+sen*f=l ,  quiodi  ^ 

cost+tsent 

S9.  Se  t=o,  risuUa  * 

1 

AO.  Teorbka.  —  Si  forma  la  potenza  intera  e  positiva  dHun'  c- 
^premone  ridolla,  moUiplica/ado  Vargomento  pel  grado  délia  po- 
tenza. 

In  efietti,  se  nella  formola  (15)  si  suppone.che  tutli  çli  archi  t,  f , 
i" ,  ec.  sieno  eguali,  e  il  loro  numéro  sia  n,  si  avrà  subilo 

(18)  (cosi+isent)"=cosn<-i-<^ennt,  c.  b.  d. 

Ol.  Questa  formola  à  pur  luogo  se  n,  rimanendo  seropre  inlero,  di- 
viene  negalivo  ;  imperocchè 

1 1 

(^^^^"*"*^^"^^''"(cost-NsenO*""cosnt-fisennt  ' 

e  quiadi,  lenendo  présente  la  (17),  risulta 

(cosl+isent)"" = costi  t-isennt . 

Tcdremo  più  innanzi  che  la  stessa  formola  (18)  à  luogo  benanche 

1 

se  n  si  muta  in — ,  d*onde  risuUa  cbe 

n 

n t  i 

(1 9)  v/  cost+tsene =cos  —  +  fcen  —  ; 

ciofe  che  per  eslrarre  la  radice  tf-un'espf emone  ridoiUij  si  dete  di- 
videre  il  corrispondente  arco  pH  grado  délia  radice. 
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t*  Dopo  tulto  il  précédente  esposto,  ^  dinotando  cod  r,  r',  r^,  ec. 
i  rispeltiyi  moduli  di  più  quantité  immaginarie,  e  con  t,t',  f ,  ec.  gli 
argomenli  corrispondenti,  si  possono  slabilire  le  segueati  formole  : 

(20)  f(cose+tsenOr'(cosf +îseniy(<5osr+isenr0 = 

iT'/'...[cosO+t'+t"+...)+tsen(W'+r+...)  ] , 

(22)  [r(cost+isent)]'^=r^(cosnt+tsennO , 

(23)  vr  (  cost+fcent  )  =  v^  r .  cos  ^ — + isen  —J . 


CAPITOLO  II. 

tUa^lostoiM  ir^nerate  detle  e^vasloal  MMOMle^  e  trlBOMle.  —  Pro|»rie' 
là  délie  radie!  deir«Mllà.  —  OMerYasienl  •al  ealeelo  del  nidleall  al- 
irèlNrlel. 

LEZIONE  V. 
R'uolnsUone  générale  délie  equazioni  binomie,  e  Irinomie, 

€S.  Relia  lezione  XXXIY  degli  Elementi  abbiamo  mostrato,  che  la 
risolunone  deirequazione  binomia  a^^=a=o  si  riduce  sempre  a  quella 
deirallra  più  semplice  x*=tl=o  ;  ma  il  metodo  di  risoluzione  in  qud 
luogo  dichiarato  era  applicabile  a  soli  alcuni  casi  particolari.  Qui  ri« 
prendiamo  lo  stesso  argomento,  mostrando  corne,  con  Tuso  délie  fan- 
zioni  trigonomelriche,  si  possa  risolvere  un*equazione  binomia  di  qua- 
Imique  grado. 

^t.  Pertanto  abbiasi  l'equazione 

0)     '  œ"=l, 

in  cui  n  à  un  numéro  intero  e  positiYO.  Se  quesfequazione  ammette 
radici,  la  loro  forma  più  générale  non  puô  essere  altrimenU  che 

aî=p-fgi     (E.  n.'  341) , 

0  yero ,  chiamando  r  il  module  di  questa  quantité,  e  (  1*  argomento 
(«••51), 

(2)  a5=r  (cost+îsent) , 

e  questo  valore  dovendo  soddisfare  la  (1)  darà ,  tenendo  présente  la 
(»9,60) , 

(3)  r*  (cosnt+isennt)  =  1 . 

Ora  due  quantité  immaginarie  non  possono  essere  uguali ,  se  non 
sono  egualirispettiTamenle  i  loro  moduli,  e  le  loro  espressioni  ridoite 
(n.""  52);  ma  il  modulo  di  I  è  I  (E.  n.^348),  e  la  sua  espressione  ridotta 
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épure  1,  quindi  la  précédente  equazione  anà  luogo  se 

r"=l ,  cosnt+isennt=l , 
0  f  ero  f=l ,  cosnt^l ,  sennt^o  ;  ma  1*  angolo  che  veriflca  queste 


due  uguagliaazeèn(==i=2fciCy  essendo  k  uq  inlero  qualunque,  quiudi 
fc==t —  ,  e  cosi  la  (2)  diviene 

îfcir  2fcit 

(4)  x=cos  —  =t  tsen  —  ; 

quesia  pertauto  è  la  forma  de*  valori  che  possono  risohere  Tequaiio- 

ne  (f )  ;  ma  il  numéro  di  questi  valori  non  è  per  ciô  infinito,  perché, 

corne  si  sa  d^Ua  Trigonomelria,  il  seno  ed  il  coseno  sono  due  funzio- 

ni  periodiche.  Perlante  sia  h  il  numéro  intero  più  prossimo  in  meno 

k 
0  in  più  al  frazionario  —  ;  e  poicbà  la  differenza  assoluta  tra  questi 

due  numeri  puô  essere  tutf  al  più  eguale  a  | ,  cosl  ponendo 

k     .      k' 
n  n  \ 

sarà  k'  un  intero  inferiore  o  al  più  eguale  a  ^n  :  nel  tempo  stesso 
avremo 

cos  — =cos  (  2/nc=t —  )  =  cos  —  , 
n  \  n  /  n 

sen — =sen(27iïï± —  )=d=5en —  , 
n  •        \  n  /  n 

• 
quindi  si  ?ede  che  la  formola  (4)  darà  tutti  i  diversi  valori  di  x  pro- 
prii  a  verificare  la  (1),  ponendo  in  quella  formola  in  luogo  di  k  tutti  i 
numeri  inleri  compresi  tra  zéro  ed  f  n. 

M(.  Posto  ciô,  se  n  è  pari  i  valori  che  si  posson  dare  a  k  nella  (4) 
sono  0, 1,  2 . . .  ï(^"2),  J  n  :  il  valore  k=o  dà  a;=+l ,  e  il  valore 
fe=|n  dà  fl^— 1  ;  e  per  ciascun  altro  valore  k=\^  fc=2,  ec.  si  inno 
per  X  due  valori  immaginarii  coniugati  ;  si  che  le  radici  délia  (I  ) , 
guaruto  n  ë  pari,  sono  le  seguenti  : 

aî=:fcl  ;  as=cos — =i=tsen —  ,  a;=cos — =tsen — , 

n  n  n  n 

,  a5=cos^ ^=bisen ^— , 

n  n 

vale  a  dire  sono  2  reali,  ed  n-2  immaginarii  a  due  a  due  coniugati,  e 
per6  in  tutto  sono  n. 

4M.  Se  n  è  impari,  i  valori  da  potersi  dare  a  k  nella  (4)  sono  0, 1, 
2  • .  •  •  H*^0  *  U  valore  fc=o,  dà  corne  innanzi  a^+1,  e  per  ciascu- 
no  dei  rimanenti  I,  2,  ec.  dà  due  valori  immaginarii  coniugati;  si  che 
le  radici  délia  (1),  quando  n  ë  tmpari,  sono.: 
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I. .               2ic  ,  .      2Tt               4it     .      4i: 
x=+l ,  x=cos — =tiscn  — ,  x=cos — =t:tsen — 
'            n            n               71            n 
cosfn-l)Tc  .        (n-l)T: 
n                     2     ' 

Taie  a  dire  un  solo  reale,  e  altri  n~l  immaginarii  a  due  a  due  conui- 
gatî,  e  perô  in  tutto  sono  n. 
€V.  CoDsideriamo  ora  requaziooe 

(1)  aî*=-1  : 
fatla  la  stessa  sosliluzione 

(2)  a5=f  (cosi+isenf) , 
come  nella  (1),  ottiensi 

r*(cosn/+<sentU)=— 1 , 

e,  ragionando  come  al  n.^  64,  ayremo  per  determinare  i  valori  del  mo* 
dulo  f ,  e  delFargocnenlo  t  le  seguenti  equazioni  : 

r"=l ,  cosnl4-fcenn(=-l,  o  vero 

r*=l ,  cosnt=  -1 ,  sennl=o  ; 

délie  quali  la  prima  dà  r=l,  e  le  altre  due  dànno  n(=:i=(2fr+1)it ,  e 

quindi  t=^  ""tt"^»  essendo  k  un  intero  ;  laonde  la  formola  (2),  se- 

sUtuendo  questi  valori,  diviene 

m                                   2fc+l    ^.      2fc+l 
(8)  aï=cos it  ±  isen 1. 

Ouesti  ?alorî  soddisfanno  la  (7)  ;  e  per  Irovare  quelli  veramenle  di- 
slmti,  dinoliamo  con  h  Tinlero  più  prossimo,  in  meno  o  in  più,  al  au- 

mero  irazionano  -5 —  :  questi  due  numen  diuenranno  Ira  loro  per 

una  frazlone  di  numeralore  impari,  la  quale  sarà  inferiore,  0  al  più 
eguale  a  ^  ;  si  che  ponendo 

2fc-hl_^       Sfe^+1 

il  numéro  2fc'+l  sarà  impari  edinferiore,  0  eguale  ad  n:  ora  secondo 
quesla  relazione 

2&+'  /«,    ^2fe'+l   \  2fe'-f-l 

cos ic=cos  (  2/nr± ic  )  =cos  — ir , 

n  \  n      /  n 

sen Tc=sen  (  2/iic± it  )  =:=tsen z  , 

quindi  ai  vcde  che  volendo  i  valori  dislinti  dclia  (8),  i  quali  seddisfan- 
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BO  la  (1)  à  necessario  e  sulSeiente  dare  a  î,k+i  i  Talori  inleri  e  inapa- 
ri  cornpresi  fra  zéro  ed  n. 

es.  Se  n  è  pari  i  valori  che  pu6  pfendere  ik+\  sono  1^  3,5  ..n—1, 
stando  aile  condiziooi  precedenli,  si  che  i  valori  daii  daUa  formola  (8) 
e  che  seddisfanno  la  (1)  neWipotesi  din  pari  sono  gli  n  seguenti,  im« 
maginarii  e  a  due  a  due  coniugali  : 


a;=cos —  =tisen — ,  a=cos — =fctsen — 
n  n  n  n 


/  __  ic   .  ,    _  t:  3it  .  .      3ic 

(9)  ! 

*  n  n 

09*  Se  n  è  impari,  i  valori  da  dare  a  2fc-fl  sono  1 , 3, 5 . .  •  n-S,  n; 
per  2ft+1s=n  la  formola  (8)  dà  ac=:-l,  e  per  ciascuno  de'riroanenti 
valori  1,  3,  ec.  dà  valori  immaginarii  coniugati  ;  si  che  le  radici  del* 
la  (7),  nel  caso  di  n  impari,  sono  i  seguenii  n  : 

.  Tt.it  3t:     .      Sit 

30=— 1 ,  x=cos — hîsen — ,  ()c=cos — htsen — 

n  n  n  n 

(10)  ; 

,  œ=cos^ ^±iscn^ ^ 

n  n    ' 

90.  Segue  dalla  précédente  analisi  che,  qualunqw  aia  il  nwmero 
intero  n,  dascuna  deUe  equazioni  x"— 1=o,  x"+l=o  ammetterà  aem* 
pre  n  radici  tra  reali  e  xmmaginarie,  ne  piU  di  n ,  corne  avevamo 
aQlicipatamente  asserito  nel  n.^  368,  E. 

D*allronde  i  valori  (3)  e  (6)  sono  rispeltiv^mente  le  radici  di  grado 
pari,  0  di  grado  impari  di  +1  ;  e  i  valori  (9)  e  (10)  sono  rispetliva'* 
mente  le  radici  di  grado  pari,  o  di  grado  impari  di  -1  (E.  n.^  368). 

11.  Trovate  uaa  volta  le  radici  di^t  l,  possiamo  aver  quelle  del- 
Tequazione  binomia 

(11)  x"==t:a, 

perché,  corne  sappiamo  (E.  n.^  367),  per  avère  le  radici  di  quest*e- 

quazione  basta  moltjplicare  il  valore  arUmeiico  di  v  a  per  le  n  radi- 
ci n.™*  di  +1,  0  di  —1,  seconde  che  nella  (11)  à  luogo  il  segno  supe- 
riore,  o  l'inferiore. 

Ora  osserviamo  che  volendo  trovare  la  radice  n.™*  d*un  dalo  numé- 
ro positive  0  négative  ^a^  si  è  condotti  a  risolvere  un'equazione  délia 
forma  (il)  ;  imperocchè  cbiamando  x  Y  incogoila  radice ,  abbiamo 


v/^ ,  0  sia  x^=  =ta  ;  quindi  per  avère  la  chiesta  radice  bisognerà 

I» 

trovare  aritmelicamenle  il  valore  di  V^,  e  poi  molliplicarlo  per  le  n 
radici  di  +I9  0  di  —  1,  seconde  che  ë  date  +ci,  0  —a.  Dal  che  segue 
che  la  radice  n.*"*  d'un  numéro  podfivo^  0  negaiwo  à  n  vaiori\  perô 
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siccome  le  radici  nJ^  di  +1  sono  due,  o  una  soltanto,  reali,  e  le  ri- 
manenti  immaginarie  (n.^  65  e  66);  e  quelle  di  -1  sono  o  lutte  immagi- 

narie,  o  unii  soltanto  reale  (n.^  68  e  69),  cosi  i  valori  di  v+a ,  se  n  ë 

• 

pari  sono  due  reali  =b  \/a  ,  e  i  rimanenti  immaginarii ;  e  se  n  ë  im- 

n  » 

pari,  i  valori  di  v/+a  sono  uno  soltanto  reale  +  v^  a ,  e  i  rimanenti  im- 

n 

maginarii  ;  e  similmente  i  valori  di  \/  a  sono  tutti  immaginarii,  se  n 

ë  pari,  e  se  n  ë  impari  si  à  un  solo  valore  reale  —  /  a ,  e  i  rimanenti 
sono  immaginarii.  D*aItronde,  siccome  il  segno—j^e  le  espressioni 
immaginarie  sono  del  dominio  delFAlgebra  e  non  deirArilmeUca,  cosi 

il  valore  aritmetico  e  positive  che  puô  avère  y/a  si  chiama  determi- 
n|azione  aritmetica  di  queslo  radicale,  e  i  rimanenti  n-1  si  di- 
cono  determinazioni  algebriche  dello  stesso  radicale. 

Da  quanlo  ë  slato  qui  esposto  discende  la  proposizione  seguenle  : 
facendo  sparire  i  radicali  da  un'eqiuizione ,  at  rende  più  générale 
la  quesUone.  In  fatti  supponiamo,  per  fissare  le  idée,  cfae  sia  data  Te- 
qoazione 

(„)  '^■^^  : 

elevando  alla  potenza  6*  primo  ë  secondo  membro,  s'ottiene 

(13)  a)«  =  729; 

ora  quest'equazione  dà  6  valori  per  ce,  mentre  la  (12)  non  ne  dà  che 
un  solo,  il  quale  ë  imo  de'  detti  sei  valori  (E.  n.^  381,  ese.  3®).  La  ra- 
gione  sta  in  oiô,  che  con  Televare  a  potenza  il  secondo  membro  (12) 
andiamo  cercando  un  numéro  (il  129)  il  quale  nasce  dalla  sola  6*  po- 
tenza del  secondo  membro  (12),  e  iotanto  dériva  benanche  dalla  6* 
potenza  di  cinque  altre  quantité 

-hj,     — d  ,     o. ,     0.  r ,     o. A 

che  insieme  con  la  (12)  sono  le  sei  determinazioni  di  v/729,  (n.**cit.)* 
92.  Osserviamo  qui  di  passaggio  che  Tespressione  (2)  elevata  a  po- 
tenza n.^  ë  un*allra  quantité  immaginaria  (n.^  47),  si  chCi  cbiaman* 
donc  p  il  modulo  e  0  Targomento,  potremo  scrivere 

05*=  r*  (cosnt+isennO = p  (cosO-f  feenO) , 

e  perche  quest'eguaglianza  fosse  vera  dev*essere 

r*=p ,      cosni+isenn<=cos6+isen0  ; 

quesrultima  eguaglianza  si  scinde  nelle  due  cosnt=cosO,  senn(=smt, 
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che  sono  veriflcale  dal  valore  i= — - —  ;  quindi  la  (2)  diviene 

cc=r  (cost+tsent)  =  v  p  (  cos h  tsen j 

*/—  /       6      .       «  \  /     2&ic^ .      2ftïï\ 

=  /p  (cos — +tsen  —  iicos — ±isen — ) 

\      n  ny  \       n  n  / 

ma  dalla  superiore  equazione  io  os^  si  à  pure 

n n  fl 

05=  vp  V^cosO-hisenO  v-f-1 ,  quindi 

v^cos6 + isenO=cos  ( — i-t'sen — ) , 

e  perô  resta  dimoslrata  la  formola  (19)  del  n.^  61. 
IS.  Sappiamo  (E.  n.^  382)  che  per  risoWere  1*  equazione  trinomia 

(14)  x^+2px*+g=o; 

bisogna  risolvere  le  due  binomie 

af*=-^+  v^p*-g  ;  x*=-p-  /p*-g  , 

laonde,  dopo  la  teorica  esposta  ne*  num.  prec. ,  si  puô  risolvere  be« 
nancbe  la  (14),  qualunque  sia  il  grado  2n.  Intanto  considereremo 
qui  particolarmente  il  caso  in  cui  le  precedenli  radici  sono  immagi- 
narie,  il  che  à  luogo  sep''-9<o:  in  queslo  caso  sarà 


(15)  oc*=:-p±iv/g-p*  . 

Ora,  dinotando  con  p  il  module,  e  con  t  Y  argomento  del  seconde 
membro,  cioè  ponendo 


(16)  *  p=v/g,      tanx  =  -^^\n.o50), 

la  (15),  quandop>o,  diviene 

(17)  x'*=  p  (cosT  àz  iseuT),  e  dà 

(18)  OB  =  ^p7(cos^dtfcen  -^)  v^  ; 

e  qnando  p<o  diviene 

(19)  œ*=-p(cosT=tfsen'c),  e  dà 

Il  n 

(20)  x=  v/pr(cosT  ±  fcenx  )  v-l  ; 

AuBiNi,  CcmpUmento  d*  Algebra 
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dopo  ciô  non  rimane  che  porre  invece  di  n/hTI  ,  o  di  v/— I  i  loro  valori 
dati  dalle  formole  generali  (4),  e  (8).  Cosl  la  (18),  sostiluendovl  per 

V/+1  la  fonnola  (4),  diviene 

05  =  vp  (cos — ±tsen  —  iicos — ±tsen  —  ) 


=  v/p( 


n 

n 


COS  — ^—  ±tsen  - — —  I 


Ponendo  per  sempllcilà   v/p=r,  saràperle  (16)g=r**,  p=-r"cosx, 
supponendop  negativa;  Tespressiono  précédente  diviene 

(2«)  x=T(cos—^±tsm-^)  , 

e  il  primo  membro  délia  (14)  prende  la  foi'ma 

(22)  aj*'*-2r*a5*cosT+r*'*. 

n 

Se  poi  p  6  positiYa ,  la  (20),  sosUluendovi  in  luogo  di  v/— 1  la  for- 
mola  (8),  e  quindi  facendo  corne  sopra  vf=r^  diviene 

(23)  x=r  l  cos  — î^ —  =t  isen  — ^ — - —  j , 

e  nel  tempo  stesso  il  primo  membre  (14)  assume  la  forma 

(24)  x**+2r*œ*cosT+r**. 

Ycdremo  ira  poco  quali  teoremi  si  deducono  da  quesle  formole. 

LEZIONE  VI. 

Proprielà  délie  radici  immaginarie  delV  unilà 

V4.  Teorbma.—  Dinoiando  con  a  una  qiuilsivoglia  radice  imma" 
ginaria  C)  delV  equazione 

(1)  î/'^^l^o, 

qualunqiLe  poienza  a*  délia  stessa  radice  sarà  pure  radice  drife- 
quazione  (i). 

In  effelli,  perîpolesi  a'*=l,  e  perô,  elevando  primo  e  seconda 
membre  alla  potenza  n"%  sarà  a"**=;l,  o  vero  (a'*)*=l,  (a")**— J=o, 
onde  a*^  è  radice  délia  (1),  c.  b.  d. 


(*)  Dicendo  radice  tmmaytnaria,  escladiamo  per  con^gaenza  le  radici 
+!  e  — i. 
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VS.  Se  a  è  taie  che  la  sua  più  piccola  potenza  che  dà  1  è  a"*,  allô- 
ra  a  si  dice  radice  primiliva  délia  (1). 

V6.  Tboremà.  —  Sieno  medn  due  numeri  c/ie  ammHiono  un 
dimor  com\nie^\BU]p'pong(m  n<m,  e  £ia  auna  radice  conmne  délie 
due  equazioni 

(2)  y"-l=o,  (3)  y"-l=:o; 

dico  che  a  sarà,  nel  tempo  stesso,  radice  delV  equazione 

(4)  ïP-i=o. 

In  efTelli,  è  sempre  possibile  determinare  due  numeri  inleri  e  po- 
silîYi  t,  u  tali  da  soddisfare  1*  equazione 

(5)  nt-mu=p,    (E.  n.'  473); 

inoltre,  per  ipolcsi  a"*=l,  a*=l,  onde  a"**=î,  a*^=!,  e  a"'-a**=o; 
e  poichè  secondo  la  (3)  nt>mu,  dividendo  ques^ultima  equazione  per 
a**,  risuilerà  a"'"^"-1=o,  o  vero,  per  la  (S),  aP-l=o,  il  che  prova 
cssere  a  radice  délia  (i),  c.  b.  d. 

11.  Ecco  ora  due  coroUarii  di  queslo  leorema.  1.®  Due  equazioni 
binomiey  i  eut  gradi  sono  primi  ira  loro,  non  possono  avère  altra 
radice  comnne  che  V  unità.  In  eiTelti  siccome,  se  m  ed  n  sono  pri» 
mi  tra  loro,  il  loro  massinio  divisor  comune  non  puô  cssere  allriraenli 
che  1,  cosi,  in  queslo  caso,  sarà  p=l  ;  quindi  la  (4)  diviene2/=l,  e 
non  à  perci6  che  la  sola  radice  1,  la  quale,  pel  teorema  précédente, 
è  pure  radice  délie  (2)  e  (3). 

2.®  Essendo  sempre  a  una  radice  immaginaria  délia  (2),  ^e  a*  è 


quazione  î/^— 1=o,  essendo  p  il  massimo  divisor  comune  di  m  ed  n; 
ma  p  non  puô  esser  minore  di  7i,  allrimenti  non  sarebbe  a*  la  più  pic- 
cola  potenza  di  a  che  dà  1 ,  quindi  n  esso  slesso  dey'  essere  queslo 
massimo  diviser  comune,  e  perù  n  divide  m,  c.  b.  d. 

18.  Teobeha.  —  Se  m  è  tin  numéro  primOy  ogni  radice  imma- 
ginaria  delV  equazione  j"— i=o  è  radice  primitiva  di  quesC equa- 
zione. 

In  effelli,  supposlo  7i<m,  e  quindi  n  ed  m  numeri  primi  tra  loro, 
le  due  equazioni  y"*— l=o,  y''— i=o  non  possono  avère  altra  radice 
comune  che  X  unilà  (n.^  prec),  e  perô  non  puô  essere  a'*=!.  Quesla 
condusione  essendo  vera  per  qualunque  numéro  n  minore  di  m,  ne 
segue  che  a"*  è  la  più  piccola  potenza  di  a  che  dà  I,  e  perô  a  è  radi- 
ce priniUiva  dcll'  equazione  y"*— 1=o,  c.  b.  d. 

19.  Teobeha.  —  Se  ni=np,  ess&ndo  n  e  p  due  numeri  pr%mi\  se 
inoltre  a  è  una  radice  immaginaria  deÏÏ  equazione 

(6)  y"-l=o, 

c  ^  è  una  radice  immaginaria  delV  equazione 
(7)  ï^^-l^o, 
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sarà  a^  radice  delV  equazione 

(8)  y'-l=o,  0  vero       y"P-!=o; 

e  se  a  e  ^  sono  radiei  primUive^  sarà  a^  radice  primitiva  délia  (8). 

In  cffeili ,  per  ipolesi  a*=l,  pP=l;  quindi  anche  a"''=l,  p*'*=1, 
(ap)*P— 1=0,  e  perô  a^  è  radice  délia  (8),  corne  si  doveva  in  primo 
luotio  dimoslrare.  « 

In  secondo  luogo,  se  a^  non  ë  radice  primiliva  della  (8),  la  più 
piccola  potenza  di  a^,  la  quale  dà  i ,  non  puô  esser  quella  che  à  per 
esponente  m  o  vero  np;  sia  dunque  q  un  numéro  minore  di  m,  e, 
s'  à  possibile,  sia  (ap)^=:i  ;  allora  dev*  esser  q  un  divisore  di  m  (  n.® 
77,2.^),  0  sia  di  np;  e  siccome  nep  sono  numeri  primi  per  ipotesi, 
cosi  dev'  essere  g=n,  o  pure  q=p  :  nel  primo  caso  avremmo  (a^)"=l, 
0  vero  a'*p*=l,  e  siccome  per  ipotesi  a**=l,  cosl  sarebbe  pure  p*=ï, 
0  vcro  p"— i=o;  ma  è  anche  ^^—1=0,  ed  n  e  p  sono  numeri  primi, 
quindi  doYrebb' essere  p=i  (n.°  77,  i.**)  il  che  è  contrario  alla  sup- 
posizione,  perche  ^  è  radice  immaginaria.  Kel  secondo  caso  dovreb- 
besi  avère  {ap)''=l,  o  vero  oiP^^=^i,  ma  per  ipotesi  f'*=1,  dunque  sa- 
rebbe ancora  a^=\ ,  o  vero  a**— l=o;  e  poichè  è  pure  a*— î=o,  e  i  nu- 
meri n  ep  sono  primi  Ira  loro,  ne  risullerebbe  a=1  (n."  ciu),  il  che 
è  contrario  alla  supposizione,  essendo  che  a  è  radice  immaginaria. 
Pertanto  resta  dimostralo  il  teorema. 

SO.  Un  analogo  ragionamento  puô  applicarsi  al  caso  più  générale, 
in  cui  r  esponente  m  nelF  equazione  y*^— 1=o,  sia  il  prodollo  npq... 
di  più  fattori  primi;  vale  a  dire  che  se  a,^,Y,...  sono  rispettivamente 
radici  délie  equazioni 

y*-!=o,    3/P~l=o,    y«-l=o,...., 

agif-,  è  radice  deir  equazione  j/*"— l=o;  e  se  a,  p,  y,  ec.  sono  radici 
primitive  délie  rispettive  equazioni,  anche  a^Y***  ^  radice  primitiva 
deir  equazione  y*— l=o. 
81.  Teobbha.  —  Se  a  è  una  radice  immaginaria  deU'eguaztone 

2/»-l=o, 

m  eut  n  ë  numéro  primo,  sarà  a^**^  radice  prhniUva  delV  equa- 
zione 

In  effelti,  supponiamo  primamenle  che  s*  abbia  1*  equazione 

é 

e  sia  a  radice  immaginaria  dell*  equazione 

(10)  y'^-l^o, 

essa  sarà  pure  primitiva,  poichè  n  è  numéro  primo  (n^  78),  e  sarï 
a**,  che  chiameremo  ^,  radice  della  (9),  corne  chiaramente  si  scorge. 
Dico  inoltre  che  sarà  a'*^^  radice  primitiva  della  (9);  imperocchè  se 
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ciô  non  fosse,  vi  dovrebb' essere  un  allro  numéro  p<n*,  il  quale  po- 
lesse  dare  ^^=1.  Allora  p  dovrebb'essere  un  divisore  di  n*  (n.**  11,2**), 
e  perô,  poichè  n  è  numéro  primo,  non  polrebbe  essere  altrimenli  che 
p=n.  e  quindi  p**  o  vero  a=i,  conlro  l'ipotesi,  essendo  che  a  ô  ra- 
diée immaginaria. 
Similmenle,  essendo  tuttavia  n  numéro  primo,  si  dimoslra  che,  se 

JL 

a  è  radice  immaginaria  délia  (10)  a"  sarà  radiée  primitiva  delVequa- 

3 

zione  y**— 1=o,  e  cosi  via  via  ;  si  che  il  teorema  rimane  dimoslralo. 
8^.  Tborbma,  —  Se  a  è  radice  primitiva  delV  equazione 

(11)  y"-î=o, 

tuile  le  successive  poienze  di  a,  da  ol  ad  a*",  saranno  disuguali;  e 
ogn'  alira  potenza  di  a  il  cui  grado  è  maggiore  cfî  m,  o  minore  di 
zéro,  ê  compresa  in  qtbelle  prime  potenze^  le  quali  peixià  si  lipro- 
dv^ono  periodicamente  ad  intervalli  di  m  in  m. 
Iq  effelti,  supponiamo  formata  la  série  di  potenze 

(12)  a,  a«,  a' a'^=l. 

Sieno  p  e  q  due  numcri  inleri,  ciascuno  minore  di  m,  e,  se  è  possi- 
bile,  sia  aq=a^;  supponendo  inollre,  il  ch'è  semprc  possibile,  che  sia 
p<g,  dividiamo  quesl' eguaglianza  per  a^,  ed  avrcmo  a^"^=1.  Or 
quesr  equazione  è  impossibite,  finchè  g  e  p  sono  Ira  loro  differenli  ; 
imperciocchè  se  fosse  altrimenli,  allora,  siccome  q-p<Tn,  non  sareb- 
be  più  OL^  la  più  piccola  potenza  di  a,  che  dà  1,  il  che  è  contrario  al- 
r  ipotcsi.  Dunque  nel)a  série  (12)  non  vi  pussono  essere  due  termini 
uguali,  e  perô  essi  sono  tutti  tra  loro  diversi. 
In  secondo  luogo,  essendo  per  ipotesi  a*=l,  sarà  pure 

^«H-i^fl^m  g^_Qj^  a'^-^*=a"*.  a2=a«....  a-"'=a"'.  a'"=a'»=l. 


a       a  '  a*     a* 


««-*=— ^—=a-',  a«-^=V=4=a'"*...a™-^=a*>=l,  ec. 


donde  si  vcde  che  le  poienze  di  a,  il  cui  grado  è  minore  di  zéro,  o  è 
maggiore  di  m,  riproducono  periodicamente  i  termini  délia  série  (12) 
a  intervalli  di  m  in  m,  c.  b.  d. 

93.  Tborema.  —  Leradidtutle  delV  equazione  y"™— 1=  o  posso- 
no  essere  rappresentate  dalle  m  successive  potenze  a,  a*. ..a*"  d'w- 
na  sua  radice  primitiva  a. 

In  effetti,  se  a  è  una  radice  immaginaria  delF equazione  y"*— l=o, 
ogni  sua  potenza  è  pure  radice  di  detla  equazione  (  n.^  14  );  quindi  i 
teraiini  délia  série  (12)  sono  radici  di  delta  equazione;  ma  essi  sono 
tatli  diversi,  sono  m  di  numéro,  ne  ve  ne  possono  essere  altri  (  teor. 
prec.  )  dunque  il  teorema  è  vero. 

94.  OssBRVAzioNE.  —  Sc  Tïi  è  numcfo  primo,  allora  ogni  radice 
imniaginaria  è  nel  tempo  stesso  primitiva  (  n.®  18  ),  e  perô,  in  tal  ca- 
so,  ogni  radice  immaginaria  dell*  equazione  y™— l=o,  gode  délia  pro- 
prietà  enunziata  nel  prec.  teorema. 


30  GOHPLEMENTO  AGLT  ELSMENTI  D*  ALGEBRA 

9S.  Teoreha.  —  Se  m  ô  lin  numéro  pii^mo^  cd  n  un  numéro  qxta- 
lunque^  le  radici  delV  equazione  jm— 1=0,  comprese  nella  série 

(12)  saranno  parimenle  rappresentate  dai  iermini  délia  seguente 
série  : 

(13)  a^  a-^  a"*» ,a""*, 

essendo  a  una  délie  radici  immaginarie  di  delta  equazione. 

la  effetli,  supponiamo  primamenle  n<m\  in  lai  caso  a**  è  compresa 
nella  série  (12),  e  perô  è  una  radice  dell'  equazione  j/"*"-1=o;  inolire 
anche,  per  ipolesi  a"*={ . 

Supponiamo  quindi  che,  in  générale,  sia  fc7i=mg;t+^jt5  allora  osser- 

vando  che  a    *=(a"*)  *=i,  il  termine  a'^  délia  série  (12)  sarà  a**= 

a  *  *=a  ^a  *=a  ^  ;  ma  sappiaaio  (E.  n.  210)  che,  essendo  m  un 
numéro  primo,  i  resli  r,,  n...T/t.-.r^,  corrispondeiiii  aile  successive 
divisioni  dl  71,  2?i,.../t7i...  {m—\)n  per  m,  sono  i  numeri  délia  série 
naturalel,  2,...fe...m— 1,  in  un  ceno  ordine  disposti;  d*allronde  a*" 
=a"*,  quindi  i  lermini  délia  série  (13)  sono  gU  slessi  che  quelli  délia 
série  (12),  ma  con  allr'  ordine  disposti. 

Quando  n>m^  dev'  essere,  in  générale,  n^pim-fn',  essendo  ?i'<m*, 
quindi  a*'»=a'^i«'^'^»'=a*'P'*.a'^'=a*'*',  essendo  a*/*"*=(a'")*/*=(l  )''!^=\ . 
In  queslo  modo  si  puô  ribassare  il  numéro  n  al  di  sollo  di  m,  e  la 
propriété  dimostrata  coniinuerà  ad  aver  luogo  corne  nel  primo  caso. 
Perlanto  resta  dlmostrato  il  teoreraa. 

8B.  Teorbma.  —  Se  m=np,  essendo  n  c  p  numeri  primi,  e  a  è 
radice  primilivadelV  equazione  f^— 1=0,  e  g  è  radice  primitiva 
deW  equazione  jP— l=o;  le  radici  delV  equazioiie  ym— l=o  ,  0  sûi 
y"P— 1=0,  sara/iino  i  tei^mini  dvlla  série 

(14)  a3,a2p2,  a'^\ a'"p"*=a"'^P'»P. 

In  effelli,  secondo  l'ipolesi,  e  pel  teoreraa  del  n.**  79,  ag  è  radice 
primiliva  dell'  equazione  y'*'*— l==o;  quindi,  pel  leorema  del  u.°  82, 
i  terrain!  délia  série  (U)  sono  le  radici  di  detta  equazione,  c.  b.  d. 

9%.  OssERVAzioNE.  —  Quaudo  nep  sono  numeri  primi,  ciascuna 
radice  immaginaria  deir  equazione  y'*— 1=0  è,  come  sappiamo,  radice 
primitiva  di  detta  equazione;  e  lo  stesso  à  luogo  per  le  radici  deir e- 
quazione  y'*— l=o.  In  questo  caso,  le  radici  deirequazioney*— l=o  sono 

(15)  a,  a^  a\ a'*=l, 

e  quelle  deirequaz'one  yP-l=o  sono 

(16)  p,  PS  p3, pp=i. 

Or,  io  dico  che  le  radici  (U)  deirequazione  ?/"P— l=o  sono  i  pro- 
dolti  che  s*oltengono  moltiplicando  le  n  radici  (13)  per  le  p  radici  (16). 

In  effetti,  supponiamo  che  de' due  numeri  nep  questo  sia  il  mag- 
piore:  allora  è  chiaro  che  tutti  i  termlni  délia  série  (14),  dal  primo 
sino  a  quello  rappresentato  da  a'^f'*,  sono  quegli  slessi  che  s'oUengo- 
no  moltiplicando  per  ordine  a  due  a  due  i  termini  dellc  duc  série  (î  3), 
(16),  cioè  il  primo  pel  primo,  il  secondo  pel  secondo,  ec.  l'îi"*®  per 
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Yn^.  Dopo  il  termine  a^^**  seguono  gli  allri  termini,  rappresenlali,  in 
générale,  da  a^f/^,  essendo  ji  un  numéro  superiore  ad  n,  e  minore, 
e»uale  ,  o  maggiore  di  p.  Sia,  in  générale,  jji=ng+r=pg'+r',  allora, 
poichè  a"^=l,  e  pP''=l,  il  delto  termine  prende  la  forma  seguente: 

quîndi,  poichè  r<n,  ed  r  <p,  si  vede  chiaro  che  gli  altri  termini  délia 
série  (14),  dopo  il  termine  a^g**,  sono  rispcttivamente  uguali  a  quelli 
che  s*  ottengono  dalla  moltipiieazione  d*  un  termine  délia  série  (15) 
per  un  altro  qualunque,  e  non  dello  stesso  ordine,  délia  série  (16). 

Questo  fatlo  d' allronde  potevasi  riguardare  come  immediala  conse- 
guenza  délia  periodicità,  con  cui  le  potenze  di  a  e  quelle  di  ^  ridanno 
i  termini  (15)  e  (16). 

98.  Siccome  le  radici  (IS)  possono  essere  (n.^  85)  parimente  rap- 
presentate  dai  termini  délia  série 

(17)  a',  a**,  a^' a"', 

e  quelle  (16)  dai  îermini  délia  série 

(18)  PS  f\  P'* r, 

cosi  pure  le  radici  (14)  possono  essere  ugualmenle  rappresentale  dai 
termini  délia  série 

(19)  (a?)^(a?)^(a?/' {d^r. 

Imperocchè  si  puô  provare,  come  innanzi,  che  i  termini  di  que- 
st'  ullima  série  non  sono  punto  divers!  da  quelli,  che  s'oltengono  mol- 
tiplicando  quelli  délia  série  (11)  per  quelli  délia  "(18);  ma  delli  termi- 
ni (17)  e  (18),  comunque  con  altro  ordine,  sono  rispetlivamenle  quelli 
délie  série  (15)  e  (16),  che  raolliplicati  allô  slesso  modo  dànno  le  ra- 
dici tulle  deir  cquazione  i/*^— l=o,  o  vero  2/'*''-1=o,  dunque  ancora  i 
termini  délia  série  (10)  sono  le  radici  tutle  di  quesCequazione. 

99.  Con  ragionamenli  analoghi  si  dimoslra  in  générale,  che  se  neh 

V  equazione  y™-l=:o,  V  esponente  m=npq....,  essendo  n,  p,  q,  ec 
numcri  primi^  le  radici  di  queW  equazione  s*  oUengono  moltipli" 
cando  le  n  radici  delV  equazione  y°— l=o,  per  le  p  delV  equazione 
yP— 1=0,  ec.  E  perô,  dinotando  rispetlivamenle  con 

a  una  qualunque  radice  immaginaria  deir  equazione  j/^— l=o, 
P     »        »  »  »  »  »        3/P— 1=0. 

Y  »        »  »  »  »  »       y^— 1=0,    ec, 
le  radici  deir  equazione 

(20)  y«P«--l=o, 

possono  essere  rappresentale  da 

aPY...,(apY-)S(aPT.-.)S-(apY-0"'''-. 

In  générale  le  radici  a^Y...  delF  equazione  (20)  godono  dellc  slesse 
propriété  délie  radici  immaginarie  dell'  equazione  9/'^— l=o,  essendo  n 
numéro  primo. 
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90.  Osserveremo  qui  di  passaggio,  che  siccome  per  ai  ère  1  valor 

luUidi\/ô,  bisogna  raoUiplicare  il  valore  numcrico  di  questo  radi- 
cale per  le  m  radici  dell  equazione  î/"*--1=o,  cosî,  dinotando  con  a 

una  radice  prirailiva  di  quesl'equazione  i  valori  di  \/a  saranno 

m  m  ''t  *ti  w__ 

(21)  av/â,aVâ,  a'\/a OL^\/àj=\/a, 

Se  m  è  numéro  primo,  a  è  una  radice  immaginaria  qualunque  délia 
equazione  y'"— l=o  ;  e  quando  m=npg..,  essendo  n,  p,  q,  ec.nume- 
ri  primi,  a  è  il  prodoUo  agy  ••  d'una  radice  a  deirequazione  y*— l=o, 
per  una  radice  ^  deirequazione  y^-l-o,  ec. 

LEZIONE  Vît. 

Osservazioni  8ul  calcolo  dei  radicali  algebrioL 

91.  Quando  nella  lezione  X  degli  E.  si  posero  le  regole  pel  calco- 
lo  de'  radicali,  espressamenle  si  disse  che  questi  s' inlendevano  na- 
mericamente  riguardali,  cioè  che  in  essi-  non  si  considerava  che  quel 
solo  valore  numerico,  che  otliensi  effeltuando  suUa  quantité  soggetta 
al  radicale  (  supposla  positiva  ,  cioè  riguardata  corne  un  numéro  ) 
queiropcrazione  aritmelica  indicala  dal  segno  radicale.  Questa  reslri- 
zione  era  necessaria,  sapendosi  che  un  radicale  è  capace,  corne  ora 
abbiam  vedulo,  di  tante  determinazioni  per  quante  uniià  vi  sono  nel 
suo  indice,  e  di  queste  una  sollanto  è  aritmelica,  ed  è  appunto  il  va- 
lor numerico  sopra  indicato:  d'altronde,  quando  in  un  radicale  si  con- 
sideran  tutte  le  sue  determinazioni,  o  alcuna  di  quelle  particolari  al- 
gebriche,  le  operazioni  délia  surriferita  lez.  X  potrebbero  talvolta  al* 
terare  i  risullamenti,  in  modo  da  non  esservi  più  eguaglianza  tra  il 
simbolo  dato  e  quello  trovalo  con  l'operazione,  come  appresso  vedre- 
mo.  Quindi  è  necessario  andarc  esarainando  quelle  operazioni,  per  ve- 
dere  quando,  e  come  potessero  convenire  ai  radicali  algebricamente 
considerati. 

92.  Cominciando  dalla  moKiplicazione  di  due  radicali  del  medesi* 
mo  indice,  dimostreremo  che  la  regola  data  nel  94,  E.  regge  tultavia 
nel  caso  de  radicali  algebrici,  vale  a  dire,  che  anche  in  questo  caso 

(i)  \/aX  \/b=  v/iÂô, 

cioè  al  primo  membro  si  puô  sostUuire  il  seconde,  in  quanto  che  en- 
trambi  ammetlono  gli  slessi  valori,  e  nello  slesso  numéro. 
In  effetti,  supponiamo  incognito  il  prodotlo  rappresenlato  dal  pri- 

mo  membro,  si  che  chiamandolo  œ,  s'abbia  05=  v/a  X  v^6.  Elevan- 
do  alla  potenza  w™*  quesl'equazione  avremo  x^=ab  ,  donde  si  vcde 

che  i  valori  di  œ,  e  quindi  quelli  del  prodotto  \/  ax  v/Xsono  quelli 

m  

di  s/ab,  cioè  gli  slessi  del  seconde  membro  délia  (i),  cspressi  da 

m  m  01 1» 

(2)         aL\/ab,      a^s/âb,      aVab,  ..,.  a"*\/â6,  (n.*  90) 
essendo  a  una  radice  immaginaria  deirequazione  2/"^=l  • 
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Or,  poichè  ciascun  radicale  del  primo  membro  (1)  ammelle  m  va- 
lori ,  di  forma  simile  ai  precedenii ,  si  polrebbe  credere  che ,  poten- 

dosi  combinare  un  yalore  qualunque  di  sfôi  con  uno  qualunque  di 

v/y,  abbiansi  ad  avère  m*  valorî,  mentre  la  série  (2)  non  ne  présen- 
ta che  soli  m.  Perô,  mellendo  in  evidenza  gli  m  valori  di  ciascun  di 
quei  radicali,  che  sono 

av/T,  o>\/Qi,  a'VtT, a"*v/ir, 

av/T,  (A/T,  àTsTh. a~\/T; 

e  osservando,  che  se  moltipUchiamo  tutii  i  termini  délia  prima  llnea 
pel  solo  primo  délia  seconda,  o  pel  solo  seconde  »  ec. ,  o  pel  solo 


m 


m"**,  col  lener  présente  1,^  che  qui  i  radicali  v/^6  v/T"  rappre- 
sentano  le  rispettive  loro  determinazioni  arilmetiche,  e  perô  il  lor  pro- 

dotto  è  v^Sfe  (E.  n.°  94)  ;  2.*»  che  a»^*=a,  a'»^*=a«,  ..•.  a*^=a~ 
Iroveremo  in  ogni  caso  gli  m  valori  (2^,  e  solamente  quelli,  con  altr*or- 
dine  disposti.  Pertanto  Fuguaglianza  (1)  è  legillima  non  solo  aritmetî- 
cannente,  ma  benanche  algebricamenie. 
Âl  modo  slesso  si  dimostra  che,  anche  algebricamenle,  è 


m m 


n». 


(3)  ^=Vt- 

OS.  Passando  a  considerare  il  caso  deirelevazione  di  un  radicale  a 
poienza,  dimostreremo  che  le  operazlooi  spiegate  (E.  n.®  95.)  per  ele- 
vare  a  potenza  i  radicali  aritmetici,  valgono  ancora  quando  i  radicali 
sono  algebrici.  E  perô  esamineremo  i  Ire  casi  diversi  che  si  posson 
dare. 

i.*  Supponiamo  che  m  ed  n  sieno  primi  tra  loro;  dico  che 

(4)  ,    (/a)  =v/a». 

Dinotando  con  a  una  radice  primiliva  deir  equazione  t/**  —  l=o, 
i  valori  del  seconde  membro  délia  (4)  sono  espressi  da 


m, m_  m. 


Similmente  i  valori  del  primo  membro  sono 

i  quali,  essendo  ora  il  radicale  aritmetico,  si  possono  scrivere  cosl  : 
(6)  a»v^,    a*«v^,    a'-vV,  a»*vV; 

RUBINI,  Cotnplemento  d^Algebra.  5 
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Or,  se  m  è  un  numéro  primo,  i  valori  a*,  a**,  a**,  ...  a**,  co- 
munque  con  altr'ordine  disposti,  sono  quegli  stessi  délia  série  a,  a*, 
a*...  a"*  (n.®  85),  e  perô  le  due  série  di  valori  (5)  e  (6)  anch'essesono* 
identiche,  ad  eccezione  delFordine.  Se  poi  m  è  un  numéro  coroposto. 
e  supponiamo,  per  semplicità,  cbe  sia  il  prodoUo  di  due  soli  fatlori 
prirai  w',  m";  allora,  corne  si  sa  (n.**  8î)),  dinotando  a'  una  radiciî 
immaginaria  deirequazione  y"*'— i=o,  e  a"  una  radiée  immaginaria 
dell'equazione  y"*"— l=o,  dev'essere  a=a'a"  ;  quindi  nellc  (5)  e  (6)  bi- 
sognerà  porre  a'a"  in  luogo  di  a  (n.®  90),  e  inlanle  i  valori  (a'a")*, 
(a'o")**  ec. ,  comunque  con  altr'ordine  disposti,  saran  sempre  eguali 
agli  allri  a'a",  (a'a")* ,  ec,  Quindi  in  ogni  caso  le  due  série  (5)  e  (6) 
Gontengono  entranibe  gli  stessi  valorj,  comunque  diversaroente  dispo- 
sti. e  perô  la  (4)  è  vera  in  questo  primo  caso. 

2.^  AUorchè  l'indice  m  del  radicale  è  un  multiple  kn  del  grade  dél- 
ia polenza,  s'avrà  pure,  come  pe'  radicali  aritmetici , 

Imperciocchè  supponiamo  primamente  che  kcdn  sieno  primi  Ira  loro; 
allora,  dinotando  con  a  una  radice  primitiva  deli'  equazione  y*— l=:o, 
e  con  p  una  radice  primitiva  deirequazîone  y**— t=o,  sappiamo  che  a^ 
è  una  radice  primitiva  dell'equazione  y***— l=o,  e  perô,  osservando 

che  il  valore  aritmetico  Ai\VaJ  èv/a,i  valori  del  primo  mem- 
bre 0)  saranno  (n.^  90) 
«T  V^,..  a»»p*»^5r, a-^«p*«/5-, 

a(n^*)kn^{n-i)kn .  a^g^x/S", a^'^*)*'*^^'^')**  .  a*»^*»  t/5"; 

e  poichè  a**p*»=a*^p***...=a('^')*'^p(''"*)^«=l,  e  P'*=p**  ...  =?**=!, 
cosl  i  valori  essenzialmente  distinti  sono 

(8)  a«^,    a*V^, a*«^/i■=V^, 

che  seconde  il  teorema  del  n,®  85  equivalgono  ai  seguenti  : 

av/a  ,     (r\/a, 9- Wa-Vd  \ 

ma  questi  sono  pure  i  valori  del  seconde  membre  délia  (7),  dunquc 
queireguaglianza  è  legittiroa,  se  fc  ed  n  sono  primi  tra  loro.  Ma  èpur 
vera  qlialunque  sieno  questi  numeri;  imperciocchè  sussisterà  il  mede- 
simo  ragionamento  ,  se  a  e  ^  inv(^ce  di  essere  radici  primitive  délie 
rispetlive  equazioni  y**— 1=o,  y*— 1=0,  sono  entrambe,  o  una  soUanto, 
il  prodoUo  di  diverse  radici  primitive,  come  avviene  quando  n  e  fc«  o 
un  solo  di  questi  numeri  sono  composti  (n.**  90). 

3.^  Finalmente  se  l'indice  délia  radice  e  il  grado  délia  potenza  ànno 
un  faltore  comune,  questo  si  puô  sopprimere  :  cosl 

(9)  (^v/a.j    =v^. 


L 
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(km     \*»      r/** \*T* 
^  j    =  M  v^a  )      ;  jna  abbiam  dimoslralo  che 


'km     \k      m  r  ykm     xkin 


/km \fc       m  r/km \«ni»      /  m, \n 

i^\/a  j  =  v/ô", quindi  [(^  v/a  j  J  =(^\/a  j    ; 
e  poichè  m  ed  n  sono  primi  Ira  loro,  abbiamo  benanche  (1  .^) 

\Vâ"/  =  v^>  dunque  finalmenle  \  y/cT)  =i/â^ , 

il  che  pruova  la  legiltimilà  délia  formola  (9). 

94.  Dair  eleyazione  a  potenza  passando  air  eslrazione  délia  radice 
d*un  radicale,  possiamo  facilmenle  provare  che  T  eguaglianza 

ï^/n""       mn 

(10)  \v/€r=^i/cr, 

trovala  allorchè  tratlavasi  di  radicali  arilmelici,  regge  lultavia  quando 
quesli  sono  algebrici. 

In  elTetli,  ponendo  x=  Vl/â,  ed  elevando  prima  alla  polenza  m™*, 

MU 

indi  alla  n"**  quesl'equazione,  avremo  œ"*'*=a,  da  cui  cc=  v^;  dunque 
i  valori  di  Xj  o  vero  quelli  del  primo  membro  délia  (10)  sono  benan- 
che qaelli  del  secondo  membro,  e  perô  la  legiltimilà  di  quella  formola 
rimane  provata. 

95.  Nel  n.^  92,  parlando  délia  moUiplicazlone  abbiamo  supposio 
avère  i  radicali  lo  slesso  indice:  ora  supporremo  cbe  gl*  indici  sieno 
diversi.  Abbiamo  arilmelicamente 

■ 

(ffm \kn     km ^ 


^  /km \kn      m 

e  abbiamo  dimoslralo  che  algebricamenle  è  (  v/a  j    =  va^ ,  ma 

Am— T-      m 

intanto  algebricamenle  non  è  \/a*'*=  v/a"  ;  imperocchèle  delermi- 
nazioni  essenzialmente  diverse  di  \/qP,  son  le  seguenli  m  (n.^  93,  2^) 


mm  m 

ds/ôP,  a})/cr' a**v/5^, 

km 

mentre  quelle  di  \/'c^  sono  km  ed  espresse  da 

m__       __«_  ,kmakm^^y^. 


a^\/W%  a'PVa" a'^^'^i/Jp. 


0 


Cosi  non  puù  dirsi  che  sia  algebricamenle  v^=  \/T,  imperocchè 

_:  « 

\/t  à  due  sole  determinazioni  che  sono  +  v/2 ,  e  —  v/2 ,  menlre  |/2» 

non  solo  à  queste  due  determinazioni,  ma  ne  à  pure  altre  quatlro  di- 
verse ;  in  fatti  detto  radicale  à  sei  determinazioni  distinte,  che  sono 

aPv/T,  a^VT,  a^^\/Y,  a^gv/â",  a'^^VT, 

essendo  a,  a*,  a*=i  le  Ire  radici  dcirequazione  iy^  — l  =  o,  e  p=~l, 
P*=+l  le  due  radici  dcirequazione  i/*-l=o. 
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km .        m 

Pertanto  non  essendo  algebricamente  v^a*"  ==  vâ^ ,  si  vede  che  il 
moltiplicare,  o  dividere  l'indice  del  radicale  e  gli  esponenti  délie  lel- 
tere  soggetie  al  radicale  per  un  medesimo  numéro,  cioè  il  {ras/brma- 
re  un  radicale  algebrico  in  un  aUro  dHndice  diverse,  aUera  il  nU' 
mero  délie  determinazioni  del  proposto  radicale. 

96.  Quando  perô  si  traita  délia  moltiplicazione,  o  divisione  di  piti  ra- 
dical! di  diverso  indice,  si  puô  operare  corne  su  radical!  numerici,  al- 
lorchè  detti  indici  sono  primi  tra  loro  ;  cosl  supponendo  essere  m  ed 
n  due  numeri  primi  tra  loro,  si  à  : 

(H)  l/Fxj/6=v/a"6^. 

In  effetti,  dinotando  con  a  una  qunlunque  radiée  immaginaria  del- 
Tequazione  y"*— l=o,  e  coup  una  simile  radice  deirequazionc  y**— l=o, 

i  valori  di  \/a  sono  : 

(12)  av/ô;    a«v/a,    aVa, oTy/a  , 

e  quelli  di  {/'b  sono  : 

03)  pvT,    p*^,   ^^^ p»^/6"; 

e  moltiplicando  i  termini  délia  prima  per  quelli  délia  seconda  di  que- 
ste  due  série,  non  si  ànno,  corne  fu  altrove  dimostralo  (  n.^  81),  altri 
valori  che  i  seguenti  : 

mfi w» m  n_ 


(14)        apv/a"6«*,    a^P*  Ka^fc"» at'»«p«Va'V» , 

i  qualî,  essendo  che  af  è  radice  primiliva  deir  equazîone  t/"^— l=o  , 
sono  pure  i  valori  del  seconde  membre  délia  equazione  (11)  (n.®  90). 

Quindi  si  vede  che  nel  caso  ora  esposto,  la  moltiplicazione  de'  ra* 
dicàli  algebrici  di  divers!  indici,  si  puô  fare  corne  quella  de'  radical! 
aritmelici,  vale  a  dire  riducendo  prima  i  radicali  al  medesimo  in- 
dtce,  il  che,  comunque  alleri  il  numéro  délie  determinazioni  di  cia- 
scun  radicale  separatamenle,  non  altéra  perù  quelle  del  loro  prodollo. 

97.  Se  poi  gî' indici  de*  due  radicali  ànno  un  fatlore  comune,  si 
puô  pure  operare  corne  pei  radicali  aritmetici,  badando  che,  nel  fare 
la  riduzione  allo  slesso  indice,  questo  sia  il  minimo  comun  dividen- 
de degV  indici  dati  ;  cosl 


(15)  a     X6      =a       x6      =(0^6"»)        ; 

« 

il  che  si  dlmostra  con  i  medesimi  princlpi  precedenti. 

99.  Dopo  avère  spiegata  1*  eslensione  che  è  a  darsi  aile  operazioni 
su  i  radicali  aritmetici,  quando  questi  divengono  algebrici,  porremo 
in  disamina  alcuni  altri  cas!  di  operazioni,  i  quali  conducono  a  risul- 
tamenti,  che  sembrano  a  prima  giunta  incompalibili  con  ciô  che  ef- 
fettivamente  si  va  cercando.  Ma  questi  fatti  si  spiegano  agevolmente, 
quando  si  tien  conto.  come  devesi  tenere,  délie  varie  determinazioni 
che  puô  ammettere  un  radicale,  le  quali  potrebbero,  con  alcune  ope* 
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razioni,  essere  alterate  nel  numéro,  e  perdere  la  generalilâ,  o  per  con- 
trario dhenire  generali  per  un  caso  particolare  presenlato  da  una 
formola. 
99.  Consideriamo  primamente  ï  espressione 

(1 6)  a  i/p"+6i/p"+cl/p"- 

Se  si  considéra  il  radicale  corne  un  faltore  comune,  e  per  ciô  si  po« 
ne  la  data  espressione  sottp  la  forma  seguente  : 

(11)  (a+6+c)  v/p; 

è  necessario^  perché  questa  nuova  forma  sia  sostituibile  alla  data,  che 
entrambe  ammettano  le  stesse  determinazioni.  Ora  se  il  radicale  y/p 
si  considéra  nelle  sue  determinazioni,  deve  essere  preso  col  doppio 
segno  =b,  e  in  tal  caso  dovendo  ciascun  termine  délia  formola  (16) 
prender  questo  doppio  segno,  ne  segue  cbe  combinando  ciascun  se- 
gno d*  un  termine  con  ciascuno  degli  altri,  possiamo  avère  le  seguenti 
sei  combinazioni  : 

+  +  +;  +  4-  -;  +  -  -; ;  -  -  +;  -  +  +, 

e  perô  la  formola  (16)  è  capace  di  sei  determinazioni,  le  quali  per  al- 
tro  sono  a  due  a  due  uguali  e  di  segno  contrario;  cosi 

—a  s/p'—b  s/p'—c  \/p'=-{a  v/jT+ft  v/p~+c  \/p~); 

—a  v/p"— 6  \/p^+c  }/p'=-'{a  v/jT+ft  y/JT—c  v/p"); 

•     —a  \/p^'\-b  \/p'-\'C  \/p'=—{a  v/p"— 6  \/p  — c  \/p")« 

Intanto,  ritenendo  il  doppio  segno  anche  nel  radicale  délia  formola 
(il)  si  ànno  le  due  sole  determinazioni 

(i8)  ±(a+6+c)  v/p"; 

quindi  nel  caso  che  si  volesse  considernre  il  radicale  nella  (16)  col 
doppio  segno,  non  si  potrebbe  quella  formola  sostiluire  con  la  (11). 

Ora  si  spiega  agevolmente  quale  sia  la  cagione  che  dimlnuisce  il 
signiflcato  della  formola  (16)  passando  alla  (11);  e  per  vero,  allorchè 
il  radicale  si  è  considerato  corne  faltore  comune  di  tutti  i  termini 
della  (16),  si  è  dovuto  necessariamente  supporre  che  esso  avesse  un 
sol  segno  in  tutti  i  termini,  altrimenti  non  avrcbbe  potuto  essere  fat- 
tore  comune;  quindi  di  nécessita,  in  questo  caso,  la  trasformazione 
operata  doveva  condurre  ad  una  nuo?a  formola,  la  quale  non  ayesse 
potuto  ammettere  che  due  sole  determinazioni,  in  corrispondenza  di 
quelle  che  assume  la  (16),  quando  il  radicale  si  considéra  avère  il 
solo  segno  posiiivO;  o  il  solo  negativo,  e  questa  formola  appunto  è  la 
(11).  Pertanto  il  caso  ora  esaminato  è  quelle  in  cui  una  trasformazio- 
ne operata  sopra  una  formola  à  diminuita  la  généralité  di  questa  for- 
mola. 

lOO.  Consideriamo  ora  un  caso  opposto.  Supponiamo  che  s*abbia 
a  moltiplicare  \/^^^  per  \/^^.  Essendo  quesli  radicali  del  mede- 
simo  indice,  ed  eseguendo  le  operazioni  sccondo  le  regole  della  mol- 
tiplicazione,  abbiamo 

(19)  /^x  v/^=  \/(-a)(-a)  =  v/âS 
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e  perché  v/â*=±a,  cosi  ne  risuUa  pel  prodollo  richieslo  uq  doppio 
valore. 

Per  spie^are  queslo  risult^imcnlo,  convien  ricorrere  aile  delerraina- 
zioni  de'  radicali.  Ciascuno  de*  radicali  dcl  primo  menibro  (19)  à  due 
delermiaazioni,  cioè  ±  v^— a  ;  ^  v^— a  ;  or  flnchè  si  puô  in  ciascuno 
di  essi  considéra  re  Tuno  o  rallro  de'duo  segni  -f  o  — ,  abbiamo  quattro 
prodotti,  che  in  ordiae  ai  soli  segni  sono  della  forma  seguenlc 

+X+;  4-X-;  -x-f;  -X-, 

e  che  dànno  due  soli  risullamentl  cioè  =i=;  quindi  in  quesla  supposi- 
zione  Toperazione  esep^uita  sul  primo  membre  della  formola  (19)  do- 
vea  di  nécessita  condurre  a  un  doppio  risultamenlo.  Ma  quando  nei 
detli  radicali  non  si  considéra  che  una  soltanio  délie  sue  détermina- 
zioni,  allora  conviene  opcrare  secondo  quesla  supposizione,  per  avère 
il  vero  risultamenlo  che  si  richicde.  Cosl.  volendo  il  quadrato  di  \/-  a, 
bisogna  raoUiplicare  i  due  radicali  v/—  a  ^  v/—  ci  col  medesimo  se- 
gno,  e  conviene  operare  secondo  quesl*  ipolesi,  scrivendo  cioè 

con  che  s' otliene  Y  unico  risultamenlo  che  si  chiedeva. 
lOI.  Similuiente  se  sulla  formola 


(20)  »/=:^X|/-6 

si  opéra  senza  tener  conto  della  doppia  dcterminazione  di  cui  è  su- 
scetlivo  ciascun  radicale,  s' otliene 


V/— a  X  v/— 6  =  v/(— a)(  — 6)=  \/a6, 
e  siccome  v/ôB  à  due  valori,  cosi  si  à  : 

Ma  quando  ciascun  radicale  della  formola  (20)  si  considéra  corne 
non  avère  che  quclla  sola  delerminazione,  che  apparenlemenle  à,  cioè 
quando  si  supponc 

v/^^=-i-  v/ôrv/— 1,  e\/^^  =  -l-v/Sv/^^i  si  à 
X/ZIà  v/-6=(+  v/Fv/^)(+l/y  v/-I)=V/^  >/T(  \/^y=-  K^b 
lO^.  Consideriamo  ancora  il  seguente  caso.  Sia  data  la  formola 

(21)  ■        i/av/^, 

e  si  voglia  eseguire  il  prodollo  indicalo.  l^er  fare  ciô  si  dovrà  ridurre 
il  secondo  radicale  allo  slesso  indice  del  primo,  e  s'avrà 

4 * 4  i 4 4  __      *  

V/a  v/— l=v^a  v/(  — lr=v^a  \/l^\/a  . 

Ora  v^  à  quattro  determinazionî,  Ira  le  quaîi  è  comprcsa  pure  quella 
che  è  rappresentata  esplicitamenle  dalla  formola (21),  laqualc  dà  anche 
le  medesime  quatiro  dcterminazioni,  quando  a  ciascuno  de'  radicali 
che  la  formano  si  dùnno  lutte  le  dcterminazioni  che  gli  convengono. 
Laonde  Teguaglianza  précédente  si  puè  rilenere  com'esalta,  flno  a  che 
si  fa  quesl'  ullima  ipolesi  ;  ma  non  puô  più  esserc  adoperata,  o  vcro 
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non  puô  effelluarsi  la  molliplicazione,  quando  in  délia  (21)  si  vuole 
considerare  la  sola  determinazione  che  apparcnlemenle  si  mostra. 
103.  Pertanlo  vediâmo  da  quesli  ultimi  esempii,  comeavevamo  as- 
serilo,  che,  lalvolta,  dellc  Irasformazioni  operate  sopraforraole  conte- 
nenli  radicali,  conducono  a  risultamenti  più  generali,  i  quali  com- 
prendono  corne  caso  parlicolare  quello,  che  la  formola  data  in  appa- 
renza  ci  mostra.  -Ciô  dériva  dal  fnito,  che  operando  sulla  formola  ap- 
parente, consideriamo  implicilamcnte  ciascun  radicale  di  quelle  for- 
mola come  rappresenlante  lutte  le  varie  determinazioni  di  cui  è  capa- 
ce,  e  perô  anche  il  rlsultamento  deve  convenire  a  quesla  slessa  ipolesi. 


CAPITOLO  in. 

Del  pollnomil  o  fonzionl  railonall  e  Intere  d*nna  varlablle. 

LEZIONE  VIII. 

Proprietà  d'un  polinomio  ordinato  secondo  le  potenze  délia  varia» 
WIc-Sv/luppo  di/'C^+y)'  es8endof(K)  un  polinomio,  o  vero 
una  funzione  intera  e  razionale  di  x. 

104.  Un  polinomio  in  x  è,  come  sappiamo,  la  funzione  razionale  e 
î niera 

(  I  )  f  {x)=^aoX''+a^x'^*'{■aiX''^^+ +««-iaî-^«n . 

che  ë  rèale,  o  immaginario,  secondo  che  i  coelïïcienti  sono  reali,  o  im- 
maginarii;edècompleto,  oincomplelo,  secondo  che  nessuno,  o  alcuno 
de*  coefflcienli  (  escluso  il  primo  )  sono  nulli.  In  questo  secondo  caso 
si  puù  rendere  complète  il  polinomio,  scrivendo  nel  luogo  de'  termini 
mancanti  la  corrispondente  potenza  di  x  molli plicata  per  zéro.  Quan- 
do non  è  espresso  il  contrario,  intenderemo  il  polinomio  essere  reale, 
e  passeremo  ad  esporne  lalune  proprietà. 

•  lOS.  Teoreha.  —  Se  %m  polinomio  è  ordinato  secondo  le  poten- 
ze discendenti  délia  variabile,  e  si  fa  decrescere  i/ndefinitamente 
questa  variabile,  esso  finisce  per  avère  costantemente  lo  stesso  se-- 
gno  delCultimo  termine. 

In  efletti,  se  nel  polinomio  (1)  si  fa  decrescere  indeflnilamenle  la 
yariabile  2C,  tutti  i  termini,  ad  eccezione  deirultimo  convergono  a  zéro 
insieme  con  a?,  e  la  loro  somma  llnisce  col  divenire  un  infinitesimo 
del  1.®  ordine  (n.*^  23)  eper  conseguenza  con  Tavere  costantemente 
un  valore  numerico  inferiore  air  uliimo  termine  a^ ,  che  rimane  co- 
stanle,  onde  il  segno  dcl  polinomio  (1),  nella  medcsima  ipolesi,  sarà 
quello  stesso  di  questo  suo  uliimo  termine,  c.  h.  d. 

lOO.  TfiORBMA. — Se  un  polinomio  è  ordinato  secondo  le  potenze 
discendenfi  délia  variahile,  o  si  fa  indefinitamente  crescere  il  valo- 
re numerico  di  questa  vnriahile,  esso  finira  col  conservare  cosian* 
temente  il  medesimo  segno  del  suo  primo  termine. 

In  eiTelti  il  polinomio  (1)  pu6  essere  scrilto  al  modo  seguente  : 

°     \       tto   X     a^  X*  a«    x^^     tto  xV    ' 
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or,  se  X  cresce  indefiailamente,  la  fraziooe  -i-  ail'  opposto  decrescc 

jndeflnitamente,  in  guisa  che  la  quantità  in  paréntesi,  scritta  in  ordine 
inverso,  si  trova  nelle  condizioni  del  leorema  précédente,  e  perô  fini- 
sce  con  avère  costantcmenle  il  segno  del  suo  ullimo  termine  1,  cioè 
finisce  con  Tessere  coslantemente  positiva;  quindi  tulta  1*  espressione 
précédente,  cioè  il  polinomio  (1)  finisce  con  Y  avère  il  segno  del  fal- 
tore  ttoX* ,  che  è  il  primo  lermine  di  quel  polinomio  ;  e  per6  è  vero 
c«  c.  b.  d. 

lOl.  Dimostrati  i  due  precedenti  teoremi,  ci  faremo  a  cercare  1.® 
quaïè  quel  valore  deUa  variabile,  apartire  dal  qXLoie,  crescendo  la 
varidbUe,  il  polinomio  conserva  lo  stesso  segno  del  primo  termine; 
2.^  qvKil  ê  quel  valore  a  pariire  dal  guale,  decrescendo  la  varior 
bile,  il  polinomio  conserva  sempre  il  segno  delV  ultimo  termine^ 

\.^  —  Fer  risolvere  la  prima  questione,  bisogna  cercare  quai' è  quel 
valore  di  œ,  che  rende  numericamente 

(2)  %Xn>a^x^*-\'a^x^*-{' +  o„^a5-fa^, 

il  caso  pîù  sfavorevole  essendo  quelle  in  cui  cîascun  coefflcîente  a, , 
ai...,af^  fosse  uguale  al  massimo  tra  essi,  che  chiameremo  JT,  cosl,  in- 
vece  délia  précédente  inequazione,  considcreremo  Paîtra 

(3)  aoX'*>ir(œ'**"*+ûD'^*+ +054-1) , 

e  una  volta  determinato  il  valore  di  x  che  soddisfa  questa  inequazione, 
con  più  ragione  lo  stesso  valore  soddisferà  la  (2).  Ora  la  (3)  puô  es- 
sore scritta  cosl  (E.  n.^  64): 

e  quindi  si  fa  chiaro  ché  per  soddisf^re  cotesta  inequazione,  e  perciô 
anche  la  (3)  basta  prender  per  05  quel  valore,  che  rende  .  _.n<*  ' 
il  quale,  risolvendo  questa  inequazione,  si  trova  essere 

ed  è  questo  il  valore,  che  risolve  la  prima  parte  del  problema. 

2,*  —  Volendo  risolvere  la  seconda  questione,  bisognerà  cercare 
quel  valore  di  x  che  rende  numericamente 

0  vero,  stando  alla  stessa  osservazione  superiore,  bisognerà  cercare 
quel  valore  di  x,  che  verifica  T  inequazione 

(5)  a^>nx(\+x+x^  + -l-acf-*+x*-*), 

essendo ir il  massimo  tra  i  coelficienti  a^,  a,,  ec.  Or  quest'inequazione 
puè  essere  scritta  ancora  cosl; 

„  1-x*  -        Hx     ,.      ft, 

a^>nxz ,  0  vero  1  >  -^tm — :(1-^  ); 
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e  ben  si  vede  che  quesHnequasione  sarà  veriflcata,  se  si  preode  per  x 

Hx    = 
un  vdlore  che  rends  — -j — ri,  il  quale,  risolvcndo  qufesl'inequario- 

ne,  si  trova  essere 

00  a;  =  -^ 


e  questo  è  il  valore  che  risolve  la  seconda  parte  del  probjema  pro- 
podto. 

I^erlanlo,  se  ne!  polinomio  {\)  si  pone  in  luogo  di  oc  il  valore  nume- 
rico  dalo  dal  secondo  membre  (4) ,  o  anche  un  valore  più  grande ,  si 
ë  cerli  che  il  risulUtinenlo  riuscirà  del  niedesimo  segno  del  primo  ter« 
mine;  e  ponendo  invece  il  valore  numerico  délia  frazione  (6) ,  o  anche 
on  Talore  più  piccolo  il  risullamento  délia  sostiluzione  sarà  dello  stes- 
so  segno  d>  l)  ullimo  termine  del  polinomio. 

lOS.  Intanto  è  da  osservare,  che  Taver  supposto  ciascun  coeiHcien- 
te  del  polinomio  (  escluso  il  primo  o  Tultimo  )  uguale  al  massimo  tra 
essi,  puô  fare  risolvere  il  problema,  nel  primo  caso,  prendendo  per  os 
un  valore  minore  di  quello  del  secondo  membro  (4),  e  nel  secondo 
caso  un  valore  m»ggiore  di  quello  délia  frazione  (0). 

109.  Se  ao=:1  la  (4)  diviene  x=H-\'l  ;  laonde  se  net  polinomio 

(7  )  f(aî)=aî'*+ajx"'"*-ha2a0"~*+  •  •  •  •  -f-a^iflc+a^ 

si  pone  in  luogo  di  x  il  massimo  dei  coeiïïcienU  aeeresciuto  di  1,  si  à 
un  risullamento  posilivo. 

110.  D'allronde  è  chiaro  che,  essendovi  coefiieienti  positivi  e  ne- 
gaiivi,  e  volendo  avère  un  risullamento  posilivo,  basta  porre  in  luogo 
dix  il  massimo  irai  eafficlenU  negativi^  preso  positivamenlej  e  au^ 
meTUalo  di  1  ;  imperoccbè  in  questo  modo  il  primo  termine,  che  è 
positive,  risulta  maggiore  délia  somma  numerica  di  lutti  i  termioine- 
gativi,  e  ciô  basta  perche  il  risultamenlo  fosse  positive. 

111.  TfiORBfliA.  —  Se  abbiasi  un  polinomio 

(8)  aox"+a,xP+a,x*i+ec. , 

ordinaio  secondo  le potenze  ascendenfi  dix(  e perciô i numeri  in- 
teri  n,  p,  q,  ec.  son  iali  che  n<p<q,  ec.  ),  e  il  grado  pma  impart^ 
U  talore  di  quel  polinomio^  per  valori  numerid  e  piceolisnmi  di  x 
sarà  ora  maggiore^  ed  or  minore  del  primo  termine,  secondo  che  i 
segnidi  a|  e  x  sono  gli  stessi,  o  sono  contrarii. 

In  fatli  per  valori  piccolissimi  di  x  il  se$^no  della  somma  deHermini 
det  polinomio,  a  partire  dal  secondo  a^x^  è  quelle  stesso  di  quesfo 
termine  (o.*  105) :  ora,  essendo  p  numéro  impari,  il  segno  di  a^x^  è 
il  +,  0  il  —,  secondo  che  ai  e  x  ànno  le  stesso  segno ,  o  segni  con* 
Irarii,  laonde  nel  primo  cuso  il  valore  del  polinomio  sarà  >  a^v^,  e  nel 
seconde  sarè  <  o^x*^  c.  b.  d. 

lU.  Teorema.  —  Se  abbiasi  il  polinomio,  corne  sopra, 

(9)  a^x^+a^xP+a^iHee. , 

RuBiNr,  Complément»  iVAlgebra,  6 
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ordinaio  seconda  le  poienze  ascendenU,  e  il  grado  p  sus  part,  U 
vak^e  di  qaesto  polinomio  per  vcdori  quaiimque  e  piccolissimi  di  x 
sarà  costantemente  mcbggiore  del  primo  termine^  se  a|  è  posUivOj  e 
sarà  coitarUcmenie  minore  di  detto  termine,  se  ai  ë  negativo. 

In  falli  per  valori  piccolissimi  di  x  il  segno  délia  somma  di  tutti 
termini  di  quel  polinomio,  a  partire  dal  secondo  a^x^  sarà  coslante 
mente  quello  stesso  di  questo  secondo  termine;  ma,  essendop  nuroe 
ro  pari,  il  segno  di  a«a;^  sarà  costanlemenle  il  + ,  se  a|>o,  e  sarà  co 
siantemente  11  —,  se  a,<o;  quindi  nel  primo  caso  il  valore  dei  poli 
nomio  risullerà  >affic^,  e  nel  secondo  caso  risuilerà  Ka^afy  c.  b.  d 

113.  Quando  n=o,  il  polinomio  (9)  si  riduce  al  seguenle  : 

(10)  aQ^tX^-j-a^x^-\-eQ. , 

e  perô,  secondo  il  leorema  prec,  il  valore  di  questo  polinomio  per  va- 
lori  qualunque  e  piccolissimi  di  x  sarà  costantemente  maggiore  di  a^ 
se  a|>o,  e  sarà  costantemente  minore  di  a^ ,  se  a|<o  ;  e  poichè,  per 
x=o  quel  polinomio  si  riduce  ad  a^,  cosi  il  polinomio  (10)  per  a^o 
acquislerà  il  massimo  valore,  nel  primo  caso,  e  il  minimo  nel  se- 
condo. 

114.  PoLiNOMii  DERivATi.  —  Abbiasi  il  monomlo  ax^  ;  ai  molU' 
plichi  pel  8U0  esponente,  e  quesi'esponenie  si  diminuisca  dî  1 ,  il 
nuovo  monomio  nao(f^\  die  cosl  otliensi,  si  chiama  derivato  del 
proposto  aa^,  e  Foperazione  con  cui  s'otliene  si  chiama  derivazio- 
ne.  Secondo  questa  definizione  il  derivato  del  termine  costante  a  è 
zéro  ;  imperocchè  si  puô  sempre  intendere  che  a  sia  moltiplicato  per 
03^=1,  e  deri?ando  con  la  cennata  legge  il  termine  ax^  si  à  per  deri- 
vato zéro. 

Sia  in  secondo  luogo  il  polinomio 

(  1  )  f  (ac)=aoX'*+aiaî"^*+08CD'*"*+  •  •  •  •  -fa^jX+a* , 

e  si  prenda  il  derivato  di  ciascun  termine,  lasciando  inalterato  il  cor- 
rispondente  segno,  e  s*avrà  il  nuovo  polinomio 

(U)  r(a5j=nao.x'*"*+(n-l)a|a;"^*+(n-2;aiaî'*-'+-  •+2a^tac+a, 


Si  operi  su  queslo  secondo  polinomio,  come  si  ë  operato  sul  dato  f(x); 
quindi  sul  risuli^menlo  si  operi  egualmente,  e  cosl  si  conUnui  ;  in 
questo  modo  s*avranno  i  seguenti  poiinomii  : 


(12)  r(xj=:n(n~l)(n-2)aoœ"-*+ +4,3.2  a^a;+3.2  aj^' 


e  osservando  che  nel  passarc  da  un  polinomio  al  seguente,  V  si  perde 
lultimo  termine,  perché  essendo  costante  à  per  derivato  zéro  ;  2®  il 
primo  termine  acquista  un  nuovo  consecutivo  fattore  délia  série  n, 
n— 1,  n— 2,  ....  3,  2, 1,  ne  risulta  che  dopo  n  successive  derivazio- 
n  i  s*otliene  ilnalmente 

(13)  ][(*)  (x)=n(n-i)  (n~2) . . .  3  .  2  . 1  ,  o^ 

ne  si  puô  più  derivare,  perché  n  (n-1) . . .  2  . 1 .  Oo  è  una  quantità 
costante.  Pertanto,  dato  il  polinomio  (1)  si  posson  sempre  formare  al- 
tri  n  poiinomii  (11),  (12),  (13)  indicati  dai  simboli 
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(U)   r(»),  r(ai),  r(i») . . .  •  !<•*-»)  (®),  ffr-*^  (»),  t^^^  (x) , 

iche  si  chia^aiu)  derivaM»  ri$pettiTameBi;e  <]el  T»  S^,  S°, . .  n^ 
ordioe,  del  dato  polinomio  t(x):  essi  si  deducono  l'uno  dairaltro  sem- 
pre  COQ  la  stessa  y^Ufiy  f^  U  toro  nuoierQ  è  gaanlo  il  gradp  del  pplino- 
mio  proposto.  Quando  questo  si  chiamà  col  nome  di  fuozione,  i  poti- 
nomii  derivati  aDcb'eçsi  prendoBO  il  nome  di  fm^sfQpl  ^(iriy^ia, 
0  sftropliceoQeDte  derivate. 
EsBMPio,  -  Poliaçiplo  dato 

f(aj)=2a5*-3a5»+5a5-7  ; 

polinomii  derivati 

f  (a5)=8x»-6a5+5 ,  r(cc)=24a?«-6 ,  r(aî)=48flc,  r(a5)=48. 

n%.  Giova  notare  che  il  polinomio  f(x)  e  i  snpi  djerivati,  fai^endoyi 
x=Oy  si  riducono  al  solo  e  rispeltito  uliimo  termine,  in  modo  che  si 
ànno  le  seguenti  relazioni  : 

f(o)=a«,  f  (o)=a«^,  I"(o)=2!a^, f(»-*)(o)=(n-l)!a|,f(*Xo)=n!ao. 

116.  Sviluppo  dif(a;+]/),  essendof(a;)  il  polinomio  (1). 
Teobbv A,  —  ikito  U  polinomio 

(1  )  f(aî)=aoX"+a4x'^+a,x*-'+  •  •  •  •  +8,^.1  x+Sn  j 

86  ii  pone  x+y  in  luogo  di  x>  dico  cAe  sarà 

(i5)  KxiifMx)+t\x).v+Yin^^^  


■^'ôï^'^'*"'^^^^'^'^^^*' 


in  cui  i  coûfficienti  V  (x) ,  T  (x) ,  ec.  sono  i  succes^fi;^  derioali  di 

m. 

In  fatti  sostituendo  come  è  deUo  nell^enunziato  si  à  primamente 

indi  sYîlappando  ciascuna  poteoza  con  la  formola  del  binomio  di  Nbw- 
TON,  s'avrà  in  primo  Icfogo  una  somma  di  termini  indipeodenti  da  y, 
che  saranno  i  primi  termini  di  ciaseuno  Sfiloppo  moltipUcati  rispetti- 
vamente  per  ao  «  ai ,  ec. ,  ^ale  a  dire  quesia  somma  sarà  lo  stesso  po- 
linomio dato  f(a;).  Indi  s'avrà  una  seconda  somma  di  lerniioi  mollipli- 
cati  per  y,  che  saranno  I  second!  termini  nx*"* ,  (n-l)aî^*,  ce.  di 
ciascuno  degriodicaii  sviluppi,  ip^WpKcati  riçpettivament^  per  Oo, 
Oi ,  ec.  ;  e  perô  questa  seconda  somma  sarà  il  primo  derivato  V{x)  = 
»a^aj*^+fn-l)a,a5*"*+ec,  molUplicato  per  y.  Poi  seguiri  la  somma 
de*  second!  termini  di  delti  svllappi,  i  quali  avranno  per  ialtore  co- 

miine  -sr  y*  i  c»  saranno  moUiplicali  ri^p.ettivamente  per  a»  »  o« ,  ec», 

eoâ  che  qaesta  terza  somma  sarà  il  seconde  polinomio  derlTato 

r(x)==:n(n-l)a^3f^+ec.  moltiplicato  pet  -^  yK  E  contiDuando  a 
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ragionare  allô  stesso  modo,  si  vedrà  che  il  quarto  termine  dello  stî- 

loppo  è  Y\  ^"(aj).!/*,  e  cosl  apprcsso  sino  al  termine  (n+l)"*,  che  sarà 

il  derivato  f^*^ {x)  moUiplicalo  per  —  y*;  e  poichè  1^*)  {x)=:n\% 

(n.^  prec.)  cosl  il  deUo  termine  sarà  ùf^jf^,  e  perô  la  formola  (1S)  è 
Tera,  c.  b.  d. 

Quella  formola  porta  il  nome  del  geometra  Tatlor,  che  fu  il  primo 
a  Irovarla. 

IIV-  Se  a  è  un  qualunque  valore  di  x^  e  si  pone  oella  formola  (15) 
x=a^  il  che  vuol  dire  se  si  pone 

(16)  œ=a+2/ 

nel  dato  polinomio  (i),  s*ottiene 

(11)  t(a+y)=Ka)+m.y+~  r(a).2/«+-~  (».!/'+.  •  •  ^+Q,y\ 

Mercè  qaesta  formola,  dato  il  valore  a,  si  puô  calcolare  ci5  che  divie- 
ne  il  polinomio  (t),  quando  yi  si  pone  a+j/  in  luogo  di  x  ;  imperoc- 
chè  basta  scrivere  il  polinomio  dato  e  il  sao  primo  derivato;  indi  pren- 
dere  il  seconde  derivato  e  diyiderlo  per  2;  prendere  il  derivato  del  ri* 
sultamento  e  dividerlo  per  3  ;  prendere  simiimente  il  derivato  di  que- 
sto  nuoYO  risultamento  e  dividerlo  per  4,  e  cosl  via  via  ;  indi  in  tutti 
i  polinomii  che  cosl  s'ottengono  porre  in  luogo  di  a;  il  Tslore  parti- 
colère  a,  e  i  risultaœenli,  presi  in  ordine  inverso,  saranno  i  coelQcienti 
délie  potenze  decrescenti  délia  nuova  variabile  y. 

EsBBiPio.  —  Vuolsi  sapere  che  diviene  il  polinomio  2cc^+7x-3, 
quando  in  luogo  di  x  si  pone  -l+y.  Avremo  : 

f(»)=2a5»+7a5-3,     r(x)=6aî*+7,     y^^^^  =^^'     •^naî)=2, 

f(-l)=-12,        f(-l)=13,  I.f'(-l)=-6,    ■^i"(-1)=2, 

quindi 

2(-l-hy)5+7  (-|+y)-3=2î/»-.6î/«+13i/«-.12. 

118.  Dalla  (17)  si  trae  Taltra  formola 

(18)  f(a+î/)-f(a)=f(a).y+^  f».î/V-~r(a).î/+.  • .  .+a,y^, 

che  serve  a  calcolare  l' a  u  m  e  n  t  o  algebrico ,  che  prende  il  polinomio 
î(x),  quando  dal  yalore  OG=a  si  passa  aU'allro  a[)=a+y.  E  siccome  Tau- 
raenio  y  à  una  quantité  alTalto  arbitraria,  cosl  polremo  determinarla 
in  modo,  che  il  corrispondente  aumento  délia  fanzione  riesca  mi- 
nore d^una  quantità  data  k  per  piccola  che  si  fosse;  in  eiTetti  basta 
porre 

k<m.y+Yi  Ha).!/»+y,  i»-!/' +00!^ , 
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e  corne  abblamo  mostrato  nel  n.®  107, 2.®  ë  sempre  possibfle  determi- 
nare  per  y  uo  Talore  che  soddisfi  quesia  îDequazione. 
uéf.  Segae  da  ciô  che  il  polinomio  proposto 

(1)  aoaBf*+a,a5*"*+(HCD'^*+  •  •  •  • +o„^aH-a,j 

à  laie  funziooe,  che  a  piccolissimi  aumenti  della  Tariabile  corrispon- 
dono  piccolissimi  aumenti  di  essa  funzione:  orauna  funzione,  che  go- 
de di  colesta  propriété  si  dice  continua,  e  perà  il  polinomio  (1)  è 
una  funzione  continua  della  variabile  x. 

120.  Talvolta  una  funzione  è  continua  soltanlonelle  vicinanze  d'un 
valore  partîcolare  adribuilo  alla  variabile,  e  ciô  awiene  quando  essa 
è  continua  fra  due  limili  di  questo  valore,  vicinissimi  che  fossero. 

Che  se  una  data  funzione  cessa  di  essere  continua  nelle  vicinanze  di 
un  dato  valore  della  variabile,  allora  si  dicech'essa  diviene  discon* 
tinua,  e  che  portai  valore  vièsoluzio  ne  di  continuité.  Cosl  la 

a 
funzione  —  rimane  finita  per  lulli  i  valori  di  x  compresl  tra  —  oo  e 

zéro,  e  tra  zéro  e  +  oo  ;  perô  per  x=o  essa  diviene  inflnita,  e  per  va- 
lori molto  prossimi  a  questo,  gli  accrescimenti  della  data  funzione  non 
sono  più  piccolissimi;  quindi  detta  funzione  diviene  discontinua,  e  la 
soluzione  di  conlinuilà  à  luogo  per  x=o. 

121*  Supponendo  che  la  variabile  x  vada  conlinuamente  crescen- 
do, e  che  y  dmoti  un  valore  numerico,  due  valori  consecutivi  di  x  sa- 
ranno  x  e  x+y,  o  pure  x— ;/  e  x:  nel  primo  caso  la  diilerenza  tra  il 
secondo  e  il  primo  dei  corrispondenti  valori  délia  funzione  f(x)  sarà 
f(x+î/)-f(a5),  e  nel  secondo  caso  sarà  f(a5)-f(a5  — y)  :  in  entrambi  i 
easi,  secondo  la  formola  (18)  queste  differenze  saranno  della  forma 
j/r(x)+u>,  cssendo  (o  una  quanlità  che  couvercle  a  zéro  insieme  con  y, 
e  perô  il  loro  segno  sarà  quello  del  termine  y  f'(x).  Ora,  poichè  y  ë  una 
quantité  positiva,  il  segno  di  dette  differenze  «arà  il  +  o  il—,  seconde 
che  I'(x)  è  positiva  o  negativa  ;  nel  primo  di  quesli  casi  la  funzio- 
ne andrà  crescendo  e  nel  secondo  decrescendo.  Perlante  la  funzione 
reale  e  inlera /\x) ,  crescendo  la  vanabile ,  andrà  crescendo  o 
decrescendo,  secondo  c/ie  f'(x)è  positiva  o  negativa. 

Se  nel  passaggio  di  x  da  —  oo  a  +  oo ,  ('(x)  passa  una  o  più  volte 
per  zéro,  la  proposizione  précédente  si  puô  applicare  come  segue:  sia 
Xo  una  radice  di  r(cc)=o  e  tra  Xo— a  e  Xf,+a  non  cada  che  la  sola  ra- 
djce  Xo,  allora,  supponendo  h  una  quantità  positiva  inferiore  ad  a  e 
piccola  quanto  si  voglia,  si  potrà  applicare  Tesposto  teorema  ai  valo- 
ri di  X  coropresi  neirintervallo  da  x©— a  a  x^-h,  e  nelPaltro  daXoH-/i 
a  Xo+a;  i  quali  due  inlervalli  sono  successivi  nel  limite  h=Q. 

122.  Finalmente  osserviamo,  che  se  nella  (17)  si  rimetle  per  y  il 
suo  valore  x-a  (16),  s'ottiene 

(19)  f(x)=r(a)+r(a).(x-a)+-^  f».(x-a)*+-  •  •  .+ao(x-o)*  ; 

questa  formola  ci  dà  le  stesso  polinomio  f(x)  ordinale  secondo  le 
potenze  ascendenti  della  differenza  x— a,  essendo  a  un  valore  date. 
Ma  quel  che  più  importa  osservare  ë  che  la  (19)  paô  mettersi  sot- 
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to  {9  forma  8^pieiU9  s 

(20)  t(x)={ta)+Q{x-a), 

essendo  Q  un  polioomio  di  gr.  (7^1)°'°,  e  quiodi  si  vede  che  /^a)  ë  il 
resta  deUa  diti,riOM  cti  f{s)  per  x-a  ;  oioè  U  vBsto  délia  dimiane 
d*im  polinomAo  per  wa  hinomio  x-a,  è  cid  ehe  dixA&M  qud  poltno- 
mio  quando  vi  si  fa  x=:a. 

Ora  essendo  per  la  (20)  'MzM= (?,la(19)dà  fi=f (a)+Ç'({B-a), 

OTe  <7  è  un  polinomio  di  gr.  (n-2)°>^  ;  qaindi  f'(a)  6  il  reste  dél- 
ia divisiooe  del  précédente  qooziente  per  lo  ste^so  divisore  os—a.  E 
Gontinuando  queste  ragiQnamento,  si  deduce  cbe  i  coef&cienti  f(a), 

n^*) »  "Sî '"(^) »  •37*'^(^)  ^*  ^'oUengono  difidendo  f(x)  per  x-a^ 

indi  il  quoziente  nuoyameote  per  x-a  ;  il  secondo  quoiiente  ancora 
pef  x-a,  e  cosl  appresso:  i  restl  di  queste  successive  di?isioni  sa- 
ranno  i  valori  di  detti  coefiScienli. 

Yedremo  nella  seguente  lezione  corne  agevolmente  si  possaoo  ese- 
giaire  cotesle  divisioni. 


LEZIONE  IX. 

Dtlla  diiûisione  cTtm  poliiiomio  per  un  hinomio,  e,  in  generate , 

per  un  aliro  polinomio. 

12s.  Abbiaâ  il  polinomio 

(1)  f(a5)=a^+a4X*^+a8a5*"'+»«*-+a„«,aM-an, 

e  Yogliasi  dividere  pel  Mnomio  lioeare  0^X09  essendo  x^  un  date  va- 
lore.  Secondo  la  natura  délia  divisione  de'poiinomii,  il  quoziente  cer- 
cato  Q  dev'essere  un  altro  polinomio  di  gr.  {n-iy^ ,  e  perciè  sia 

(2)  C=6oa5^'+6<a;*-'+6ix'^+  •  •  •  •  +6«-4a5+6^  ; 

inoltre,  in  générale,  quesla  diyisione  darà  luogo  a  un  reste  r,  che  do- 
vendo  essere  di  grade  ioferiore  al  divisore,  non  puô  contenere  x»  Po- 
ste ciô,  trattasi  di  determinare  le  costanii  bo,b^,  .  .  .  b^^  ed  r  ;  al 
che  si  giuoge  ossenando  che  dev'essere  identicameote  per  ipotesi , 

(3)  f(a5)=(a;-Xo)(?+r , 

0  vero,  sostituendo  in  Inogo  dl  i[x)  e  Q  i  polinomii  che  rappresentano, 
ed  eseguendo  la  moltiplicazione,  dev'essere  identicamentè  : 


—61X0 


a5*"*+-«*»+6«-i 


x+r 


quiodi  i  due  membri  di  quest 'idéalité  essendo  due  polinomii  dellpstes- 
so  grade,  dev'essere  (n.^  31) 
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e  da  queste  uguaglianze  si  traggono  i  valori  cercati,  cioè 


'«9 


(*)       Î 


r=6^4a;o+a„ 


d*ODde*  si  vede  che  il  coeiSciente  d*un  termine  qualunque  del  quozien- 
le  si  forma  moUiplicando  il  coefficiente  del  termine  précédente  pet 
secondo  termine  del  divisore  col  segm  mutato,  e  al  prodotto  ag- 
giungerï4o  il  coefficiente  di  quel  termine  del  dividendo,  che  è  dello 
htesso  ordi/ne  di  quelle  del  quoziente,  di  cui  si  8ta  caicoUmdo  il 
coeffUAenie.  Con  la  slessa  legge  si  forma  il  resto  r. 

ÀYVBRTBifzA.  —  Nell'  applicazioDe  di  questa  regola  bisogna  tener 
présente,  che  il  polinomio  dato  de?'essere  completo  ;  e  perô  quando 
mancasse  qualche  termine  s'introdurrà  col  coefficiente  zéro  (n.^  104). 

EsBHPio.  —  Yogliasi  dividere  per  x+3  il  polinomio  û5*+5a5-10. 

Tipo  del  calcolo 

Dividende       x*+0.cc'+0  œ*+5a;-10  x+3    Divisore 

-3     +9     -21  -h66 

Quoziente        x»-3  a5*+9  x  -22|+56    Resto 

Nella  prima  linea  è  segnato  il  dividende  renduto  completo  ;  indi  si 
è  formato  il  quoziente  scrivendo  il  suo  primo  termine,  cbe  dev'essere 
ofi  ;  poi  si  è  moltiplicalo  il  coefficiente  1  di  questo  termine  per  —3 
(secondo  termine  del  divisore  preso  col  segno  mutaio,  e  che  diremo 
col  Bbllavitis  ci/Va  deUa  divisùme,  o  soltanto  cifra),  il  prodotto  —3 
si  è  scrilto  solto  al  coefficiente  del  secondo  termine  del  dividende,  e 
fatta  la  somma  di  queslo  coefficiente  e  di  —  3,  si  è  ottenuto  il  coeffi- 
ciente del  secondo  termine  del  quoziente.  In  modo  analogo  sonsi  for- 
mat! gli  altri  coefficient!  e  il  resto. 

124.  Questo  metodo  semplicissimo  di  divisione  fu  dato  per  la  pri- 
ma  volta  dal  Ruffini  in  una  sua  Memoria  sulla  determinazione  dette 
radici  mimeriche,  premiala  dalla  Società  Italiana  nel  1803,  e  pub- 
blicata  nel  1804.  (*) 

125.  Nella  pratica,  e  spezialmenle  quando  occorre  di  conoscere  sol- 
tanto i  coefficienli ,  s'omraettono  le  potenze  di  x  del  dividende,  e  si 
scrlvono  solo  i  coefficienti,  e  il  secondo  termine  del  divisore  col  segno 
mutato  :  cosl,  ritenendo  lo  slesso  esempio  précédente,  si  scrive 

cifra  -3    1+0+0+5-10  coefficienti  del  dividende 

coef.  del  quoz.    1-3+9-22 1  +56  resto. 

I  coefficienti  -3,+  9  ec.  si  sono  ottenuti  facendo  a  memoria  la  molti- 
plicazione  per— 3  e  la  somma  coi  corrispondenti  coefficienti  +0,+0,  ec. 
Per  migliore  dichiarazione  supponiamo  dxe  si  voglia  conoscere  ciô 
che  diviene  il  polinomio 

œ»+2a5*-10aj«+x*+15a3-3 , 
{*)  Bbllavitis^  Seltima  Rivista  di  Giomali,  pag.  170. 
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quando  si  ponex— 2  in  luogo  dî  x;  in  questo  caso  corne  ssppiamo 
(n.^  122)  i  coefflcienli  dello  sviluppo  saranno  i  resti  délie  divisioni  del 
polinomio  dalo  e  successhi  quozienli  per  as— 2,  quindi  avremo 

i    +  2   -10   -t-  1    +1S    ^  3 

i    +  4    -  2    -  3    4-  9|4-IS 
1    -f  6    +10    +111-1-43 
i    +  8    +2r>  I  +69 
1    +10|+i6 

11+12 

1, 

laonde  sarà 

(œ--2)»+2(a:-2/~10(œ-2)»+(aj~2)*+18(a;-2)-3= 

»»+ 1 2a?*+46x»+69a3*+43x+ 15. 

M6.  Soslituendo  nelia  seconda  eguaglianza  (4)  in  luogo  di  bg  il  suo 
yalore  a^  Iralto  dolla  prima,  indi  il  valore  clic  cosls*oUiene  pcr  b,  so- 
slituendolo  nelia  lerza,  e  cusi  via  via,  s*oUengono  le  segueoli  espres- 
sioni  : 

(5)  <  bi=aapol-\-a^x^+ajt  y 

r  =ao^î+ûtiCc^*+aja:^-*+  •  •  •  •  +a^,û5^+a„ , 

le  quali  dènno  i  coefnoienli  del  quoriente  e  ii  reste  in  fonnone  di  quet- 
li  del  dividendo  e  del  seconde  termine  del  di?isore. 

L'ullima  delle  precedeuli  e^uaglianie  conferma  il  teoroma  già  dimo- 
slratanel  n.^  122,  cioè  clie  il  Testa  délia  dUtisione  (ïwnpMfwmio 
pel  binovfiio  x— Xq  ^  eià  che  diviene  quel  polmomio^  quando  vi  si 
jpone  Xq  in  luogo  di  x. 

D  allroude  queslo  teorema  si  deduee  immedialamenlc  dalFidenti- 
tà  (3),  la  quale,  faiioti  x==x^^  dà  f|a3»)=r.  Pcrtanto,  lolenda  êapere 
ciù  che  diviene  un  dato  poltnomio  quando  in  Inogo  dix  si  pone  im 
particolare  valore  x^,,  si  divide  il  polinomio  per  x— x^,  e  il  resta 
sarà  ciù  che  si  cerca.  Questa  divisione  si  esogue  ugevoloiente  con  la 
regoia  del  n.^  prec. 

EsBMPio.  —  Si  vuel  saperc  ciô  ehe  diviene  il  polinomio  flo*+Saj— lO, 
quando  si  pone  £C=  —3.  Dividende  pera;+3  si  à  per  resto  +  56  (n.^  1 23), 
e  questo  è  il  valore  cercalo,  corne  è  agevole  verificare  con  la  soslilu- 
zione  efTeltiva. 

Ml.  Quando  a5o=a+pt,  i  coefflcienli  b^^b^,  ec. ,  seconde  le formo- 
le  iS)  sono  essi  pure  quanlità  complessc  Po+9ui>  Pi+^/i^^  ec,  in  cui 
le  parli  reali  Po*  Pi  >  ec.  conlerranno  poienze  pari  di  p,  e  i  coefflcienli 
9o)  9i9  ^'  eonterranno  potenze  impari  di  ^;  si  che  il  quoziente  di 
i(x)  per  œ-a-pi,  avrà  la  forma  P+Qi^  ove  PeQ  sono  due  polinomiî 
in  a;  dit  gr.  (n-l)"**,  il  primo  de'  quali  contîene  potenze  pari  di  p ,  e 
il  secondo  potenze  impari,  c  quindi  col  mular  p  in  — p,  ïl  polrnoitiioP 
non  rangera  segno,  e  Tallro  Q  aU'opposlo  mutera  di  segno. 

1^8.  Passiamo  ora  alla  divisione  del  polinomio 

(i)  t{x)=^ajx^+a^Qf^-{-a^flf^*+ -î-an-iX+a^ 
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pel  trinomio  x'^+b^x+b^  :  il  quozieùle  dovendo  essere  del  gr,  (tt-2)°** 
lo  rappresenteremo  cou 

(2)  qoX'^^+q^x'''\q^xf^'+ ....  +g,^x+g^î , 
e  il  reslo  sarà  uq  binomio  délia  forma 

(3)  foCD+ri  ; 
oodc  aTremo  ideoticamente 

e  quindi,  escguita  la  moUipIicazioao  e  uguagliando  i  coeflicienti  dellc 
polenze  uguali  di  œ,  avremo  le  seguenti  eguaglianze  : 

92    =^2    -dfi^i     -9062» 

^     =«n-l-9,i-2  i'i-gn-s  ^o  . 

r,    =a^    -0.6,     -9n-2&o> 

d'onde  si  vedc  come,  in  qucslo  caso,  ciascun  cocfllcienlc  del  quozicn* 
le  e  del  reste  si  formi  con  una  slessa  leg$^e  per  mezzo  di  due  coeill- 
cienli  precedcnti,  de'  due  coenicienli  del  divisore,  e  del  coeflicîenle  di 
quel  termine  del  dividende,  chc  è  dello  sless'ordine  del  termine  del 
quozienle,  di  oui  si  sta  calcolando  il  coefiîciente. 

EsEMPio.  —  f(x)=2a;*-oxHœ^+2x-8  ;  divisore  as^-ac— 2.     ' 

L'operazione  si  dispone  come  appresso  : 

Dividendo      2aD*-oac^+xH2x-8    I  x^-x-1      Divisore 

+2    -3  4-2 
4-4  -6   4-4 

Quozienle       2x*^-3x-i-2  |-2x-4      Reste. 

120.  Si  polrebbe  procedere  analogamente  alla  delerminazione  del 
quozienle  e  del  reste,  ne'  casi  in  cui  il  divisore  fosse  di  grade  supe- 
riore  al  secondo  ;  ma  sarà'  più  utile  trattare  la  questione  in  générale; 
e,  supfponendo  sempre  che  il  dividende  sia  il  polinomio  (1),  rappre- 
senteremo il  divisore  col  seguente  polinomio  di  grado  p™^  : 

(5)  B^^b^x^^b^x^^'^b^x^'-''^ +&p-t^+^- 

In  questo  modo  il  quoziente  sarà  délia  forma 

(6)  0=go»^+?iœ'*-P-'4- 4-g«^,aî+gn^ , 

e  il  reste  sarà 

(1)  B=roX^'+r,a?P-*+ ....  -^r^xX^r^^  ; 

ma  dev'esserc  idenllcamenle  f(a3)=B.(3H-B,  quindi,  effettuando  le  ope- 

KuBixi,  Complemento  d^  Algehra.  7 
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razioDi  indicate  inquesla  formola,uguagliando  i  coeiBcienti  délie  ugua- 
li  potenze  di  x,  e  ponendo  per  semplicità  n-p=/&,  s*oUerranno  le  se- 
guenli  eguaglianze  : 


(8) 


0  9 


•  •  ■ 


+<zA 


•  •  •  • 


0  » 


0  9 


•••••• 


(9) 


a. 


9 


p-if 


délie  quali  le  (8)  servono  a  determinare  i  coeiBcienti  g  del  qiioziente, 
e  quindi  le  (9)  i  coeiBcienti  r  del  residuo. 

ISO.  Occupandoci  per  ora  de*  coeiBcienti  del  quoziente,  osserve- 
remo  che  le  (8)  sono  fc+1  equazioni  lineari  fra  le  fc+1  incogoite  q^^ 
9, ,  ec,  e  son  tali,  che  per  avère  il  coeiBciente  g^,  basta  trattare  le 
prime  i+l  di  quelle  equazioni  ;  si  che,  facendo  uso  de*  determinanti, 
avremo  la  seguente  espressione  (E.  n.^  728)  : 


6o  0    0 
6,  6,   b, 


0  0 
.0  0 
.0    0 


bi   6i«|6^,....6|  6o 


«<= 


bo  0 


0...   0  a. 


bi  b^  0...   0  a| 
6<   6i^,6^,..6i  a^ 


Ora  il  delerrainanle  del  primo  membre  è  uguale  a  bj^^  (E.  n.°  684  ; 
quelle  del  seconde  membre,  portando  Tultima  verlicale  in  primo  no- 
sto  viensi  a  moiliplicare  per  (— 1)S  quindi  avremo  la  seguente  for- 
mola  : 


(10) 


9»  = 


_  (-\y 


i+t 


a^  6o  0 0  0 

Al  b|   bo 0  0 

Oi  bj  b, bo  0 


ai_,b^,b<.,...b|  bo 
I  a<   b<   b^|...bj  b, 

Ques^a  formola  générale  vacrà  a  determinare  i  coeiBcienti  tutti  del 
quoziente,  ponendovi  successivamcnte  i=0,1,2,  ...  fe,  e  s'uvrà  ; 


9o=^ 


a. 


b«' 


9i=-îT 


1   la„b 


o 


0*'0 

a,  6, 


1 


O 


«0 

&o 

0 

C, 

ft. 

6. 

«ï 

h 

6, 

ce. 
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e  messi  quesli  valori  nel  polinomia  (6)  s'avrà  il  quozienle  cercalo  jj. 
ISI.  Perô  coleslo  quozicnle  si  puù  direllamenle  oUenerc  sotlo  for- 
ma di  déterminante  ;  impercicrechè,  siccome  le  equazioni  (8)  5n  luogo 
insieme  con  la  (6)  clie,  messo  corne  sopra  n'-p=:k,  di?iene 

cosl,  avendosi  fc-f  2  cquazîoni  fra  fc+l  incognlle,  doTrà  aver  luogo  la 
seguente  condizione  (E.  n.®  132)  : 


{i\) 


K  0 


0 0   0    a^ 

o....«.o   0    a» 


h  ft/t-i  ft*-f  ••'><  b^ 


rJk    X^'X^^ 


•  • 


X     i 


Q 


=0 


dalla  quale  si  potrà  dedurre  il  valore  di  Q  nel  modo  seguente:  si  por- 
rà  primamenle  Ç+o  in  luogo  di  Q,  e  quindi  il  déterminante  si  trasfor- 
merà  nella  somma  di  due  allri  déterminant!  (E.  n.'^  692),  uno  de'quali 
sarà  lo  stesso  précédente,  in  cui  perô  le  a  saranno  sosliluile  da  zeri, 
onde  sarà  eguale  a  bo~^*Q  (  E.  n.®  684  )  ;  e  Taltro  sarà  pure  lo  stesso 
précédente  déterminante,  in  cui  perô  il  Q  si  troverà  rimpiazzato  da 
zéro.  Ora  dinotando  con  Q^  i\  valore  numerico  di  questo  secondo  dé- 
terminante, dopo  cambiatovi  completamente  Tordine  dellcyerlicali,  e 
quindi  scambiate  queste  con  le  orizzontali ,  sarà ,  indipendentemente 
dal  segQO , 


(12) 


0,= 


0       0        0....0       0       6«      1 
0       0 
0       0 


0....0       0       VQ 

o,...o     bo    b|    X 


0....60    6|    64    as* 

e  il  segno  di  questo  déterminante  sarà  flssato  (E.  n.^  654)  dal  Tattore 
(— I)*  ,  il  quale,  potendosi  dimmuire  lesponente  del numéro 

pari  îk,  si  puô  ridurre  a  -  (-1)         ,  e  perô  ponendo  per  scmpllcilù 

(13)  6=(-!)  ; 

l'equasione  di  condizione  (11)  diviene  in  fine 

da  cui  si  Irae  C=Sra=^  >  »  '"^^'^'  essendo  6»=1 , 


ih^ 


(14) 


û-  ^' 
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Dalla  formula  générale  (12),  lacendoTi  successWamcnle  fc=o,  fc-1, 
fc=25  ce. ,  ricaviarao  : 


Oi= 


OoO 

6«4 

;  Q.= 

0  b„t 

&o6,  03 

;  Q*= 

a^  a,  a^  o 

0  0  6o  ^ 
0  6o  ^i  ^ 
&o  &i  bt  x^ 


,  ce 


maperla(U),Q=:4-Ci;  0=4  Oi;  Q=-^  Q.  ce.,  laonde,  poichè 

TO-p=fe  (  n."  129  ),  e  perciô  pcr  /t=0,  1 ,  2 ,  ec.  si  à  p=n,  p=n-i , 
p=ïi-2,  ce. ,  cosl  secondo  che  il  grado  dcl  divisorc<5)  è  l'n"",  (n-ir", 
(n-2)'°»  ce. ,  cssendo  «  quelle  dcl  dividende  (1),  il  quoziente  sarà 


1    a„o 


CLq  ^1  ^2  0 

1 

a^  «1  0 

\ 

V            A             f 

0     0    Oo  ^ 

'    K 

0  bol 
6ob|  X 

'    ^K 

i>0  ^1  ^2  2C 

,  ce. 


13tE.  Passando  ora  alla  dclcrminazionc  dci  coefficicnli  dcl  rcsiduo, 
osserveremo  clic,  dctcrrainali  i  valori  ,dei  coefficicnli  g,  pcr  niezzo 
délie  equazioni  (8),  c  sosllluilili  in  ciascuna  délie  rimancnli  (9),  si 
ànno  i  coefficicnli  r  dcl  rcsiduo  ;  c  perô  pcr  avère  uno  qualunquc  di 
quesli  coefficicnli,  sia  r,,^,  si  polranno  Irattare  simultaneamcnle  le  (8) 
c  quella  dellc  (9)  che  conliene  r^.  In  queslo  modo  avremo  fc+2  equa- 
zioni con  7c+l  incognile  Ço»  îi,  •••  ^«»  ^ioè 


e  perô  deve  aver  luogo  la  seguenle  condlzione  : 


t>o 

0 

0.      . 

•0 

Oo 

b. 

K 

0.      . 

.0 

a, 

•     • 

b, 

•        • 

bo    • 
»     •    • 

.0 

•         i 

0, 

^k  ^k-i    ^k-i  •      «^0     ^k 


=0, 


da  cui  si  ricava  r^,  c  quindi  invcrlendo  Tordine  délie  verlicali,  scam- 
biando  poi  queste  con  le  orizzonlali,  e  lenendo  présente  la  (13).  si  ù 


(15) 


-1 

7*      — 

«0 

0 
0 

« 

0 

0    ..  0 
0...  60 

•       •      * 

a* 
K 

•         ■ 

*^«l+2 

"•"■56*+' 

•        •        • 
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dalla  quale  formola,  col  porre  sussecutiTamente  m=0,l92i  •  «p-l)  si 
àono  lulti  i  coeJHcienli  del  residuo. 

Quesli  coeflicienli,  pertanio,  saranno  dali  pcr  mezzo  di  delermioanti 
délia  forma  (ISj,  i  quali  per  ciascun  coeificiente  r  avran  sempre  le 
medesime  prime  Arhl  verticali,  edifferiranno  solo  per  Tultima.  Da  ciô 
si  vede  che  delti  coeflicienli  sono  polinomii  inleri  de'  coelllcienti  (a) 
del  dividendo,  e  di  quelli  (6)  del  divisore. 

133.  Rimettendo  nella  formola  (1  )  in  luogo  dei  coeflicienli  r  i  cor- 
rispondenti  delerminanli,  corne  ora  è  delto,  quel  polinomio  assumera  * 
laie  forma,  clie,  in  virlù  délia  proprielà  dimoslrala  al  n.°  C96  E.  po- 
Ira  prender  la  forma  di  déterminante,  corne  qui  segue  : 


R  = 


-1 


s6 


TTi 


0  0  ..0     \     6,ccP~'    +&jtœP"* 


p 


-2 


060-  h-t  &Aî-!  h^^        +6A+iœ^    +  —\-Kx 


.k-l 


P* 


cquindimolliplicnndo  la  prima  verlicalcperœ'*, la  seconda  per  x""*,ec. 
la  (fc+1)™**  percc^,  e  aggiungendole  all'ullima,  il  delerminanle  non 
cambia  di  valore  (Itl.  n.°  (iOO),  c  tenendo  présent!  le  (5)  e  (6)  puô  es- 
serc  scrillo  al  modo  segucnle  : 


(!6) 


JR=-- 


1 


^^^.JR,,essendo 


(") 


B.= 


Cto  ^1  •  •  ttA-2  ^tC^l  ^k 
0  0  .  .  0  0  60 
0     0     .    .    0         0         6| 


t(x) 

B 

Bx 


0    bo  .  .  bj,^  6^î  6^_,  Bx*"* 


Quesla  formola  générale,  dà,  nel  caso  di  7i=p,  pcr  cui  fe=o, 


Bi  = 


6061 


x"^*  + 


60  bi 


x^*+.... 


qpîndi  osservando  che  in  queslo  caso  s=l,  sarà,  secondo  la  (16) , 


^0  bo 


Kbi 


0^ 


&0&2 


x*"*-ec. 


134.  Essendo,  (It),  (16),  e  n^  Î29, 


(!8) 


O^^pi^Qi,    R=-^,R,,    f(x)=BO+B ,  sarà  pure 
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(19)  ^b^'^%x)=BQ^--R^ ,  0  sia  662-P-'f(œ)=J?Q,-B, 

ora  (?i .  i?i ,  sono  polinomîi  inleri  non  solo  rispello  ad  se,  ma  si  pure 
rispcUo  ai  coeflicienli  (a),  (6)  del  divîdendo  e  dcl  divisore,  quindi  si 
vcde  che  volcndo,  nclla  divisions  di  due  polinomii ,  aver  quozienlc  c 
reslo  inleri  non  solo  rispello  alla  variabile,  ma  benanche  rispetlo  ai 
coefflcicnli  del  dividendo  e  dcl  divisore,  baslerà  molliplicare  (indipen- 
denlemenle  dal  segno)  il  dividendo  f(cc)  pcr  6**^*,  cioè  pel  coefflcien- 
le  délia  più  alla  polcnza  del  divisore,  elevalo  quel  coefflcienle  a  una 
'  polenza  di  grado  e^c^uale  a  quello  del  quozienle  aumenlalo  di  1.  In  que- 
slo  caso,  ad  ercczione  del  segno,  il  quozienle  sarà  il  determinanle  Oi 
délia  matrice  (12).  e  il  reslo  sarà  Tallro  B,  délia  malrice  (11), 

ISS.  AvvERTExzA.  —  Quando  il  quozienle  si  voglia  protrarrc  con 
polenze  negiUivc.  la  formazionc  dei  coefTicienli  scguirà  la  siessa  legge 
indicala  dalla  forniola  (10),  e  quclla  del  quozienle  sarà  delerminala 
îinch'essa  dalle  foi  mole  (i2)e(14)  :  imperciocclièècbiaro  chesenel- 
la  formola  (<>)  dcl  quozienle  s'inlroducano  le  polenze  x*"' ,  x"^ ,  ec.  e 
con  esse  i  cocffîcicnli  q„^p^^ ,  ^n-p-na?  ce  ,  qursli  verranno  nelie  equa- 
zioni  (8)  e  (9)  a  couiparire  con  alireUanle  cquazioni  per  quanti  essî 
sono,  onde  il  c  -Icolo  procédera  corne  sopra. 


LEZIOiNE  X. 
Dei  residuiml  mascAmo  comun  divisore  di  dve  polinomii. 

1S6.  La  de&nizionc  del  massimo  divisor  comune  di  due  polinomii, 
c  il  principio  su  cui  s*adagia  la  sua  ricerca  essendo  quelli  spiegati 
nella  lezione  LUI  degli  E. ,  non  occorrerà  qui  ripelerli  ;  e  perô  ripren- 
deremo  Targomenlo  pcr  moslrare  solo  le  relazioni  tFa  i  successivi  re* 
sidui,  le  quali  ci  occorreranno  in  seguilo.  E  priraamenle  osservererao, 
che  essendo  sempre  lecilo  molliplicare  uno  dei  polinomii  daii  per  un 
faltore  in  œ,  il  qualc  non  sia  nel  lempo  slesso  fatlore  dcU'  allro  poli- 
nomio,  cosi  supporremo  che  i  gradi  di  questi  polinomii  (A  e  B)  diffe- 
riscano  tra  loro  per  una  sola  unilà,  si  che  porremo  : 


0) 


119 


Poslo  ciô,  supponiamo  eseguitu  su  quesli  polinomii  Foperazîone  in* 
dicata  dalla  regola  esposla  nel  n."  604,  E.,  con  la  sola  avvertenza  che 
ai  resti  susseculivi  si  camb!  il  segno  quando,  a  loro  voila,  passano  a 
fare  da  divisori  :  ciô,  com'è  chiaro,  non  altérera  punto  il  valorc  nume- 
rico  del  massimo  comun  divisore  ;  d'allronde  la  considerazione  de'rc- 
sli  coi  segni  cambial!  ci  sarà  ulile  in  allra  circostanza.  Pertanlo  diiio- 
tiamacon  i?|,  R^j  ec.  cotesli  successivi  resti  coi  segni  cambiaU,  ed 
avremo  le  relazioni  qui  appresso  : 

A  =JÎ  /Cq— B| , 

B  =B,fc,-l?t . 

(2)  {  J?,=B,fcj-iîn , 
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esscndo  k^^  k^,  ec.  i  successivi  quozienti,  e  gUndiceinon  potendosi 
estendere  9!  di  là  di  n— 1  ;  iroperocchè ,  secondo  questa  segnalura, 
Fultimo  residao,  al  più,  è  quello  rappresentato  da  A^, ,  e  puô  esser 
nullo,  0  pure  una  costante,  secondo  che  i  polinomii  A  e  B  ammeltono 
0  pur  no  un  divisor  comune. 
ISY.  Dalle  relazioni  (2)  deduciamo  lê  seguenti  : 

R,=KB^A , 

R^=k^R^-B  =  (fcofc,-!)  B-k,A  , 

B:r=KRr-RMiKK-i)  ki-ko\B-(k^k^-l)A  , 
ec. 

donde  vediamo  che,  in  générale,  si  puô  supporre 

(3)  Ri=QiB^PiA , 

essendo  Q^  e  P^  due  polinomii,  i  cui  gradi  possono  essere  facilmente 
detefminati  ;  imperciocchè  fc,  è  un  binomio  délia  forma  Coflc+Ci  ;  e  al- 
trettanlo  n'è  de'  rimanenli  quozienti  ;  si  che  il  coeiïïciente  di  B  in  Jt, 
è  del  2**  grado,  in  il,  è  del  S'',  e  cosl  appresso,  e  quindi  finalmente 
in  JRL  è  deir  î"®  grado.  Analogamenle  ragionando,  si  copchiude  che  il 
coefflcienle  di  A  in  R^  è  del  grado  (i-j-l)^®-  Finalmente,  essendo  che 
ogni  residuo  è  d'un  grado  inferiore  a^  quello  del  précédente,  ne  segue 
che  Ri  dev'essere  del  grado  [n-(i-l)]°*®.  Laonde  devesi  ayere  : 

(4)  '  j  Qi=qo^'+qi^^*nrX^^^-^ . .  • .  +  qi^^x+q^ , 

Ora,  essendp  i  un  indice  qualunque,  i  coeificienli  p,  g,  r  restano  a 
determinarsi,  e  ciô  si  dovrà  fare  tenendo  présente  che  la  reiazione  (3) 
deVessere  un'identità. 

1S8.  Pertanto ,  sostUuendo  in  quella  reiazione  in  luogo  délie  lettere 
i  rispellivi  polinomii  (1),  (4)  che  rappresentano,  a\remo  : 

Effetluando  le  moltiplicazioni,  e  uguagliandoi  coefficient!  délie  ugua- 
li  polenze  di  x,  ne  deduci  amo  le  seguenli  uguaglianze  : 

o=a,po+aoPt+6igo+Mi  ? 
o=a2po+a,p,+aoP2-l-6îgo+&i9i+M> , 


(5) 


(6)  !  ï'i*'^=^<4.iPo+%(Pf + •  •  +(iMPi-^i+hMqo+hiq& •  •  •  •  +b^tî<  » 
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Le  equazioni  (S),  contenendo  le  sole  p  e  g ,  polranno  senrire  a  de- 
termiaare  quesli  coefflcienli,  dopo  diche,  sosUtuendoi  loro  valori 
nelle  (6),  si  avraono  quelli  délie  r.  Perô  osserviamo  che  le  (5)  forma* 
no  un  âistema  di  2i  equazioni  lineari,  mentre  le  incognite  p^^  P|.«.. 
Pi-i  9  9o9  9t  ••••  9i  sono  2{+l,  quindi  non  potremo  altrimenti  che  de* 
teroiinare  1  rapporli  di  2i  di  essi  al  rimanente.  Col  fatio  abbiamo  in 
questo  caso  (  E.  n.°  731  )  che,  scrilla  la  seguente  matrice  di  2t  oriz- 
zontali  •  ii+l  verticali , 


0) 


Po 

Pi     Pi 

Pi^iQo 

<7i 

Qt 

?< 

«0 

0       0.      . 

.0     6o 

0 

0  ... 

•  ••  0 

0, 

ao    0.    . 

.0       &| 

K 

0   ... 

...  0 

» 

ai    a^    . 

•     •     •    • 

.0     6| 

•     •     • 

6, 

• 

^0  •■ 

■      • 

...  0 

■                • 

il  coefilciente  p^  è  proporzionalc  al  delerminanlc  che  s'oUiene  sopprl- 
mendo  in  questa  matrice  la  1*  verticale  ;  Pi  è  proporzionalc  a  quelle 
che  si  à  sopprimendo  la  seconda,  e  cosl  di  seguilo  ;  si  che,  dinolando 
con  p^•^  p' , ..  p^*-*^ ,  q^""^ ,  q' ...  q^''^  delli  dcterminanli,  e  X^  una  co- 
slante,  che  si  riferisce  ai^caeiTicicnli  dcl  residuo  Jf?^,  sarà  (E.  n.*  cit.) 


.  (8) 


Po=X(pW,p,=X,.p',pj=X..j>",  .  .  .  Pi^=X<p<'-') , 
9o=^i«^''^  gi=W»  Qt^hQ^  .  •  •  9i   =h(l^^  » 


iPo= 


e  perô,  sosliluendo  quesli  valori  nelle  (6),  ne  risullerà  pcl  coefTicicn 
te  r<jp  del  residuo  B^ 

r<^  =  X,  (p(^^a,^+p'a«^;^,+..-fp(^')a^,^,+q^'^6ii^fc+-  •+9^**^'>ia^  5 

or  la  quantité  in  parentesi,  slando  ai  significali  dclle  p  c  g,  ô  propria- 
menle  il  déterminante,  che  si  à  aggiungendo  nella  matrice  (7)  Toriz- 
zontale  a^^  <hi+k^ï  •••  ^i+Jt?  quindi,  ponendo 


(9) 


»(0= 


k 


tto      0 

a, 
a. 


.  .  0.  .  \ 
tto.  .  .  0.  .  .6, 

dm  •      •      a      0  .       •      .O^ 


0     . 


.   0 

•   0 


^2<— 1^2<— 8 ^<  ^2i— I    ^ti— 2    • 

(^ii+hP'ti+k-'V'^U-k-hl^ti+k  ^2i4-A-.l 

avremo  le  relazioni  seguenti  : 


(10) 


r(0=X,?<J; 


(11)    .      ll,=X,(pWx'^*+p9x'^'-*+----4-p(jl,-,)=X,B',^ 

(•)  Quesle  leltere  sulla  matrice  sooo  le  incognite,  i  cui  cociricicnli  nelle 
equazioni  (5)  sono  gli  elemeuli  dclle  corrispondenli  verticali  netla  matrice. 
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arendo  messo  per  seroplicilà 

(12)       B',=p^i)a;«-'''*4-p(?x'^-*+-  •  •  •+P<V,-^»+p(*')^..,  • 
Gli  slessi  valori  (8)  posli  nellc  (4)  diinno 

essendO)  per  brevilà , 

F^=p(«)x^+p'aî**^*H- +p('-«)x+p<*-*> , 

laoode  la  relazione  (3)  si  muta  nella  seguente  : 

(14)  R,=Q',B^P\A. 

1S9.  Rimane  ora  a  delerminare  la  costante  X^.  Per  ciô  osser?ereino 
che,  secondo  la  formola  (3)  e  ruilima  (2),  è 


^*^^       !  rL=oLb\ 


quindi,  poncndo  nella  prima  di  quesle  forraole  1  valori  di  R^^ ,  R^^ 
dati  dalle  altre  due,  oUerremo 

e  questa  equazione,  dovendo  aver  luogo  qualunque  sieno  i  poliaomii 
A^Bj  deve  scindersi  nelle  due 

dalle  quali  eliminando  fc^t  n^emerge  la  relazione 

(  16)  PiQ^-QiPM^PM  Qm-Qm  Pm  . 

la  quale  ci  fa  vedere  che  il  talore  di  queste  differenze  è  costante,  per- 
ché non  cambia  col  carabiar  deirindîce  i.  Per  conoscere  il  valore  di 
questa  costante,  osserveremo  che  quando  i=o,  il  reslo  R^  è  il  primo 
divisore,  cioè  !o  slesso  divisorc  B  ;  si  che,  se  nella  relazione  (3),  po- 
nlamo  <=o,  il  secondo  membro  di  essa,  Il  quale  diviene  QqB-PoA  , 
devesi  ridurre  a  B,  e  perô  dev'essere  Ço=l>  Po=o.  Similmenie,  essen- 
do  (n.^  136)  lîi=feoB-i,  cosl  per  la  slessa  (3)  quando  t=l,  deve  es- 
sere  Q^=ko,  P|=t  ;  quindi  PoOi—ÇoPi=— 1,  e  perô  il  talore  délie 
differenze  (16)  ë  -1,  e  si  à  la  nolevole  relazione 

(")  PiQi^,-QiPM^-i' 

Posto  ciô,  essendo 

(18)  PiQ^--  QiPM=hK^iiPiQir^,-QiP'M\ 

RuBiNi,  Complemento  d' Algebra  8 
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sara,  Icnendo  presenli  le  (17)  e  (18) . 

Or  sircomc  questa  relazione  è  un'idenlità  corne  le  precedenli,  dalle 
quali  è  dedolla,  cosl  i  coelllcienli  délie  uguali  potenze  di  x  ne*  due 
incmbrî  devono  cssere  uguali  ;  e  perché  quelli  dcl  secondo  membro 

ànno  per  fatlor  comune  la  costanle  ^-^ —  j  basterà  comparare  due  soH 

coelIirieoU,  e  sien  quelli  délie  massime  potenze  dl  x  ne*  due  membri. 
Per  cîô  osserviamo  che  quello  délia  piu  alla  polenza  di  x  ncl  secon- 
do membro,  lenendo  presenle  il  polinoraio  (1)  rappresentalo  da  A , 

è  r-~-  ;  e  quello  délia  eguale  polenza  nel  primo  membro  lo  avremo 

osservando  che,  de*  due  termini  del  primo  membro,  quello  che  è  di 
gr.  n"**  è  appunlo  il  prodolto  RiQ^M  [(12)  e  (13)] ,  Taltro  essendo 
di  grado  inferiore  ;  e  in  quel  prodolto  la  af^  à  per  coelUciente  il  pro- 
dotlo  di  quello  del  primo  termioe  di  JR'^,  cioè  po^^ ,  pel  coefBcienie  del 
primo  termine  di  Q'^i ,  il  quale  coeflieiente  secondo  la  (13)  (quando 
vi  si  pone  i+1  in  kiogo  di  i)  è  Xf^.g^^^  ;  e,  come  si  è  fatto  notare  ael 
n.®  138,  si  puô  determinarlo  mercè  la  matrice  (1),  ponendovi  prima- 
raenle  i+l  in  luogo  di  z ,  e  quindi  sopprimendovi  la  verticale  corri- 
spondente,  che  è  quella  che  corrisponde  a  qo  ;  in  questo  modo  il  dé- 
terminante che  s*otlieDe è  lo  stesso  déterminante^),  quando  vi  si  pone 
fc=o ,  moliiplicalo  per  %  ;  quindi  QoPj"^  è  il  valore  del  coefllcicnie 
X^ïÇ^®) ,  e  a„  (Po^*y  è  quello  délia  polenza  œ*  in  R'iffi^i ,  e  pcrô  de- 

vesi  avère  r^p-  =ao(p^^)* ,  da  cui  si  trae 

1 

ItO.  Da  cotesta  formola  possiamo  agevolmente  trarre  il  valore  di 
Xj  corrispondente  al  resto  i?^  ;  in  efletli  osserviamo  che  per  i=o,  si  à 
lto=J^^  e  perô  il  coelUciente  r^^)  del  primo  termine  di  questo  resto  è 
6o  ;  tna  facendo  î=o  nella  (10)  si  à  r^^=K9^^*  ^  ponendo  quindi  fe=o, 
il  primo  membro,  come  abbiam  veduto,  diviene  b^,  si  che  6o=Xop<^(2). 
Inollre  ponendo  nella  (9)  primamenle  i=o  ,  e  quindi  k=^o  ,  s  ottiene 
9^o^=boi  qtiindi  Xo=l.  Posto  ciô,  poniamo  nella  (19)  z=o,  e  avremo 

Similmente  ponendo  t=l,  avremo  dalla  (19) 

1  1       1         (b  )- 
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Ponendo  i=2,  f=3,  t=4,  ec.  nella  medesima  (19),  e  teneado  pré- 
sent! i  trovati  précèdent!  valori  di  X, ,  X, ,  ec.  si  trae 

Itl;  Calcolali  questi  coefficient!  X,  avremo  lo  quantité  per  le  quali 
devons)  moltiplicare  i  polinomii  R' ,  dali  dalla  formola  (f2),  per  avère 
i  residul  A.  Ai  polinomii  il'  1*  illustre  Silvbstbr  ,  a  cui  è  dovuta  Y  e- 
8posla  tcorica  {On  a  Theùry  of  the  SyzygeMc,  ec.  )  à  dalo  il  nome 
di  residui  semplificati  ,  perché  sono  i  residui  H  libérait  dal  corri- 
spondente  faltore  X  :  ora  ne  roostreremo  una  nolevole  relazione  fra  tre 
di  essi  consecutivi,  la  quule  si  trae  dalla  prima  delle  (15j,  cioë 

la  quale,  poichfe  Ri=liRi.  -Rf+,=X^,B'^, ,  S^t=y<i^R'i^t  »  diviene 
hR'i^^-^iK^^M-h^i^M  »  ^  ^ero 

1  1 

e  siccome  per  la  (19)  z — r —  =  [po"^^]*  >  r^ — =[p^i^l* .  cosl,  posto 

per  semplicità  ^4^=^4+1  >  savra  in  fine  per  la  chîesla  relazione 

(20)  [P<*r'l*i»',=iî,,.fl'^-[p«l]*  UV,. 

112.  Facendo  in  questa  formola  j=n-2,  abbiamo 

ora  essendo  B„=X^ll'„ ,  ed  l}ft=o  (n.°  136)  dev^essere  jR',»=o,  non  po- 
tendo  essere  X^— o,  quindi  sar^y 

ma  essendo  lt'„^  di  grade  zéro  e  propriamentesecondo  la  formola  (12) 
B'^,=2p(*5*^ ,  cosl  avremo  finalmonle 

(21)  9ir^R'n^t=K^f=r^l . 

ItS.  Ei  giova  notare  che  siccome  i  successivi  quozienti  k  sono  tutti 
deli® grade,  cosl  per  avcre  in  ogni  divisione  quozienli interi,  è d*uopo 
(n.^  \3i)  che  il  dividende  sia  moltiplicato  pel  coefflcienle  délia  plù 
alla  potenza  di  x  nel  divisore,  elevato  a  quadrato  ;  ciô  viene  indicato 
benanche  dalla  formola  (20),  la  quale  fa  vedere  che  il  dividende  R'^  si 
trova  moltiplicato  pel  quadrato  del  coefflcienle  p{f^^  del  primo  termi- 
ne del  divisore  JR^^,  ;  quindi  nella  divisione  précédente  il  dividende 
-R'i-i  si  è  dovuto  molliplicarc  per  [p^j^J*  :  or  queslo  è  il  coefflcienle 


60  COMPLEM£MTO  AQLl  BLBMEHTl  d'  AL6EBRA 

del  residuo  H'^^t  9  secoodo  la  relazione  (20),  dunque  dascun  residuo 
è  ugttale  al  suo  semplifleato^  moltiplicalo  pel  fcCltore^  che  si  ë  do* 
vuio  inirodurre  nella  divisione  precedefuie  per  evitare  frazioni, 

Pertanto,  se  nella  ricerca  del  inassimo  comun  divisore  di  due  poli- 
nomii,  si  ë  operalo  iu  modo  da  evitar  frazioni,  allora  ogni  reste  è  di- 
visibile  pel  fattore  coslante  introdotto  nella  diyisione  précédente  ;  e, 
soppresso  queslo  fattore,  si  à  il  residuo  sempliQcato.  Questa  proprietà 
coroincia  dal  seconde  residuo,  essendochè  nella  formola  (iO)  non  si 
puô  dare  ad  i  valori  minori  di  zéro  ;  e  ciô  si  puè  veriticare  eziandio 
dalle  Blesse  formole  originarie  (2),  le  due  prime  délie  quali,  con  Tin- 
troduzione  de*  residui  sempliflcatl,  divengono 

« 

e  siccoine  —  =  fcj ,  ed  è  fco  il  coefflcienle  del  primo  termine  del  divi- 

sore  B,  cosl  (n.**  134)  la  divisione  comincia  da  principio  senza  frazio- 
ni, e  la  legge  suindicala  à  luogo  dal  seconde  residuo  in  poi- 

144.  La  proprietà  di  cui  godono  i  residui  à  luogo  non  solo  quando 
i  due polinomii  dati  AqB differiscono  d'una» sola  unilà  nel  loro gra- 
do,  ma  anche  quando  questa  differenza  è  maggiore.  Cosi  ponendo  che 
i  due  polinomii  sieno 

• 

(22) 

e  sia  m>n  :  perche  la  prima  divisione  dia  quoziente  intero  rispetlo  a 
PC  e  ai  coefficienli ,  bisogna  moltiplicare  il  poUnomio  A  per  60'"'^^ 
(n.^  134);  imperocchè  il  quoziente  deve  esseredel  gr.  {m—ny^  , 
corne  già  sappiamo.'  In  questa  prima  divisione  il  residuo  /?,  è  del 
gr.  (n-1)"*,  cioè  d'una  unità  inferiorc  al  grade  del  divisore  B  ,  per 
modo  che  il  quoziente  sarà  del  1^  gr. ,  e  altretlanto  avviene  per  i 
quozienti  successivi  ;  talmente  che  il  secondo  residuo  JR^  conterrà 
corne  fattore  il  quadrato  del  coefficiente  del  primo  termine  di  R\  ;  si* 
milmenle  Bj  avrà  per  fattore  il  quadrato  del  coefflcienle  del  primo  ter- 
mine del  residuo  sempliflcato  R\ ,  e  cosl  appresso.  SI  che  dinolando 
con  c«,  C2,  ...  C3  i  coeffleienti  de*primi  termini  dei  primi  s  reçidui 
semplificali,  avremo  le  relazioni  seguenti  : 

K^'-^'A  =B  /ûo+H'i , 

145.  Da  coteste  uguaglianze  il  prof.  Trudi  deduce  una  notevole  pro* 
prielà  de'  residui  sempiillcati,  che  qui  ci  faremo  ad  esporre  {Gwmal^ 
iii  Maiematiche.  —  Napoli,  vol.  III,  pag.  2S). 
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Osserviamo  in  primo  luogo,  cbe  se  si  considerano  gVindici  de*coef- 
ficienli  ne'  due  polinoniii  Ae  B  corne  altreltanti  esponenti,  que*  poli- 
nomii  sono  omogenei  rispello  alla  variabile  e  ai  coefficienli,  e  il  grado 
di  omogeneità  sarà  m  pel  polinomio  Aedn  pel  polinomîo  B  ;  inoltre 
Toperazione  fatta  per  trovare  il  massimo  dlvisore  comune  Ira  il  e  £ 
non  avendo  turbala  questa  specie  d*on)ogeneit5,  le  précèdent!  idenli- 
tà  (23)  devono  essere  benanche  omogenee  ;  ondecbè  il  grade  d*oino- 
geneità  deirullimo  termine  nel  seconde  membre  di  ciascuna  dev^esse- 
re  uguale  a  quello  del  primo  membre.  Pertanto  dinotando  con  G| , 
G2,  ....  6,  i  rispeilivi  gradi  di  molliplicità  di  R\yR\^  »...  R^ ,  e  con 
C'i ,  C'j , ....  G',  quelli  de'  coefficienli  Cj ,  c^ ,  ...  c, ,  avremo,  secon* 
do  le  (23),  le  relazioni  seguenti  : 

G|=m , 

e2=2G',+n , 
2<r'|   +G^=2G*2-\-Gi , 
2G',   +G,=2e'3+G,, 


2  G',«»+ C,=2  6',.,+  G^t , 

le  quali  sommale  dànno 

(24)  C,.i+ff,=m+n+2G'^i  ; 

e  poichè  igradi  G^,e  G,  sono  quegli  stessî  de'primi  termini  c^iœ*"*"^* 
e  c,x*^  de'  rispeilivi  residui  B',_, ,  B', ,  cosî 

G^,=G'^,-f  n-8+1 ,    G^^^ff.^n-'S , 

e  posli  quesli  yalori  nella  (24)  si  trae 

G',=Wr-n-l +28+ G'^. 

Pa  questa  formola  ponendo  successivamente  s=1, 2,  3, ...  s,  e  tenen- 
do  présente  che  G'o=o,  si  ricavano  le  seguenti  eguaglianze  :. 

G',=:m-n-l+2 , 
G'2=m-n-l+2.2+G'| , 
G'3=m-n-l+2.3+G', , 


G',=m-n-l  +2.8 +G'^  , 


che  sommale  dànno  G\=(m-n-\-8)8  ;  e  poichè  si  à  benanche  Gg^G'^ 
-\-n—s,  cosi  sostituendo  s'oltiene  flnalmenle  la  nolevole  formola 

(25)  G,=(m-n-l+8)s+7i , 

mercè  la  quale  si  puô  immediatamente  conoscere  il  grado  d'omoge- 
neilà  rispetlo  agli  esponenti  délia  variabile  e  agVindici  de'  coe/Jî- 
denti  di  un  determinato  residuo  sempUljcato. 

116.  Siccome  nel  caso  de'  due  polinomii  (22)  l'uUimo  residuo  sem- 
pliGcato  è  dinolato  da  R^ ,  cosl  la  (25)  faltovi  s=7i  dà  pel  grado  d'o- 
mogeneità  di  questo  residuo  Gn=nin  ;  similmenlela  relazione  Gg=G', 
+n-8,  per  8=n,  dà  G'^=G^=mn,  corne  dovea  risultare  ;  imperocchè 
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l'ultimo  residuo  6„  essendo  di  grado  zéro  rîspetto  a  x ,  il  suo  grado 
d*omogeneità  si  riduce  a  solo  quello  del  coefllciente  di  x^ ,  che  è  di- 
notato  da  fi' .  Perlanlo  il  grado  d'omogeneilà  ovi^ero  la  somma  de- 
gVindici  de  coefficienii  a  c  b  neWvlimio  reHduo  sempUflcato  ,  è 
tiguale  al  prodotlo  de'  gradi  de'  due  pulinomiù 


LEZIONË  XI. 

Scomposizione  dCun  polinomio  in  feUlori  di  1*  e  2<^  grculo. 

m.  Teorbma.  -  Se  un  polinomio  (*)  8'anrmUa  per  un  valore 
particolare  x,  délia  variabile  x,  è  dimibile  per  x— x,. 
In  falU  sia  il  polinomiu 

(1)  f  (ac)=aoa5*+ajaf~*+aia5'^*+  •  •  •  • +a«^œ+a« , 

e  sia  t(x^)=o.  Siccome  t(x^)  è  il  resto  délia  divisione  di  f(x)  per  x-x , 
(n.**126),  cosl,  quel  reslo  essendo  nullo,  t(x)  sarà  divisibile  per  x-x^y 
c.  b.  d. 

118.  Questo  teorema  à  luogo  non  solo  quando  il  polinomio  è  reale, 
ma  anche  quando  ë  immaginario  :  ne  soltanto  quando  x^  è  reale,  ma 
pure  quando  è  délia  forma  immaginaria  a|+^|{.  Per  provare  ciô  os- 
serviamo  primamenle  che  il  polinomio  immaginario  di  gr.n"®  (13,49) 

c  ç(œ)=<K»)+t'x(œ)= 

non  puô  annullarsi  per  a;=o,  se  non  è  a^^+bJ^Oy  e  allora 

quindi  tm  polinomio  immaginario  ^  che  sannulla  insieme  con  la 
variabile,  deve  essere  il  prodollo  di  quesla  variabile  per  un  aîtro  po- 
linomio délia  stessa  forma;  o  sia  il  polinomio  è  divisibile  per  la  va- 
riabile, Poslo  ciô  dimoslreremo  la  seguenlc  proposizione. 

119.  Teorema  —Se  il  polinomio  immxiginario  9  {x)[s'annuUa  per 
x=a|+Pii,  sarà  divisibile  per  x-a-pi. 

In  futli,  ponendo  in  9(0;) 

(3)  x=a^-\'^^i-\-z , 

essendo  z  una  nuova  variabile,  il  polinomio  9(0;),  com'è  chiaro,  si 
mutera  in  un  altro  polinomio  egualmenle  immaginario  funzione  di  z 
(n.**  48),  e  sarà 

W  9  fa;)=9  («i+PiHz). 

Ora,  secondo  la  relazione  (3),  dire  che  9(35)  s'annulla  per  a5=a,-|-P|i, 
è  lo  stesso  che  dire,  che  9(a,+p|<+2)  s'annulla  per  z=o,  e-perù  que- 

■ 

(•)  Per  sola  brevilà  (Hnotiamo,  il  più  délie  voile,  con  la  sola  parola  potino- 
ïïiio  la  fuozione  razioaaie  e  iotera  indicata  dallu  formola  (j)  del  (eslo* 
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sto  polinomîo  è  divisibilc  per  z  (n.«  prec),  quindi  per  le  relazioni  (3) 
e  (il  9(05)  è  divisibile  per  œ-a— pi ,  c.  b.  d. 
MO.  Tborbma.  —  Se  U  polinomio  reale 

(0  f  (x)=aox"+a.x"-*+a  jx"-H  •  •  •  •  +a„-iX+a„ 

s'annullaper  ciascuno  de'  differenfi  valori  x, ,  x»,  X3 ...  x^^,  essen* 
do  m  non  maggiore  di  n,  sarà  divisibile  pél  pro'dotto 

(X~X|)  (X-Xj)  (X-X3) (x-x J. 

In  falli  annullandosif(a;)peraD=a5|  sarà  divisibile  perœ— aîjfn.^Ul); 
si  cbe  ,  chiamando  f|  (x)  il  quozienle  ,  che  sarà  un  polinomio  di  gr. 
(n-l)*»* ,  avremo  ridentilà 

(5)  ^  f(x)  =  (aî~xOf|fx), 

Ora  ,  per  ipotesi ,  il  primo  membre  s*annulla  per  x=x^ ,  quindi  per 
questo  stesso  valore  devesi  annullare  il  seconde  membre  ;  ma  il  fat* 
tore  œ— CD, ,  poslovl  x=x^  non  puô  annuîlarsi,  percbè  x^  è  diverse  di 
CDi ,  dunque  devesî  annullare  11  fallore  f|(a5)  facendovi  x=x^  ;  ma  f|(a5) 
è  un  altro  polinomio,  corne  il  proposto,  quindi  per  le  stesso  n.®  147, 
dev'esser  f|(aî)  divisibile  per  x-x^ ,  e  perô,  chiamando  t^{x)  il  quo- 
ziente,  che  sarà  un  polinomîo  di  gr.  (n-2)°®  ,  avremo  lidenlilà 

(6)  .  U{x)={x-x^)  Ux) , 
e  poslo  questo  valore  nella  (S)  risulla 

0)  f(x)=(x-a;|)  (ac-oc,)  f,(a5). 

Il  primo  membro  di  quesl*identità  ,  per  ipotesi,  s'annulla  per  x=x^ , 
quindi  per  lo  stesso  valore  devesi  annullare  il  seconde  membro  ;  ma 
nessuno  de'  due  faliori  x—x^ ,  x-x^  puô  annuîlarsi  per  05=053 ,  dun- 
que devesi  annullare  il  fattore  i^ix),  il  quale  perciô  dev*esser  divisi- 
bile per  05—053,  quindi,  chiamando  f3(o5)  il  quozienle,  che  sarà  un  po- 
linomio  di  gr.  (n— 3)"* ,  avremo  l'identità 

f,(a;)=(05-x,)fa(x), 
e  la  (1)  diviene 

f(a5)=(a3-054)  (aj-ocj)  (x-x^)  t^six). 

Conlinuando  il  medesimo  ragionamento,  si  giungerà  aU'identilà 

(8)        f(x)=(05-aî|)  (x-œ,)  (x-Xa) {x-xj  f„(x) , 

esscndo  fn,fx)  un  polinomio  di  gr.  (n-m)^^,  Ora  Teguaglianza  (8)  mo- 
stra  la  legittimità  del  teorema. 

m.  La  proposizione  ora  dimoslrata  à  luogo  non  solo  quando  x«  • 
Xt,  ec.  sono  valori  reali,  ma  anche  quando  sono  immaginarii,  e  nel 
caso  pure  che  il  polinomio  proposto  sia  immaginario;  imperocchë  ap- 
poggiandosi  al  teorema  del  n.®  149,  e  tenendo  présente  la  proposizio- 
ne del  n.°  55,  si  puô  sul  polinomio  immaginario  9(x)=4'(x)+tx(x) 
applicare  lo  stesso  ragionamento  del  n.^  prec. ,  solo  che  i  successivi 
quozienti  f  i(x),  ^t(x),  ....  9m(x)  saranno  altreltanti  polinomii  imma- 
ginarii. 
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152.  Se  i  yalori  che  annullano  il  polinomio  t(x)  sono  n,  e  sleno 
0^1 ,  a?2,  a?),  ..«  x^ ,  ...  cc^.! ,  a?||,  si  polrà  contlnuare  il  ragiooamenU) 
del  n.**  150  sul  polinomio  ï^^ix)  deireguaglianza  (8)  ;  epoichè  i  suc- 
cessivi quozienti  van  diminuendo  d'un'unilàpervblta  ilIorogrado,cosl 
alla  n*"*  divisione  il  quoziente  sarà  indipeodeote  da  x,  e  propriamen- 
te  questo  quoziente,  com*è  agevole  scorgere,  sarà  il  coefficienle  a»  del 
primo  termine,  ondechè  a^remo  ideoticamente  : 

/  f(x)=aoaî*+a»»'^*+a35ac^*+  • . . . + a^iûî+a^ 

(9) 

(       =ao  {x^^x^)  (x-ac,)  faJ-Xa)  ....  (a?-a?,^_|)  (x-xj. 

È  superfluo  avrertire  che  i  Talon  a?| ,  x, ,  ec.  possono  essere  reali 
0  immaginarii,  corne  risulia  dai  precedenti  numeri. 

153.  Da  quanto  è  dette  risulia  che  se  fosse  dimostrato  che  un  po- 
linomio reale  o  immaginario  di  gr.  n"*^  puô  $empre  cmnûUarsiper 
n  valori  reali  o  imma^jinarii^  sarebbe  pure  dimostralo  seconde  la 
formola  (9)  che  lo  stesso  polinomio  si  pua  sempre  scomporre  in 
n  fallori  lineari  reali  o  immaginarii ,  oUre  a  un  fa^tore  costante  j 
che  taivoUa  puà  essere  eguale  a  1 .  Nella  lezione  seguente  dimostre- 
remo  la  prima  di  cotesle  due  proposizioni ,  e  inlanto  ,  ammeltendola 
per  ora,  mostreremo  che  la  scomposiziù)ie  (ï\m  polinomio  in  faUo- 
ri  lineari  non  pud  fard  che  in  un  sol  modo.  In  fatli  supponiamo  cbc 
opérande  in  un  modo  siesî  trovato 

e  in  altro  modo  siesi  trovato . 

f (x)=(x-a'-P'i)  (x-a"-p"i) (x-a<»)-?Wt)  : 

cosl  essendo,  dovremo  idenlicamente  avère 

(  (x-aj-p.t)  (x-a,~pji) (a5-a„~p„i)  = 

(10) 

(  (x-a'-p'O  (x-a"-p"t) (x-aW-p^'H)  ; 

ma  fatto  x=a|+P|i  il  primo  membre  s*annulla,  quindi,  perche  Tiden- 
tiià  sia  vera,  devesi  annuilare  benanche  il  seconde  menibro  per  lo  stes- 
so  valore  ;  or,  corne  si  vede,  ciô  non  puô  avvenire  sinchè  cn^+^^i  uon 
è  eguale  a  une  dei  valori  a'4-p'i,  a"+p"<,  ec.  :  poniamo  che  sia 

allora  sarà  benanche 

X— a|-p|i=x— a— P'i , 

s)  che  potrannosi  sopprimere  questi  fatturi  nella  (10) ,  la  quale  dopo 
ciô  diviene 

(x-a,-p,«;  (x-Ojj  -p3i) (x-(tn-^J> 

(x-a"-p"i)  (x-a'"-rO (x-aW-p(»H)  , 

e  ragionando  su  questa  seconda  identilà  corne  si  è  fatto  sulla  (10),  se 
ne  conchiuderà  Teguaglianza  di  due  allri  fatlori,  e  sia    . 

x-aj~Pjt=x-a"-p"i  ; 
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si  che  si  sopprimeranno  questi  fattori  dalla  précédente  identità,  e  con- 
tinuando  a  ragionare  allo  stesso  modo,  si  giunge  a  dimostrare  Tègua- 
glianza  di  ciascun  fattore  del  primo  membro  délia  (10)  a  ciascun  fat- 
tore  del  secondo  ;  ondechè  resta  provato  che  il  polinomio  i{x)  non  puô 
scomporsi  ohe  in  un  modo  solo  in  fatlori  lineari,  c.  b.  d. 

154.  Tborema.  —  Se  un  polinomio  reale  à  per  fattore  x-a-pi , 
avrà  pure  per  foMore  il  coniugato  x-a-hpî. 

In  fatli  se  il  polinomio  reale  t(x)  è  di\isibile  per  œ-a-pi,  il  quo- 
ziente  sarà  délia  forma  P+Qi  (n.*  127),  e  s'avrà 

(1 1)    f(x)=(œ-a-p{)  (P-f  (?0=(œ-a)P+P(?+[  (x-a)  0-^P]i , 

e  quindi  (n.®  25) 

t{x)=(x-a)P-^^Q ,    (av-a)0-pft=o  : 

ora  se  in  queste  uguagllanze  si  cambia  B  in  ~p,  anche  Q  si  carobierà 
io  —  0,  mentré  P  non  mutera  di  segno  (n.®  127),  quindi  esse  reste* 

ranno  immulate,  mentre  la  (H)  divîene  f(a(5)=(a5-a-|-pi)(P— Ci)?  ® 
clô  mostra  che  f(a;)  è  di-visibîle  per  ac-a+pi,  c.  b.  d. 

155.  Segue  da  ciô  che  se  un  pohnomio  reale  s'annolia  per  valori 
immaginarii,  o  vero  che  à  faltori  lineari  immaginarii,  questi  dovepdo 
essere  a  due  a  due  coniugali,  fornieraono  de'  faltori  di  2®  gr.  délia 
forma  (aî-a)*+P*. 

150  Finalmente  è  da  osservare  che  se  alcuni  de'valorix,,  x^^^.x^ , 
che  annullano  il  polinomio  f  (os),  annuUano  parimente  il  polinomio 
faJ(x),  (n.®  150),  allora,  secondo  la  formola  (8),  alcuni  de' faltori 

or*— T*         Of*^— T*  T*.^_or* 

w      «A/4j  ,     wj      tA/^  ,     •    •    •    •    JLf      dU^ 

si  troveranno  elevati  a  potenza,  cosi  che  sarà 

(!2)  f(x)=(ac-a;,)  ^x-x^)'* . .'. .  îp{x) , 

essendo  hi ,  /is ,  ec.  numeri  interi  ;  e  se  X| ,  x^ ,  ec.  sono  immagina- 
rii, e  il  polinomio  f(x)  è  reale,  sarà 

(13)        f(x)=[  {x^a,y-hm\  (œ-a,)HKf*  •  •  •  •  f p  (x). 

ISV.  Un  fattore  lineare  x—x^ ,  sia  x^  reale  o  immaginario,  si  chia- 
mabenanche  fattore  primo,  o  semplice,  perché  esso,  a  simi- 
glianza  d'un  numéro  primo,  non  à  altrr  divisori  che  lunilà  e  se  stes- 
so. Un  fatlore  poi  délia  forma  (ac-x,)*,  o  dell'altra  [  (x-a)*+p*]*  si 
dice  m ul  tiplo ,  e  l'esponente  h  ne  dinota  il  grado  di  muUiplicità . 

159.  Pertanto  rimane  fin  qui  provato  che  se  un  polinomio,  sia  reale 
0  immaginario,  s'annuUa  per  dati  valori  reali  o  immaginarii  délia  va- 
riabile,  ammetterà  fattori  semplici  o  mullipli  ;  e  quando  è  reale  il  po- 
linomio, e  s'annuUa  per  valori  immaginarii  deila  variabile,  ammetterà 
fattori  di  2^  gr. ,  che  potranno  benanche  esser  multipli.  E  siccome  un 
daio  polinomio  di  gr.  n^^  non  ptt6  chiaramente  ammettere  più  di  n 
fattori  lineari,  cosi  quando  ne  contiene  de' multipli,  il  numéro  de' fat- 
tori distinti  sarà  minore  di  n  ;  s)  che  se  x, ,  ce, ,  ...  x^  sono  de'  va- 
lori distinti,  rcali  o  immaginarii ,  che  annullano  il  polinomio  reale  û 
immaginario  f(x)  di  gr.  n"®  ed  è  m<n,  sarà  in  générale 

RuBiNi,  Complemenio  d^Algebra.  9 
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(U)  Î(x)=^{x-Xi)  *(X-Xt)  *  ....  (x-xj     , 

ma  nel  tempo  stesso  dev'essere 

( 1 5)  ^1+^1+  •  •  •  •  +'*m=^  ; 

e  se  il  polinomio  è  reale,  e  i  valori  reali  e distinti  sono œ, ,  x^,  ...cc^ , 
e  grimmaginarii  a,±p,t , ....  a^/  =^Pm'^  »  essendo  m+m'<n ,  sarà 

(16)  f(aî)=(a5-a5|)  *(x-Xx)    (sc-flCm)  *X 

e  nel  tempo  stesso 

1S9.  Tborbma.  —  Se  duc  funzioni  intere  çfx)  e  «|/{x)  dello  stesso 
grado  v!^  dùe/rigono  eguali  per  un  numéro  ai  vatori  deUa  varia- 
iUe  X,  aujpenore  ad  n,  saranno  idenlicamenie  nulli. 

]n  fatti,  se  neiripotesi  ammessa  i  due  polinomii  ^{x)  e  ^(x)  non 
sono  eguali,  (lovranno  ammettere  uoa  differenza 

(18)  Ç(X)  -  c|;(x)=P  , 

essendo  P  un  altro  polinomio ,  il  cui  grado,  al  più,  ë  Vn^^  ;  e  poichë 
ciascuno  de*  valori  délia  série 

cbe  annulla ,  pcr  ipolesi ,  i  due  polinomii  ç(x)  e  ^'(x)  a  un  tempo  , 
annulla  benanche  la  differenza  (18),  cosl  il  polinomio  P  ammelterebbe 
altreltanti  fattori  lineari  per  quanto  è  il  numéro  de*  valori  (19),  cioè 
un  polinomio  di  gr.  n^^  sarebbe  divisibile  per  un  altro  di  grado  supe- 
riore,  il  che  è  impossibile  ;  laonde  9(x)  e  ^{x)  devono  essere  iden- 
ticamente  uguali  c.  b.  d. 

Questo  teorema  conferma  la  proposizione  del  n.^  30  ;  imperocchè  i 
due  polinomii  9(x)  e  à{x),  essendo  dello  stesso  grado,  non  possono 
essere  ideniicamente  uguali  se  non  ànno  eguali  i  coeiBcienti  delle 
slesse  potenze  di  x. 

lOO.  Risulla  da  ciô  che  se  due  polinomii  in  x  divengono  egiuiU 
per  quaJunque  valore  intero  deUa  variairile^  o  per  lu(ti  i  valori  in- 
ieri  che  sorpassano  un  dato  limite,  essi  sono  ideniicamente  uguali; 
imperocchè  in  tal  caso  il  numéro  de*  valori  di  x,  pe*  quali  divengono 
eguali  i  due  polinomii  ë  indeflnito,  e  perô  pel  leor.  précédente  sono 
ideniicamente  eguali. 

lOl  Una  funzione  di  data  forma  ë  tullavia  indelerminala,  se  con- 
tiene  delle  coslanti,  i  cui  valori  sono  arbitrarii;  airopposto  è  determi- 
nata,  quando  non  contiene  alcuna  costanle  arbitraria  :  cosl  un  polino- 
mio, qualunque  sia  il  suo  grado,  ë  indeterminato,  se  i  suoi  coefflcienti 
non  sono  assegnali,  airopposto  ë  determinato quando  questi  coeiïïcien- 
ti  son  dati. 

Posto  ciô,  un  polinomio  f(x)  del  gr.  n™®  è  complelaraenle  determi- 
nato, quando  si  conoscono  gli  n+1  valori 

(20)  f(x,) ,  f(x,),  f^Xa), f(x„^,). 
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che  prende  in  corrispondenza  di  n+1  valori  divers! 

assegnati  alla  variabile  ;  imperoccbè  lutti  i  polinomii  dello  stesso  gra- 
de 11^ ,  che  prendono  gli  stessi  valori  (20)  in  corrispondenza  dei  va- 
lori  (21),  sono  identicamente  uguali. 

102.  Pib  generalmente  se  tra  gli  7i+l  coelBcienti,  che  deve,  in  gé- 
nérale, contenere  una  funzione  intera  di  gr.  n^^ ,  si  ànno  n+1  equa- 
zioni  distinle^  si  potranno  determinare  i  detti  eoefflcienti,  e  quindi  la 
funzione. 

EsBMPio.  -  Abbiasi  la  funzione  lineare 

(22)  y=çkifiO+a^ , 

e  fra  i  eoefflcienti  % ,  a,  vi  sieno  le  due  relazioni 

(23)  aao+K=T,    «'Oo+P'a^^^ï' , 

in  cui  a»  ^,  Yi  ol',  ^' ,  Y  sono  quantité  date  :  traendo  da  queste  eqaa- 
zioni  i  valori  di  ao  e  af ,  si  à 

e  sosUluendo  quesli  valori  nella  (32)  s'otliene 

^^^)  y- op'-pa'*"  +â|?'3pS'  ' 

in  questo  modo  la  funzione  y  è  completamente  determinala,  purchè 
le  due  eqaaziooi  (23)  sienô  veramente  distinte;  altrimente  i  valori  (24) 
poirebbero  risultare  indeierminati,  e  con  essi  anche  la  funzione  (25). 

CAPITOLO  IV. 

e  41  ^almqae  gwméo, 

LEZIONE  XII. 

Definizioni,  —  Teorema  fondamentale,  —  Scompomione  del  primo  membro 
d^un'equazione  in  faliori  di  i^  o  2^  grado,  semplid,  o  mulliplL 

ISS.  La  forma  più  générale  d*un*equazione  a  unlncognita  e  del 
gr.  n"*®  è  la  seguente  : 

(  1  )  f  (aî)=aoX"+a|Oc"^*+ajX*"*+  •  •  •  •  +a^,x-t-OB=o , 

in  cui  i  coeflicienti  a^,  a^,  ec.  possono  essere  letterali,  o  numerici  ; 
positivi,  0  negativi,  e  alcuni  (eccelio  il  primo)  possono  benanche  es- 
ser  nulli  :  in  quesl*ullimo  caso  Tequazione  è  incompleta,  ma  si  puô 
sempre  renderla  compléta,  introducendo  le  polenze  mancanti  molli- 
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plicate  per  zéro  (n.^  104).  In  ogni  caso  poi  si  puô  supporre  ao=f  ;  im- 
perocchë  si  paô  sempre  dividere  tutta  Tequazione  per  a^  :  si  che,  d*or- 
dÎDario,  la  proposta  equazione  suolesi  rappresentare  cosl  : 

(E)  a5*+a4ae"^Vajac^*+  •  -  •  •  +a„_iœ+a„=o , 

e  ben  s'intende  che  in  queslo  caso  i  cocflicienti  possono  essere  frazio- 
narii.  Teauazione  (1)  o  la  (E)  sidice  algebrica,  o  numerica, 
secondo  che  \  coeiScienli  sono  lellerali,  o  numerici. 

164.  Risolvere  un'equazione  vuol  dire  trovare  que*  valori^  che 
posU  in  luogo  di  x  la  soddisfanno  ;  o,  più  brevemenle,  yuoi  dire  tro- 
vame  le  roâici  (E.  n.°  312). 

Questa  deflnizione  val  tanlo  per  le  equazioni  algebrîche,  clic  per  le 
numeriche  :  nel  primo  caso  le  radici  devono  essere  espressioni  alge- 
briche  ;  nel  secondo  caso  saranno  nuroeri  razionali  o  irrazionali  ;  e  in 
entrambi  i  casi  polranno  essere  talvolta  immaginarie.  Quindi  possia- 
mo  avère  risoluzione  délie  equazioni  olgebnc/ie,  e  nsoli^ztone  deUe 
equazione  numenche. 

165.  Pboprieta  GENBRALi  DBLLB  BQUAzioNi  sono  quclIe,  che  con- 
vengono  tanio  aile  algebriche,  che  aile  numeriche.  Di  alcune  di  que- 
ste.  proprieià  andremo  a  parlare,  cominciando  dal  dimostrare  il  teore- 
ma  fondamentale  seguenle  ;  avverlendo  che  talvolta,  per  sempliciià, 
rappresenteremo  con  f(a3)=o  l'equazione  data,  e  perciô  î(x)  dinoterà 
il  solito  polinoroio  razionale  e  intero. 

166.  Tborbiva.  —  Ogni  equazione  di  qv^alunqu^  grado,  a  coefji' 
cienlirealio  immaginani,  deve  ammetterc,  almeno,  unaradi- 
ce,  sia  reale  o  tmmagmana. 

Sia  Tequazione 

(1)  f  (aj)==ac"+a|a;*"'+a^"^*+  •  •  •  •  +«„«i3c+a„=o 

a  coeiHcienti  reali  o  immaginarii  :  indicando  con  y  ez  due  quantilà 
reali,  la  forma  più  générale  di  ce  è  oc=y-\-zi^  il  cui  module  V3/-+2^  è 
sempre  positive  :  facendo  variare  le  due  quanliifi  i/  e  z  tra  —  ûo  e  +  od, 
anche  il  module  di  ï{y-\-zi)  acquislerà  diversi  valori,  che  saran  tulti 
positivi  ;  ond*è  che  Ira  grinfînili  sislemi  di  valori  di  y  e  js,  ve  ne  de- 
vra essere  uno,  e  sia  j/=a,  z=:p,  pel  quale  il  corrispondente  valore  del 
module  di  f(x),  cioë  mod.  r(a+^i)  ë  minimo:  or  io  dico  che  queslo 
valor  minimo  è  zéro,  cd  allora,  essendo  mod.  f(a+pi)=o,  sarà  pari- 
mente  f  (a+pî)=o  (n.®  53),  e  quindi  a+gi  sarù  radiée  di  r(aî)=o. 

In  eiTelli,  poniamo  per  sempliciià  a+^i=a.  e  supponiamo,  se  ë  pos- 
sibile,  che  sia  mod.  f  (a),  che  ë  un  minimo  ed  ë  positive,  sia  diverso 
da  zéro.  Diamo  a  œ  un  nuovo  valore  ad  arbilrio  x=a+/u=a'H-P'i ,  per 
modo  che  /i=a— a+(P'-p)i;e  sviluppando  f  (a+Zi)  con  la  série  di  Tay- 
LOE  (n.^  1 16)  il  primo  termine  f  (a)  deilo  sviluppo  non  sarà  nulle  per 
ipotesi,  ma  alcuni  dei  termini  seguenli  possono,  in  générale,  esser 
nulU  :  supponiamo  che  il  primo  che  non  s^annuHa  sia  quello  che  con- 
liene  h^,  per  modo  che  sia 

(2)  f  (a+/0=f  (a)+^«/t~+i^,ft«^'+  •  •  •  -+4» 

ove  i  coeflicienti  A^,  i4„^f ,  ec.  sono  funzioni  di  a,  e  quindi  di  a  e  ^, 
e  sono  délia  forma  p+qi.  Or  la  (2)  possiamo  scriverla  cosl  : 
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(3)  f(a+ft)=f(a)  (l+^|L/»«.+^ft-.+....4.,^^)  . 

e  i  Duovi  coefflcienti  nella  parentes! ,  ec.  saranno  anch*essi  delta  f  or- 
ma  p+gî;  si  che  dinolando  con  r„,  r„^4.|,  ec.  i  rispetlivi  moduli 
de*  coefflcienti  di  h^ ,  h***^* ,  ec. ,  e  con  b^ ,  b^^^^^  ec. ,  i  corrispo  n- 
denti  argomenli  (n.**  51),  avremo  : 

A  A 

(4)  j7^j=^m(cos5^+isen6J, -j^=r«^(^^^^ 

Similmente,  dinotando  con  p  il  modulo  e  con  co  Targomenlo  di  h,  sarà 
h=p  (cosw+iseno)),  /i"*=p'*(coswio+isenmw) , 
^AH-i-pW+i  [çQs  ^fjfi^iy^^i  sen  (m+1  )w] ,  ec. ,  e  quindi 

A 

^  /i*=r„p«  [cos  (mw+6 J+isen  (mw+ftj  ] , 

(5)  {^  _ 
-j^  fe*^=''„^iP*^[  cos[(m+l)c«>+6^,l-Hsen  [(7nH-l)w+&^,1 , 

ec.    ' 

Ora,  poichè  h  e  quindi  p  ed  ai  sono  arbitrarii,  dispprremo  di  co  in 
goisa  da  essere  sen  (mio+6;„)=o,  cos  (mw4-6,^)=-l,  b  vero 

(6)  mu>+6«=±(2fe+l>,    ^^=^(^fc-Hl)it-6^, 

cosl  0)  riman  determinato,  e  la  (3)  diviene 

f (a+ft)=f(a)  (l-^«p"*+B«^i  P'^V. . .  .+BJ  , 

ove  le  B  rappresentano  ciô  che  divengono  i  coefflcienti  di  p"*^* ,  ec. 
nelle  (5),  qaando  invece  di  o>  si  pone  il  précédente  valore  :  quindi 
Sjirà  pure  (n.®  54) 

mod.  f  (a+h)=mod.  f  (a)X  mod.  (1-r„p'*-fJÎ„i4.ip'"'*'*+-  •  •  •+jB«). 

Inollre  disporremo  di  p  in  modo  da  risultare  1— r,„p'*>o  ;  e  siccome 
il  primo  membro  di  quèsf  ineguaglianza  è  reale,  il  suo  modulo  sarà  la 
slessa  quantité  \-r^^  (E  n.°  348);  si  che  chiamando  X,^, ,  ec,  i  mo- 
duli rispetlivi  di  B^  ec. ,  e  lenèndo  presenti  i  tèoremi  de'  n.*  56  c  54, 
avremo 

mod.  (I-r^'"+BnH^p'^*+ec.)  <  l-r«.p«H-X^,p"^*+ec. ,  o 

mod.  f(a+h)  <(l-rmP'*+X^ip"^'+ec.)  mod.  f  (a)  ; 

e  polendo  prendere  p  cosl  piccolo  da  risultare  il  primo  termine  1,  in 
parentesi,  minore  délia  somma  algebrica--r|»p**+Xj^,p"*^*  ec,  (n.**103), 
cosl  sarà  la  quantité  in  parentesi  <1 ,  e  mod.  f  (a+h)<  mod.  f  (a)  ; 
d'onde  si  vede  che  se  non  ô  mod,  f  (a)=o,  si  polrà  sempre  ,  varian- 
do  2/  e  2,  delcrminare  un  altro  modulo  mod.  f  (a+fe)  inferiorc  a 
mod.  f(a),  il  che  è  impossibile,  porche  mod.  f  (a)  è  il  minimo  ;  dun< 
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que  dev'essere  mod.  f  (a)=o,e  conseguentemente  f(a)=o,  cioèa=a+^t 
è  radice  deirequazione  (1),  c.  b.  d. 

S'osser^i  del  rimanente  che  il  valore  a  non  puô  corrispondere  a  va- 
lori  infiniti  diy  o  z,  allrimente  risulterebbe  mod.  f  (a)=  <x>,  il  che  ri- 
pugna  alla  natura  d*UD  Talore  minimo. 

161.  Foichè  il  primo  menibro  deirequazione  (1)  è  una  Tunzione  in- 
tera  di  gr.  n^^ ,  cosi  il  teorema  or  dimostrato  si  puô  altrimenU  enun- 
ziare  dicendo  che ,  qualunqvs  sia  U  grado  duna  fwnzione  irUera, 
f  eale  o  immaginaria  di  x,  m  ë  sempre  almeno  un  valore  di  x,  reor 
le  0  immaginario^  che  VannuUa. 

169.  Posto  ciô,  possiamo  dimostrare  la  proposizione  più  générale 
seguente.  « 

Teoabma.  —  /(  numéro  totale  délie  radid,  d'un'equazione  è  quan- 
to  U  grado  délia  stessa  equazione. 

In  effétti  sia 

(1)  î{x)=aoX''-{'a^x'^+a^af^^+ +a^,x-l-a^=o 

la  data  equazione  :  essa  già  ammelte  una  radice,  pel  teor.  prec.  ;  di- 
notiamo  con  x^  cotesla  radice,  reale  o  immaginaria  che  sia.  Questo 
valore  x^  è  dunqne  taie,  che,  messo  in  luogo  di  x  annuUa  f(x)  e 
perô  f(a?)  è  divisibile  per  x-x^  (n.®  147),  e  il  quoziente  sarà  una  nuo- 
va  f unzione  f,  (x)  reale  o  immaginaria ,  ma  sempre  intera  e  del  gr. 
(n— 1  )^^  ;  cosi  che  sarà 

0)  f(x)=^ix^x,)U{x)  : 

nel  tempo  stesso,  seconde  rosservazione  del  n.^  prec.  vi  dev*essere 
necessariamente  un  altro  valore  x^j  reale  o  immaginario,  cheannulla 
ff(a;),  e  perciô  questa  seconda  f  unzione  sarà  divisibile  per  x—x^,  e 
darà  un  novello  quoziente  f2(aî)  del  gr.  (n— 2;°»**,  si  che  sarà 

(8)  U{x)=(x-x,X{x). 

Continuando  il  medesimo  ragionamento ,  e  osservando  cheiquo- 
zienti  vanno  diminuendo  d'una  unità  per  volta  il  loro  grado ,  e  perciô 
all'Ti™*  divisione  il  quoziente  sarà  di  grado  zéro,  e  propriamente  sarà 
il  coefliciente  a© ,  troveremo  : 

U   {x)=(x-x^)U{x) , 
h  {x)=(x-x^)U{x) , 

(9) 

fn-i(x)=ao{x-x^) , 

essendo  x^  il  valore  che  annulla  il  polinomio  t^{x)  del  gr.  (n— 2)"»®  ; 
X4  il  valore  che  annulla  il  polinomio  fj(ac)  del  gr.  (7i-3j"»<» ,  ec.  ;  e  fl- 
nalmente  x«  il  valore  che  annulla  il  quoziente  tf^i{x)  di  l*"  gr.  ;  e 
tutti  colesti  valori  non  sono  che  n.  Pertanto  ,  moltiplicando  per  or- 
dine  le  equazioni  (7),  (8)  e  (9),  troveremo  la  proposta  equazione  (1) 
sotto  la  seguente  forma  : 

(10)    f(aî)=ao(a5-œ,)  (x-x^)  (x-x,) (x-x^,)  (x-xJ=o. 
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Or  quesf equazione  à  verificata  ogni  qualvolta  &i  ponga  per  a;  uno 
degli  n  valori  a?| ,  o^s, a?^,  quindi  ciascuno  di  questi  valori  è  ra- 
diée délia  proposta  equazione ,  che  non  puô  averne  di  più  ;  imperoc- 
chè  se  Yi  fosse  un'altro  valore  Xq,  diverse  dai  precedenti,  il  quale  vc- 
rificasse  la  proposta  equazione,  già  ridottaalla  forma  (10),  dovreb- 
b'essere  quell'equazione  divisibile  per  x— Xo ,  e  aversi  f(aî)=(œ-Xo)(?, 
cssendo  Q  una  funzione  intera  del  gr.  (n— 1)"®;  o  vero,  seconde  la  (10) 
dovrebbesi  avère  identicamente 

a^ix-x^)  (x-Xj)  (x-Xi)....(x-Xn)={x-Xo)  Q  ; 

ma  il  seconde  membro  s*annuUa  ponendo  x==Xo ,  quindi  altrettanto 
dovrebbe  avvenirne  del  primo  ;  il  che  non  puô  aver  luogo,  se  x^  non 
è  uguale  ad  alcuno  dei  valori  X4 ,  x^ ,  sTs  ...  x»  ;  dunque  il  valore  Xo 
non  puô  esser  diverse  da  uno  degli  n  già  trovati,  e  perô  Tequazione 
proposta  non  puô  ammetter  più  di  n  radici,  e  cosl  resta  dimostrato  il 
teorema. 

IS9.  Potrebbe  avvenire  che  tra  gli  n  valori  x, ,  x^ ,  ec.  ve  n^abbia- 
no  degli  eguali  ;  allora  nel  primo  membro  delVequazione  data  (1)  al- 
cuni  dei  fattori  semplici  x-x,,  x-x^,  ec.  diverranno  eguali,  e  for- 
meranno  un  faltore  multiple  (x— x, )N ,  essendo  h,  il  numéro  di  quel 
valori  Xi,  X2,  ec.  che  ànno  per  comun  valore  X|  :  nel  tempo  stesso  la 
data  equazione  ammetterà  una  radiée  multipla  X|,  ilcui  grade 
di  multiplicité  sarà  h,. 

In  générale  se  la  data  equazione  ammetle  h^  radici  eguali  ciascuna 
a  Xf  ;  /i,  radici  ciascuna  eguale  a  Xj ,  ec,  essa  prenderà  la  forma 

(11)  ao(x-x,y*4(x-Xt)*2(x-X5)'^5....=o , 

in  cui  perô  ftj+ht+hj+ec.  =n,  essendo  n  il  grade  deireqaazione. 

110.  Inoltre  se  la  proposla  equazione  f(x)=o,  à  tutti  i  coefjficienii 
reaUy  e  ammetle  una  radiée  imm^naria  a-h^t  deve  necessaria- 
mefnie  ammettere  per  radiée  la  eoniugata  a— ^t. 

In  effetti,  secondo  l'ipotesi,  f(x)  dev'esser  divisibile  per  x-a-fi 
(n.®  147)  e  perô  sarà  divisibile  eziandio  per  x-a+^,  (n.°  154),  cioè 
f(x)=o  avrà  per  radice  a-pi,  c.  s.  d.  d. 

In  questo  case  portante  la  proposta  equazione  ammetterà  il  fattore 
reale  di  2*  gr.  (x-a)*+p*,  che  è  il  prodolto  de'  due  fattori  immagi- 
nari  x— a-pt ,  x-a+pi. 

m.  £  qui  pure  convien  notare  che  questo  fattore  di  secondo  gra- 
de, invece  di  esser  seTnpltce,  puô  esser  mnUiplo;  il  che  avviene  quan- 
do  Tequazione  data  ammette  un  certo  numéro  di  coppie  di  radici  im- 
maginarie  eguali. 

Portante,  generalmente  parlando,  l'equazione  (1)  supposto  il  primo 
membro  una  funzione  reale,  puô  prender  la  forma 


(12)  ao(x-xO  *(x-x,)  \.[  (x-a'O^+Pîl  *[  (x-a,)HKl  ^.  =0  , 

essendo  x, ,  x^,  ec.  le  radici  reali  ;  (a, ,  p,),  (oj ,  P2),  ec.  le  quantité 
reali  délie  radici  immaginarie,  e 

h,+/it+h5+'  •  •  '+2  (k|+fct^fc3+..)  =w  grado  dell'equazione. 
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Ci6  si  esprime  dicendo  cbe  il  primo  membro  di  im"  eqmzione,  a 
coefficienii  reolt ,  è  sempre  scomponibUe  in  fcMori  reali  di  primo 
0  di  secondo  grado. 

n%.  Dopo  tuUo  il  précédente  esposto,  ben  si  vede  poiersi  concbiu- 
dere  che  ogni  funzione  intera  reale  o  immaginaria 

è  sempre  annullata  per  n  valori  reali  o  immaginarii  délia  variabile, 
corne  ave^amo  ammesso  nel  n.^  153. 

ns.  Supponiamo  che  il  polinomio  dato  sia  il  binomio  af^àza^.  Sap- 
piamo  che  le  radici  deU'equazione  af^— a*=o  sono  date  dalla  formola 

x=a  (  cos  —  ±*scn  —  j  ,  (n/  71  e  6t) 

e  perô  i  failori  di  2®  gr.  del  binomio  x"-a"  sono  esprcssi  da 

K2fcTc\        .       2ftiti  r  /  2kt\  .    .      ikm 

x-acos  — j  -  atsen —  1 1  I  œ-acos— j  +(useii —  I 

0  tero  dal  trinomio 

2ftic 
(!3)  x*-2axcos — 4-a*. 

^    '  n 

Se  n  è  pari,  il  numéro  di  quesli  faltori  è  |-  n+1 ,  dovendosi  dare  a  k 
i  Yalori  0,  f ,  2 ... }  n  (n,^  65)  :  tra  questi  Ti  sono  i  due 

œ*-2ax+a*=(a;-a)S  x*4-2aaî-fa*=(x+a)*, 

che  si  ànno  per  fc=o  e  k^^  n,  e  corrispondono  aile  due  uniche  radi- 
ci reali  a;=a,  x=-—ay  che  ammelte  requaztone  x*—a^=^o.  I  rimanen- 
ti  \  n—i  faltori  corrispondono  aile  coppîe  di  radici  immaginarie. 

Se  poi  n  è  impari,  il  numéro  dei  faltori  (13)  è^  (n+1),  è  uao  di 
essi,  quello  che  si  à  per  fc=o,  corrisponde  airunica  radice  reale  a;=a, 
che  ammette  in  tal  caso  Tequazione  oo**— a*=o. 

174,  Similmente  le  radici  deU'equazione  x^-\-a^=^  son  date  dalla 
formola 

0^=^  (  cos ic±isen — —  itj  ,  (n\  71  e  67) 

e  perô  corne  sopra  i  fattori  di  i^  gr.  del  binomio  x"-fa"  sono  espres- 
sida 

(14)  a?*— 2aœco3 ic+o*. 

fi 

Quando  n  è  pari,  questi  fattori  sono  |  n,  poichè  2fc+l  non  puô  avè- 
re che  i  valori  1, 3, 5, ...  n-i  (n.^  68),  e  ciascuno  corrisponde  a  una 
coppia  di  radici  immaginarie  coniugaie. 

Quando  poi  n  ë  impari,  il  numéro  di  detti  faltori  ë  |^  (n+1),  perche 
i  valori  da  darsi  a  2fc+l  sono  1,  3,  5 ....  ti-2,  n  ;  tra  quei  fattori  vi  ë 
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quelio  cbe  si  à  per  2ft+l=H9  il  quale  è  H  quacirato  (x-^-af ,  e  rispon- 
de  airunica  radice  reale  as=~a,  cbe  in  queslo  caso  arooietle  Tequa- 
zione  a5*+a*=o. 

lis.  È  importante  notare  che  i  fattori,  i  quali  si  cambiano  in  qua- 
drati,  debbono  entrare  nella  fonnazioDe  de'hinomii  x^=fa^  coq  le  loro 
radtci,  poicbè  essi  non  corrispondono  a  radici  mulUple,  ma  a  radici 
sempHci  reali. 

ne.  Consideriamo  ora  il  trinomio 

sappiamo  che  per  risolTere  l'equazione 
(1 6)  a;*"+2paB*-f  g**=o  , 

conviene  risolvere  le  due  binomie 

or,  se  i  secondi  membri  di  queste  equazioni  sono  reali,  s'avranno  i  fat* 
tori  di  2^gr.de1  trinomio  (l5)applicando  a  cinseuna  délie (17) quel  che 
è  spiegato  ne'n^  précèdent!.  Supponiamo  quindiche  isecokidi  mem- 
bri (17)  sieno  immagînarii,  per  il  che  si  richiede  che  g^sia  positiyo. 
In  tal  caso  le  radici  délia  (16),  se  p<o,  sono  date  dalla  formola  (21,73) 

(1 8)  x=g  (cQs -^ ± isen -^ j  , 

essendo  Targomento  x  dato  dalla  formola 

quindi  i  pUlori  (U  2?  gr.  dd  trinomio  (1  S)  scuranno  deUa  forma 

(20)  a5*-2ga;cos +  g*  ; 

e  quando  p<o,  i  ^alori  di  x  son  dati  dalla  formola  (23,73) 
(2,)  ^q  (eos  ^(?^  ±  isea  ^^)  , 

onde  in  questo  caso  i  faUon  di  2^  gr.  del  trinomio  (I  S)  avron  la 
forma 

(22)  a;«-2gxcos^^?^5±i^-l-g*. 

In  queste  for  mole  (20)  e  (22)  k  rappresenia  un  numéro  intero  po- 
sitive, il  cui  Talore  è  fissalo  da  quelio  conveniente  a  fc  o  a  2ik+l  nelle 

formole  relative  a  \/+l  per  la  (20) ,  e  a  quelle  relative  a  v/--i  per 
la  (22)  ^x\^  65,  66,  68,  69). 

RuBiNi,  CompUmento  (V  Algebra  10 
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Inollre,  poicbë  seconde  la  (19)  p=g*co8T ,  cosl  il  trinomio  (15)  pren- 
de  Tuna  o  l'altra  forma 

(23)       x**-2q"a5*cosT+g*" ,    (24)    œ^^+Sg^ac^cosT+g** , 

secondo  cbe  p  è  negativo  o  positivo  ;  e  perô  la  formola  (20)  ë  quella 
de*  faltori  di  t'^  gr.  del  trinomio  (23),  e  la  (22)  ë  quella  de^  fallori  di  2^* 
gr.  de!  trinomio  (24). 

EsE.  —  Sia  dalo  il  trinomio  x^—ix^+i  Paragonando  questo  trino- 
mio alla  formola  (23),  abbiamo:  2n=6,  g^=ç«=8,  q"=2  v/2 ,  g=  v/2  , 
g*cosT=2  ,  0  sia  2  v/T.cost=2,  cost=ï  v^^,  i=45®;  quindi,  doven- 
do  nel  nostro  caso  applicare  la  formola  (20),  nella  quale  i  valori  da 
dare  a  k  non  possono  essere  cbe  ft=o  e  fc==1  (n.^  66),  avremo  i  se- 
guenti  faltori  : 

•   A    #-=-             45      ^         .    ^    --;r-            4»>  ^211     -. 
05^-2 \/Y'  X cos  -5-  -1-2,     cc*-2  v/2 .  xcos  — = h2 ; 

6  6 

e  poicbë  cos — 5 —  =  cosl35^=— J-v/T» 

cos*^*r^'  =  cos (-l05*)=-cos  IS"  , 

avremo  flnalmente  pe'  fattori  richiesti 

aî»-2  v/y .  œ  cos  1 5°-h2 ,    x*+2a5+2  ,    xH^  cos  7  5<>-f  2 . 

m.  Dopo  tulto  il  précédente,  esporremo  qui  una  nuova  maniera 
di  trovare  il  reste  délia  divisione  d*un  polinomio  per  un  allro,  quando 
questo  si  troTi  scomposto  in  fattori.  E  primamenle  sia  u  una  funzio- 
ne  intera  di  grade  m  non  minore  di  n,  e  si  divida  u  per  ç(x)  primo 
membre  dell*equazione 

(25)  a5*-|-04aî*"*+ •  •  •  •  +a^,x-Ha^=o  ; 

sia  Q  il  quoziente  ed  i{  il  resto,  cbe  sarà,  in  générale,  del  gr.  (n— 1;™®  : 
avremo  identicamente 

(26)  u=Oç(a;)+B  ; 

ora  se  dal  primo  membre  eliminiamo  lutte  le  petenze  di  x  superiori 
alla  (n-iy^^  mercë  la  (25) ,  la  précédente  equazione  non  cessera  di 
essere  un  identité,  e  <f(x)  sarà  ridotla  al  gr.  (n-l)»®.  Supposta  ese- 
guila  cotesla  eliminazione,  poniamo  successivamenle  nella  (26)  le  n 
radici  oci,  cCj»  •••  Xf^  délia  (25);  ad  ogni  sostituzione  svanirà  il  primo 
termine  del  secondo  membre,  e  restera  sempre  u=R  :  ora  u  cd  Â  es- 
sendo  due  funzioni  intere  e  délie  stesso  grade  (n— 1)™^,  e  dovcnde  es- 
sere uguali  per  n  valori,  devono  essere  identicamente  uguali  (n.^  129). 

Questa  preposizione  comprende  come  case  particolare  quella  del 
n.^  123  ;  allora  ?(x)=x--a. 

IVH.  Laonde  per  cenescere  ciô  cbe  diviene  la  funzione 

(21)  fi=:6«a3"-|-64œ^-'+b,cc*"*-|- +6„^œ-h6, 


m  7 
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quando  se  n'eliminano  le  potenze  superiori  a  quella  di  gr.  (n— 1}""^  per 
mezzo  délia  (25),  coDvien  trovare  il  resto  délia  divisione  di  u  per 

(28)  ç  (a5)=:a;*4-a|X*"*-f  0,00^*4- +a^^x^a^. 

Ora  queslo  resto,  come  andremo  a  mostrare  puô  calcolarsi  age^ol- 
mente  col  melodo  di  divisione  di  Ruffini  (n."  124).  Supponiamo  pri- 
mamente  che  le  radici  di  9(x)=o  sieno  tulle  reali  ;  si  che  dinolandole, 
corne  sopra,  con  Xi,  a?,?  •..  sc^,  ayremo 

(29)  (p(x)=(x-xO  {x-Xi)  (x-Xi)  ....  (x-x^i)  (œ-x^). 

Dividasi  u  per  x-x^  ;  sia  Q^  il  quoziente  ed  r,  il  resto  ;  poi  si  di- 
vida  Oi  per  x—x^  ?  ^  ^i^  Qt  i^  quoziente  ed  r^  il  resto;  e  cosi  conti- 
nuando  sino-a  dividere  per  x—x^  ,  avremo  le  segucnti  uguaglianze  : 

u      =(x-X|)0,-f-r| , 

(30)  Qt    =(x-X3)(?3+r5 , 

b«-i=(aî-aîJO«+r,; 
dalle  quali,  con  la  successiva  soslituzione,  si  trae 


(31) 


u=Qn  (œ-aî,)(x-x,)(x-Xs) ...  ix-x^^(x-'X^_i){x-xJ 
-fr„   (x-X| Vx-x,)(3c-œj5  . .  •  (x-XnJt)(x'-x^^ } 
+r,j^(x-X4)(x-xOlx-Xa) ...  (x-x^^) 


+r,   (x-X|) 

e  poichë  la  prima  orizzoùtale  del  secondo  membro,  com'è  chiaro,  è  il 
prodotto  del  quoziente  Q^  délia  divisione  di  u  per  9(x),  cosi  tutlo  ciô 
che  segue  rappresenla  il  resto,  che  è  délia  forma 

(3i)     jR:=^Cox'^Vc4x'^*+Ctx""*+ +c^tœ+c«-«2C+c,j^i  • 

Posto  ciô,  facciamo 
9(x) 


X— X,j 


=x^'+a;x'^Vaix'^'+aix*"H +a;^2X+a;_| , 


(X— Xjj)  (X—Xji^,) 


M  ?(^)  .11-3  ,  «///,,.»-4  .  r„"^     .^O./»'" 


(x~x^)(x-x^O(*'-^».-t) 


^^-)  -  x+a^^, 


(x— x,i) (x— X„^i)  ....  (X— Xj) 

e  osserviaroo  che  il  secondo  membre  délia  prima  di  queste  uguaglian- 
ze rappresenta  il  prodotto  che  moltiplica  r„  nella  (31)  ;  il  secondo 
membro  délia  seconda  eguaglianza  rappresenta  il  prodotto  che  molti- 
plica r^, ,  e  cosi  via  via  ;  si  che  sostiluendo  e  ordinando  secondo  le 


"1 
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polenxe  disccndcnti  di  x,  troveremo  per  àetermniare  i  coefficienti  e 
di  R  le  seguenli  eguaglianze  : 


(34) 


Ora  i  resti  ff ,  r, ,  •  -  •  î*|»  s*otlengono  dividende  col  metodo  di  Ruffih i 
il  polinomio  u  saccessivamenle  per  x—Xt ,  œ— x,, ....  x— x,»:  i  coef- 
ficienli  a'i , ...  «'*-*  s'otlengono  dividende  con  le  stesso  metodo  ç(x) 
per  x-x„ ;  i  coefflcienli  a", , ...  a'',,^^  si  ànno  dividende  questo  primo 
quoziente  per  x— x„^i ,  e  cosl  appresso.  Calcolali  inlanto  i  delli  resli 
e  coeflicienti,  s*avranno  con  le  formole  (34)  i  coefflcienli  del  reste  di- 
mandate  ;  i  auali  corne  si  vede  si  calcolano  indipendentemente  Tuno 
da^rli  altri,  ne  si  presentan  mai  sotte  forma  indeterminata. 
EsBMPio.  -  Sia  u  =x*-2x*H- >x*-x-f  2  , 

ç(x)=x*-10x»+35x*-50x4-24 , 
=(x~l)(X"2)(x-3)(x-4). 

Dividende  primamentc,  e  successivamente  u  per  x~l,  x— 2,  x-3, 
x-4,  aviemo  (n.®  125) 

1,     0,       0,  -    2,+    5,-  1,+2, 

1  1,+  1,  +  1,  -     1,-1-    4,4-  3|-f3=r|  , 

2  1,+  3,  -f  1,  +  f3,+  30|+63=r2, 

3  1+6,  +25,  +  88|+294=r5, 

4  l,+!0,  +G5|  +348=-r4. 

DividenJo  poi  ç(x)  per  x~4,  x-3,  x— 2,  avremo 

1,-10,  +33,~50,+24 
4    1,-  C,  +11,-  6 
3    1,-  3,  +  2 
2    1,-  1, 

e  pcrô  sarà        a'4=—  6  ,    a'^  =  +  11  ,    a'j  =  -6  , 

a\=-  3,    a",  =:=+2,. 

a^=-l  ; 

quindi  con  questi  valori  délie  a  e  i  precedenti  délie  r  avremo  ,  secon- 
de le  formole  (34),  Co=348,  c^^^-MU,  Ci=3009,  C3=-1558  ,  onde 
il  reslo  cerc.ilo  di  u  per  <p(x)  è  348x*-n94xH30O9x-15D8. 

È  superflue  osservare  che  il  quoziente  è  quello  relative  air  ultime 
resto  r^,  e  pcrcii)  è  x'+lOx+GS. 

119.  È  da  notarc  che  le  divisioni,  che  occorre  escguire  neirappii- 
cazione  dcl  metodo  esposto  su  i  due  polinomii  u  e  çix),  devenu  farsi 
con  la  sola  avvertenza  che  Vordine  de'  divisori  successivi  per  uno 
debba  essere  inverso  di  queUo  per  Vallro]  d'altronde  per  ciascun  ik>- 
linomio  Tordine  de'  faltori  pu6  essere  qualunque. 
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190.  Si  potrebbe  in  altro  modo  detertninare  i  coelBcienti  del  re- 
slo  R  (32) ,  osseryando  che  questo  reslo  e  la  funzione  u  devono  ac- 
quistare  valori  eguali ,  ogoi  voila  che  si  pone  per  x  uno  de*  Talori 
sci,  Xs ...  x,i  (n.^  ^11)  ;  laonde,  dinotando  con  u, ,  u,, ...  ti^  i  valori 
di  u  côrrispondenti  a  questi  di  ce,  avremo  le  scguenli  eguaglianze  li- 


nean  : 


+c,  a3j^*+Cî  xr'-f 


(35) 


c.  aîJ"VC|  x^'^+Ct  xJ-V" 


'0 


J»-l 


-3. 


c„  x7~'h-C|  a^'^^-^Ci  0^^+ 


«  <  •  •  • 


Coa^r* 


+C|  a-J-^+Cj  0^^+ -l-c, 


i=w. 


dalle  quali  coi  solili  melodi  d*eliminazione  potremo  ricavare  i  valori 
di  Co,  c,, ...  c,|^|.  Perô  cou  questo  procedimento  il  calcolo  riescepiù 
prolisso,  dovendo  risohere  questo  sistema  di  equazioni. 

191.  Intanlo  ossenriamo  che  volendo  adoperare  questo  metodo,  un 
coeiBciente  qualuoque  c^  sarà  dato  dalla  formola 


(36) 


Cjt=-^ ,  essendo 


(37) 


A  = 


.«-! 


X 


/y»**— î  /y»       I 

tA/a  •  •  •  •     WU|        â 


x«  1 


or»"'""*  /v»*''*^*  or»      4 

<A'n         «A'  «  ....    m/m     J 


e  1^  essendo  queslo  stesso  déterminante  quando  la  verlicale  k^  si 
rimpiazza  con  la  série  de*  valori  t^f ,  u^,  «..  «i,». 

19%.  11  déterminante  A,  che,  ad  eccezione  dei  segoo,  puôscriversi 
anche  cosl  : 


(38) 


A  = 


1 

1 

1 

....   1 

œ, 

05. 

»« 

....  a?„ 

•       < 

X\ 

»           . 

....  x^ 

.    •    • 

,»-i  ^^—1  «,n— I 


Xi    '  X 


X 


/y.»-» 

....   «A/m 


si  chiama  déterminante  délie  radici  (reali  o  immaginarie) 
X| ,  Xt , ...  X,,  deir  equazione  ?(x)=o,  e  rappresenla  il  prodotto 

(39)    n  (x. ,  X, ,  Xs  . .  •  X J=(x^-Xj)  (Xi-Xj) (x^^-xj 

délie  differenze  di  dette  radici  conibinate  a  due  a  due.  In  fatti  toglien- 
do  la  s^^  dalla  7^^  orizzonlale  di  A  quel  déterminante  arquista  il  fat- 
tore  Xf— X5,  senza  cambiar  valore;  laonde  combinando  quelle  orizzon- 
laîi  a  due  a  due  in  tutii  i  modi  possîbili,  il  déterminante  A  acquisterà 
per  Tattore  il  seconde  membre  (39)  ;  ma  quel  seconde  membre  e  A 
âono  fuozioni  omogenee  délie  stesse  lettere^  e  son  dello  stesso  grade, 
perciè  non  possono  diversificare  tra  loro  che  per  un  fattore  coslante, 
il  quale  puô  essere  agevolmente  determinato  ;  imperocchè  un  lermi* 
ne  di  A,  evidentemente,  è  Xtxl  ....  x^'*;  d*altronde,  siccoroenel  for- 
mare  le  differenze  tra  i  valori  X| ,  Xt>  ec.  combinati  a  due  a  due,  si 
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puè  seropre  soUrarre  udo  di  essi  ordinatamenle  de  ciascuno  di  quelli 
che  lo  seguoDo^  cosl  al  prodoUo  n  si  puô  dare  la  forma 

n=(xj-a;|)  (cca-acj)  (x^-x^) (sCn-a^i) 

X  (œa-œ*)  (aî4-x,) (x^-x^) 

X  iX^—X^) (OJji-Xj) 

X  (x^-x^,) , 

c  chiaramenle  si  scorge  che  anobe  un  termioe  di  queslo  prodoUo  è 
^i^l^  ...  0^'* ,  laonde  il  faltore  costante  di  cui  è  parola  ë  1,  e  perô 
A=Ii,  c.  b.  d. 

19S.  Noteremo  qui  di  passaggio  che  le  equasioni  (35)  non  sodo  più 
in  numéro  sufficieote  per  determinare  le  coslanii  Co,  C| ,  ec. ,  quando 
alcune  o  lulle  le  radici  a?|,  x^,  ec.  sono  eguali  ;  e  la  formola  (36)  in 
queslo  case  si  présenta  soUo  forma  indetenninata  ;  ma  in  altro  luogo 
vedremo  corne  in  lai  caso  si  possano  formare  délie  nuove  equaiioni 
per  rimpiazzar  quelle  che  si  riducono  a  una  soltanto. 

184.  Inoltre  nel  caso  cbe  il  divisore  <f(x)  avesse  ,  corne  abbiamo 
supposlo ,  per  coeffioiente  del  primo  termine  Tunità ,  i  coeificienti 
Co,  c, ,  ec.  devono  essere  inieri  ;  laonde,  in  virtù  délia  formola  (36) 
possiamo  stabilire  la  seguente  proposisione  :  quando  nel  determi' 
fiante  A  si  sostituiscono  agli  élementi  d*una  sua  qualunque  verti- 
cale i  vahri  Uf ,  u^ u„,  che  prende  una  quahmqiie  funzione  in- 

tera  u  (  di  grado  noninferiore  a  quello  di  ç(x)  )  per  x=X| ,  x, ...  x^ , 
il  nuovo  détermina/nie  sarà  divisiMle  per  A. 

19S.  Lo  stesso  metodo  dichiarato  nel  n.®  178  puô  adoperarsi  eûan- 
dio,  quando  f  (x)=o  ammette  radici  immaginarie,  cioè  quando  <p  (x) 
amroette  divisori  del  2^  grado  (n.«  170)  ;  imperocchè,  corne  abbiamo 
mostrato  (n.®  129).  ilmelodo  di  Ruffini  puô  essere  esleso  alla  divisio- 
ne  d'un  polinomio  per  un  trinomio  x^+px+q.  Perlante  sia 

ç(x)=(aB*-2ata5+6î)(x*-2o4œ4-6î) ....  (a5*-2ajk^tX+6ÎU.,)  X 

X  \X    Xff^i)  ....  \X    Xf^J  j 

ove  k=n-h,  e  h  dinota  il  numéro  de*  fattori  lineari  ;  ciascun  faltore 
di  2^  gr.  corrisponde  a  una  coppia  di  radici  immaginarie  coniugale. 
Si  ponga 

u  =(x*-2otX+6J)  Oi+rix+r;  , 

(?j=(œ*-2a4cc+6î)  O^+r^x-rri  , 

Qn=ix-xJ  Ô^+r^  ; 
-=  x^'+a;x'*-*+ -f  a'^,  x*H-  •  •  •+a;^_, , 


y(x) 
x-x 


n 


^ . = œ"-*+a;'x»-*+ ....  +«';_,3c* .... +a;;_„ 
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<p(ac) jt ,  J*^ 


(05— Xu)  (05— a3,i_i) ...  (x— CC^4,i) 


ac*+a|  œ*"' +04^*^05*"*+ +af,, 


w(x)  v^       (A+2)..   -  (fc+2) 


(œ-œj (a;*-2aitir+6J) 


Ç(32)  ___      2  .  J*^*L  I  J*~*^ 


=  x^-fa,     x+a^ 


(x-xj (x*-2a2X+bî) 

ll=CoX""'+C|X'*"*+CtX""'4- +c^-2a5+c^i , 

e  ragioDando  corne  nel  citaio  numéro ,  Iroveransi  per  delerminare  i 
coefficienti  c» ,  C| ,  ec.  le  seguenti  eguaglianze  : 


•    •    • 


,  ,     „  <*)        ,(*+*)       , 

EsEHPio.  —  Sia 

,  tt=a!»-!Oa5'+10aî»-28a;*+i  , 

'        =(a!»-2x+4)  (œ»-2a!+l)  (ac-l)  (x-2)  (as-S). 

Divideado  u  successiTamente  per 
(42)  x*-2aj+4  ,  œ*-2aj+l ,  œ-l ,  a5-2 ,  x-3  , 

aTremo  il  seguente  specchietto  (n.<  129,  e  12S)  : 

l,+0,-10,+  0,+10,+    0,+    0,-  28,+     0,+  1 


2       +2,+  4,-20,-56.-  12,+200,+448 

-4  -  4,-  8.+40,+H2,+  24,-400 

l,+2.-l0 -28,-  6,+100,+224,+  20 


2         2,+8,-  6.-16,-158, 

-1  -1,-  4,+  3,+  38 

l,+4,-3,-38,-19,-  20 

1  l,+5,  +2,   -36.-l!5|-135=r5, 

2  l,+7,  +16,-4|-123=r,, 

3  l,+IO,+46  |+134=r,. 


+    40 

-  896.-80 

-85605-19 

r',=-856,r',=  -79, 
-  40 
+  79,+20 
263aB+40  r',=263 ,  1^5=40  , 
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Dividendo  simîlmente  f (x)  per  gli  stessi  divisori  (42)  presi  in  or- 
dioe  inverso,  avremo 


3 
2 
\ 
2 
-i 


l,-10,+44,-114,+187,-l88,+104,-24 
1,-  7,+23.-  45,+  52,- 32,+    8 
1,-  5,+13,-  19.+  14,-    4, 
1,-  4+9,-  10,+    4, 


2,-4 


8 


2,-4  ;  laoode  sarà 
a;=-l,  a;=  23,  a;=-.-45,  a[  =    52,  aj  =-32,  «;  =   8  , 

a7=-  5,  <=    13,  ai'  =-19,  <'  =   14,  a','  =-4  , 

a7=-  4,  a7=     9,  a';'=-10,  a7=    4  , 

aî=-2,    a;=   4; 

e  quindi,  secondo  qaesti  valori  e  quelli  dir  precedeatemente  Irovati, 
ayreroo,  seconde  le  (40)  i  valori  seguenti  délie  c 

c«=fî=i34 , 
C|=r,a;+re=-1061, 
Cr=r^  a;  +r«  a;+r5=3562  , 
Cs=r,  <+reai'+r5a';'+r;=-6826 , 
c^=r,  a;+re  oi'+f,  a';'+fia;  +ri=1604  , 
C3=^ï  ai+reai'+rjtt'i'+r;  a;+ri  a;+r;=-45U  , 
«6=^7  oi+re  ai'+r,  a'i'+rj  oj+r;  =1105  ; 
laonde  «I  resto  délia  divisione  délia  funzione  u  per  la  (f(x)  (41)  è 

134a^-1061x«+3562a;»-6826a;«+1604aB*-4544x+1105. 

LEZIOKE  XI. 

Rélazioni  ira  le  radici  (VurCequazione  e  i  suoi  coefJicienlL  —  Comjfosizione 
de'  polinomii  derivati  d*un  data  poftnomto,  per  mezzo  dê^failori  di  que- 

^  ai'uUimo.  —  MUoluzione  d'un  aistama  di  equazioni  Imeari  in  un  easo  par- 
iicolare. 

190.  Abbiasi  Tequazioae  di  grado  n*^ , 

(E)  f(x)=aî*+a,ûc^^+atX*"*+-  •  •  •  +a,|_ia5+o^=o , 

e  sîeno  as, ,  a?,, ...  x^^  le  sue  n  radici  :  avremo  (n.^  168,  B.  n.*  518), 

jB^+ajOc^' +ajaî*~*+  •  •  •  •  +a,»^x+a^= 

(x-œ^)  (œ-ccj)  (îB-Xs) (a-x„^)  (x-xj= 

ac^*+*-*'+XiXtaDs...  X»  ; 


X'*-X| 
-X, 
-X. 


-X. 


X 


>JI-f 


,fl'S 


'-4-    ir*  ir»    I 'v»'''~""_-'Y»  <>»  T» 
+    XfXj 


+   XfXj 


+X„_|X,i 


"■"X|X^X^ 


"""X^Xj^Xii 


— X,j_îX,i.|X„ 
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siche  dovendo  cssere  identici  i  duemembrii,  dev'essere  (q.''  31). 

aj= +{XiX^-\-XiXi-{- +a5|X^+  •  •  •  •  +aj,j_4ac^) , 

(1)    \  a5=-(aC|X2X3+ac,aîjOC4+ +X|acjaî^+ -^x^tX^^iXn) , 

•  •••••••• •••? 

Pertanto,  corne  si  rileva  da  eotçste  eguaglianze,  si  puô  stabilire  la 
proposiziooe  seguente  :  in  ogni  equazione  ndoita  alla  forma 

x"+a|X"-*+aïX'*--+ +8,i-iX+fln=o , 

U  coefficiente  del  secondo  termine  ë  uguale  alla  somma  alg ebri- 
ca délie radid^presa col segno  contrario;  il coefficifinte dd  ter- 
zo  termine  ë  uguale  alla  somma  algebrica  dei  prodotti  deUe  radi 
d,  comMnate  a  due  a  due^  presa  collo  stesso  segno  ;  il  coe/Jîcien- 
iedel  quarto  termine  ë  uguale  alla  somma  algebrica  délie  radid 
combin^ie  aire  a  tre,  presa  col  segno  m  uta  t  o  ;  e  cosi  continu^n- 
do,  in  modo  altemato  rispeito  ai  segrd  sino  a  giungere  alV  ultimo 
termine,  che  ë  uguale  al  prodotto  algebrico  di  lutte  le  radici 
preso  con  lo  stesso  segno,  o  col  segno  mutato,  «econdo  cheU 
gr ado  deli equazione  è  pari,  o  impari. 

187.  Le  relazioni  (1)  ci  fan  vedere  cbe  i  coefiicienti  a  sono  funzio- 
ni  simmetricbe  délie  radici  délia  data  equazione  (n.<^  iS),  e  il  grado  di 
ciascun  coefficiente  rispeito  aile  radici  è  uguale  airindice  di  detto 
coefficiente,  per  modo  ébe  il  primo  membre  dell* equazione  (E)  è  un 
polinomio  omogeneo  rispeito  all'ignota  e  aile  sue  radici. 

188.  Inollre  si  scorgo  dalla  medesima  relazione  cbe  i  coefiicienti 
a  sono  funzioni  lineari  d'una  radice  qualunque  :  in  guisa  cbp,  in  gé- 
nérale ,  a„^=Pcc,„+0  ,  in  cui  P  e  (?  sono  due  funzioni  intere  délie 
rimanenti  radici  x^,  Xy.  x„^i ,  ^m+i**  «^a* 

189.  Discende  immedialamente  dalla  proposizione  del  n.^  186  cbe, 
senza  sapere  le  radici  d'una  data  equazione ,  ne  conosciamo  la  loro 
somma,  la  somma  dei  loro  prodotti  a  due  a  due  ,  ec.  Cosl  le  radici 
dell'equazione  aD*-5flD+7=o,  quanlunque  ignote,  sono  tali  perô  cbe  la 
loro  somma  ë  nulla,  ed  è  nulla  pure  la  somma  de'  prodotti  di  dette 
radici,  prese  a  due  a  due  ;  la  somma  dei  prodotti  di  dette  radici,  pre- 
se  a  tre  a  ire,  è  +5  ;  e  il  loro  prodotto  è  +7. 

190.  Similmente  le  n  rad*ci  a\  a" ...  a^*^^  d'un*equazione  binomia 
ac*-l=o  son  tali  cbe 

a'-fa"+a'"+--+a("î=o, 

a'a"+a'a'"+-  •  •  •+a'a('»)+ . . .  .+a<"-')aW=o , 

a'aV+. .  •  .+a'aV'*>+.  •  •  • -f-a<*»-*)a('*-')a('*)=o  . 


aW'...a("-')aW=(-lf. 


191.  La  stessa  superiore  proprielà  ci  porge  il  mezzo  onde  com/por- 
re  i  coeffidenti  d^un'equazione,  le  cui  radici  sono  date  :  cosl,  si  vo- 
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glia  queirequazione  cbe  deve  a?er  per  radici  +2,  -6,  2+1,  2-t,  es- 
sendo  4=  v/^«  Avremo 

4-2-6+2+i+Sl-t=o, 

+2x-6+2(2+i)4-2(2-i)-6(2+<)-6(2-i)+(2+i)  (2-<)  =-23 , 
4-2x-6(2+<)+2X-6(2-i)+2(2+i)  (2-t)-6(2+i)  (2~i)=-68 , 
+2X-6(2+i)  (2-i)=-60  ; 

quindi  il  coefflciente  del  2^  termine  délia  chiesta  equazione  de?'esser 
zéro  ;  quello  del  3^.  termine  dev'esser  --23,  quello  del  4^  dev*essere 
+68,  e  flnalmente  il  termine  nolo  dev'essere  -60  :  onde  l'equaiione 
dimandata  non  puô  essere  altrimenti  che 

a;*-23x*+68x-60=o. 

IWt.  Ma  le  stesse  relazîoni  (1),  che  risoWono  il  problema  prece* 
dente ,  non  risoWono  parîmente ,  con  la  stessa  faciUà ,  il  problema 
inverso,  duello  cioè  di  trovare  le  radici  per  mezzo  dette  relazùmi 
ira  quesie  radici  e  i  coeffleienti  deKequazione  dala.  la  effelli  po- 
niamo  che  si  traiti  deU'equszîone  di  3"*  grado 

(2)  Qi^-taiX^+a^-\-ay=o , 

e  diootiamone  con  t,u,v  le  ire  radici  ignole  :  doyremo  avère,  seeondo  le 
relazioni  (1  ) , 

(3)  t+îM-v=-a4  5    tu-\-tv-\-uv=a2 ,    tuv=^—a^. 

Ora,  moltiplicando  la  prima  per  t',  la  seconda  per  t  e  soltraendo; 
quindi  sommando  il  risultamento  con  la  terza ,  e  riducendo ,  trove- 
remo. 

(4)  tHa|t«+aj(+aj=o , 

donde  si  vede  che  per  delerminare  il  valore  délia  radice  t,  è  lo  stesso 
che  risohere  Tequazione  proposta  (2).  Altrettanto  avviene  per  le  allre 
due  radici  u  e  i;  ;  imperocchè,  yista  la  forma  simmetrica  con  cui  tulle 
e  Ire  le  radici  t,u,v  entrano  a  formare  le  relazioni  (3),  s*avrà  Tequa- 
lione  che  détermina  u,  o  quella  che  détermina  i;,  sol  che  si  cambi 
nella  (4)  f  in  u  o  in  v.  E  appunio  perche  le  relazioni  fra  i  coeiBcienti 
deireqoazioni  e  le  sue  radici  sono  simmetricbe,  queste  radici  eotrano 
tutte  aUo  stesso  modo  a  formare  requazione;  né  puô  una  di  esse  es- 
sere determinata  in  modo  diverso  da  quello  con  cui  si  determinano  le 
rimanenli  ;  laonde  tutie  debbono  essere  determinate  per  mezzo  d'^n'e- 
quazione  unica,  che  ë  appunto  l'equazione  data. 
lus.  Passiamo  ora  a  considerare  il  consueto  polindmio 

(5)  f(x)=a5»+a,x*-*+o»a5*^*+  •  •  +a^,a;4-a„  ; 

dinotando  con  a?| ,  x^,  ...  o?^  le  n  radici  di  questo  polinomio  egua- 
gliato  a  zéro,  avremo  (n.^  152) 

(6)  t{x)=(x-Xi)  (x-x^  (œ-Xj) ....  (x^J  ; 
e  ponendo  x+t/  in  luogo  di  x,  sarà 
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(1)       f  (œ-hî/)=[y-f(ac-œO]  [y+(œ-a;,)] ....  [(yHx-x^)] 

essendo  (n.^  186)         n 

6,=:(x-œ|)+(ûc-œj)+ +(x-aîj , 

b^=(x-'X^)  (a?-œjt)+.  -H-Cx-x,)  (a)-xj+'  •+(x-x^j)  (x-ac„) , 
68=(x-X|)  (x-Xj)  (x-X8)+ 4-(x-x^j)  (x-x^(x-xj , 

• » 

6«-i=(x-x,)  fx-Xj) ..  (x-x^|)+-  -H-Cx-x,)  (x-xi)  (x-xj , 
6.=(x-Xj)  (x-x^)  (x-Xs)  •..  (x-xj. 

Ma  sappiamo  d'allronde  (o.<>  116)  che 

f(x+y)=f(x)+r(x).î/+fr(x).î/H-  •  •  -+2/* , 

qoiDdi,  doveQdo  essere  questo  svilappo  identico  coiraltro  (1),  i  eoef- 
fieieoti  délie  medesiaie  poteoze  di  y  y  ne'  due  svilupp»,  devono  essere 
idenlicamente  uguali  ;  laonde  scrivendo  invece  de*  coeiBcienti  b^ , 
&2 ,  ec.  le  loro  espressioni  precedeoti,  avremo  le  segnenti  identité  : 

f(x)=(x-X|)  (x-Xj)  (x-Xj) ...  (x-xj  ; 

!(x-X|)  (x-x^)  (x-x,) ...  (x-x^i)  (x-x^i) 
+  (X-X,)  (X-Xj)  (X-Xj)  . . .  (x~x^î)  (x-x  J 
^  +  (x-Xt)  (X-X3)  (X-X4)  . . .  (x-x^i)  (x-x J  : 
(     (x-xO  (X-Xj)  fX-Xj)  . . .  (x-x,^^)  (X-X^j) 

1  fYajW  3+  (a^-œ,)  (x-xO(x-x,) ...  (x-x^^)  (x-x^.,) 


Xx)^  ., 


) 


'+  (X-X5)  (x-X4)(x-X5)  ...  (x-x^i)  (x-x«)  ; 
ec. 

IM.  Posto  ci6,  eonsideriamo  solo  la  seconda  di  cotesie  identité, 
come  quella  che  ci  sarà  più  necessaria  in  appresso,  e  osserviamo  che 
ciascun  suo  termine  non  è  aliro  che  il  polinomio  dato  mancante  d'un 
suo  fattore  ;  cosl  il  prioio  manca  del  fattore  x— x^ ,  il  seeondo  manca 
del  fallore  x— x,^|  >  ce. ,  e  Tuliimo  manca  del  fattore  x— X|  ;  si  che, 
scrivendo  in  ordine  inverso  sarà 

(8)  f(^)  =  JN^J^^.M.+  ....+J(^: 

.  X-X|     X-Xj     X-Xj  ^— ®» 

ora,  se  poniamo  inquesta  formola successivamente,  x=X|,  x==X|,... 
x=x« ,  non  vi  resta  ogni  volta  che  un  sol  termine ,  quelle  cioè  die 
conliene  il  denomînatore  x-X| ,  nel  primo  caso,  quello  che  contie- 
ne  X— Xs ,  nel  seeondo,  ec  Quindi  avremo 

!r(X|)=(X| — Xjj (X|  Xj) ......  (X|— Xn) , 
f'(»,)=  asj-x,)  (x,-a5,) (3Bi-»,J , 
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E  moltiplicando  per  ordine  queste  equazioni  e  osservaDdo  1  .*  che 
ogDi  fattore  si  Irova  rîpetuto  due  TOlle  ma  col  segno  cambiato  (  corne 
X|-Xt ,  x^—Xi)j  per  modo  che  nel  prodotto  risulta  elevalo  a  quadra- 
to  e  col  segno  —  ;  2.^  che  il  numéro  di  quésli  fattori  quadrali  à  qaanto 
il  numéro  délie  combinazioni  di  n  cose  prese  a  2  a  2,  cioè  in{n—\), 
e  perciô  il  prodotto  sarà  positiyo  o  négative,  seconde  che  questo  nu- 
méro 6  pari  o  iropari  ;  cosl  avremo  la  notevolissima  relazione  do- 
Tuta  a  Wandbrmondb  , 

(10)  r{x,)P{x;)V{x,) ...  iXx^,nxJ= 

{^\y'^'^\x,^x,)\x,--x,)\.{x,-x^\..^^^^^ 

essendo  1  il  déterminante  del  n.^  182. 

19S.  Mercè  le  relazîoni  (1)  si  puô  agevolmente  risolvere  un  siste- 
ma  di  n  equazioni  ad  n  incognite  y, ,  y^  ••  2/^,  nel  caso  in  cuî  i  coef- 
ficienli  d*una  stessa  incognita  sono  le  poteoze  d'una  stessa  quanlità, 
dalla  poteoza  di  grade  zéro  sino  a  quella  di  grade  n-l  ;  vale  a  dire 
quando  si  tratta  del  segueote  sistema  : 

2/1+      yi+       2/S+----+     2/«=l 


In  effetti  (*)  rappresenti  u  una  quanlitâ  incognilay  e  si  faccia  il  po- 
linomio 

(12)  Pn^ii-P^tU^Pf^u^+  '  • +P.w'^*+u'*-':=9(u)  ; 

essendo  le  P  quanlitâ  indeterminate.  Indi  si  moitiplichino  le  prime 
fir-l  equazioni  (11)  rispeltivamente  per  P^, ,  P^,  ••  Pi ,  e  s'addizio- 
nino  insieme  coo  l'ullima  ;  la  somœa  che  otliensi,  Tista  la  formola  (12) 
puô  essere  scritta  cosl  : 

(13)         ?(a).yi+ç(6).y2+?(c).yi+-  •+ç(0-y»-i=?H- 

Or  avendosi  a  delerminare  n~l  indeterminate  P^^,  P»_2,  ec,  por- 
remo  le  n-l  equazioni  seguenti  : 

(1*)  ?(6)=o,    ç(c)=o, ç(l)=o, 

e  cosl  la  (13)  darà  immediatamente 

nel  tempo  stesso,  poichè  le  (14)  indicaoo  che  le  n-i  quandtà  6,  c, .. 
{ sono  radici  dell'equazione 

<p(u)=u»-VP,t*'^*+-  •  •  •+P„-itA+P«_,=o  , 
(♦)  Caughy,  Cours  d*ona/y5e,  i'«  partie,  pag.  7t. 
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cosl  le  quanlità  P, ,  P^ ...  P„.t  sono  già  note  in  virtu  delle  nomioate 
relazioQi  (1),  e  si  à  pure 

ç  {u)={tL-b)  (a-c)  ....  (w-l)  ; 

si  chela  (15)  di^iene 

_(m-ft)(m-c)...,(m-0 
^^^  ^*""(a-6)(a-c)....(a-0' 

e  il  Talore  dellMncognita  y^  resta  cosl  delerminato. 

Senza  ouoyi  calcoii,  ma  guardando  alla  simmetria  deile  date  equa- 
zioni  (1i)  e  alla  formoia  (16),  si  à  tosto 

(m-a)(m-c) ....  (m-l) 
!/«  = 


(il) 


2/3 


(6-a)(6-c)....  (6-1)  ' 

(m-a)(m— 6) ....  (m-l) 
(c-a)(c  -6) (c-l)  ' 


_  (m— a)(m-6) . , . .  i  m— /i) 
2/»~ 


(l-a)(l-6)....(i-/0  ■ 
lf>6.  Se  si  pone  f(x)=(a;-a)  (ac-6)  (x-c) ...  (ac-0>  a^remo  pri- 

mamente 

f(m) 


(18) 


m- a 

f(m) 
m— 6 
eo.  ; 


=  (m-6)  {mr--c) {m-l) , 


=  {m-a)  (m—c) (m— l) , 


e  iaoltre,  secondo  le  relazioni  (9) , 

r(a)=(a-&)  (a-c) (a-ï) , 

(19)  i  r(6)=(6-a)  (6-c) (6-1), 


ec.  ; 


laonde  in  Tirtù  di  quesle  relazioni  (18)  e  (19)  le  formole  (16)  e  (17) 
possono  essere  scritte  più  compendiosaftienie  cosl  : 

f(m)  f(m)  f(m) 


(20)     y,= 


(wi-a)f'(a)  ' 


!/2  = 


(m-6;r(6)  ' 


!/«= 


(m-l)  VU)' 


lOY.  Se  le  (11)  si  risohono  con  Tuso  de*  determinanti  si  à 


(21) 


1  Afc— . 


î/„=-^  ,  essendo 


(22) 


A  = 


1 

a 
a' 


a 


n-i 


1       1 ! 

6      c  .  . .  .  t 
6^     c«  . . .  P 
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e  Aa»m'  ^6«fii)  '  *  •  •  ^1=9»  (^îQOtando  questo  siesso  delerminante  qoan 
do  a,  0  b, ...  0  l  si  cambia  in  m. 

Ora  moUiplicando  le  (20),  e  parimente  le  (21)  ;  uguaglîando  i  pro- 
dotti,  cfae  devono  essere  uguali,  e  osservando  ehe 

(m-a)  (m-6) ....  (m-I)=f  (m), 
e  che  V(a)  t\b) r(I)=(-l)î~*^*"*^A*,  (10) 

si  à  la  segueale  notevole  relazione  : 

(23)  [f (m)]— l-«=(-!)i-<— )  1^  A».„  . . .  .  1^ , 

ricordaDdosi  che  m  puô  esser  presa  ad  arbiuio  ;  e  siccome  i  prece- 
denti  ragionamenti  ooq  s^alterano  se  si  suppone  che  alcunedelle  quaa- 
tîlà  a,  b,  c,  ec.  fossero  immagioarie,  cosl  queste  quantité  soqq  le  n 
radici  deirequaziooe  f(x)=o. 

198.  Poslo  m=o,  e  osserrando  che  f(o)  è  l'ultimo  termine  deHV 
quazione  f(as)=  o,  e  perciô  =  abc ....  l,  e  che  il  prodotio  de'deler- 
minanti  del  seconde  membro  (23)  si  riduce  ad 

(abc ...  l)"^*  A,  Ij  -••  ^n  9  essendo 
Ai,  1,9  ••••  ^n  î  déterminant!  délie  radici  délie  rispeltive  equazîoni 

f(cc)  __         t{x)  _  f(a5)  _ 

-— 0  •  T"  — 0.  .•••••  , —  0  • 

œ— a  oc— b  x—l 

avremo  dalla  (23) 

(24)  A»-*=(-l)i«(«-0  X,  A, A^ , 

e  sostituendo  questo  valore  nella  (23)  ne  risulia 

(25)  ^Ta^^'"a^*^=  [f(^)l*"*- 

1|  I2  •  •  •  •  *^n 


LEZIONE  XIV. 
Melodo  per  cercare  i  divisorfdi  grado  supericre  d'tina  data  equazione. 

190.  Da  quanto  è  spiegalo  nella  lezione  XII  risulta,  che  volendo 
scomporre  in  fattori  lineari  il  polinomio 

(1)  f  (ac)=a5*+aiX*^+a2aî*"*+ +a„^œ-f  a„ , 

bisogna  trovare  le  n  radici  X| ,  x, ...  as^ ,  deU'eqaasione  f(x)=o;  dopo 
di  che  si  à 

f (a5)=(aî-a;|)  (x-oc^)  (x—x^) ....  (x-flcj- 

Falto  ciô  polremmo  irovar  i  divisori  compostif  cioëquelli  di  grado 
superiore  al  primo,  combinando  quel  fattori  semplici  a  due  a  due,  a 
ire  a  tre,  ec. ,  secondo  che  si  yolessero  i  flaltori  di  2^  di  3®  grado,  ec. 
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D*ODde  risulla  che  UD*eqaaziQD6  di  gr.  n^^  à,  in  générale,  (K.  n.^  353) 
1 2]  dîTisori  di  2®  grado;  Ijl  divisori  di  3®  grado,  ec. 

200,  Ha^  senza  prima  irovar  le  radici  deirequazîone,  si  possono  , 
in  générale ,  trovare  i  divisori  di  grado  superiore  del  primo  membro 
d'una  data  equazione,  0,  cià  di'  è  lo  siesso,  i  divisori  composU  d*  un 
dato  polinomio,  ad  eccezione  del  fatlore  coslante,  cheè  ilcoelHcienle 
del  primo  termine;  il  principio  su  eui  si  poggia  cotesta  ricerca  ë  il  se- 
guente. 

Supponendo  che  del  polinomio  (1)  si  voglia  un  divisore  di  grado 
m<ny  queslo  divisore  sarà,  in  générale,  délia  forma 


(2)  <p  (ac)=a;'"+Piaî"'~*+PtX~-*+ +î>«^»+P 


'«» 


essendo  Pi ,  Pt ... p^  dei  coeiScienti  da  determinare  ;  e  sarà  f (as)  di- 
visore di  f(x),  se  il  reste  délia  divisione  risulti  nulle  ;  laonde  si  farà 
la  divisione  di  t(x)  per  <f{x),  corne  se  lep  fossero  note,  cootinuan- 
dola  sinchè  non  si  giunga  ad  un  residuo  di  grado  inferiore  ad  m  ;  il 
quale  grado  sarà  al  più  eguale  ad  m-1 ,  s)  cbe  questo  residuo  sarà  un 
altro  polinomio 

cbe  dev'essere  identicamente  nulle,  e  perô  (n.^  31)  d^vono  a  ver  luo- 
go  le  equazioni  seguenti  : 

(3)  ^0=0,  ^4=0, T^t=o,  r^i=o  , 

le  quali,  in  générale,  sono  m,  cioë  lanie  quanti  i  coefflcienti  incogniti 
del  polinomio  f  (x),  e  il  primo  membro  di  ciascuna  è  una  funziooe  di 
questi  coefflcienti  e  di  quelli  del  dato  (1  )  ;  si  cbe  la  questione  propo- 
sta trovasi  cosi  mutata  in  un*altra  più  difficolloso,  qualè  quella  di  ri- 
solvere  il  sistema  di  equazioni  (3),  le  quali  possono  essere  formate  con 
la  formola  (15)  del  n.^  132  ,  essendo  noti  i  gradi  n  ed  m,  e  quelle 
di  ^(x). 

201.  Volendo  dicbiarare  cotesto  procedimento  dl  calcolo,  suppo- 
niamo  si  voglia  un  divisore  di  2®  gr.  dell'equazione 

(4)  a^-\'a^x-\-ay=o. 

11  divisore  cercato  avrà  la  forma  x^+PfSc+Ps  ;  efacendo  la  divisione 
avremo 


Dîvid.®     œHc^œ+a, 

— flC'-PiX^-PjflD 


x^+PiX+Pf  Divi.* 


x-p, 


-p,x«+(a,-Pï)a5+a5 

+Piagt-i-pîagtPfP> 
Reste  (pî-p»-f  aj)x+p,Pt+as. 

Eguagliando  a  zéro  questo  reste  si  à 

(PÎ-iJ«+aï)x+PiPî-ha5=o ,  e  quindi 
(5)  PÎ-P2+Ot=o ,  p,P2+a5=:o  ; 

coteste  equazioni  sono  quelle  corrispondenli  al  sistema  (3),  e  servono 


88  GOMPLBUENTO  A6LI  ELEMENT!  d'  ALOEBRA 

a  determinare  i  coeiBcienti  ignoli  Pi ,  P2  ;  il  che,  in  queslo  caso,  s*ot- 
tiene  prendendo  il  valore  di  p^  dalla  seconda  equaiione  e  sosiituen- 
dolo  nella  prima,  con  che  si  à 

(6)  PÎ+a^Pi+a3=o; 

e  risoluta  quindi  quesi'equazione,  s*aYrà  il  valore  di  p^  per  mezzo  dél- 
ia seconda  (5). 

Or  Fequazione  (6)  non  è,  rispetio  alVincognita  p, ,  diversa  dalla 
stessa  proposta  (3)  ;  e  perô  tanto  vale  trovare  i  coefflcienii  pi ,  p^  qaan- 
to  risolvere  la  proposta  equazione,  che  è  del  3^  gr.  ;  ciô  dipende  dal 
perche  i  fattori  di  2^  grado  délia  (4)  devono  essere  |^.3(3-1)  cioè  3 
(n.M99). 

202.  E  la  difiicoltâ  cresce  col  grado  deirequazione  data  e  del  di- 
yisore  cercato  ;  imperciocchè,  lornando  al  Caso  générale  f  n.^  20O), 
osserviamo  che  i  divisoridi  grado  m^^  del  polinomio  (1)  di  grado  n^ 

SODO  ^9  quindi  di  questo  oiedesimo  grado  dt'.ve  risuUare  l'equa- 

zione  rispetto  a  uno  qualunque  de!  coefficienli  p  del  divisore  (2),  de- 
doHa  dalla  eliminazione  fra  le  equazioni  del  sistema  (3),  e  che  si  dice 
cquazione  finale.  Ora,  per  m=l,  e  per  m=n— i ,  la  formola  précé- 
dente, e  quindi  il  grado  deirequazione  finale  sarà  dello  stesso  grado 
délia  proposta  ;  ma  facendom=:2,3...  sino  adm<|(n+l)  si  ànno 
de'  numeri  crescenti  superiori  ad  n,  e  che  lornano  in  senso  contrario, 
per  valori  di  m>l(n-hi). 

203.  Vi  è  pure  un*aitra  maniera  di  risolvere  il  medesimo  proble- 
ma  précédente,  e  consiste  nel  supporre  già  trovati  il  fattore  9(x)  che 
si  va  cercando,  e  il  quoziente  %{x)^  che  dalla  divisione  del  polinomio 
î(x)  per  (p(x)  ne  risul'erebbe  :  cotesli  polinomii  90%  sono  di  gradi 
già  noti,  perciocchè  la  somma  di  questi  gradi  dev'essere  egualead  n, 
e  qu«?llo  di  (f{x)  è  noto,  perché  dato;  quindi  la  forma  di  cp  e  %  à  nota,  es- 
sendone  ignoti  i  soii  coemcienti,  i  quali  verranno  determinati  con  l'os- 
servare  che  dev'essere  identicamente  f(a3)=  ç(x).%(x)  ;  e  perô,  egua- 
gliando  i  coefQcienti  delte  ogunli  potenze  ne'  due  membri,  si  forme- 
ranno  tante  equazioni  per  quanti  sono  i  coefficienli  ignoti  de' due  po- 
linomii ç{x),  %(x),  e  si  potranno  cosl  determinare,  in  générale  que- 
sti coeOicienti. 

EsBVPio.  -  Si  vogliano  i  fattori  di  2^  gr.  deirequazione 

(7)  '    x^i-a^x'^  ^a^x-\-ai=o, 

Sieno 

(8)  x^+px\-q,    x-H-p'flC+q' 

questi  fattori,  e  dovrà  essere  identicamente 


x^i-p 

+p' 


x^+qp^ 


x+qq'  : 


ac'-h    q 
+PP' 

+  q' 

onde  avremo  le  seguenli  equazioni  : 

(9)  p-l-p  =0  :  <7+pp'+ç'^a2  :  pq'-^qp'=a:i  ;  qq'=(h^ 
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Per  ricavare  da  qoeste  equaBloni  i  yalori  délie  ignote  p,  g,  p\<i  ^ 
si  prenda  dalla  prima  il  valore  di  p'  e  si  sostituisca  nelle  due  seguenti, 
e  avremd  successivamente 

9+9'=a,+p*,       9'-g=^. 

e  sostituendo  fiaalmente  questi  valori  nell'  ultima  délie  (9) ,  ridu- 
cendo  e  ordiDando,  ^'ottiene 

(H)  p*+2chtP»+(a*-4a4)p*-o;=o. 

Risolyendo  quest'equaxioae  si  àono  i  ? alori  di  p,  i  quali  sostituiti  nel- 
le (10)  e  nella  prima  (9)  delerminano  i  valori  de'tre  coelficienti  9,9',p\ 
e  cosi  restano  determiaati  i  due  fattori  di  2^  gr.  (8)  délia  proposta 
equazione  (7). 

L'equazioDe  (11)  è  del  sesto  grado,  e  perô  deve  ammettere  sei  ya- 
lori ;  e  poichè  le  (10)  e  la  prima  (9)  sono  del  r  gr.  rispetto  a  q,q\p\ 
06  segue  che  anche  ciascuna  di  queste  ignote  ayrà  sei  valori  ;  ciô  av- 
viene  appunto  perché  la  proposta  equazione  (7)  deve,  in  générale, 
ammettere  6  fattori  di  2*  gr.  (n.*  199). 

1SII4.  Dai  due  esempii  precedentemente  dichiarati  si  scorge  come 
la  ricerca  de' fattori  di  grado  superiore  al  primo  d'una  data  equazio- 
ne, conduca,  in  générale,  alla  risoluzione  d'un'equazione  di  grado  su- 
periore a  quelle  délia  data.  Ritorneremo  in  altro  luogo  su  questo  me- 
desimo  argomento. 


CAPITOLO  V. 

IMle  fkiiizlonl.slBiaielriehe  délie  radM  d'w'  e^piaslone. 

LEZIONE  XV. 

Délie  piraioni  simmetriche  délie  eomme  deUe  poienze  simili 

délit  radici  d^urC tquazione. 

20S.  Dinotando  con  X| ,  x^ ,  . .  .x^Xtn  radici  delFequazione 

(1)  f(ac)=a5*+a|a;*^+a2œ"^*+ a^^x-k-a^-o, 

abbiamo  le  relazioni  seguenti  (1,  186)  : 

a|=— (a54+ÛCji-hSD3+ +05^  , 

(2)  <  a5=— (x^aî,X5+XiX3iX44-'  •  +3c„«tX,^|X^ , 

On— -^"""1^  XiXjX)  •   •    •   •  X||. 

I  secondi  membri  di  coteste  equazioni,  come  chiaro  si  scorge,  sono 

RuBiNi,  Complemento  d' Algebra  12 
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funzioni  simmetriche  delleo^^aCj,  ec.  (n.**lS),eperô  i  coefficienii 

d*un'equazione  soao  funzioni  simmetriche  délie  radici. 

Quando  neirequazione  data  (1)  il  primo  termine  à  un  coefflcîente 

a^ ,  allora,  com*è  chiaro,  converrà  in  queste  formole  (2)  porre  in  luo* 

go  di  a, ,  a^ ,  . .  a,i,  rispetlivamente  —,—...  — ^. 

200.  Comechè  ciascuna  délie  funzioni  (2)  è  una  somma  di  termi- 
ni  simili  e  allo  slcsso  modo  format!  per  mezzo  délie  radici ,  prese  ad 
una  ad  una,  o  a  due  a  due,  ec. ,  cosl  si  è  soliti  di  scrivere  un  solo  ter- 
mine preceduto  dal  segno  2 ,  che  indica  somma  ;  e  perô  si  scrive 
compendiosamente 

(3)  a^=  -IXi ,    02=2x^05^ ,    a^=  -Sac^x.Xjt  y  ^^' 

Cotesle  funzioni  simmetriche  £  sono  le  più  semplicl,  non  per  la 
forma,  ma  perché  il  valore  di  ciascuna  è  espresso  da  un  solo  coeffi- 
ciente  deirequazione.  In  ciascuna  di  esse  grindici  h,i,k,  ec.  possono 
prendere  tutti  i  valori  possibili  da  i  sino  ad  n  ;  ma ,  nelle  somme  a 
due  indici  hei  non  possono  tutti  e  due  quest*  indici  avère  a  un  tem- 
po lo  stesso  yalore  ;  cosl  pure  nella  somma  a  tre  indici,  questi  non 
possono  avère  lo  stesso  valore  al  tempo  stesso. 

^OV.  Vi  posson  esser  pure  allre  forme  di  funzioni  simmetriche, 
come  son  le  seguenti  : 

xj  +x*  +xl  + A-x\=lxl  , 

(^)  l  œj  ^xl  +xl  +•  •  •  '-fxâ  =1x1  ' 

'  x7i-x'J-fx';+ 4-x5=2x^, 

in  cui  m  dinola  un  qualunquc  numéro  intero  positive.  Queste  spezie 
di  funzioni  simmetriche  si  dicono  particolarmente  semplici,  e  in  so- 
slanza  sono  somme  di  potenze  simili  délie  radici  :  esse  soglionsi, 
d*ordinario,  rappresentare  con  la  sola  lettera  8,  indizio  di  somma, 
contrassegnata  da  un  indice  egualc  al  grado  delKi  potenza  a  cui  s'in- 
tende  elevata  ciascuna  radice  ;  cosl,  in  générale 

(5}  8«=x7+x7+xS'+-  •  •  -fx5=2;x'J. 

208.  Più  generalmenle,  se  délie  n  radici  X|,  Xj  . .  x„  si  formano 
tulle  le  disposizioni  ad  m  ad  m,  c  in  ciascuna  disposiziono  si  dà  Te- 
sponenle  a,  alla  prima  leUcra  d'un  gruppo,  l'esponenle  a^  alla  secon- 
da, ec.  ,  e  quindi  s*addizionano  tutti  cotesli  gruppi,  si  à  una  somma, 
ch'è  pur  essa  funzione  simmelrica  délie  radici,  la  quaie  si  dice  miA' 
tipla,  e  si  rapprcsenla  col  simbolo 


01  0. 

2  /T«  s  rp  m 

K  n 


(fi)  X<*  ""i' 

Particolarmente,  délie  seguenii  funzioni  simmetriche 

2    a,     a^  V7    *â     **     a,  V^    a.     a,     a,     a. 

la  prima  è  doppia,  la  seconda  tripla,  la  terza  quadrupla,  ce. 
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200.  Poste  tali  definizioni,  p^ssereoio  a  rooslrare  corne  si  le  fun- 
zioni  (5)  che  le  (6)  possano  anch*esse  esprimersi  in  funzione  de'coef- 
ficienli  délia  data  equazione. 

Per  cîô,  secondo  Newton  si  divida  t(x)  rîspettivamente  per  aj— x, , 
œ-œj...  a;-œ„,  e,  tenendo  presenti  le  formole  (5, 126),  avremo 

i(x) 
^      =:aD*^*-î-(a4+œ,)x""*-l-(a2+a|aî|+ac;)oD"""'+ec. , 


îC""»*/! 


t(x) 
~L-i_ = œ*'"*+(a|+aîi)aî'^*+(a2+ajaj,+a5|  )œ*^'+  ec. 

t(x) 
-^ — =œ"^-f-(a,+xJaî"^*+(aj+a4a;„+acJ)œ'*-'+  ec.  ; 

quindi  sommando  queste  n  identità,  osservando  che  la  somma  de'pri- 
mi  membri  è 

f(œ)=nœ'^*+(n-l)a|05'*-*-f(ii-2)a;jX'*"'+ec.  (8,194), 
c  lenendo  présente  la  segnatura  (5),  olterremo  ridentîlà 

na;""'+(n-l)a,a?""V(n-2)(isCD*^'+  ec.  = 
7ia5'^*+(na44-S|)x*"*+(na2+a48|+s^af  "*4-ec.  ; 
onde  avremo  le  seguenti  eguaglianze  : 

naj+S|=^— l)a4 , 
rkm-aiS4+Sj-(n~2)aj , 
na^+a^^+a^8^-{■8i={n-i)a^ , 

le  quali,  faite  le  riduzioni,  si  cambiano  nelle  seguenti  : 

a,8,+a,=-2a2 , 
C)  \  aj84+ai82+Si=-3as , 


Questa  série  d*equazioni  puô  esser  prolungala  in  modo  da  aver  som- 
me superiori  alla  8,^^  ;  imperciocchè,  molliplicando  l'equazione  pro- 
posta (1)  per  x^ ,  e  quindi  sostitucndo  nel  risullamento  le  n  radici 
2C|,  Xi ..  *  a?A,  e  sommando  le  uguaglianze  risullanti,  avremo  : 

(8)  Ct|iSy+««-|Sy4-*+«fi-t8y+2+ +a|8«^y,+8^y=o  ; 

e  facendoin  questa  formola  générale  v=o,,  v=l,  v=2,  ec.  avremo  le 
uguaglianze  che  faran  seguito  aile  (1)  ;  la  prima  délie  quali,  osservan- 
do  che  8o=a(5Î+xj4-X3+*  •+a;î=n ,  è  la  seguente  : 

(9)  û»-iSi+<*fi-tSî+a,i^3+ — +a,8,^i+s,j=  -na^. 
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e  le  altre  sono  : 

ec.  ^ 

s)  che,  conosciuii  i  valori  délie  81,8,,  •  •  8„  per  mezzo  delle  (7)  e  (9), 
s'avranno  per  mezzo  di  queste  ultime  equazioni  i  valori  delle  8^^^^ , 

Yedesi  da  queste  fonnole  che  in  générale  si  à 

(1 0)  aj-iai+a|.^,+a,_583+  • .  •  •  +a4S|^-f8|+to|=o. 

210.  Pertanto  prendendo  dalle  (7)  le  prime  k  avremo  il  seguente 
sistema  di  k  equazioni,  lineari  si  rispetto  aile  s  che  aile  a  : 


(M) 


8,= -a, , 
ai8|+8t=— 20,  > 
(^84+0482+83=— Sa, , 


le  quali  servira nno  a  determinare  sia  le  somme  8, ,  a^^ ...  8,^,  in  fuozio- 
ne  de'  coeiBcienti  a, ,  o, ...  o^,  sia  questi  in  funzione  di  quelle.  Nd 
primo  caso  abbiamo  che  il  déterminante  de'  coefflcienti  a  è 

1  0  0  ...00 
a^  i  0  ...  0  0 
o,     a,    1       . . .  0    oJ  =  1 ,  (E  n.«  684) 


e  quindi  (E.  n.  727) 


ûfc_i  fljt-i  ajk_5 . . .  04  1 

1      0      0      . . .  0    —  ûi 
a|     i      0      ...  0   —20) 
Oj    tti     1      ...  0   --Sa^ 

Sjk  = 


^iu-f  ^ft-2  ^A-a  •  •  •  (*i  —ka/^ 

ma,  passando  la  Terticale  —a, ,  -2as ,  ec.  dal  posto  k^^  al  primo  po- 
ste, dovremo  operare  k—i  scambii  sussecutivi,  e  quindi  il  déterminan- 
te acquisterà  il  fattore  (—1)*"*  (E.  n.**  654)  ;  e  sicçome  inoltre  il  se- 
gno  — ,  che  à  ciascun  termine  di  quella  colonna,  puô  esser  messo  fuori 
la  matrice,  cos)  questo  fattore  diviene  (—1/,  e  si  à  finalmente 

ai  1      0      •  •  • .  0 
ia^  Cil     ^       ....  0 


(12) 


«*=(-l)' 


3  a.  a«     a. 


.  0 


Cotesta  formola  générale,  ne'casi  particolari  di  A;=t,2,3,eG.  dà8|=-a,, 


Ss= 


a» 


1 

20)  a, 


=aî-2a„     85=- 


a«  1  0 
2c4a|  1 
3a^  Q^  Oi 


|=-(aj-30|a,+3a3),  ec. 
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211.  AvvBETBifZA.  —  Se  neirequazione  data  anche  il  primo  termi- 
De  abbia  un  coelBciente  a^^ ,  allora  introducendo  questo  coeiBciente 
nella  matrice  (12)  nel  posto  che  occupa  1  in  ciascuna  colonna,  il  dé- 
terminante diyiene  omogeneo  ;  ma  nel  tempo  stesso  bisognerà  molti- 

plicarlo  per  ( — j  ,  corne  si  osservè  al  n,®  19>  e  corne  risulta  dall'ay- 

vertenza  al  n.^  205  ;  imperciocchè,  sostituendo  invece  di  a,,  a,,  ec. 

rispettivamente  —,  —,  ec.,  il  déterminante  acquista  il  fattore(  —  )  , 

Oq     (Iq  \tto/ 

e  ne*  posti  dell*elemento  1  n  sarà  a^. 
In  questo  caso  i  précèdent!  yalori  divengono 


""^ 


1 


=-^(a;-2aoaO; 


a 


0 


8.=- 


Qi  ao  0 


1 


a 


(aJ-3aoa|Ci|+3a2as),  ec. 


nst.  Le  stesse  (11)  pdssono  servire  a  calcolare  i  coeiScienti  a  in 
funzione  délie  somme  s  :  in  fatti  esse  possonsi  scrivere  cosi  : 

8401+202=— 8,  , 
*î^l+^t^+305=-Sj  , 

Ora  il  déterminante  di  questo  sistema  è  il  seguente  : 

1        0        0        ...00 

8|     2      0      ...  0   0 
s^    8a     3     •  •  •  0   0 


quindi  a^remo  : 


•••     •     •••• 

8*_i  8*_i  8j|[_s  ...  81  h 


=l.lX.ki=kl , 


(13) 


8,    I        0 
8,  8,       2 

Sj  8j       8| 


.  •  •  .  0 
.  .  . .  0 
.  .  .  .    0 


*ik  'fc-l  *ik-»  •  •  •  •  *! 

Ponendo  in  questa  formola  générale  fc=l,2,3,  ec.  troveremo 


o,=-8,  ; 


=  i 


».  1 


=  H»;-«0; 


<h= 


-I 

31 


8,  1  0 
8,  8^  2 
8j«,  8, 


=-î(8Î-3s«8»+2«s),  ec. 
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SIS.  Qui  pure  si  Ta  notare  che  se  nella  data  equazione  il  primo  ter- 
mine abbia  per  coefficiente  Oo ,  bisognerà  porre  in  cotesle  fonnole 

—  ,  ^^L  ^  ec.  ia  luogo  di  a,,  a,,  ec. 

UA.  Passiamo  ora  al  caloolo  délie  funzioni  simmetriche  muUiple  ; 
e  comincîando  dalla  più  semplice  Ira  esse,  che  è  la  ^jX^^  a?** ,  molli- 
plicheremo  tra  loro  le  due  somme  di  potenze  simili  seguenti,  cioè  : 

1 

e  osserveremo  che  nel  prodoUo  de'  prlmi  membri  vi  saranno  termini 
délia  forma  oc^'    * ,  e  délia  forma  x^*x^  *  ;  cosi  che  ne  risulterà 

Similmente  moltiplicando  le  (t4)  e  la  seguente 

il  prodotto  conlerrà  lermini  delle  seguenti  cinque  forme 

^h  y  ^h      ^<  »  ®A      a;<  ,  aîfc      œ<  ,  cc^  a5<  0?^^ , 

si  che  avremo 


^   ^         CLm  fltA  Oli( 


*i    *j  "aj  J 


ma,  seconde  la(15j, 

Xh         Xi    —  Sft^+ag  *a3~*ai-Mij+as  » 


tt.+a 


quindi  sostituendo  nella  précédente  equazione ,  e  risol?endo  rispetio 

'    V'  **    *«   ^ 

a  /.Xh  Xi  Xk  ,  otterremo 

(16)  Jj^h  ^i  *  ^k   =  S^,  «a,  «aa  ^  «ai^,  «a,  -  Sa,4^,  «a, 


^Oj-haj  ^a|^"2^aj-H4+tt, 


3* 
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In  modo  afTatto  analogô  si  poiran  calcolare  le  somme  quaifruple^ 
quintuple,  ec. ,  le  quali  totte^  corne  le  précèdent},  saranuo  espresse 
per  roeuo  délie  somme  dclle  potenze  simili  s^ ,  e  quindi  per  mexio 
de*  coelBcienti  deirequazione. 

ItMS.  Siccome  la  somma  doppla  /.a)/^  x^  rappresenia  la  somma 

de*  prodotti  che  si  ànno  disponendo  le  n  radici  deirequazione  data  a 
due  a  due,  e  dando  Tespcnente  a,  alla  prima  radiée,  e  Oj  alla  secon* 

da^  cosl  è  cbiaro  che  se  in  quella  somma  v'  è  il  termine  Xp  Xq   ,    vi 

sarà  pure  Faltro  Xq  Xp   ;  e  perô,  se  ai^o,,  delli  lermini  divengono 

uguali,  e  possone  essere  rappresentati  dal  doppio  d*uno  qualunque  di 
essl  ;  si  che  in  ta]  caso  la  somma  de'termini  essenzial mente  divers! 
dev'essere  la  meta  di  quella,  che  risulta  dal  calcolo  délia  forma  (15); 
Taie  a  dire  che 


S«<   a, 


AI  modo  stesso  si  dimostra  che  nel  caso  di  ai=aLf=^0L^  la  somma  tri- 
pla dev'csser  calcolata  mercè  la  formola  seguente  : 

e  cosl  apprésso. 

Similmento  se  nella  somma  tripla,  due  soli  esponenti  divengano 
eguali,  anche  allora  1  termini  si  raccoglieranno  a  due  a  due  tra  loro 
eguali,  per  modo  che  in  (al  caso  avremo  ^ 

yr^      a*       a.       GU 

2jX„   Xi    X„  =-î(Sa.Sa,~Sj^^Sai--««i^,«a,+2s,«|4^). 

Dopo  queste  dichiarazioni  sarà  agevole  determinare  il  valore  delle 
somme  multiple  di  gradi  superiori,  quando  in  queste,  come  nelle 
considerate,  alcuni  esponenti  avessero  a  divenire  uguali. 

E  si  vede  benanche  come  ogni  funzione  simmclrica  intera  ed  omo- 
genea  delle  radici  d*un'equazione  si  possa  esprimere  razionalmente 
permezzo  de' coelïlcienti  della  slessa  equazione.  Ora  è  agevole  mo- 
strare  come  ogni  funzione  simmetrica  e  razionale  delle  radici  d'un'e- 
quazione  si  possa  esprimf^re  razionalmente  per  mezzo  dei  coeffi' 
denii  delV equazione.  In  efTelti  una  funzione  razionale,  generalraente 
parlando,  ë  il  quoziente  di  due  funzioni  razionali  eintere  ;  se  queste 
sono  omogenee  o  simmelriche  anche  omogenea  o  simmetrica  ë  la  fun- 
zione data.  Quando  la  funzione  intera  e  simmetrica  non  ë  omogenea, 
si  pu6  sempre  perô  spezzare  in  gruppi  di  termini,  ciascuno  de* quali 
formi  per  se  una  funzione  intera  simmetrica  ed  omogenea  ;  i  termini 
di  qucsta  funzione  saranno  tutti  dello  stesso  grado,  ma ,  in  générale, 
gli  esponenti  delle  letlcre  non  saranno  gli  stessi  in  ciascun  termine; 
vi  saranno  perô  dei  termini  ne'  quali  gli  esponenti  delle  letlere  in 
uno  sono  dclle  permulazioni  di  quelle  che  costiluiscono  un  altro  ter- 
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mini,  o  anche  sono  eguali,  corne  per  esempio  a^b,  a'c,  a6*,  oc* , 
bc* ,  ec. ,  0  pure  a* ,  6' ,  c^ ,  ec»  Ora  le  somme  di  quesle  specie  di 
termini  abbiamo  iredulo  corne  si  possano  esprimere  razionalmente  per 
mezzo  de'  coefflcienti  deirequazione,  di  oui  a,  b,  c,  ec.  sono  le  radi« 
ci,  quindi  la  proposizione  enunziata  è  vera. 

216.  Ê  buono  notare  che  la  forma  générale  d*una  funzione  omoge- 
nea  délie  m  leltere  a,  6,  c,  . . . .  I  e  del  grado  m™^  è  lo  sviluppo  dél- 
ia potenza 

(a+6+c+...ir> 

quando  vi  si  sopprimono  tutti  i  coefflcienti  ;  per  modo  che  questa  fun- 
zione puô  essere  simbolicamente  rappresentata  da 

£  a^bh^ . . .  l^,  purchè  sia  a-hp-fT+'  •+X=m. 

e  ciasGunodegli  esponentipossariceverelutti  i  valori  interiO,  1, 2, ..  m. 
In  parlicolare  si  à 

per  m=2,  a*+5*-fc*+»  •+P+a6+ac-f  •  •+fcl=ïa*+2a5  , 

per  m=3,  a*+5Hc*+-  •+P-ha*6H-a6*+ +kn+ W*+a6c+ •  *+gkl , 

=i:aH2a«64-£a6«H-2a5c , 
ec.        ec. 

LEZIOÎNE  XVI. 

Conlinuazione  del  medesimo  argomento» 

211.  Supponiamo  ora  che,  in  générale,  sia  9(x,t/,2....)  una  fun- 
zione razionale  e  inlera  délie  m  quantité  x,y,z.  ec.  ;  se  invece  di 
queste  quantité  poniamo  in  quella  funzione  m  radici  d'una  data  equa- 

zione  t{x)=o  di  grado  n^m,  e  ciô  lo  facciamo  per  ogni  disposizione 

di  m  di  queste  radici ,  avremo  altrettante  espressioni  tutte  simili  di 
detta  funzione,  e  la  loro  somma  è  evidentemente  una  funzione  simme- 
trica  :  cosl,  supposto  (f(x)=ocf^ ,  abbiamo  le  somme  délie  potenze  si  • 
mili  délie  radici,  considerate  nella  lezione  précédente.  Se  supponia- 
mo ç(a3,i/)=a5*-i/* ,  avremo 

2<p(x,i/)=i  {x;-xi)={x*,-'X\  )+(xî  -œj  )+ec. 

\i  sono  alquanti  metodi  per  calcolare  queste  somme,  ma  ira  que- 
sli  il  migliore  è  quelle  trovato  del  sig.  Transon,  partendo  da  un  teo- 
rema  dovuto  originariamente  a  Stuem.  11  teorema  è  il  seguente  :  la 
somma  de*  valori  che  prende  la  fimzione  razionale  e  inlera  9(x), 
quando  in  luogo  dix  si  sostituiscono  st^cessivamerUe  te  n radicî 
d'wna  data  equazione  f(x)=o,  è  uguale  al  coelficienle  di  x~*  net 
quùziente  che  si  à  dividendo  r(x),ç(x)  per  f(x)  ;  o  vero^  il  che  tor- 
na  allô  stesso,  è  v^uale  al  coefflcienie  del  primo  termine  del  resto^ 
quando  il  quoziente  si  spinge  sino  al  termine  tndipendente  da  z. 

In  fatti  sieno  Xi ,  a?^  •  •  o;,^  le  n  radici  deirequazione 

(1)  f(aî)=ao2C*+a|X'^'+ajX'^*+ +a^,a54-aa=o  , 
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c  avremo,  secondo  la  formola  (8, 194) 


molliplicando  ambi  i  membri  per  <f  (œ)  s'avrà 

.    î'(x).<f{x)_  <f(x)     9(œ)      9(x)  ,  ^„    ,    yfa)  . 

jp — ^ — "i 1  r  6v«  "I î 

ma  inollre' 

in  cui  Pf ,  P29  6<^-  soi^o  polinomii  il  oui  grado  ë  inferiore  di  1  a  quel- 
lo  di  (f{x)  ;  quindi,  se  poniamo 

f(x)         ^     ^     X-Xi     x-x^     x-x^ 

~ii(x)  1  ^^(^*^'(^-^^)'"  I  y(^î)'^Qg-^<)-  ^  ec. 
""^^  ^  f(x)  f(x) 

e  finalmente,  sviluppando  i  prodolti  indicali  ne'  numeraiori  délie  fra- 
zioni  del  secondo  membro,  e  pouendo 

2ç(»a)       =9(3Ci)+?(a32)+-  •  •  •  +?(a5«), 

2aCfcÇ(x^)    =(Xj+X3+  . . .  )ç'X|)+(Xt+XsH- . .  )9(»î)+ 

2;XfcXi<p(Xjk)=(x,X3+X2X4+...)?(X|)+(XiX3+..)ç(aîî)+  •  • 
in  cui  griadici  A,  i,  ft^,  ec.  van  presi  corne  al  n.^  206,  avremo  : 
,^v        f(x).9(x)_,,^,  .  [2:9(x^)]x^--I2x^y(x,)]x'^»-fec.  ; 

e  COQ  ciô  rimane  dimostrato  il  teorema. 

219.  OssBRVAzioNB.  —  Da  cotesta  formola  deduciamo  non  solo  Te- 
nuDziato  teorema  ;  ma  dippiù  vedinmo  che  il  coeificienle  del  secondo 
tennine  del  resto  è  Tallra  somma  Ixj^ffx^),  presa  col  segno  cambia- 
to  ;  il  coefficiente  del  terzo  termine  del  resto  è  uguale  alla  somma 
Jx^^x,-  <p(Xjt),  presa  con  lo  slesso  segno,  e  cosi  via  via. 

S19.  Seguendo  il  précédente  teorema  possiamo  calcolare  il  valore 
d'una  funzione  simmetrica  délia  forma  2ç(x)  d'un  solo  elemento,  per 
mezzo  d'una  sola  divisione.  Ma  comc  à  mostralo  il  signor  Transou 
possiamo,  con  qualche  allra  divisione,  calcolar  pure  il  valore  d*una 
funzione  simmetrica  di  più  di  due  elementi.  Cosi,  poniamo  che  rap* 

RuBiNi,  Complemento  d^Algebra.  13 
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presenti  9(0?,  y)  una  fanzione  razionale  e  intera,  e  si  pongano  in  luo- 
go  di  X  ed  t/,  due  radici  qualunque  a?^,  a;^  délia  proposta  equazione 
f(x)=o  ;  facendo  questa  sosliluzione  per  ogni  disposizione  bioaria  di 
quesle  radici,  si  puô  calcolare  la  somma 

(3)  2ç(aîA,aî<)=ç(Xf ,  œj,)+?(œt ,  aJsHec. , 

come  qui  appresso  saremo  per  dichiarare. 

Si  divida  ï{x)  per  x-Xj^.  e  si  dinoti  con  t^{x)  ilquozienle,  il  quale, 
corne  già  sappiamo,  avrà  per  coefllcienti  de'  polinomii  interi  rispetto 
alla  radice  x^  e  ai  coefllcienti  deJla  proposta  equazione  ;  e  ponendo 
fi(x)=o,  questa  nuova  equazione  avrà  le  siesse  radici  délia  data,  meno 
la  Xj^;  onde  se  nella  funzione  ?(x,j/)  poniamo  x=Xfc,  e  per  y  ponia- 
mo  successivamente  ciascuna  délie  rimancnli  radici  délia  data  equa- 
zione, è  chiaro  che  la  funzione  simnielrica 

(*)  <p(x;^,  xO+-  •+ç(aîA,  aCft-i)+?(a5A,  ^1^)+'  •+Ç(a5A,  xj  =4^(xJ 

si  Iroverô,  rispetto  all'equazione  f|(x^=o,  nella  medesima  condîzione 
che  la  <p(x)  del  leorema  précédente  rispcllo  «ircquazione  data  f(x)=o, 
e  perô  se  ne  polrà  calcolare  il  valore  trovando  il  coefiicienle  di  x"^ 
nel  quoziente  di 

,px  i\{x).<f(x^,x) 

(5)  -2 r . 

^   ^  f,(X) 

Pertanlo  è  chiaro  che  per  avère  il  valore  délia  somma  (4)  biso- 
gnerà  calcolar  quello  délia  somma 

^(x,)+<KxjH4'(x3)+ '\-^{xJ , 

rispetto  alla  data  equazione  f(x)=o,  il  che  si  farà  cercando  il  coeili- 
ciente  di  x"*  nel  quoziente  di 


(6) 


f(xj 


2%a.  Poitiamo  ancora  che  vogliasi  il  yalore  délia  funzione  simme- 
trica 

(1)         2(p(Xfc ,  Xi ,'  Xit)=(p(x« ,  X, ,  X3)+(p(x, ,  X, ,  X4)+ec.  , 

in  cui  9(x,  j/,  z)  dinota  sempre  una  data  funzione  razionale  e  intera, 
e  X, ,  X2 ,  ec.  sono  le  radici  délia  data  equazione  f(x)=o.  Dividendo 
f{x)  pcl  prodotto  (x— Xfc)  (x-Xf),  e  dinolando  con  f,(x)  il  quoziente, 
questo  avrà  i  suoi  coeflicienti  che  saranno  funzioni  razionali  e  inlere 
di  quelli  délia  proposta  e  délie  duc  radici  x^^.  x^;  esso  inoltre,  egua- 
glialo  a  zéro,  avrà  per  radici  quelle  délia  data,  meno  le  due  Xj^,  x<  ; 
si  che,  se  ponianrfo  che,  nella  funzione  cp(x,y,2),  x  conservi  il  valore 
x^,  ed  2/  il  valore  x^ ,  montre  z  assume  i  valori 

X| ,  X^  .  .  Xj^^i ,  Xft^i , x^_| ,  x^i ,  .  .  .  x,^ , 

la  funzione  simmetrica 

Ç(Xa  ,  X< ,  X,)+(p(Xfc ,  X,. ,  Xj)+  •  •  +9(œfc  ,  Xi ,  X J=tj;(Xfc  ,  Xi) 
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avrà,  corne  sopra,  per  valore  H  coeiBcieate  di  x"*  nel  quozienle  di 

r,(x) 


W 


e  quindi  è  chiaro  che,  per  avère  il  valore  deila  funzione  (1)  bisogne- 
rà  cercare  quelio  délia  funzione  ^(X|^,  Xi)^  il  che  s*avrà  com*è  spie- 
gato  nel  numéro  précédente. 

^^1.  Yeniamo  ora  airapplicazione  di  queslo  eleganlissimo  metodo; 
e  supponiamo  primamenie  che  sia  ff(x)=xK  In  tal  caso 

e  ponendo 

il  coefBcienle  A^  sarà  dato  dalla  formola(10,130)  ponendovi  i^in  luo- 
go  di  qi  ;  in  luogo  di  a^ ,  a, ,  a, .  .  .  a^  ponendovi  rispeltivamenle 

ntto,  (n-l)a,,  (»-2)aj ....  (n-t)ai , 

e  flnaloiente  ponendovi  Qq  a^^a^  ec.  in  luogo  di  b^jb^^b^,  ec.  :  cosi 
s'avrà  At  espresso  col  seguente  déterminante 


A.J^ 


«+i 


TlCto  Aq  0    •    •    •    .   0 

(n— i  )  Oi  a«  a^ .  •  •  •  0 
(n-2)  a^  a^  ai .  .  .  .  0 


o  vero,  sostituendo  alla  prima  colonna  la  differenza  tra  essa  e  la  se- 
conda moliiplicata  per  n , 


^-=  I-tJ 


1 1*^* 


A,= 


-H' 


0     tto  0 0 

tti  a|  a^ 0 

2af  o^  a|  .  .  .  .  •  0 

to(  (i|  (if.|  ....  a, 

a|  Oq    0    ....  0 
Sa^  ai    ao  .  .  .  •  0 


,  0  in  fine 


ta^  a 


«-1  ^r-a 


•  •  • 


... 


a 


I  • 


Posto  ciô,  essendo  A^  nella  (9),  il  coefBciente  di  a^^,  queslo  déter- 
minante dinoterà  (n.^  211)  il  valore  délia  somma  2x^  deHe  potenze 
simili,  il  che  è  d*accordo  con  la  formola  (12,210),  quando  s'inlrodu- 
ce  in  quella  formola  il  coefficienle  ao. 
S^2.  In  générale  sib  <f(x)  una  funzione  di  grado  t,  e 

r(x;.?(œ)=6oa;"+6,aD*^*+6iaj'^*+ +&|X"*"*-fcc.  : 


1 
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sarà    î!^§l?M=:i,,x-*+il,x-^'+. . .  .+Aflr-^+-^^ , 

l(X)  l(X) 

Ka^o     0 

6i  a,  a^ 0 

bxdtdt 0 


(10)  ^*=T;rà 


^i 


&i  (Il  a|_.|    •  •  •  .  a^ 

e  quindi,  sem— n— 1=— I,  sarà  queslo  determioaote  il  valore  délia 
£f  (a;)  nel  caso  che  considcriamo. 

2!^tS.  Quando  la  funzione  data  ç  puô  prendere  una  délie  forme 
œf^<f(Xi)^  x^x^ç(ccjj,  ec. ,  allora,  come  abbiamo  vedulo  al  n.®  218,  i 
valori  délie  somme  Zxifi(Xi)  2iX/^x«*9(aSj^) ,  ec.  iodipendentemente  dal 
segno,  sono  quelli  dei  coefQcienti  del  2®,  del  3^,  ec.  termine  del  re* 

V(x) .  çpfflc) 
sto  nel  quoziente  di      ,  '        .  E  perô  in  tal  caso,  quando  cioè  una 

0  più  radici  devono  rimanere  al  1^  grado  in  ciascun  termine  délia  fun- 
zione simmctrica,  baslerà  una  sola  divisione ,  in  luogo  di  due,  di  Ire 
divisioni  ec,  come  ricbiederebbe  a  prima  visla  il  melodo  générale 
(n.*  219,  220). 

Similmente  se  la  funzione  data  è  délia  forma  X|^(f{Xi ,  x^),  allora  per 
ottencre  il  valore  di  £xaç(Xj,  Xf^)  non  è  d*uopo  formarsi  tutte  e  due 
le  funzioni  ausiliarie  f|l,x),  î^ix)  com*è  indicato  nel  n.^  221  ;  ma,  cal- 

f(x) 
colata  solo  la  prima  f|(x)=-—^  ,  e  calcolalo  il  ?alore  délia  somma 

VA/  *A/# 

<p(X<,  Xi)^'^(Xi,  X,)-f---'-+<p(35<»  Xn)=^(pi)f 

restera  a  calcolare  il  valore  di  £x^^(x«),  il  che  si  farà  con  una  sola 
divisione  (n.°  prec).  Si  che  in  questo  caso,  oltre  alla  formazionc  di 
ff(x),  non  avremo  a  fare  che  due  sole  divisioni,  cioè  quella  per  deter- 
minare  la  somma  4^(x),  e  quindi  Tiiltra  qui  innanzi  indicata  ;  montre 
nei  caso  délia  funzione  <f(Xf^^  x^,  x^),  oltre  a  due  funzioni  ausiliarie, 
occorrcrebbero  tre  divisioni. 

in  générale  ogni  qualvolta  si  ànno  dclle  lettere  che  entrano  a  i®  gra- 
do come  fattori  in  tutti  i  termini  délia  funzione,  di  cui  si  vuol  calco- 
lare il  valore,  per  ciascuna  leltera  si  risparmia  una  divisione  ;  men- 
tre  per  contrario  devesi  calcolare  un  termine  di  più  nel  resto,  o  una 
potenza  negativa  di  più  nel  quoziente. 

ZZ^.  Prima  di  Tare  qualche  appKcazione  délia  teorica  ora  csposta, 
crediamo  utile  dichiarare  qualche  propriété  délie  speziedi  funzioni  in 
disnmina,  le  quali  proprielà  serviranno  a  render  vie  più  agevole  il 
calcolo  di  coleste  funzioni.  E  anzi  tutto  convien  porre  la  seguente  de- 
finizione  :  se  abbiasi  una  somma  di  termini  ciascuno  dclla  forma 


a,  *  a^*  a,'  ec. ,  e  indicala  per  ciô  dal  simbolo 
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essendo  C  una  costante  indipendenle  da  ai ,  a^,  ec. ,  la  somma 
X4-i-2Xj-l-3X5+ec, ,  ec.  de'  prodotti  di  ciascun  esponente  pel  corrt- 
sponésrUe  indice  di  ciascun  foMore  a ,  in  %mo  stesso  termine  délia 
fanztone  (11),  si  chiama  peso  diquesto  termine  ;  e  quando  questo 
peso  è  lo  stesso  per  ciascun  termine  la  funzione  si  dlce  isobari  ca. 
Posto  ciô,  passiamo  a  dimostrar  le  proprieià  sopra  indicate. 

^t^tS.  La  funzione  y[C\^  ^^^  ^^"^ ec. ,  de' coefficienli  deffegua- 

zione 

x"+aiX»-*+a,x"-V-  •H-a^xfa„=o , 
e  che  serve  a  rappresentare  il  valore  délia  funzione  simmeti  ica 


V    *f     *i     *5 

9=  2j\  ^j   V®^' 


dette  radici  di  quelVequazione,  è  di  grado  eguale  al  massimo  de- 
gli esponenti ol^,  a^,  a^,  ec. 

In  effeiti,  sappiamo  già  {n.^  188)  che  un  coefflciente  qualuoque  a^, 
espresso  in  funzione  délia  radice,  anche  qualunque,  x^,  è  délia  forma 

(12)  a,=P^,+(?,, 
qoindi  se  nell'eguaglianza 

(13)  ç  =  2«'N:*«'?ec.  =  2;Ca;'a;»a;»ec. 

poniamo,  nel  terzo  roembro,  in  luogo  de' coeflicienti  aleloro  equi- 
valenti  espressioni  della  forma  (12^  in  funzione  délia  medesima  ra- 
diée Xi ,  egli  è  chiaro  che  prendendo  i  termini  di  quel  terzo  membro, 
indipendentemente  da  un  faitore  costante,  la  forma 

(i^.x,+(?O^KJ*.^iH-fe)^(i*3aî,+03)^«ec. , 

la  massima  potenza  che  potrà  avère  Xi  sarà  di  grado  eguale  alla  mas- 
sima  somma  Xi+Xg+X^+ec.  ;  ma  il  massimo  esponente  di  Xi  nel  terzo 
membro  (13)  dev'essere  uguale  al  massimo  tra  gli  esponenti  ai^o^,  ec. 
che  sono  nel  secondo  membro,  allrimenti  questi  due  membri  non  po« 
trebbero  rappresentare  idenlicamente  lo  stesso  valore  ;  quindi  il  mas- 
simo valore  della  somma  X|  +  X,  +  X,  +  éc. ,  cioè  il  grado  della  fun- 
zione ^Ca^*  û^'a^'^ec. ,  è  uguale  al  massimo  degli  esponenti  a, , 

O),  a^,  ec. ,  c.  b.  d. 

^«6.  La  funzione  de'  coefficienli  d'un'eqtbozioney  la  quale  rop- 
présenta  il  vaUyre  della  funzione  simmetrioa  délia  radici  di  delta 
equazione  ,  ë  isobarica  e  di  peso  eguale  al  grado  di  quesia  secon- 
da funzione, 

Ritenendo  le  medesime  denominazioni  preccdenti,  si  riduce  la  que- 
stione  a  dimostrare  che 

X|+2Xj4-3X5-fec.=aj+a,+a3+ec. 
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E  in  fatU,  se  ciascuna  délie  radici  x«,  x^,  Xs,  ec.  si  moltîplîoa  per 
una  costanle  qualunque  fc,  il  secondu  mombro  (t3).aoquista  il  falto- 

re  &  ;  ma  (corne  sa rà  ioîippresso  moslralo,  n.*  242)  la 

moltiplicazione  di  ciascuna  radiée  per  k  f:i  si  che  i  coefficienlî  a^ , 
Oj,  ttj,  ec.  dj  veQgaao  rispetlivamente  fta, ,  k^a^ ,  kH^ ,  ec  ,  quindi  cia- 
scun  termine  del  terao  membro  (!3)  acquista  un  laitore  délia  forma 
k  *"*"  ^"^  ^3-*-««-^  jj  q^oiQ  dev'esser  lo  stesso  per  ciascun  termine,  e  de- 
vessere eguale aU'altro sopra indicalo fc*i"^'-,  allrimenli  leguaglianza 
Ira  que'  due  membri  non  potrebbe  aver  luogo  ;  ond'è  vero  che  quel 
terzo  membro  è  una  funzione  isobarica,  eil  suopeso  X| + 2X,+3X3+ec. 
=a,+aj+a5+ec. ,  c.  b.  d. 

2^1.  Dimostrate  queste  due  proprietà  principali,  notereœo  che,  se 
Tequazione  data  à  il  suo  primo  termine  con  un  coefflciente  a^ ,  la  fun- 
zione simmetrica  ç,  espressa  in  funzione  de'  coeiBcienti  tuUi  deU*e- 
quazione  è  délia  forma 

(1*)  ?=[^]'Ic«^«NN<'-. 

in  cui  ic  è  il  grade  délia  funzione,  e  la  somma  £  è  una  funzione  omo- 
genea  de' coeflîcienti  a©,  a,,  co.  (n.**  19) ,  si  che,  in  questo  modo, 
la  funzione  f  è  una  funzione  omogenea  divisa  per  una  potenza 
del  coefflciente  ao,  e  tuttavia  i^obarica.  Gli  esempii  del  n.^  21  i  sono 
di  conforma  a  questa  proposizione. 

229.  Passiamo  ora  a  fare  rnpplicazione  di  quanlo  abbiamo  fia  ora 
esposto  ;  e  supponiamo  che  si  voglia  calcolare  il  valore  délia  somma 
îx^Xj.  delle  radici  dell'equazione 

(1 5)  f(x)=x"-f04x'*-*+a4x'*-^+ +a^4X+a»=o. 

Osserveremo  primamenle  che  nella  funzione  £  entra  una  radiée  a  i*^ 
grade,  e  perôper  trovare  il  vulore  di  questa  soinmabasterà(n.® 223)  cal- 
colare il  coefflciente  del  termine  iax^'delquozienledi      J/i" — , 

f(x) 

cssendô  ç(x)=x*,  e,  seconde  la  (ISj 

f(x)=nx'^*+(n-l)a4x''-*4-.n-2)ajX'^^+-  •  •  -+0^-1- 

Osserverema  inoltre  che  la  funzione  data  J^xlx^  è  del  3®  grado  ri- 
spetlo  aile  radici,  e  perô  la  funzione  richiesla  dev*essere  una  funzione 
di  peso  =  3  (n.^  226)  ;  si  che  in  cotesla  funzione  non  possooo  entra- 
re  coeiBcienti  con  un  indice  maggiore  di  3.  Con  queste  osservazioni 
basterà  ritenere  nel  divisore  f(x)  i  qualtro  primi  termini,  e  far  lo  stes- 
so nei  dividende 

r(x).ç(x)=nx"-*"*+(n-l)a|X"4-(nr-2)a2x'*-"*  +ec. , 

cosl  che  il  dividendo  e  il  divisore  saranno 

nx*-^»+(n-l)a,x*-i-(n-2)ajX*-*+(n-3)a3X*-*, 
x*+a,x*~Va|X'*^*+a3x'»^' , 
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che,  poteodosopprimere  in  enirambi  ilfattorecomane  of^»  diveogono 

(16)  7iœ*+(n-l)aiaî*+(n-2)a,œ*+(n-3)a8a5 , 

(11)  x'+ai»*+a,a5-Hi8  : 

eseguendo  la  divislone  floche  si  giunga  al  termine  del  quoxiente  in- 
dipendente  da  x,  si  troya  per  re$to~(2a2-af)a)'-^(3as-d|as)as+(t|as, 
e  perô  il  valore  délia  proposta  fundonedovendo  essereugùale  al  coeff* 
flciente  del  2^  termine  di  questo  re&to,  preso  col  segno  mutato,  àarâ 

A  questo  stesso  risultamente  si  giunge  se  si  fa  uso  délie  formola 
(1!(,132),  ponendovi  fe^l,  m=l;  in  luogo  di  a^,  a«,  Oi,  a»  ponendo 
rispelU?amente  ti»  (n-i)ai ,  (71-2)0^  y  (9V-3)a, ,  e  invece  di  &o  •  ^«  • 
bf  ,  6s  sostituendo  1  »  a^ ,  a^ ,  03  ;  cosl  si  à  corne  sopra 


2a^aî<^-r,= 


n  (n-i)ai   (n-3)a5 

0  1  a 

1  <^% 


2 


0  — tti  — 3aj 

0  1       ai 

1  ai      a^ 


=i3aj— ttiOf. 


«E29.  SImilmente  se  la  funzione  data  à  IxlXiXf^j  per  aveme  il  va- 
lore iD  fnodone  dé'  coeiBcienti  délia  proposta  equazione^  basterâ  cd- 
colarsi  il  coeiBclente  del  terzo  termine  del  reste  corne  sopra,  introdu- 
cendo  perô  un  altro  termine  nel  dividende  (16),  il  quale  sarà  nel  caso 
attuale  nac'+(n-l)ataî*+(n-2)a,x*+(ii-3)a8flr+(n-4)a4X,  e  un  al- 
tro nel  divisore  (17),  che  sarà  perciô  ûo^+a|X^+iHX*+asX+a4  ;  indi 
applicando  la  medesima  formola  (15, 132),  e  tenendo  présente  ebe 
ora  è  m=2  e  ft=l ,  si  troverà 

SaîJ  Xi  Xk^^a^-ùiO^. 

2SO.  Per  mézzo  délie  funzioni  simmetriche  délie  radici  d*un*equa« 
sione  si  puô  trovare  requazione,  che  dà  il  valore  d*una  funzione  razio- 
nale  non  simmetrica 

«4=4'  («I  •  œ, ,  asj ....) 

di  tntte  0  soltanto  di  alcune  ddlê  radici  X|,  d^,  .•••  x^^  d*una  data 
equazione  f  (x)so«  In  effetti  è  chiaro  primamente,  che  se  le  radiei  obe 
entrano  in  u  sono  m,  i  valori  che ,  in  générale  ^  potrà  prendere  u 
saran  tanti  per  quante  sono  le  dispositioni  délie  n  radici  prese  a  in 
a  m,  cioè 

n  (n+l)(n+2)  ••••  (t>-m+l)  ; 

e  abbiamo  dette  in  générale,  perché  sla  pe'  valori  délie  Ai4ici;  in  al- 
cani  casi  particolari,  sia  per  la  forma  délia  funzione  ^,  puô  darsi  che 
délie  disposicioni  faite  sulle  radici  x,  «  Xs ,  eo.  come  è  detto,  dieno 
valori  eguali  per  u.  Supponiamo  quindî  che  i  valori  dislinti  di  u  sie- 
00 1&,  e  dinotfamoli  con 
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n» 


(18)  W|,  w,,  II,,  tt| 

allora  requazione  che  deve  dare  u  sarà 

(u-Ut)  (u-Wj)  (w-Uj) ....  (u-u,i)=o,  0  Ycro 

in  cui  Pf ,  Pt 9  •••  P|jL«  coffle sappiamo,  sono fonzioni  simmetriche  del* 
le  radici  U| ,  t^ .  ....  u^  (1,  186). 

Ora  questi  valori  di  u  sono  tutti  diversi  ;  e  se  una  permutatione 
quale  che  siesi  délie  radici  x^j  x^  ,  x,  ...  fa  cambiare  u^  »  t^, ...  y^ 
rispetlivamente  in  v, ,  v^  »  '•*%i  questi  nao?i  valori  devono  essere 
compresi  nelia  série  (18).  perché  u  non  à  altri  valori  che  quelli,  per 
ipoiesi  ;  e  ihoUre  devono  essere  tutti  diversi,  perché  se  vi  fossero  sol- 
lanto  due  soli  valori  %^  Vf^  eguali,  in  modo  che  fosse  Vj^=t|t«  essendo 
h<\L  e  ft<|i.,  dovrebbe  parimenle  essere  Uj^^u^^,  essendo  che  i;j^  e  V| 
non  diiTeriscono  rispettivamente  da  %  e  U/^  se  non  per  uno  scambio 
negrmdici  délie  quantité  x^^Xu  ec. ,  di  cui  tij^,  %  sono  funzioni.  Da 
ciô  segue  che  i  valori  V| ,  v^ ,  ....  t'fx  sono  gli  siessi  u^  ^u^,  ••••  % 
con  allr'ordine  disiribuiti  ;  e  perciô  ogni  fanzione  simmetrica  di  que- 
ste  ullime  quantità  é  pure  funzionesimwetrica  délie  radici  x^^Xf^  ec., 
Quindi  i  cot^ilicienti  Pi ,  Pt  »  ^c.  dell*  equazione  (19)  sono  funzioni 
simmetriche  di  dette  radici,  e  potranno  essere  calcolale  coi  nieto(U 
precedentemente  dichiarati  ;  se  pure  talvolta  non  vi  sia  un  mezzo  più 
semplice  per  otlenerle,  corne  vedremo  più  innanzi  (n.<*  2S2). 


LEZIONE  XVII. 

Dei  determinatUi  di  somme  di  poterne  simili  délie  radici  d'un^equaxioM- 

2S1.  Consideriamo  il  déterminante  (38»  182)  deirequazione 
(1  )  aj*+a,a5*'*+atX*"*-r  •  •  •  •  +a„^aî-f-a,j=o,  cîoè 

I       1        1    1 


(2) 


A  = 


a?, 
x\ 


«1 


»8 


X 


n 

t 


->-ll(«Z/|  )  X^  j  ••.  Xfg)  l 


M/j  .A/*  M/«  ....    M/|| 

elevandolo  a  quadrato  (E.  n.^  699),  e  ritenendo  la  segnatura 
(3)  x\  Wt+Xj^+  •  •  +aj«=«f , 

si  à  per  risultamento  A* ,  o  vero 

•   •    •  ^n-l 

ai      a«    89.      •  .  •  c 
(*)        [n  (ac, ,  Xj , . .  aî,)l'= 


>0 


$,     8, 
«1     «J 


•      .      •      O, 
.     .     *     O 


n-#-i 


^ii-i  ^n     *iw-i 


.    .    •    o 


m-t 


Questo  déterminante  rappresenta  il  prodoUo  de'  quadrati  deUe  difP^' 
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renze  deUe  radid  prese  a  due  a  due  ;  o  se  si  vuole  rappresenta  il 
quadralo  di  fte,)  f (œ^) . . .  f (acj,  (n«  193). 

232.  Si  puo  osservare  che  prendendo  le  prime  r  orizzontali  del  de- 
terminaDte  (4),  il  minore  principale  délia  matrice  di  quesle  r  oriz- 
zontali è 


8o 

8l 

St 

«1 

«» 

h 

«1 

«ï 

«« 

■  •  •  •    o, 

> • •  ■      0| 

I  •  •  •  s, 


r— 1 


r+1 


e  quindi  (E.  n.^  699)  qaesto  minore  è  il  quadrato  délia  matrice  com< 
posta  dalle  prime  r  orizzontali  di  A,  cioè  à  uguale  a 


1 

1 

1 

•    •    «.  •    A 

x, 

Xt 

»» 

•    •   «   •   «A/|« 

«         « 

xl 

• 

•    •    •    •    «A/|| 

M/J  *^^  S  •    .•     •     •     <A/|| 


=s 


1     1 

1    1 

«A/j      «  •  •  •    GC^ 

«A/*             •    •     •     •      «A/|> 

as;-'»;;-* 

/¥»'*"'                 or»'*' 

«A/«           *   •    •    «    «A/^ 

doTe  sotto  il  segno  £  sMntendono  tutti  i  quadrali  che  ottengonsi  pren- 
dendo  nella  matrice  del  primo  membre  le  verticali  ad  r  ad  r.  Inoltre 

n  déterminante  solto  il  segno  £  ë  ugpale  a  [  n  (x, ,  sd,  , x^)  Y^ 

quindi  avremo  la  notevole  relazione  di  Catlbt  e  Borchardt 


(S) 


So 

«1 

Oj         *     ' 

•    •  ^r-l 

«1 

«1 

S3         •     t 

.    .8r 

»î 

8s 

S^      •    < 

•   *fM.| 

«f- 

iSf 

^r-Hl  • 

•    •  8ïr-8 

=  s  [n (xi,  asj,  as, .  .  .  »,)  ]». 


dalla  quale  si  cavano  i  seguenti  casi  particolari  : 


8,  «I 


=  ï[n(x„a;OP, 


«0 

«» 

S» 

Si 

«î 

«J 

«» 

8j 

«» 

=  2;[n(x,,  aJtjXj)]*, 


=  s  [Il  (x,,  ost,  œs ,  X4]* ,  ec. 


*o  ®i  ^t  ^s 

^1  ^2  ^3  ^4 
Sj  Sj  8^  85 

^8  ^*  ^5  ^« 

2SS.  La  formola  (4)  si  trae  da  un'altra  più  générale ,  dovuta  al 
J0ACHIM8THAL  (Crbllb.  —  Journal  ;  t.^  XLTIII,  pag.  393  ),  e  che 
andremo  a  dimostrare  seguendo  una  ^ia  semplicissima  insegnata  dal 
Bbllayitis  {Spo8izione  elementare  délia  teorica  de'  determinantiy 
pag.  35), 

M oltipUcando  Teguaglianza  n  (X| ,  Xj  •  •  •  •  ^fi)=A  pel  prodotto 

\iXj'~~Xgj  ^flC~**flCj^  \JiXj'~'%Xj^j  •  •  •  •  ypC'~^Xf^) 

è  chiaro,  seconde  il  significalo  di  II  (n.^  230),  che  si  à 

(6)      n  (aî4 ,  flc, ,  . . .  a?,i,  aî)=(aî-0C|)  (x-x,)  . . .  (x-xj  A  ; 

e  rooltiplicando  primo  e  secondo  membre  per  A,  avremo 

RuBiNi,  Complemet^to  d^  Algebra  1^ 
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escgucndo  la  moltiplicnzionc  de*  due  detcrminanli  A  e  11^  Iroveremo 


A .  U(  QC|  y  CC|  9  •  •  •  M^n  )  «A/^  "" 


i 

as, 

X* 


I 

as, 


...1 

•  •  •     M/i 

•  •  «  SC( 


n 
t 


W|  «JUJ  •  •  •    Wl/|| 


1    i    ...1    ! 

3k<f      M/a       •      •      •      Xfm     X 

•A/|     Mi«      •    •    •    V'^m  W 


«« 

«. 

•  •• 

«1^ 

1 

8« 

•S 

•  •• 

Sf» 

X 

St 

«S 

•  •• 

^•H-l 

X 

8» 

^tlrhi 

•  •• 

^tll-l 

X 

laonde  sostituendo  nel  primo  membro  (1)  quesl*  ullimo  determinaQ- 
te,  e  ponendo  nel  sccondo  invece  di  A^  il  suo  valore  (4)  avremo 


(8) 


•  •  •  *»— I  * 

•  «    •    0| 

•  •    •    0| 


fH-l 


0) 


**^«  ^114-1  •  •  •  ^tar-^*® 


=(a5-aî|)  (x-ocj) .  • .  {x-Xn) 


«0 

»• 

M8||r-I 

«. 

8t 

••«• 

«» 

«» 

••8(Ma 

"»- 

•           • 

•            • 

Ë  questa  la  formula  accennala;  e  sviluppando  il  primo  membro  secon- 

do  gli  démenti  deli*  ullima  verticale,  rimeitendo  per  (x—x^) 

(ac-xj  il  polinomio  ûc'*+a|  x"^*-fec.  cherappresenta,  eparagonando 
i  coelTicienii  délie  uguali  potenze  di  x  ne' due  membri,  ne  risultano  le 
seguenti  uguaglianze  : 


•  ••    0| 

•  ••  8, 


n+l 


^n  ^fw-i  •••  ^««-1 


=  o„A» , 


8,«i 
8î8j 


•••    "«— 


•  ••    O 


n-l 


^n  ^fM-i  •'•^2«-i 


=  ^»-4^*>  ec. 


Of    •   •    •   o, 
o«    •    •    •   Oj 


IH-I 


02        8«  ■  •  •  0 


n+l 


8 


Ji^i*»« 


Om    ■    •    •    O 


Xft-S 


=A* ,  e  qucsVullima  è  la  (4). 


2S4.  Sostituendo  nella  (6)  al  primo  membro  il  déterminante  che 
rappresenta,  e  al  secondo  il  polinomio  x^^+a^  x'^^+ec. ,  avremo 

1    1    1    ...I     1 

/yi       rf*       n/%  /y»       rp 

M/|     tA/j     M/^     •    •    •   «L'ii    uU 

Xt     /¥»t     /«î  OrtS    nnt 


X**   /Y»**   /y»W  /y»**  'v'* 


,«— ï 


=(x"+a|  af^^+at  œ'*-*+ +an-f3c+a^)  A  ; 


quindi  sviluppando  il  primo  membro  secondo  gli  eleraenti  deirulliooa 
verticale,  e  poi  eguagliando  i  coeOicienti  délie  stesse  poteaxe  di  x  nei 
due  membri,  ne  risultano  le  relazioni  seguenti  : 


i 
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.    .làzx\xlxl..xl=a^l,     ' 

che  furon  date  dal  Mainardi  negli  Armcdi  di  Matemalica  del  Torto- 
LiHi,  tom.  I,  p.  76, 1.^  série. 

235.  11  déterminante  (5),  come  si  ë  visto,  è  il  minore  principale 
délia  matrice  delle  prime  r  orizzontali  del  déterminante  (4),  o  vero 
è  il  quadralo  délia  matrice  delle  prime  r  orizzontali  di  1  :  snpponia- 
mo  ora  che  Tequazione  data  f(cc)=:o  contenga  soltanto  r  radici  dislin- 
te  â?! ,  Xs,  «••  a;,,  e  il  grade  di  moltiplicilà  délia  prima  sia a, ,  quelle 
délia  seconda  «2,  ec. ,  quelle  délia  r"*  sia  o^.  In  questo  caso  nella 
nominata  matrice  di  1  vi  saranno  a,  verticali  identiche,  i  cui  élément! 
sono  1,  a^i  9  x},  .*.  0^4 ;  altre  a^  anche  idenliche,  e  i  cui  élément!  sono 
1,  sCs,  œj, ...  a;]!;  ec. ,  e  finalmente  o^  yerticali  identiche  i  cui  ele- 
menli  sono  1,  ao^,  o;^, ....  o^.  Ora  il  quadrato  di  questa  matrice,  co- 
me sappiamo  (E.  n.®  699),  è  la  somma  de*  quadràti  de*  di?ersi  deter- 
minanti  di  ordine  r"*^,  che  si  posson  formare  combinando  le  sue  ver- 
ticali ad  r  ad  r  ;  quindi  tra  questi  déterminant!  ve  ne  saran  di  quelli 
che  contengono  almeno  due  verticali  idenliche,  e  perciô  sono  nulli  ; 
e  ve  ne  saranno  &Uri  che  ànno  tutte  le  veriicali  e  orizzontali  dislinte, 
i  quali  sono  quelli  format!  prendendo  una  verticale  dal  gruppo  deUe 
a,  verticali  identiche,  una  da  quelle  delle  o^  verticali  identiche,  ec.  e 
finalmente  una  dal  gruppo  delle  a^  verticali  identiche  :  colesti  deter- 
minanti  non  nulli,  quanto  a  valore,  saranno  eguali,  perché  conterran- 
no  le  slesse  verticali  altrimenle  disposte  ;  uno  di  essi  sarà  il  seguenle 
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\ 

1 

•  •  1 

,1 

aï» 

..  a  * 
•  .  •  « 

a» 

ir' 

a            . 

•  •  .  • 

cep» 

—  Il  ^05 j  %  Ou j ,  OCj ,  .  • .  •  tCf)  , 


e  il  loro  numéro,  com*è  chiaro,  sarà  eguale  al  prodotto  a,a2a3..a,.  de- 
gVindici  di  moltiplicità.  Pertanto  nel  caso  che  Vequazione  J[(x)=o  airir 
melta  a,  radici  egiiali  ax^^  a^  eguaii  a  x,,  ec,  o^  eguali  a  x„  sarà 


(9) 


s. 

8l 

8» 

... 

•^r-f 
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8» 
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•  •  . 

v«r 
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8« 

8» 

a  •  • 
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t'r 

^1 

•  •. 

•*ÎJ"-t 

=a4a,aj.a..a,.  [D  (x, ,  x^ ,  œ»,  ...a?,.)]*. 


«SB.  Consideriamo  ora  un  qualunque  minore  di  ordine  r**  del  dé- 
terminante (4),  il  quale  minore  abbia  perô  le  orizzontali  e  verticali  in 
ordine  successive.  Per  più  chiarezza  sia  il  minore 
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il  quale  è  il  prodotto  délie  due  matrici 


(10) 


/yti  or»*  or»*  Of»* 

<A/|  «A/*  «A/«  •  •  •    M/* 

nrtS  onS  /y»S  or»S 

Of^  of»^  T»*  or*^ 

M/.  «A/À  «m^  •  • .    tA/|| 


fl       2      3  *  *  *       I 


(E.  n.»  700). 


X^    ^2  /y»î  /y»  2 

I   «Ju2  wj    •  •  •   «A/n 

or»S  or»3  of*^  Of»* 

«A/.    M/^    «A/*      •••    «A/Il 

Ora  se  fra  le  n  radici  Te  ii*à  a,  eguali  a  X| ,  Ox  eguali  a  x^ ,  a,  egua- 
lî  a  3C3  essendo  a^+a^+a^^n,  allora,  corne  nel  caso  précédente,  cia- 
scuna  di  queste  matrici  avrà  dei  deierminanti  nuUi,  e  ne  arometterà 
oL^a^a^  tra  loro  eguali  in  yalore  ;  uno  degli  eguali  in  ciascuna  matrice 
sarà  quéilo  formato  dalle  prime  tre  verUcali,  cosi  nella  prima  sarà 


fftt  <pi  or»- 

|A/|   Uj^  O/j 

or»*  or»5  or»* 
a/|  O/j  O/j 

or»^  or»*  of»^ 
^1  O/j  a^s 

e  nella  seconda  sarà 


=  xîaîîa;î 


1    1    1 

«A/|  «1/2  *^3 

or»2  Of*^  T*^ 
.  a/|  «A/j  «A/j 


=  (XiOCjX,)*  n  (X|,a5t,»3) 


X, 

œ» 

œ» 

œî 

xî 

a^î 

xj 

arî 

^ 

—  X^X^f^ 


1 

1 

1 

X, 

X, 

œ» 

xî 

x| 

a»! 

=  (aJiaî,X5)«n(x, ,  œ,,  Xj)  ; 


laonde  il  prodotto  delle  matrici  (10)  essendo  eguale  alla  somma  dei 
prodotti  de*  deierminanti  della  prima  per  gli  omologhi  dei  seconde, 
ciascuno  per  ciascuno ,  sarà  =  ad  a^o^aJiXiX^^)^^  [n(X|,Xj,X5)]*. 
In  générale,  quando  Vequazione  f{x)::^o  ammette  r  radici  distinte^ 
un  minore  qtLalunque  dei  déterminante  (4),  in  cui  le  orizzontaU  e 
verticali  sono  successive,  è  itgruale  al  prodoUo  degVindid  di  molr 
iipliçità  di  dette  radici,  moltiplicato  per  u/na  potenza  dei  prodoUo 
di  queste  stesse  radici  e  pel  quadrato  dei  loro  déterminante. 

Quando  il  grado  r  dei  minore,  sia  principale  0  pur  no,  è  maggiore 
dei  numéro  delle  radici  distinte,  il  minore  ë  nullo;  iroperocchè  in  que- 
sto  caso  in  ogni  déterminante  formato  dalla  matrice  di  r  orizzontali 
vi  saranno  aimeno  due  verticali  identiche. 


CAPITOLO  VI. 

Della  CnisroriMazIoae  delle  eqnasloai. 

LEZIONE  XVIII. 

Principali  irasformazioni  d'un'equaziùne.  —  Equazione  ai  quadrali 

delle  differenze, 

2SV.  La  trasformazione  d*un*equazione  è  queiroperazione  con 
cui.  data  un'equazione,  se  ne  forma  un'altra  taie,  che  fra  le  radi- 
ci di  questa  trasf  ormata  e  quelle  della  proposta  m  sia  una  daUi 
relazione  :  cosl,  p.  e.  una  data  equazione  si  puô  trasformare  in  un'al- 
tra  taie,  che  le  radici  di  questa  trasformata  sieno  le  somme,  le  difTe- 
renze,  i  prodotti,  che  si  ànno  prendendo  a  due  a  due  in  tutti  i  roodi 
possibili  le  radici  delFequazione  data. 

La  relazione  di  irasfonnazione,  cioè  la  relazione  tra  le  radici  dei- 
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requazione  data  e  quelle  délia  trasformata ,  puô  avère,  in  générale, 
diverse  forme  ;  noi  qui  ci  limiteremo  ad  alcuni  casi  speciali  in  cui 
detta  relazione  sia  délia  forma  9  ùc,y)=o,  in  cui  x  rappresenla  una 
qualunque  radice  deirequazione  data,  y  la  radice  corrispondente  del- 
la  trasformata,  e  f  dinota  una  funzione  razionale.  11  metodo  per  otte- 
ner  la  trasformata  ë  sempre  uno ,  leoricamente  parlando,  e  consiste 
neireliminare  x  tra  Tequazione  data  f(cD)=o,  e  Tequazione  ?(cc,2/)=o; 
nella  pratica  poi  la  riuscita  più  0  meno  agevole  dipenderà  principal- 
mente  dalla  forma  deirequazione  f =0. 

2SS.  Pboblbma.  —  Trasformare  una  data  equazione  in  wa'al- 
tra,  le  cui  radici  abbtano  con  quelle  deUa  proposta  una  data  diffe^ 
renza. 

Sia  requazione  data 

(1)  f  (aj)=a^+a|a5'^+a2x'^*+  •  •  •  •  +o^,x+a,j=o  ; 

sia  y  rincognita  délia  trasformata,  cioè  rappresenli  y  una  qualunque 
radice  di  quesfequaziooe  ;  e  flnalmente  dinoti  h  la  differenza  positiva 
o  negativa  tra  ciascuna  délie  radici  deirequazione  data  e  la  corrispon- 
dente délia  trasformata,  per  modo  che,  secondo  Fenunzialo , 

aî-i/=/i ,  0  vero  OG=h+y 

è  requazione  di  trasformazione.  Laonde,  seguendo  il  metodo  générale 
indicato  nel  n.^  prec. ,  s*avrà  la  trasformata  sostituendo  questo  valore 
di  X  nella  proposta  (t),  percha  cosl  quest'incognita  si  trova  élimina* 
ta  ;  e  sviluppando  secondo  la  formola  di  Taylob  (n.®  116),  si  à  per 
la  trasformata  richiesta 

(2)  f  (/i)+  f(h).î/+t  fW-î/^+àf"  (h).  y'+-  •  •  •+y*=o. 

Cotesta  equazione  c'insegna  il  modo  pratîco  onde  dedurla  dallequa* 
zione  proposta  ;  imperciocchè,  come  chiaro  si  scorge,  basta  calcolar- 
si  i  coeiBcienti  f(fo),  f  (h),  |-  r(/i),  ec.  come  fu  spiegato  nei  numeri  117 
e  122  ;  tenendo  présente  che  se  Tequazione  data  è  incompleta,  e  si 
voglion  ricavare  i  delti  coeiBcienti  con  la  divisione  successiva  per  x—h 
(n.^  12S),  converrà  prima  renderla  compléta. 

EsE.  —  Data  Tequazione  a5*-5x* + 7 = 0 ,  si  voglia  trasforraarla  in 
unaltra  le  cui  radici  differissero  da  quelle  délia  proposta  per  2.  In 
questo  caso  /i=— 2,  e  seguendo  il  metodo  del  n.^  117,  abbiamo 

f(œ)=x»-5x^+7  ;  f (x)=Ax»-10x ,  K'(a5)=6aî*-5  , 

5Lr(x)=»x,  ^r{x)^l, 


quindi f(-2)=3, f (-2)=-12, |r(-2)=19,  ^,r(-i)=^B ,  7hrf"(~2) 
=1,  e  la  trasformata  richiesta  sarà  i/*-82/'-f  19i/*-12i/+3=o. 

Seguendo  il  procedimento  del  n.°  12S,  formeremo  la  seguenle  ta* 
bella: 

1+0-  5+  0+7 

-2" 


1  -2  -  1  +  21+3 
1-*+  7|-12 
1-61+19 
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e  si  i,  corne  doveva  essere,  la  stessa  trasformata  précédente. 

^39.  Problbma.  —  Data  un'equazùme^  trasformarhb  in  un'alira 
le  cui  radid  sien  qiLeUe  stesse  deUa  proposia  prose  col  segno  mu- 
talo. 

Sia,  corne  sopra,  TequazioDe  data 

(  1  )  f (x)=aj*+afûî"^'+aiX^*+  •  •  •  •  4-a„^  x+a,=o  • 

Dinotando  con  y  le  radici  délia  nuova  equarioae,  dev'essere  per  coq- 
dizione  del  problema  î/=— x,  e  quîndi  œ^—y  :  laonde  per  aver  la 
chiesla  trasformata  basta  sostituire  nelia  (1)  —y  in  iuogo  di  ai;.  Ora^ 
se  n  è  pari,  è  chiaro  cbe  tutli  i  lermini  di  poslo  impari  ndla  (1)  coa- 
terranno  x  elcvalo  a  polenza  pari,  menlre  quelli  di  poslo  pari  lo  con* 
terranno  elevato  a  polenza  impari  ;  quindi  la  indicala  sostituzione  non 
farà  cambiare  il  segno  ai  termini  di  posto  impari,  menlre  alfopposto 
farà  mutare  il  segno  ai  termini  di  poslo  pari,  Tutlo  al  contrario 
avverrà  se  n  è  impari  ;  in  qucsto  caso  muteranno  di  segno  i  termini 
di  posto  impari,  e  quindi  il  primo  ;  ma  siccome  in  questo  caso,  per 
render  positiYO  questo  termine,  si  deve  cangiare  il  segno  a  tutta  Te- 
quazione,  cos),  facendo  questo  cangiamento,  i  termini  di  posto  impari 
riprendono  il  loro  segno,  e  cambiano  di  segno  i  termini  di  posto 
pari  :  si  cbe  ,  poichè  d'allronde  Tineognila  in  un*equazione  puô  essere 
rappresentala  sia  da  y  cbe  da  x,  ne  scgue  cbe  per  ottenere  la  ebiesta 
trasformata,  sia  qualunque  il  grado  delVequazione  data  y  baslerà 
cambiare  il  segno  ai  termini  di  posto  pari. 

AvvERTBNZA.  —  11  ragîonamcnto  précédente  ricbiede  cbe  Tequa- 
ziooe  data  sia  complela,  e  perô  se  non  è  taie,  converrà  prima  comple- 
larla. 

EsB.  —  ïrasformare  Tequazione  a3*+5a;'— 2œ*+!=o  in  un*altra,  le 
cui  radici  sieno  di  segno  conlrario  a  quelle  délia  data. 

Completando  primamenle  la  dala  equazione  divienc 

x*+5a5'~2x*4-o.a5-i-l=o , 

quindi,  in  Tirlù  délia  rcgola  prcccdente,  la  trasformata  sarà  x^— Sor* 
— 2x^-o.x4-7=o,  0  vero 

x*-5x*-2x*+7=o. 

240.  Problbiia.  —  Trasformare  una  data  equazione  in  un*al- 
tra,  in  modo  che  le  radici  délia  trasforTnala  sieno  in  un  daio  rap- 
porto  con  quelle  délia  proposta. 

Sia  la  data  equazione 

(1  )  a5*+a|X^*+assa5*^*4-  •  •  •  •  +a„-|X+a„=o. 

Dinotando  con  p  il  dato  rapporte  e  con  y  Tincognita  délia  trasforma- 
ta, dev'essere  per  condizione  del  problema 

-^  =p,  e  quindi     x  =  -7-  î 

X  p 

û  che  per  avcr  la  chiesla  Irasformata  basla  sostituire  -^ ,  0,  do  ch*è 


DBLLA  TnASFOntlAZIONE  DBLLE  EQUAZIONI  111 


or» 

lo  slesso,  —  in  luogo  di  x^  e  in  questo  modo  si  à 

■^ +  ^1-^1  +  ^-^* +••••+»«-!  y +  «•.=<>» 

o  Yoro,  moIUpIicando  per  p* , 

donde  vedesi  cbe  per  ayer  questa  trasformala  basta  moUiplicare  i  suc- 
cessivi  termini  deirequazione  data,  rendvXa  com/plela  se  occorra  , 
pe*  rispetlivî  termini  délia  série  i,  p ,  p* ,  p* , . . . .  p"^ ,  p". 

241.  Giova  noiare  che  secondo  la  relazione  di  trasformazione,  cio& 
^=pa7,  le  radid  deUa  trasformata  (3)  sono  quelle  stesse  délia  pro- 
posta  (1)  tnoUiplicate  per  p. 

EsB.  —  Data  requazione  œ*— 3aî*-f-Saj-2=o  irasformarla  In  un'altra 
le  ctd  radici  sieno  doppie  di  quelle  délia  proposta.  In  questo  caso  p=2, 
e  perô,  reodula  primamente  compléta  1*  equazione  data,  scrivendo 

aJ*+o.x'-3x*+5œ-2=o , 

si  molUplicberanno  i  termini  di  quesla  equazione  pei  rispettivi  termi- 
ni I,  2,  2*,  2*,  2*,  o  vero  i,  2,  4,  8, 16,  e  sa^rà  per  la  chiesta  tra- 
sformata, ommesso  il  termine  nallo , 

a5*-12aî«+40x-32=o. 

24Î5.  Problema.  —  T  ras  for  mare  %ma  data  equazione  in  un'al- 
tra,  le  cui  radici  sieno  inverse  di  quelle  delta  proposta. 
Sia  requazione  data 

Dinotando  con  y  le  radici  délia  nuova  equazione,  dev'essere,  per  con- 
dicîone  del  probicma , 

xî/=i,  0  vero     x  =  —  ; 

y 

si  cbe  per  oltener  la  cbiesta  trasformata  basterà  sosliiuire  nella  (1) 
—  0,  eiè  ch*è  lo  stesso,  —  in  luogo  di  x,  e  si  à 

y  X 

:?"^^^"^x^+  ^   ^■^"^^  +  ^*-^' 
e  Tero,  moltiplicando  per  x*  e  rovesciando  Tordine  dei  termini , 
(4)  a^|X*+aj^_,x'^*+a^_2X^*+ . .  -^a^xHa^x-\-a^=o. 

Confrontando  cotesla  trasformala  con  la  proposta  (1)  se  ne  trae  la 
regola  che,  per  trasfotmare  tma  data  equazione  in  un*altra^  le  cui 
radici  sieno  irwerse  di  quelle  deUa  proposta,  basterà  invertire  Vor- 
dine  de' coefficienti  in  quesfuliimaj  rendota  compléta,  se  occorra. 
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E  qualora  il  termiae  noto  della  proposta  sia  negativo  ,  conTerrà  , 
dopo  rinyersione  de'  coefBcienti,  mutare  il  segno  a  tatta  requasooe, 
perche  il  primo  termine  délia  trasformata  risulii  positivo. 

EsB.— Data  Tequazione  x*— 3x*+8a5— 4=o,  trasformarla  in  un'altra 
le  oui  radici  sieoo  inverse  di  quelle  délia  proposta. 

Completando  primamente  requazione  data  diviene 

aî'-ho.a5*+o.aj'— 3aB*-i-8a5-4=o  ; 
quindi  inverlendo  Fordine  de*  coefBcienti  si  à 

-4a5»+8a5*-3aj'+o.aî*+o.aj+1=o , 


e  perô,  ommettendo  i  terminl  nulli,  e  mutando  il  segno  a  tutta  requa- 
zione, si  à  per  la  chiesta  trasformata 

4x»-8aj*H-Sa?»-l=:o. 

MS.  Problbma.  —  Data  wn'equaaione,  trasformarla  in  un^aUra 
che  sia  mancante  del  seconda  termine. 
Sia  requazione  data 

(1)  Ooa5*-|-aiaB*^+aia5^V .  •  +fl^œ+a,=o  -; 

dinoti  y  Tincognita  delVequazione  trasformata,  e  sia  h  una  quantité 
iodeterminata  :  pongasi  x+b  invece  di  x  nella  (1)  e  s^avrà 


ac*^-f-  ee, 

+  ec +a|/i*-*+aoft*[  =  o  ; 

+  ec. 


ora  volendo  che  questa  trasformata  mancbi  del  secondo  termine  basta 
annullare  il  cocfliciente  di  questo  termine,  il  che  puô  farsi,  perché  h 

è  indeterminata  ;  pertanio  ponendo  naoh+a|=o  si  ricava  h= — ^  e 

perô  per  avère  la  trasformata  richiesta  bisognerà  porre  nella  propo- 


a 


sta  X invece  di  oc,  cioè  che  per  fare  sparire  U  seconda  termi- 


na^ 


ne  da  wCequa^iione,  bisogna  sostUuire  alVincagnita  la  stessainco* 
gnUa  accresduta  del  seconda  termine,  preso  col  segno  mutato  e  di- 
visa pel  prodatta  del  coefficiente  del  prima  termine  pel  grado  del* 
Veqiiaziane. 
244.  In  générale  vogliasi  dalVeqttazione 

(1)  f  (x)=aoX"+a4x"-*+. . .  .H-a^,x+a„=o 

fare  sparire  una  spedflcata  termine. 
Si  ponga  come  sopra  x+/i  invece  di  x  nella  (1),  e  s'avrà 

(5)   a,af'+~^^t(^') (ft).!r'+- •  •  ^+knh).y^+my'^Kh)=o. 

Ora  se  quesf  equazione  deve  mancare  del  termine  contenente  la  poten^ 
za  x^ ,  basta  porre  eguale  a  zéro  il  coefilciente  di  questa  potenza ,  il 
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quale  è  —  f<"*^  (h)  ;  vale  a  dire,  basla  porre  —  f^"*^  (h)  =  o  ;  cosl 

quest'  equazione  di  grado  n  —  m  darà  altrettanti  valori  per  h ,  per 
modo  che,  ponendo  neirequaziooe  data  ia  luogo  di  x  uno  qualunque 
di  quesU  valori  aumentalo  di  x,  la  trasfortnata  non  conterrà  il  tenni- 
ne  in  oj"*. 

!tiS.  Problema.  —  Data  un'equc^ion^  a  coefjidenti  intérim  quel- 
lo  del  primo  termine  essendo  diverso  ^IVunilà^  trasformarla  in 
un*aUra,  i  cui  coeffidenti  sieno  pure  interij  e  quelio  del  primo  ter- 
mine sia  Vumilà. 

Sia  la  data  equazione 

(1)  a,>aB*+Oiœ*^+ata;^*+ +0a_4œ+a^=o  , 

e  ponendo  —  in  luogo  di  x  ayremo 

œ*   .  a^af^*  ,  Ojac*"*  .  .  a„.x 


ar^     a;^       ay*  a^ 

moltiplicando  tutta  Tequazione  per  o^* ,  Yerrâ 

(6)       aj^+a^aj^'+aoOîœ^-'H- . .  - .  +aj"*a^œ+o^'a„=o , 

e  sarà  questa  Tequazione  richiesla,  la  quale,  corne  si  scorge,  puô  de- 
dursi  immediatamente  dalla  proposta  (1),  sopprimendovi  il  coe/^cfen- 
te  80  del  primo  termine^  e  quindiy  a  partire  dal  seconda  termine^ 
moltipUcamio  i  termini  mccessivi  rispetti/vamente  pé  suceeseivi 
lermini  délia  «me  1,  ao,  a| .  • .  aj~*. 

EsB.  —  Equazione  data  2a?*— 605»  h-  1a5-l=o  ;  rendendola  prima- 
mente  compléta  diviene2a;*-6a;Ho.aj*H-7flD— 1=0;  îndi  sopprimendo 
il  coeiSciente  2,  e,  a  parlire  dal  seconde  termine  ,  moltiplicando  i 
successivi  termini  rispeltîTamente  per  1,  2,  2* ,  2',  e  ommettendo  il 
termine  nullo,  si  à  la  trasformala  richiesla  cc*-6a^+28x-8=o. 

246.  OssBRVAzioNK.  —  Più  generalmente,  si  puô  avère  fm'eot^a- 
zione  a  eoeffUAenti  frazionariij  e  si  vuole  trasformarla  in  un  al- 
ira,  i  cui  coeffldenti  sieno  interi,  e  quelio  del  primo  termine  sia  Vu- 
nità.  In  tal  caso,  moltiplicando  tutla  Tequazione  pel  minime  comun 
diTidendo  de*  denominatori,  la  nuova  equazione  si  troverà  nel  caso 
contemplato  nel  n.®  prec;  anzi,  quando  nelPequazione  data  il  coeiS- 
ciente del  primo  termine  fosse  Vunità,  allora,  dopo  liberata  Fequacio- 
ne  dai  fratli,  il  dette  coei&ciente  sarà  appunto  quel  minime  comun  di- 
vidende. 

EgB.  —  Equazione  data  as'+l^sc'-Jras+S^o.  Il  minimo  comun  di- 
vidende è  6,  e  faite  sparire  le  frazioni  si  à  Cas'+Sx*— 2x4-12=o;  quin- 
di,  secondo  la  regola  del  n.^  prec.  si  sopprimerà  il  coefficiente  6,  si 
molliplicherà  il  terzo  termine  per  6  e  il  quarto  per  36,  e  s^avrà  final- 
mente  x*+3x*-12  aî+432=o. 

2tV.  Atvertbuza.  —  In  taluni  casi  si  possono  fare  sparire  le  fra- 
zioni dairequazione«  adoperando  un  numéro  più  ptccolo  del  nomina- 
le minimo  dividende  comune  ;  imperciocchë  si  puô  trovare  taie  un 
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numéro  p,  minore  dî  delto  minimo  corn,  dividendo,  che  le  sue  poten- 
ze  successive  p' ,  p' ,  ec.  sieno  divisibili  pe*  denominatori  de*lermioi 
che  rispetlivamente  devono  essere  moltiplicali  per  quelle  polenze. 

EsB.  -  Equazione  dala  x*  -h  -^ — ■ô-+â6"^648'^^'^^^"^^^^^^*^' 

invece  di  moltiplicare  re^uazione  per  648,  che  è  il  mioimo  diTidendo 
comune  dei  denominalori,  si  puô  molliplicarla  per  6  ;  cosl  divieue 

«   .     6     ,     C     t     6         6.5 

indi  sopprimendo  il  coefficienle  del  primo  termine,  e  molliplicando 
il  lerzo  per  6,  il  quarto  per  36,  il  quinto  per  216,  spafiscono  i  deno- 
minatori in  ogni  termine,  e  si  à  a5*4-3a?-12a5*+6œ+10=o. 

248.  Problbma.  —  Data  un  equazione,  trasformarlainun'aUra 
le  oui  radici  sieno  le  differenze  ira  quelle  délia  data^  prese  a  due 
a  due  in  tutti  i  modi  possibili, 

Sla  Tequazione  data 

Dinotando  con  o?^,  x^  due  radici  qualunque  di  quesfequazione  e  con 
y  rincognita  dell'equazione  cercata,  avremo  per  condizione  del  pro- 
blema 

(7)  ^h-^i^y  y 

e  nel  tempo  stesso  f(xO=o  ,  f(a?«)=o.  Ora  se  nella  prima  di  queste 
equazioni  poniamo  per  a?^  il  suo  valore  dato  dalla  (1)  e  teniamo  pré- 
sente la  seconda,  avremo 

(8)  f(cCi).y+îr(œi).î/*+-  •  •  •+!/*=o. 

Quesl* equazione  indipendente  dalla  radice  x^^  che  puô  essere  una 
qualunque  délie  radici  délia  proposta ,  avrà  per  radici  le  differenze 
oji— acv»  2Cj— œ^,  .  .  x^— a;^=o, .  .  oc»— sc^,  e  perô  dev'esser  verificata 
peri/=o,  come  di  fatto  avvicne.  Ma,  comechè  noi  coosideriamo  le 
differenze  tra  una  radice  e  se  stessa,  cosi  sopprimeremo  nella  prece* 
dente  equazione  il  faltore  y^  e  scriveremo 

(9)  f'(3c)+t^f'(œ).y+i^,r(aî).2/*+-  •  •  •+y"-'=o. 

Posto  ciô,  è  chiaro  che  la  chiesta  equazione  sarà  Teliminala  in  y  fra 
ledue(1)e(9). 

249.  Senza  eseguire  co testa  eliminazione,  possiamo  conoscereil 
grade  dclfequazione  dimandata,  osservando,  che  dovendo  essa  avère 
per  radici  le  differenze  tutte  tra  le  n  deirequazione  data,  prese  a  due 
a  due,  e  queste  differenze  essendo  n{n-\),  taie  sarà  pure  il  grade  del- 
l'equazione richiesta,  che  prende  il  nome  di  equazione  aile  dif- 
ferenze, e  che  evidentemenlc  è  di  grade  pari. 

250.  Osservando  inoltre,  che  se  quest'  equazione  ammette  la  radice 
aî,-a5|,  deve  ammetlcreancorraltraûc,— as^^^nescgue  che,  se  p  è  radice 
deirequazione  aile  differenze,  anche  -^  è  radice  di  questa  medesima 
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equazione ,  la  quale  per  ciô  non  puô  contenere  che  tutle  potenze  pari 
deirincognila  ;  allrimenli,  se  un  sol  termine  conlenesse  coq  poienza 
ifflpari,  questo  verrebbe  a  cambiar  di  segno  nel  sostituire  — ^  air  in- 
cognita,  e  perô  il  primo  membro,  che  s'annullava  pel  valore  y=^,  non 
potrebbe  più  annullarsi  per  Taltro  1/=:— p,  e  ciô  ripugna  alla  natura 
deirequazione  in  discorso,  la  quale,  per  ciô,  dev*esser  délia  forma 

(10)  !/**+P,!/*'^*+P2y*"^+-  •  •  •+î>«-iy*+Pn=o. 

251.  Facendo  y^=z,  quesl'equazione  si  cambia  nella  seguente 

(11)  2'»-H>,:s'*^Vp22"'*-f  •  •  •  -f-p^-|2-Fp^=o, 

la  quale,  secondo  la  relazione  ira  z  ed  y,  avrà  per  radici  i  quadrali  di 
quelle  délia  (10),  cioè  i  quadrali  délie  differenze  Ira  le  radici  délia 
proposta,  prese  a  due  a  due  ;  è  per  ciô  che  la  (11)  si  chiama  equa- 
zione ai  quadrali  délie  differenze  délie  radici  délia (1). 

252.  Di  quesrequazione  sappiamo  già  calcolare  con  un  delermi- 
nante  il  suo  ultimo  termine  (n.^  201). 

Ha  volendo  avère  tutti  i  coefBcienli  Pi ,  p^  9  ec.  osservcrcmo  che  essi 
sono  funzioni  simmetriche  degli  jn{n  —  i)  valori  délia  funzione 
i/=(x^-a5i)* ,  e  perô  sono  anche  funzioni  simmetriche  délie  radici  x^ , 
âcj ,  . . .  a?^,  (n.**  230),  e  quindi  ancora  délie  somme  délie  polenze  si- 
mili di  quesle  radici,  e  perciô  de*  coeBlcienli  délia  proposta  equazio- 
ne. Ora  ecco  in  che  modo  Lagrànge  trovô  con  una  via  più  spedila  le 
somme  S^  délie  radici  (œ^— aCi)*  in  funzione  délie  somme  8^  délie  po- 
tenze simili  délie  radici  9C| ,  Xg,  ec.  Si  ponga 

(12)  ç(œ)=(aj-œ,)^+(x-Xi)*"*+(a;-aj3)«^H--  •  •  •+(aî-x„)**  ; 

quindi  si  faccia  in  quesl'equazione  successiyamente  x=Xi ,  x^x^^ . , 
œ=x^^  e  si  sommino  i  risultamenli  :  avremo  cosl 

<p(a5|)+(p(a?ï)+ +?(œ»^=(»i-aî,)*^-f +(»!-» J*** 


+(œ«-œi)*"*+  •  •  •  •  H^n-x^i)^  ; 

ma  il  secondo  membro  di  quesl*eguaglianza  è  il  doppio  délia  somma 
S^  délie  potenze  m*"*  délie  radici  (oc^-x^)*  délia  (11),  quindi 

ç(x0+ç(a52)f+ç(aî3)+-  •  •  •+cp(crJ=2S^. 
D*aItronde,  sviluppando  le  potenze  dei  binomii,  la  (12)  diviene 

ç(œ)=œ*~-2maj4  x*'»-^+[^J*l  xf  x^"^* +aîr . 

+x^-2mx^  œ*^*+r^^]  xj  x^^^ +x 


2 


+x*~-2mœ^x**^*+P^l  œ*œ*~'* +x\ 

e  ponendo  in  questa  formola  invecedi  x  successivamenlc  X| ,  2^2 ,  •.  a'„ 
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sommaDdo  i  risullamenti ,  e  osservando  che  x«+a;i[+*  *+^==«jki  si  à 
Ç(»|)+ç(a5,)4-  •  •  •+9(aJ»),  o  sia 

e  poicbè,  coin*è  agevole  scorgere ,  i  lermini  ad  egual  distanza  dagli 
eslreini  sono  eguali,  e  il  totale  numéro  dl  lermini  è  impari,  cosl  ri- 
sulla  linalmente 

S«=n«t«-2  tns^s,,^-!-  p2^]  s,  a,^,  -  ec =t  —  p^J  s.  s. , 

ove  Tultimo  termine  è  il  medio. 

Postociô  ,  facendo  in  questa  formola  m=1,  2,  ....  ,  n  s^aTran- 
no  le  somme  $| ,  S, ,  .  • .  S„  in  fanzione  délie  somme  «i ,  a, ,  •  •  s^a 
délie  radici,  e  quindi  de'  coefflcienti  Oi ,  a,  •  « .  o^  délia  proposta  ;  e 
poi  mercè  la  formola  (13, 212)si  calcolerannoi  coefflcienlip, ,  p, ,  ..p. 
deirequazione  (11)  ai  quadrati  délie  diflèrenze  délie  radici. 

^SS.  Problsma.  —  Trasformare  wa^equaaione  in  tm*aUra  lecuî 
radici  sieno  i  quadrati  di  quelle  deUa  data. 

Sia  Tequazione  data 

(1)  f(x)=a;'*4-a,  as^Vot  a^^+*  •  •  -+0,^  Xi-a„=o  ; 

chiamando  y  Tincognita  délia  Irasformata  dev*essere 

(«)  î/*=aî, 

si  che  la  questione  riducesi  ad  eliminare  x  fra  le  due  equazioni  (1) 
e  (13).  Perô  il  calcolo  puô  essere  reso  più  semplice  osserrando  (*) 
che  Tequazione 

(14)  f{x)  f(-a5)=o , 

che  non  cambia  mutando  x  in  —as,  ë  délia  forma 

(œ*-~xî)  (a5*-xî)  (x*-xî) (x*-xî)=o ,  (10, 168), 

in  cui  Xt,  ^2«  .  •  •  x,|  sono  le  radici  délia  proposla  (1)  ;  quindi  si 
scorge  chiaramenle  che  per  ottenere  la  chiesia  trasformala  basla  por- 
re  x*=t/  nella  (14).  Ora  se  P  rappresenta  Tinsieme  di  tutU  i  termini 
di  grade  pari  délia  proposta  (1),  e  QxlMnsieme  de' termini  di  grade 
impari,  essendo  Q  un  polinomio  délia  slessa  forma  del  polinomio  P, 
sarà  f(x)=P-|-Ox,  e  perciô  Tequazione  (14)  è  délia  forma 

(13)  (P+(?x)  (P-(?x)=P*-0*x*==o  ; 

laonde  la  chiesia  trasformata  s'avrà  senza  alcuna  elimioazione ,  ma 
semplicemente  ponendo  in  quest*ullima  equazione  x^=y. 
EsB.  —  Sia  Tequazione  data 

x«~2x*+5x*+2x-3=o  ; 

(*)  Prouhbt,  Remarques  sur  la  transformation  et  Vabaissemeni  des  équa- 
lions.-r-Nonvelles  annales  de  mathématiques  par  GsronO  et  P&ouhst^  tom. 
III,  pag.  433, 2^  série. 
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si  &  P=-2x*+5a5«-3,  (?aî=(a5*+2)a)  ;  quindi  la  (15)  în  tal  caso  è 

(-2x*+8a5»-3)»  -  (x*+2)*aj«=o  ; 
ponendo  as^^y,  sviluppando  i  quadrati  e  riducendo  s'avrà  requaziODe 

2/»-4î/*+24î/«-5l2/H34j/-9=o , 

le  cui  radici  saranno  i  quadrati  di  quelle  délia  data. 

2St.  PaoBLBMA.  —  Trasformare  wn'equdzione  vn  un'altra  le  cui 
Todid  sieno  i  cubi  di  queUe  délia  data. 

Sia  la  solita  equazione  (1)  t{x)=:-o.  Siccomo  un  numéro  divise  per  3 
non  puô  dare  per  reste  cbe  zéro,  o  1,  o  2,  cosl  riunendo  in  un  sol 
gruppo  P  tutti  quei  termini  di  f(a)),  ne*  quali  Vesponente  di  x  divise 
per  3  non  lascia  reste  ;  in  un  sol  gruppo  Qx  tutti  quei  termini,  in  cui 
l'esponente  di  x  divise  per  3  dà  per  reste  1,  e  finalmente  in  un  sol 
gruppo  Ax'  tutti  i  termini,  in  cui  Tesponente  di  x  divise  per  3  dà  per 
resto  2,  sarà 

(16)  f(ac)=P+Ox+Bx«, 

e  i  polinoml  P,  Q,  R  saranno,  in  générale,  funzioni  di  x^. 

Poste  ciô  sia  a  una  radice  immaginaria  4^11*  equatione  z'—l^o , 
l'altra  radice  sarà  a'  (n.^  82),  e  nel  tempo  stesso  a*=a'.a=a:  ponen* 
do  ax,  0  a^x  nella  (16)  avremo 

f(aa?)=P+Çax+Ba*x* ,     f(a«x)=P+Ça«œ+flax* , 

laonde  moltiplicando  queste  equazioni  e  la  (16),  e  tenendo  présente 
che  a*+a+l=o  (n.*  190),  si  Iroverà 

f(x)  Kaix)  f(a*aî)=P'+0  ((?*-3PB)  œ'+B'œ*. 

Ora  se  X|  è  una  radice  di  f(aî)=o,  sarà  (x—Xt)  (a?— ox,)  (a>-a*api), 
o  sia  x'-fl^  una  radice  deirequazionef(x)  f(ax)  f(a^):=o,  quindi 

i^-e(Q*-3Pfl)x»fBV;= 

(x»-xî)  (a5»-a^)  (x*-xj). i^-xS) , 

e  perciô  si  vede  che  per  avère  la  trasformata  richiesta  basia  porre 
x^=y  neirequazione 

(11)  P»-e  (Q^^iPR)  x»+ll»a«=o, 

EsB.  -  Sia  Tequazione  data 

(18)  x*-2aB»+Sx*-l-3x+l=o , 

la  quale  puô.  mettersi  sotte  la  forma  —  (2x'-l)4-(x*-f3)  x+5x*  =  o  , 
che  paragonâta  con  la  formola  générale  (17)  dà  P=:  —  (2x'— 1) ,  0= 
05*4-3 ,  R=5  ,  e  quindi  la  (17)  in  queslo  caso  diviene 

-  (2»»~l)M»'+3)(x«+36x5-6)as'4-125x«=o, 

si  cbe  ponendo  x'=2/,  sviluppando  e  ordinando,  si  à  l'equazione 

î/*-|-31y»-llî/«-24î/-hl=o, 

le  cui  radici  sono  i  cubi  di  quelle  della  proposta  (18). 
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^SS.  In  generaleper  trasformare  VeqiMzione  (1  )  /(x)=o,  in  tin'al- 
ira  le  cui  radici  sieno  le  potenze  m***  di  quelle  délia  proposta^  ba- 
sterà  corne  fu  indicato  dal  Waring  formare  Tequazione 


f(x)  î{ax)  f(a«x) f(a*-*x)=o, 

ove  a  è  una  radice  primiliva  deU'equazione  bînomia  2"— l=o,  e 
quindi  porre  oella  précédente  equazione  x*^=y. 


CAPITOLO  VII. 

Délie  radici  «•■i«»l  m  âme  e^waioal,  e  délie  r«iiel  eg^vali 

dl'MB^e^aazIaae. 

LEZIOiVE  XIX. 

Cùtidizioni  perché  due  eqnazioni  ammeltano  un  data  numéro 

di  radici  comuni. 

^S6.  Sieno  le  due  equazioni 

(1)  A=aoX''+a^x'^*+a^*^^+ +a^_iX+a„=o  , 

(2)  B=b^x^-\'b^  x^+6jxP-*+  •  •  •  •  +6p^|X+6p=o  , 

e  sia  p<n.  Se  queste  equazioni  ammeltono  un  dato  numéro  l  di  ra- 
dici comuni  e  disuguali  x, ,  scs .  •  x^,  devono  di  nécessita  aramettere 
per  divisor  comune  il  prodotto 

(3)  Co(x-X|)  (x-Xj)  (x-Xj) . . .  (x-xi) , 
0  vero  il  polinomio 

(4)  C=Cox'+c,x*~*+C2x'"*+-  •  •  •+Ci.,x4-Ci , 

e  queslo  dev'essere  il  massimo  divisor  comune  in  x  di  A  e  £  ;  altri- 
menti  le  equazioni  (1)  e  (2)  ayrebbero  ancora  qualche  altra  radice  co- 
mune, oltre  aile  l,  contre  Tipotesi.  Da  ciô  vediamo  che,  per  conoscere 
se  due  equazioni  date  ammeltono  radici  comimî,  convien  cercare 
se  i  prinii  membri  di  dette  equazioni  ammeltano  un  massimo  di- 
visor comune  in  x  di  grado  assegnato  1. 

2X7.  Âllorcbè  alcuna  délie  radici  comuni  Xf,  x^,  ec.  è  multipla 
fielle  equazioni  date  (1)  e  (2),  nel  prodoUo  (3)  vi  dovrà  essere  qual- 
che fattore  elevato  a  potenza,  e  lesponente  di  quesla  potenza  dovrà 
essere  il  minore  de'  due  esponenli  di  molliplicilà  délia  slessa  radice 
nelle  due  equazioni  ;  quindi  il  grado  del  polinomio  (4)  puô  ben  esser 
maggiore  del  numéro  k,  çhe  dinola  quello  délie  radici  dis  lin  te  e 
comuni  délie  due  equazioni. 

2S8.  Posto  ciô,  supponiamo  che  su  i  due  polinomii  AeBy  che  co- 
stituisconu  i  primi  membri  délie  equazioni  date  (1)  e  (2),  si  operi  la 
ricerca  del  massimo  divisor  comune,  riducendo  il  polinomio  B,  se 
pure  occorra ,  a  un  grado  d*una  sola  unilù  inferiore  a  quello  di  B 
(n.*»  136).  Sieno 

(5)  R\ ,  B', ,  fl'3  î  ....  R'n^i 
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i  successWi  residui  sempliDcati  (n.®  141),  il  cui  tipo  générale  è  il  se- 
guenle  (12,  138)  : 


(6) 


(0 


«) 


«) 


il'i=Poœ''^Vp.  x^-'-V-  •  •  •+p„^,œ+p^ , 


essendo,  anche  in  générale , 


0) 


p*= 


«0  •  • 

ai  . . 


0 

a. 


•  ■  •  • 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


0 
0 
0 


0|  •  •  Oq  •  • 


.  .  0 
.  .  0 
•  •  0 


4i-l  ^ti-1 


t+A+i  *'2i4-fc  ^li+*-l 


•  .  h 


(tr-l)' 

Se  nessuno  de' residui  (5),  dal  primo  sino  aHullimo  B',j_i=Po 
che  è  indipendente  da  x,  è  nullo,  i  due  polinomii  il  e  JS  non  ammct- 
tono  alcun  fattore  comune  in  x,  ne,  per  conseguenza,  le  equazioni 
dale  ammeltono  alcuna  radice  coniunc.  Per  contro  se  dei  residui  (5) 
è  nuHo  R'nr^i,  saranno  nuHi  tulti  i  seguenli  sino  all'ullimo  R\^ ,  e  al- 
lora  il  residuo  précédente  ad  Jî',^1 ,  cioè  R'n-i-î  »  moliiplicalo  peruna 
quantilà  coslanle  (n.®  141),  sarà  rullimo  deVesidui  R  che  non  svani- 
sce,  e  sarà  quindi  i)  massimo  divisor  comune  de*  duo  polinomii  A, 
B]  e  Tequazione  B'„_/_|=o,  che  è  del  grado  l,  sarà  requazione  che 
contiene  le  l  radici  comuni  aile  due  equazioni  dale  (1)  e  (2). 

Rcciprocamente,  se  vuolsi  che  colcsle  equazioni  abbiano  I  radici 
comuni,  ë  d'uopo  che  î  due  polinomii  A,  B  ammettano  il  divisor  co- 
mune Rf^i^i ,  e  perô  che  sia  nullo  il  residuo  R^^i ,  o,  se  vuolsi ,  il 
residuosemplificalo  B'^^,  che  non  differisce  da  R^i  se  non  per 
un  fatlore  costanle. 

Ora ,  slando  alla  formola  (6)  le  espressioni  del  residuo  R'^^  ë  la 
seguente  : 


il'«-l=Po"'^«^'+P 


^'"^  i-t    ("-"  l-ï 
œ    +Pt    "" 


05'-*+ 


•  •  •  • 


+p[-* 


quindi  perché  sia  ll»-/=o,  dev'essere 


(1^-^ 


(fi-0 
Pi      =0, 


9t    =0, 


•  •  ■  • 


(8)  Po    =0, 

perlanlo  queste  l  equazioni  sono  le  condizioni  perché  le  due  equazio- 
ni A  e  £  ammettano  il  fattore  comune  di  grado  I. 

Ora  osserviamo  che  cssendo  nullo  1{'„_|  sono  nulli  idenlicamente 
tutli  i  rcsti  seguenti,  cioé 


(»-ï-hi)» 

+P^î=0 


(«-s)  .    (»-a)        («-3) 

B'^=Po    œ*+p,    x4-pj=o, 

(»-»)  (fl-2) 

Bii^î=Po    œ+pi    =0, 

-n  ji-f=Po     =F0  , 
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quiodi  si  yede  cbe  al  Bistema  di  equazioDi  (8)  si  puô  sosUlaire  fl  se- 
guenle  anche  di  1  equazioai , 


(8') 


(i^-t) 


=0 


Po      =0, 


Po 


fonnato  eguagliando  a  zéro  i  coefflcienti  de'  prîtni  tertnini  de'  residui 
A'- •••A'    *,  quali  coefflcienti  il  Prof.  Truoi  distingue  col  nome  di 

déterminant!  principali. 

Pertanto  i  polinomii  daii  À  e  B  ammetteranno  tm  divisor  comur 
ne  del  grado  \^^ ,  se  ômno  luogo  le  1  condizioni  (8)  o  (8'),  e  questo 
divisor  CQtnune  sarà  il  polinomio  R',|^{.| ,  il  quale  uguaglicUo^  a 
zéro  darà  te  I  radid  comuni  aile  due  eqtiazioni  k=Oy  B=o.  (*/ 

ltS9.  Perottenere  le  equazioni  (V)  baslerà  nella  formola  (7)  porre 
fc=o,  i=m—\,  i=n-2 ,  •  • .  i=n-'l,  e  calcolarsi  i  corrispondenti  deter- 
minanli,  mercè  i  coefflcienti  dei  polinomii  dati. 

EsE.  —  Si  YOgliano  lé  condizioni  percha  le  due  equazioni 

(9)  x*+a|a5HaiaîH-a,=o ,  xHhiX-hb^^o 

ammettano  due  radici  comuni. 


Tnquestocasolecondizioni(8')siriduconoalleduepo  =o,  p^  =o , 
le  quali,  seconde  la  formola  (7)  e  tenendo  présente  che  n=3^  i=2 , 
00=1,  6^=1 ,  a4=o,  by=Oj  yengono  cosl  espresse  : 


0     1  0    0 

1    6,  1   0 

a^  b^  b^  i 

0^0  b|  b| 


=  0. 


1     0    1     0    o 

Oi  1    b|  1    0 
a^  Of  bi  6|  1    =0 
Gg  (^  0   b|  b| 
0  as  0   0   6) 

Sviluppando  questo  seconde  déterminante  si  à  : 

(10)  6î-6j-a|5|+a,=o , 

e  sTiluppando  il  primo  e  tenendo  présente  quest*equazione  (10),  s*ot- 
tiene  dapprima 

btibf-a^yb.ia^b^^b^Ot)  )  ^  ^ 

+a4(a,6î-6|at)-a,(6j-a,)+a3(6«-a,)  )       ' 

indi,  osservando  che  per  la  (10)  si  à  b|(b|— a,)=&,'-<it ,  ellminando 
b^—Of  Ira  questa  equazione  e  la  précédente  risulta 

(6|62-a|6,+aa)  (6,~a,)=o , 
e  poichè  si  suppone  ai  diverse  da  6| ,  dev*essere 

(11)  b^b^-a^bt+a^^o. 

Pertanto  le  condizioni  richieste  sono  le  (10)  e  (11),  le  quali  si  ri- 
ducono  alla  sola  (10),  quando  a,=b|. 
260.  Una  yolla  verificate  le  equazioni  (10)  e  (11),  la  seconda  del- 

(*)  Faa  db  Bruno.  Théorie  générale  de  i*  éliiainalion;  pag.  84.  —  Trudi^ 
Teoria  de*  delerminanli^  pag  144. 
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le  equazioni  (9)  è  fattore  délia  prima.  Quando  poi  i  coefficient!  délia 
seconda  sono  incognili,  allora  le  equazioni  (10)  e  (11)  serviranno  per 
determinare  cotesti  coefficienti,  e  il  trinomio  x^+b^xi-b^  sarà  un  di- 
TÎsore  di  2^  grado  délia  prima  equazione  (9).  E  qui  puô  tornarsi  a  ve- 
dere  quel  che  fu  allrove  osservato  (n.®  201),  cioè  che  Tequazione  cbe 
serve  a  determinare  i  coefficienti  b^ ,  b,  nsulta  del  3^  grado  :  cosl  eli- 
mînando  b^  tra  le  (10)  e  (H)  si  à  6,  (6f-ai)*+aj  (6i— ai)+a3=o. 


LEZIONË  XX. 
Délie  radici  multiple  d^un'equazione. 

261.  Abbiasi  Tequazione 

(i)        f(x)=aî*+aiaî"^*+aja5^*+ +a„„iœ+a«=o , 

e  se  essa  à  i  radici  eguali  ciascuna  ad  x, ,  deye  ammeltere  il  faf  tore 
(œ-x,)*.  Ordinandof(x)  secondolepotenzediœ-Xi,  abbiamo(n.**122) 

(2)  f(x)=f(X|)+f'(x,).(œ-x,)+jr(xO.(x-œ)*+.  -+(x-X|)*=o, 

donde  si  vede  che  per  poter  la  proposta  eqvazione  acqrmlare  il  fat- 
tore  (x— Xi)' ,  è  necessario  e  sufficienle  che  abbiano  luogo,  a  un  tem- 
po,  le  seguenti  i  condizioni  : 

(3)  f(x.)=o ,  r(x.)=o  ,  r(xO=o  , . . . .  f(^*)  (x.)=o  ; 
imperocchë  allora  la  (2),  e  quindi  la  proposta  equazione  diviene 

^     f(x)=(x-x,)*  ['ir^%x,)'\-'  • .  -f(x-x.y»-^]=o. 

corne  si  voleva.  Pertanto,  secondo  le(3),  volendo  sapere  se  una  data 
radice  d'tin'eguozione  è  mullipla^  Disogna  vedere  se  verifica  le  suc-- 
cessive  derivate  di  queW equazione  :  verificando  la  sola  prima  deri- 
yata,  sarà  radice  doppia  ;  verificando  la  prima  e  seconda  derivata , 
sari  radice  tripla  ;  e  in  générale  yerificando  tutte  le  derivate  da  quel  • 
la  di  1®  ordine  sino  a  quella  di  ordine  (i-l)"**,  sarà  radice  i"*. 

Yedremo  altrove  corne  altrimente  si  possa  riconoscere  se  una  data 
radice  ë  muUipla. 

262.  Il  metodo  précédente  richiede  che  si  sappia  una  radice  del- 
Vequazione  data,  per  quindi  vedere  se  essa  sia  multipla.  Ora  espor- 
reroo  un  metodo  secondo  il  quale  possiamo  assicurarci  se  im'equa- 
zione  ammetia  radici  muliij>lej  e  quxili  esse  sieno^  senza  anticipa' 
lamente  conoscerne  alcuna.  Per  cio  osserviamo  che  essendo  f(x)  un 
polinomio  analogo  ad  f(a:),  se  si  ordina  r(x)  secondo  le  potenze  ascen- 
denti  di  (x-x,),  s'avrà 

f (x)=f'(x,)+f (xO.(aî-x.)+-^  r(x,).(x-.x,)«+- . .  .+(x-x,r'  ; 

quindi,  se  si  suppongono  veriflcate  le  equazioni  (3),  spnriranno  dal 
secondo  membre  di  quesl'equazione  tutti  i  terroini  a  partirc  dal  pri- 
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ino  sino  a  qucllo  che  conlicne  il  fallore  {x—x^Y ,  e  perciù  sarà 

(i)  n^M^'X,r'<9i{x), 

essftndo  (f^ix)  un  pollnomio  di  grado  n-i.  Perlanlo  ,  paragonando 
(luesla  (5)  con  la  (4),  scorgiamo,  ihe  se  la  proposta  equazione  f(x)=o 
ammelle  il  fallore  (as— X|)*,  la  sua  prima  derivata  f(3D)=o  ammeilerà 
il  fallore  (ae-œi)*^*,  o  vero,  in  linguaggio  ordinario,  se  un'equazione 
ammette  un  fattore  muUiplo,  la  sua  prima  derivata  ammeilerà  lo 
sti'sso  faltore  elevalo  a  unapotenza  di  grado  inferioreper  wna  soto 
tmità  a  queUo  a  cui  trovasi  nslV  equazione  data.  E  siccome  V\x) 
è  rispelto  a  f  (ce)  ciô  che  queslo  polinomio  è  rispcUo  a  f(œ) ,  e  cosî 
per  ogirallro  derivalo  rispelto  al  suo  preccilenle,  ne  seguc  che  un  fat- 
tore  multiplo  d' un*  equazione  si  troyerà  pure  multiplo  nelle  derîTate 
successive,  ma  con  un  esponente  che  va  dirninuendo  d'un'unilà  da  unn 
derivata  alla  seguenle;  per  modo  che  se  quel  faltore  è  del  grado  t"* 
neirequazione  dala,  nella  derivala  di  ordine  (i-l)^'^  si  troverà  a  1* 
grado,  e  nelie  dériva  le  seguenti  non  yi  sarà  più. 
263.  Si  noti  che,  esseodo  in  générale 

i(^){x)=Î^^Hx,)-ti^''^'\x,)AX--x,)+  ,^f(*^*)Cr,)  (aî~a;,)*-fec. 

una  qualunque  derivata,  che  uguagliala  a  zéro  ammelle  radici  multi- 
ple, avrà  radici  comuni  con  le  derivale  segucnli  sino  a  un  cert'ordine. 
ma  non  con  le  precedenli  ;  in  fatli  perché  ^*^(cc)=o  ammella  la  radi 
ce  doppia  aci,  basta  che  siaf(*)(x,)=o,  e  f(*'*'*)(a5|)=o,  senza  che  le 
derivale  precedenli  a  ^*'(x)  sieno  nulle. 
26t.  Segue  dal  n.""  262  che  se 

î(x)=(x-x^y*{x-x^*^ix-'X:iy^ =0  , 

sara  f  (a5)=(x-œ|)*^"*(a5-a;j)*2"*(a>-œ3)*s"^ .  •  =o  , 

e  perciô  f(ac)  e  f  (x)  ammelteranno  il  comune  divisore 

il  quale  nguaglialo  a  zéro  darà  un*equazione,  che  avrà  per  radici  le 
multiple  délia  proposla,  ed  in  quai  modo  lo  vedremo  fra  poco.  Sitnil- 
mcnle  i\x)  e  T'{X)  ammelteranno  il  faltore  comune 

Di={x-x^y^  "^(œ-a?2)*î""^(aj~X3y>"* . . . 

e  cosî  appresso. 

Ouindi  per  sa/pere  se  un  equazione  ammetta  radici  multiple^  bi- 
sognerà  cercare  il  massimo  divisore  comune  ira  il  primo  mcmbro 
diqv£lVequasioneeilprimoderivato, Sequesio  massimo  divisore  co- 
mune non  esiste,  la  proposta  equazione  non  avrà  radici  multiple.  Ha 
se  vi  esiste,  la  profosla  avrà  neccssariamenle  radici  multiple,  i  cui 
rispettivi  gradi  di  multiplicilà  si  delerminano  al  modo  seguente.  .^eil 
divisore  comune  è  di  1**  gr. ,  ej^'uaglialo  a  zéro,  darà  per  ce  un  valo- 
re  a?! ,  che  sarà  radice  doppia  délia  proposla  equazione  :  imperocchè, 
seconde  quesripotesi,  cc—ac,  è  fallore  comune  di  f(x)  e  r(cc),  e  irovan- 
dosi  a  1^  grado  in  f'(a3),  devesi  trovare  a  2^  grado  in  i{x)  (n.**  262). 
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Se  dMo  divisor  comune  ë  di  2^  grado,  allora  puù  accadere  o  che  que- 
sto  divisore,  eguagliato  a  zéro,  ammetta  radici  disuguali,  o  pure  ugua- 
li  ;  nel  primo  oaso  avrà  in  forma  a  (ac— x,)  (x-x^)^  e  quindi,  per  le 
slesse  ragioni  di  sopra,  la  proposla  avrà  ilfaltore  (sd-X|)*  (x-ac,)*, 
vale  a  dire  ciascuna  délie  radici  x« ,  x^  sarà  doppia  ;  nel  secondo 
caso  quel  divisore  essendo  délia  forma  a(x-x,)*,  dovrâ  trovarsi  a 
questo  {rrado  in  r(x),  e  in  f(x)  si  dovrà  Irovare  a  3*  gr.  ;  per  modo 
cbe  j  in  (al  caso  ,  avendo  la  proposla  il  faltore  (x— X|)',  la  ra- 
diée Xf  sarà  tripla  ;  nel  tempo  siesso  questo  fattore  trovandosi  a 
quadrato  in  r(x)  devesi  trovare  a  primo  grado  in  f'(x).  Se  il  divisor 
comune  è  de!  3^  gr.  puô  avvenire  che,  uguagliato  a  zéro,  ammetla  1^ 
le  sue  tre  radici  X|,  Xj,  Xs  disuguali,  e  in  questo  caso  la  proposla 
ammetterà  tre  radici  doppie  x, ,  x^ ,  Xj  ;  2^  che  due  radici  X| ,  x,  sie- 
no  eguali,  e  in  tal  caso  la  proposta  ammellerà  la  radice  doppia  x^  e 
due  radici  triple  x, ,  x,  ;  3"^  iioalmenle  che  sia  x,=X2=X3 ,  e  in  lal 
caso  la  proposta  ammellerà  la  radice  quadrupla  x,.  Ragionamcnli  ana- 
loghi  si  applicano  ai  casi  in  cui  il  massimo  divisor  comune  tra  f(x)  c 
Vix)  risulli  di  grado  superiore  al  terzo,  e  se  ne  Irarranno  le  analo- 
ghe  conseguenze. 

EsBMPio  I,  —  Vogliasi  sapere  se  Tequazione  x"— a*=o  à  radici  egua- 
li. Abbiamo  in  questo  caso  f(x)=x'*— a*,  e  r(x)=?ix*"*;  e  poicliè  cvi- 
dentemenle  quesle  due  fûnzioni  non  possono  ammcttere  alcun  diviso- 
re comune,  cosi  Tequazione  x'*~a"=o  non  puô  avère  radici  eguali. 

EsBMPio  II.  —  Sia  data  Tequazione 

f(x)=x*-4x*-2x*+16x»4-5x*-20x-12=o , 

e  si  voglia  sapere  se  ammelle  radici  nmlliple.  Seguendo  la  regola  for- 
meremo  il  primo  derivalo  di  f(x)  e  avremo 

f  (x)=6x*-20x*-8x»H-48x«+10x-20 , 

e  applicando  la  regola  esposta  negli  Elemen^i  (n,°  604)  troveremo  che 
il  m.  c.  d.  di  f  (x)  ed  f'(x)  è  x*-3x-2,  che  uguagliato  a  zéro  dà  Te- 
quazione  x*— 3x-2=o  ,  la  quale,  come  è  ajtevole  scorgere,  à  per  ra- 
dice x=— 1,  si  che  è  divisibile  per  x-f-1  (n.®  141),  e  dà  per  quozien- 
le  x*-x— 2=o;  quesfequwione  à  per  radici  —1  e  2,  e  quindi  il  mas- 
simo divisor  comune  x^—3x —2=(x-M)*(x— 2)  ;  laonde  la  proposta 
equazione  ammelte  una  radice  doppia  eguale  a  2,  e  una  tripla  egua- 
le  a  — 1. 

26S.  Vi  è  benanche  un  metodo  onde  ottenere  le  equazioni  spccia- 
li,  che  conlengono  rispetlivamente  le  sole  radici  sempllci,  le  sole  dop- 
pie, le  sole  triple,  ec.  d'una  data  equazione.  Per  fissarle  idée  suppo- 
niamo  che  la  data  equazione  f(x)=o  animclla  radici  muUiplc  di  un 
grado  non  superiore  al  4^ ,  e  supponiamo  che  sia 

A|  il  prodotlo  de*  faltori  sempllci  di  f(x) , 
XI  »       »         »       1)        doppii       »     »  , 
XI  »       »        »       I)        tripli        »     B  , 
X\  ))      Ji        B      »       quadrupliD     »  , 
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e  sarà  f(aî)=X.A|XiX{=o , 

quindi  il  m.  c.  d.  di  t(x)  e  V(x),  il  quale  dinoieremo  con  9(x)  sarà 
(n.^264)  ç(x)=X^jXÎ. 

bioiilmente  se  ç/x)  è  il  m.  c.  d.  di  9(x)  e  délia  derivata  f '(^)  ;  se 
(fi{x)  è  il  m.  d.  c.  di  9i(a;)  e  délia  prima  derivata  9^1  (x),  ayremo  le 
allre  uguaglianze  seguenli  :  <fi(x)=X^X^  ,  <f^{x)=^X^ ,  <f^{x)=\  ,  e 
quindi  si  deduce 

e  nuoTamento  dividendo,  avremo 

«i^-*'*   <hc^-^'  û^r^"    ^^^^^^^^ 

laonde,  se  si  eguagliano  a  zéro  cotesli  successivi  quozienli,  e  si  for- 
mano,  le  equazioni 

X4=:0,  Xj=0,  X8=o,  X4=o, 

la  prima  darà  le  radici  semplici  délia  proposta  equazione,  e  non  altre; 
la  seconda  darà  le  radici  doppie,  e  non  altre  ;  la  terza  le  triple;  e  lui- 
tiroa  le  quadruple. 

EsBMPio.  -  f(œ)=JB«-4a5«-2a;*4-«6aî»+5aî*-20a5-12=:  0;  si  IroYa 
per  raassimo  d.  c.  di  f(a;)  e  f  (x),  x*— 3œ— 2  ;  quindi 

ç^ac)=x*-3a;-2,   9'(x)=3x*— 3,   Ç|(x)=œ+1,   9\(x)=l,  9,(x)=l; 
t(x) 


9(x) 


=^  x'-4x*+x+6=îp|(x) , 


Pertanlo  la  data  equazione  à  una  radice  semplice  eguale  a  3  ;  una 
doppia  eguale  a  2  ^  e  una  tripla  eguale  a  —1. 

266.  Ei  giova  notare  che  se  un'equazione,  i  cui  coeiBcienti  sono  nu- 
meri  interi,  non  à  che  una  sola  radice  doppia,  questa  necessariamen- 
te  dev*essere  razionale  ;  imperciocchè,  in  questo  caso  il  m.  c.  d.  tra 
f(x)  e  f  (x)  dev'essere  di  1**  grado,  e  perô  délia  forma  c^,x-|-c,  :  or  que- 
sto binomio  eguagliato  a  zéro  dàperxun  valore  délia  forma  — ^  che 

Cn 
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è  razionale,  e  questo  valoreappunlo  è  la  radiée  doppia  (n.^  264).  Si- 
milmente  se  la  data  equazione  non  ammette  che  uma  sola  radiée  tri. 
pla  ,  questa  dev'  essere  razionale  ;  impereiocehè  ,  in  questo  caso  il 
m.d.c.  di  f{x)  e  t'{x)  deve  risultare  délia  forma  (CoX+c«)*,equindi  il 

valore  délia  radiée  tripla  è -^  eioè  è  razionale.  In  générale,  se  un*e* 

quadone,  a  coeiBcienU  inleri,  non  ammeite  che  wia  sola  radiée  k^^^ 
questa  dev'essere  necessariamente  razionale. 

lUn.  Si  puô  aneora  trovare  wna  sola  equazione^  che  contenga 
tuUe  le  radici  disugruiM  o  distinte,  eome  Yoglia  dirsi,  d'im'eguazto- 
ne  data.  Per  mostrare  qoes^importante  proposizione  dinotiamo  eon 
A  la  funzione  t(x)  primo  membro  délia  data  equazione  (1),  e  eon  B  la 
sua  prima  derivata  f  (x).  Supponendo  eseguita  la  rieerca  del  massimo 
diTisore  eomune  tra  questi  polinomii,  e  (Unotando  eon  it'^  Vi^^  resi- 
duo  del  Stltbstbr,  abbiamo,  com'è  noto  (14,  138), 

(5)  R'i  =  ffiB  -  FiA ,  essendo 

Pi  =  p<^>x^  +  p'  a;*-*V .  • . .  +i)<^*)a5+p(*-*> , 

e  queste  funzioni  possono  esser  messe  sotto  forma  di  determinanti,  i 

quali  analogamente  alla  formazione  de'  eoeffleienti  p^  di  Jt'^  (n.^  cit.) 
s*ottengono  dalla  matrice  (1,  138)  aggiungendo  un*ultima  orizzontale 
ac^*  ...  1,  0,  0  ...  per  avère  F^,  o  un*idtima  orizzontale  o,o..o,  œ*, 
x*^,  ao*"*-...  1  per  avère  ff  ;  e  poichè  nel  nostro  caso  ao=l,  si  à 


(6) 


P'.= 


1        0       . . .  0  6o      0 

Al         1  •  .  .  0    b|        &0 

Os        Ox       ...  0    62        ^1 


0 
0 
0 


0  0         ...  0 


«U  M/  •    .    .     1 


(7) 


C^ 


1 


0 

1 
1 


•  .  . 


0  b. 


...  0  b| 
...  0  bf 


6« 


•  •  •  0 

•  •  •  0 
.  • .  0 


<hi^i  «H-î  • . .  0  & 


li~l   ^K-S 


* . .  0  œ' 


X 


i-* 


•  •  •  6 
...1 


i-f 


tenendo  présente  perô  che  in  queste  formole,  essendo  il  divisore 
f'(2c)=nx*^+(?i-1)  a,x*"*+(n-2)  a,a5'^+-  •  •  •+fl»-iaH-a^,  ^ 

devesi  porre 

(8)  60  =  ^  j  fef  =  (n-1)  a, ,  6,  =  (n-2)  o, ,  ee. 

Si  puô  notare  che  il  coelBciente  di  x**'  in  Fi  è  il  prodoUo  di  (-1)'^' 
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per  bo  e  pel  deter minante  (9,  f  38)  quando  vi  si  fa  fc=o ,  ao=f ,  e  in- 

vece  di  isi  pone  i— 1 ,  oioè  quel  coeiBcienlc  è  (— l)'"^*  ftoP©  ;  si- 
milmente  quello  di  x*  in  ff^  è  il  prodoito  di  1  pei  detto  déterminante, 

ovvero  e  p„     . 

1M9.  Tutto  ciô  premesso,  supponîamo  che  il  primo  residuo  che 
s'annuUa,  nella  ricerca  del  massimo  divisor  comune  d't  AeB,  sia  JR^: 
sarà  pure  iT^^o,  perché  Ji^  differisce  da  JR'^  solo  per  ona  costante 
(n.^141);  quindi  per  la  relazione  (5)  si  à  pure 

Inoltre  dinolando  con  D  il  massimo  divisor  comune  di  Ae  B^  che  è 
di  grado  n-i,  e  con  A',  B'  i  rispettivi  quozienti ,  in  guisa  che  sia 
A=A'D ,  B=B'D  9  Teguaglianza  precedenle,  con  la  sostiluzione  di 
quesU  yalori,  si  cambia  neiraltra 

p'^B'-P'^A'^o. 

Or  secondo  i  gradi  di  A,  B,  D,  quelli  di  A'.  B'  sonorispellivamente  ù 
i— 1  ;  ma  quesli  son  pure  i  gradi  rispeiUvi  di  ffi,  P\^  duoque  A'  è 
dollo  stesso  grado  di  Qi,  B'  k  deUo  stesso  grado  di  F^:  di  più  il  va- 
lore  di  x  che  annulla  A'  non  puô  annullar  B' .  perché  questi  polino- 
mii  sono  primi  ira  loro  ;  e  perô  se  nella  precedenle  uguaglianza  si 
ponga  per  x  un  valore  che  annulli  A',  questo  medesimo  valore  doTrâ 
annullar  Q'^,  e  se  invece  si  ponga  per  x  un  valore  che  annulli  B*, 
questo  stesso  valore  dovra  annullare  F^  ;  laonde  A'  c  ffi  non  solo  so- 
no dello  stesso  grado  ,  ma  devonsi  annullare  per  lo  stesso  valore  di 
X,  quindi  essi  debbono  differire  tra  loro  per  un  fatlore  costante  (i,  si 
che  sarà  Q^=(i.A',  e  sosiituendo  nella  précédente  eguaglianza  ,  ri- 
sulterà  parimente  Pi=\L  B'.  Perlanlo 

(9)  0',=plA'=pl-A,    p^^^^b'^v.-^. 

Da  cio  vcdiamo  che  il  polinomio  ffi  differisce  solo  per  un  faUore 
cosiante  dal  quoziente  del  poliaomio  A  diviso  pel  massimo  divisor 
comune  di  A  e  B.  Ora,  stando  ai  signiiicati  di  cotesti  due  polinomii,  il 
divisore  D  non  è  allro  che  il  prodotto  di  tutti  i  fattori  multipli  deire- 
quazione  proposta  f(x)=o  diminuiti  d*un  grado  ;  e  perô  il  detto  quo- 
zienle  non  è  allra  cosa  che  il  prodotto  di  lulti  i  fattori  lincari  distinU 
di  delta  equaziime ,  si  che  Tequazione  ^'^=0,  formata  eguagliando  a 
zéro  il  déterminante  (1),  à  per  radici  tutle  le  radici  disuguali  dclla 
data  equazione  ;  e  risoluta  Tequazione  Qi=o.  non  restera  che  verilica- 
re  per  ciascuna  sua  radice,  se  questa  6  doppia,  tripla,  ec.  nellu  data, 
seguendo  il  procedimento  spiegato  nel  n."  26i. 

In  conclusione  Tequazione 

ammettera  un  numéro  i  di  radici  dislinte,  se  cssa  e  la  sua  prima  dcri- 
vala  ammettono  un  faltore  comune  di  grado  n-i,  per  il  che  ë  ncces- 
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Po=0, 


sarioesuflleientechesieno  veriflcate  le  i  condizioni  seguenli  (n.®  258): 

(10)  po=0  ,   po      =0  ,   Po      =0  ,  .  .  .  po=0 

e  r  equazione  che  dà  queste  i  radici  ë  il  déterminante  (7)  eguagliato 
azero(»).  (<)   (^^j 

269.  Sappiamo  già  che  le  funzioni  po ,  Po  ec.  s*ottengono  dalla 
formola  générale  (9,  139),  ponendovi  ao=l,  e  invece  dei  6  i  loro  va- 
lori  (8).  Ora  nel  caso  in  disaœina  i  déterminant!,  che  rappresentano 

le  funzioni  Po  >  Po  »  ^c.  per  mezzo  dei  coefflcienli  deirequazione  pro- 
posta,  possono  esprimersi  in  determinanli  délie  somme  délie  potenze 
simili  délie  radici.  In  effelti,  ritenendo  nella  formola  (9, 138)  il  coeffi- 
ciente  ao ,  nel  quai  caso  K=na^ ,  mentre  &« ,  b^  9  ^c.  ènno  i  valori  (8), 
ayremo  secondo  quella  formola 

a^   na^    '    o 
a,  (n-l)a,   na^ 
a^  (n-2)a2  (n— 1)aj 

sosUluendo  alla  seconda  verticale  la  dilFerenza  tra  la  prima  mollipli- 
cata  per  n  e  la  slessa  seconda,  risullerà 


Po  = 


«0  6o  0 

di  bi  bo 

— 

at  6,  6| 

(t) 

Po  = 


a, 


0 

Oi  2a2  (n— 1)a| 


o  0 
a.  a 


=a 


ora,  secondo  le  formole  dei  n.^  209  rendule  omogenee  con  introdurre 
il  faltore  ao ,  abbiamo 

a|=-aoSi ,    (n-1)  a|=aoSi+a4n ,    2  aj=-(ao^t+ai8,)  ; 
inollre  osservando  ciie  8^=x^^-\'Xl+'  •  •  •+»J=n,  avremo 


0) 

Po  =-«0 


«oSo 


e  in  fine  {E.  n.^  692) 

p< 


ûo8i+aiS«  «o^i+aiSt 


=-a» 


S|  «o 


=a2 


8o  8f 
8,   8j 


Similmente,  secondo  la  slessa  formola  (9, 139)  abbiamo 

ao  0     nao         o  o 

û«  ^o  (^-l)a,   ntto        0 
^t  ^f  (w-2)a,  (n— l)a4    na» 


(î) 

Po  = 


«oO 

6o  0 

0 

ai  ao 

&i  K 

0 

a^  ai 

btb, 

60 

= 

a^Oj 

6362 

6* 

a*  a. 

6,63 

b. 

ttj  a,  ^n-3)a3  (n-2W  fn— l)a| 
a»  03  (n-4)a4  (n-Sja,  (n-2)a. 


sosUluendo  alla  terza  verlicale  la  differenza  tra  la  prima  moUiplicata 
per  n  e  la  stessa  terza,  e  riducendo  risulterà 


a^  a,     nao        0 
a,  2af  fn— l)a,   nao 
«2  ^<h  (t*-2)a2  (n-l)ai 
a3  4a4  (n-3)a5  (n-2)a3 


(•;  Tkudi^  Opéra  cilata,  pag.  180. 
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portdndo  la  seconda  verlicale  in  ultimo  posto  e  quindi  cambiando  le 
orizzontali  in  verticali,  Yerrà 


(î) 

Po  =-«0 


(î)    , 


nao  (w-*)a,  (n-2)aj  (fi-Sja, 
ai     Sa,         Sa,         ia^ 

e  quindi  per  le  formole  del  n.®  209 

\    a^  a^  Os 

«0  ûo««+^««o  Oo«i+a|8|+ajt8o  ao85+o,8,+o,8,+a5So 

«I    Oo82+a|8i   0083+0(82+0,84  Oo84+af8,+a,82+a384 

togliendo  dal|a  seconda  ,  dalla  terza  ,  dalla  quarla  verticale  la  prima 
moltiplicata  rispeltivamente  per  Oi ,  0,^03,  e  riducèndo  secondo  le 
noie  regole,  s*otlerrà  finalmente 

Po=a" 
Continuando  un*analoga  trasformaziooe  su  i  delerminanti  che  rap- 

(3)     (4)  ^ 

presentano  Pp  1  Po  ?  c^-  7  ^  senza  effettuare  altro  calcolo,  ma  ragionan- 
do  per  induzione  si  à 


».' 

81 

8» 

81 

81 

8j 

«» 

8j 

8» 

So  8|  82  85 
8|  8|  83  84 

82  83  84  83 

83  84  83  83  I 


>  •  •  • 


Po=a*^ 


80   8 


«4 


f 

«î 


»1 
«S 
«4 


h 


^<   *i+l*i+î  ••••  ^M 


CAPITOLO  VIII. 

Crllerli  per  deeldere  dell*eftisleiu«,  del  «egno,  e  de|  ■were  délie 
mdlel  reall  d'wui  daùi  eqoaxioae  fhra  d«e  aaaiefli  dail. 

« 

LEZIONE  XXI. 

Crî^eno  per  conoseere  se  /ï'a  due  numeri  dali  vi  Heno  radici  reali 
d'un'equaiione.  —  Teoremi  che  ne  discendono. 

269.  Tbobbma.  —  Se  due  ni/meri  p  e  q,  poatfmonesfotïvi,  meast 
in  hwgo  delCincognita  in  un'equazione 

(1)  f  (x)=x»+a4X»-*+a2x»-*+-  •  •  •  +an^x+a„=o  , 

dànno  risuUamenti  di  segni  contraria  tra  quci  due  numeri  vi 
dev'essere  almeno  una  radice  reate  delCequdzione. 

In  fatti,  essendo  reali  i  coefficient!  o, ,  o, ,  ec. ,  corne  sempre  sup- 
porremo»  il  poliaornio  f(x)  à  una  funzione  continua  (n.®  If  9),  che  va- 
ria per  gradi  insensibili,  al  Tariare,  anche  per  gradi  insensibili,  rio- 
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cognita  se,  e  perô  se  passando  in  modo  conlinuo  da  x=p,  a  x=q,  quel 
polinomio  à  camMdtb  di  segno,  vi  è  dovuto  necessariamcnle  essere 
almeno  un  valore  a  compreso  fra  p  e  g  il  quale  à  reso  f(a)=o  ;  ond*è 
vero  c.  c.  b.*d. 

OssBRTAzioNB.  —  Abbîamo  detto  almeno  un  valore\  ma  è  chiaro 
che  il  polinomio  t(x)  dopo  di  esser  decresciuto  in  modo  conlinuo 
sino  ad  annullarsi  per  ce  =  a,  puô  bene,  senza  cessare  di  essere  una 
funzione  continua,  tomare  a  crescere  sino  a  un  certo  limite  ,  al  di  là 
del  quale  nuovamen le  decresce  sino  ad  annullarsi;quindi  crescere  sino 
a  un  secondo  limite,  per  poi  decrescere  e  annuliarsi  una  terza  yolta, 
e  cosi  appresso  :  onde  fra  p  e  g  vi  puô  essere  più  d'una  radice. 

lt7Ù.  Reciprocamente  al  leorema  précédente,  si  à  quello  che  segue. 

Tborbma.  —  Se  ira  due  valori  p  e  q  vi  esiste  una  sola  radice 
reale^  o  un  numéro  impari  di  radici  reali  delVequazione  f(jL)=o  , 
Kp)  ^  f'^)  ^^^'^0  risultare  di  eegno  contrario. 

In  effetti,  supponiamo  da  prima  che  tra  p  e  g  non  vi  sia  che  la  sola 
radice  reale  a  :  Cosi  essendo,  sarà  t{x)=Q(X'-a)  ^  dove  (?,  quoziente 
di  f(x)  per  se— a,  deve  serbare  costantemente  lo  stesso  segno  nel  pas- 
saggio  di  œ  da  p  a  g  ;  altrimenle  Q=o  ammelterebbe  almeno  una  ra- 
dice reale  Ira  p  e  g  (n.®  prec),  la  quale  sarebbe  pure  radice  délia  pro- 
posta,  il  che  è  contrario  aU'ipotesi  :  invece,  perché  p<a<g,  cambie- 
râ  di  segno  il  fattore  ce— a,  e  quîndi  il  prodollo  Q(x-a) ,  o  sia  il  pri- 
mo membro  délia  proposla  equazione. 

In  secondo  luogo  poniamo  che  tra  p  e  g  vi  sia  un  numéro  impari 
di  radici  reali  a,  6,  c,  ec. ,  e  supponiamo  p<a<6<c<  ec.  <g  :  cosi 
sarà 

t(x)=Q{x-a)  (03-6)  (as-c)  .... 

dovè  Q^ ,  per  la  medesima  ragione  di  sopra,  rappresenla  un  polino- 
mio che  conserva  sempre  lo  slesso  segno  nel  passaggio  di  x  dal  va- 
lore  p  aU'allro  g.  Invece  per  a5=p,  i  faltori  p— a,  p-6,  ec.  saran  lulli 
negalivi,  e,  poichè  sono  in  numéro  impari,  il  loro  prodolto  sarà  ne- 
gativo  ;  e  per  x=g,  i  corrispondenti  faltori  g-a,  g-^6,  ec.  saran  tutti 
posilivi,  e  quindi  il  loro  prodolto  sarà  positivo  ;  onde  sarà  fip)<o  , 
f(g)>o,  c.  b.  d. 

^71.  Seguendo  lo  stesso  ragionamento  si  puô  dimostrare  che  se 
tra  p  c  q  non  vi  esisle  alcuna  radice  ,  o  ve  ne  à  un  numéro  pari 
f  (p)  ^  /"(fl)  devono  essere  dello  siesso  segfîio.  E  perô  si  puô  çonchiu- 
dere  che  se  i  due  valori  p  e  g  dànno  risultamenti  di  segni  contrarii, 
tra  quesiî  valori  vi  deve  essere  un  numéro  impari  di  radici ,  e 
se  dànno  risullamenti  dello  stesso  segno,  tra  essi  deve  esservi  un  nu- 
méro pari  di  radici,  ricordandosî  che  il  zéro  è  numéro  pari. 

^72.  Da  quanlo  si  è  fin  qui  mostrato  risulla,  cho  se  una  data  equa- 
zione à  radici  reali  s  e  m  pi  i  c  I ,  allora,  fa>cendo  variare  x  da  — oo 
a  +00  ,  il  primo  membro  dovrà  cambiar  tante  voUe  dl  segno ^  quanr 
te  sono  le  dette  radicL  imperocchè,  se  a,  6,  c,  ec.  sono  quesle  ra- 
dici, e  8  rappresenta  la  più  piccola  délie  differenzc  a— 6,  a— c,  ec.  è 
chiaro  che,  se  si  prende  una  quantità  S'<S,  e  si  dànno  ad  x  de*  suc- 
cessivi  valori  crescenti  per  questa  quantité  S',  s*ànno  necessariamen- 
te  a  trovare  due  valori  successivi  che  comprendono  la  sola  radice  a, 
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due  altri  che  eomprendono  la  sola  radice  b,  e  cos)  via  via  ;  e  siccomc 
in  dascuno  di  quesli  passaggi  v*  è  cambiamento  di  segno  (n.^  210) , 
cos)  la  proposizioue  resta  proyata. 

ns.  Se  Tequazione ammetteradici multiple,  allora,  facendo ?aria- 
re  a;  corne  nel  n.^  prec.  irf  sarà  cambiamerUo  di  seffno  per  ciascu- 
na  radiée  a  cui grcLdo  di molttplicUà è  impari,  enonveneaarà 
alctmo  per  queUe  il  eui  grado  di  moUipUcUà  è  pari. 
•2V4.  Teobbma.  —  Sewi  poli/nomio 


/i;x)=a^'+a,x"-*+atX*-'+-  •  •  •+a„_|X+aa 

à  valore  e  eonserva  lo  siesso  segno  per  tuUi  i  possibUi  valori  di  % 
da  --00  a  +00  ,  eguaglialo  a  zéro  non  puà  ammeiiere  che  radioi 
immaginarie.  Che  se  poi  ira  detti  valori  isiavene  qualcuno  che  Van- 
nullL  esso  rispondera  a  una  radice  mvUipla  di  grado  pari  di  mol- 
tiplicUà. 

In  effetii,  se  f(sc)=:o  pofesse  ammettere  radici  reali  sempHci  la  nu- 
méro impari,  o  anche  radici  multiple  di  grado  impari  di  moltipliciUi, 
dovrebbe  cambiare  una  o  più  toile  di  segno  (n.®  212  e  273),  il  che  ë 
contre  Hpotesi.  E  ammeltendo  radici  multiple  di  grado  pari  di  molli* 
plicilà  dovrà  necessariamente  passare  una  o  più  voile  per  zéro,  co- 
munque  conservi  il  medcsimo  segno  (n.^  prec.)* 
.  ms.  11  teorema  inverso  è  parimente  vero;  per  modo  che  se  si  to- 
glia  che  un  polinomio  f(a;),  a  coefflcienti  indeterminaU,  abbia  a  eon- 
servar  sempre  lo  stesso  segno ,  e  non  mai  s*  annuUi  per  qualunquc  * 
valore  délia  variabile,  biso^na  determinare  que*  coefflcienti  in  modo 
che  Tequazione  f(x)=o  abbia  tutte  le  sue  radici  immaginarie. 

n^.  Tborbii A.  —  Un  polinomio  clie  v^pMgliaio  a  zéro  ammeile 
radici  reali  semplid  o  muUiple  di  grado  impari  di  moliiplicilà, 
conserva  costanlem>ente  il  medesim^  segno  del  coeffijciente  del  pri 
mo  termine,  per  ttuii  i  valori  di  x,  superiori  alla  più  grande  e  in- 
feriori  alla  piit  piccola  di  dette  radici. 

Imperocchè  se  per  valori  di  x  più  grandi  délia  raassima  radice  si 
polessero  avère  dpe  risultamenti  di  segno  contrario,  il  polinomio-egua- 
gliato  a  zéro  ammetterebbe  un'altra  radice  magji^iore  delta  massima, 
contre  Tipotesi  ;  e  se  potessero  aversi  due  risultamenti  di  segno  con- 
trario per  valori  di  x  minori  délia  minima  radice,  il  polinomio  egua- 
gliato  a  zéro  dovrebbe  ammettere  anche  un'altra  radice  minore  delta 
minima,  il  che  pure  è  contrario  airipotesi  ;  quindi  il  teorema  resta 
dimostrato. 

nt.  Tboreha.  —  Vn'equazione  clie  à  tutti  i  termini  del  mede- 
nmo  segno  (che  si  puô  sempre  supporre  essere  il  +  )  non  puà  avè- 
re radici  positive. 

Imperocchè  qualunque  valore  positive  si  ponga  in  luogo  di  x,  s*a- 
vrâ  sempre  una  somma  di  quantité  tutte  délie  stesso  segno,  la  qucile. 
per  conseguenza,  non  puo  esser  nulla  ;  quindi  non  vi  sarà  alcun  va- 
lore posilivo  che  veriflchi  requazîonc,  e  perô  è  vero  c.  c.  b.  d. 

M9.  CoROLLARio.  —  Quindi,  se  un^cquazionc  délia  forma  consi- 
derala  in  questo  teorema  ammetle  radici  reali,  quesle  non  possono 
essere  allrimeoli  che  négative. 

279.  Tbobbha.  -  Un^cquazione  compléta  e  con  i  seg'ni  alterna' 
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nM  pHà  ùHnmeUere  radiei  négative. 

In  effietll,  poûendo  In  quesfequazione  -Ob  id  luogo  dl  ù6  atrttiiO  tifta 
tmaformata,  ehe  atrà  tatU  i  termioi  posilivi,  e  perô  nott  pdtrà  avère 
râdM  positive  (o.®  211);  ma  le  radici  positive  délia  trasforoiata  tôt- 
riepondono,  in  questo  caso,  allé  degatUe  della  propostft  (  n.^  KM  ) , 
^Indi  qaesta  ùon  paô  avère  radici  tiegative,  c.  b.  d. 

•8#.  GoftOttAftio.  —  Qolbdi ,  se  uD'equaiione  dellâ  forma  cotist- 
derata  in  qoesto  teorema  ammeite  radici  reali,  queste  nod  possooo 
esBèfe  altrimenti  efae  positive. 

Ml.  TfiottftiiÂ.  -  8e  un'equâztone  è  composta  dî  tetmifii  ôonie^ 
nenti  poterne  soUanto  pari,  deve  avère  le  due  radici  egtudl  ù  due 
a  due  e  di  segno  contrario. 

Id  fatti  il  primo  membro  t{x)  deire(iuatione  Jd  questo  caso^  è  taie 
ohe  dà  il  medesimo  risoltametito  sia  che  si  podga  st^^+a,  0  pare  2^ 


(d.*  280),  si  che  f(a)=f(-a);  e  perô  se  f(a)=o,  sarà  pure  f(-«)=iîô; 
énde  è  tero  c.  e.  b.  a. 

«Si.  TBOftBMA.  -  Ogni  equazione  di  grado  impari  df^e  neeei* 
Miiamente  ùmmeiiere  almeno  nna  radiée  reàlé  di  eegno  eontrairto 
a  quêllo  del  êuo  uUimo  tenni/ne. 

In  faitf ,  sia  requazione 

(1)  f(aî)=x"+aiaî*"*+ +a|^x+a|^o , 

in  eni  n  è  un  numéro  impari ,  e  ruUimo  termine  6  positivo  :  sia  p 
quel  numéro,  che  sostituito  in  luogo  di  x,  rende  il  primo  termine  di 
t{x)  maggiore  della  somma  dumenca  d!  tutti  gli  altri  (n.^  107);  allo- 
ra  è  chiaro  che  ponendo  x=:-p^  s*avrà  un  risultamento  negativo, 
perché  (^T'^-p^ ,  essendo  n  impari;  quiodl  f[-^)<o  ;  ma  inoltre, 
ponendo  a^o,  si  à  f(o)=+a^>o,  duncpie  i  due  valori  -p  e  lero  dàn- 
no  risoltumenti  di  segno  contrario,  e  perô  ira  essi  deve  caderv  alme- 
no una  radiée  reale  deirequazione  (n.^  369),  la  quale  etidentemente 
ë  negattva,  eioè  di  sef^  contrario  a  <}uello  delFultimo  termine. 

Che  se  nella  proposta  (I)  Y  ultime  termine  sia  négative ,  allora , 
IrMenendo  le  stesse  denominadoni,  avremo  t  f(p)>o,  f(o)=-^à^<o, 
quindl  fira  p  e  tero  vi  devra  essefe  almeno  uoa  radice  reale,  là  quà- 
le  è  evidentemente  positita,  cioè  di  segno  contrario  a  quelle  deirnl- 
timo  termine.  Pertadtô  è  vero  c.  c.  b.  d. 

5MB»  Tbouha.  -  (^  egiia^iofM  dt  grodo  pcri  eon  Tirttfmo  Itr^ 
mine  negativo  ammette  ûlmen^  due  radiai  reotti  unapoaitivdfdl- 
tra  negcMoa. 

In  fatti  sia  la  dhta  equeteione 

e,  ritenute  le  stesse  denominazioni  precedenti,  avremo 

per<c=+p,       |]ft>)>0, 

^  SD=     0  ^         H0)^'^a^<6  j    ' 

per  x=  -p ,       '("-p)>o  » 
per  «=:    0  I       i{o)a  ^-^«^  9 

qnindi  la  proposta  equazione  ammette  almeno  una  radiée  reale  tra 
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zéro  e  +pj  e  per6  positiva,  e  an'altra  almeno  fra  -p  e  zéro,  e  qaindi 
negativa  ;  laonde  il  teorema  rimane  dimostrato. 

2M.  Se  rullimo  termioe  d'un*equazione  di  grado  pari  è  positiTO, 
non  ayremo  più  varlazioni  di  segno  per  x=o  e  x^p,  o  per  x=— p  e 
x=o;  ma  avremo  invece  seropre  risaltameoti  del  medesimo  segno:  in 
questo  caso  le  radici  positive  sono  in  numéro  pari,  corne  anche  le 
négative  sono  in  numéro  pari,  coniando  il  zéro  tra  i  numeri  pari. 

5KM.  Bawicinando  quesia  conclusione  al  teorema  del  n.^  282^  e  os- 
servando  che  tl  numéro  délie  radtct  reali  è  pari,  o  impari  corne 
il  grado  delVequaziane,  perché  le  radici  immaginarie  sonosemr 
pre  in  numera  pari,  essendo  a  due  a  dueconiugate,  possiamosla- 
bilire  la  proposizione  seguente  :  se  un^equazione  ammette  radici 
reali ,  le  positive  devono  esser  sempre  in  numéro  pan',  o  impari, 
secondo  cbe  VuUimo  termme  ë  positive,  o  negalivo. 

In  fait),  se  a,  b,  c.  ec.  sono  le  radici  reali,  e  (ot±:^î),  (afdtz^'i)  ec.  le 

immagioarie,  il  termine  noto  dell'equazione  avrà  la  forma  abc Q, 

essendo  fi=(a*+p*)(a'*+p'*)  ec.  >  o,  e  înoltre  le  radici  a,  6 ,  e ,  ec 
saranno  in  numéro  pari,  o  impari,  seconde  che  pari,  o  impari  è  il  gra- 
de deU'eqaazione.  Nel  primo  caso  il  termine  noto  a^  è  il  prodotto  délie 
radici  con  lo  stesso  segoo;  e  siccome  il  numéro  délie  radici  a,  b,  c,  ec. 
è  pari,  cosl  se  a^  è  positiYo,  le  radici  négative  devono  essere  in  numéro 
pari,  e  quindi  ancora  in  numéro  pari  le  positive.  Se  poi  a^  è  négati- 
ve, le  radici  négative  devono  essere  in  numéro  impari,  e  quindi  an- 
cora impari  le  positive,  perché  il  total  numéro  délie  prime  e  seconde 
ë  pari.  Analogo  ragionamento  per  uo'equazione  di  grado  impari. 


LEZIONE  XXIl. 
Teoremi  diveni  tul  numéro  dette  radici  reali  dfufi'eguozione. 

t296.  Sia  requazione 

(1)  f(aj)=œ*-i-  a.a5*-*+a^*^'+  •  •  •  •  +a,^QO¥a^=^o , 

e  supponiamo  che  abbia  un  numéro  k  di  radici  reali  a?, ,  CC| . .  Xj^,  e  le 
rimanenti  immaginarie  ;  queste  Tanno  acquistare  a  f(x)  il  fattore 

(2)  P=[  (x-a.)HKl  [  ix-otn^l]  .  .  . 

sempre  positive,  e  che  mai  s*annulla  per  qualunque  valore  reale  di  x. 
Cosl  reqnaziooe  proposta  prende  la  forma 

(3)  f(a5)=(»-aî,)  (x-Xt) . . .  (i»-a5/k)  P , 
dalla  qode  si  trae  (n.^  194) 

/  f'(aJ,)=(a;,-Xj)  (x.-œ,) . . .  (aji-ar*  )  P, , 

(4)  jf(î»t)=(»î-»i)(î»t-a%)...(»,'-ajjk   )«,, 
/ 
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in  cui  i  sitnboli  Pf .  Pt?  ec.  rappresentano  quel  che  diviene  il  prodot- 
to  (2),  quando  vi  si  pone  rispellivamente  XijX^^  ec.  lu  luogo  di  x, 
e  son  lutli  posilivi. 

297.  Posto  ciô  passiamo  a  dimostrare  alquanti  teoremi. 

Teorbma.  —  Se  un*equazione  f(x)=o  à  radiai  reaK,  e  sieno  X| , 
Xi ,  X3,  ec. ,  e  inoltre^  secondo  Vordine  di  grandezza,  Xj^>x^>x^ ,  ec.  ; 
d4co  che  la  prima  derivata  rW=o  avrà  pure  radict  reali,  ctie  ca- 
drarmo  ira  x^  e  x,  ;  X2  e  x, ,  ec. 

In  fatti,  poste  le  condizioni  x,>sc2>^s-*«>^/t*  ^Hora,  evidentemen- 
te,  dalle  relazioni  (4)  si  deduce  chef'(aî|;>o,r(flD2)<o,f(a;5)>o,  ec. , 
quindi,  pel  teorema  de!  n.®  269,  yediamo  che  tra  x^  e  x^  vi  cade,  in 
générale,  un  numéro  impari  di  radici  reali,  e  perô  almeno  una  radice 
reale  dell'equazione  derivata  r(a3)=o  ;  e  altreltanlo  accade  Ira  le  ra- 
dici x^ex^,  ec.  ;  onde  è  vero  renunziaio  teorema,  il  qualeè  dovuto 

a  KOLLB. 

ÎW8.  CoBOLLARio.  —  Essendo  f'(âB)=o  prima  deriyala  rîspetto  a 
f (a5)=o,  cosi,  pel  teorema ora  dimostralo,  conseguita  che  se  x'^ ,  x'i, 
x'^,  ec.  sono  le  r^tdici  reali  di  quest*ultima  equazione  anche  r(û?)=o 
aTrà  radici  reali  che  cadranno  tra  x'i  e  oc'j,  tra  x\  e  a/,,  ec.  E  se  di? 
notiamo  cona^V  x!\^xl\,  ec.  quesle  radici,  Vequazioner'(a5)=o 
avrà  radici  reali,  coraprese  fra  aî"|  e  a//,  tra  a/'a  e  a/'s,  ec.  Queslo 
stesso  ra^ionamenio  s'applica  aile  derivate  di  ordine  superiore. 

289.  Teorema.  —  Se  Vequazione  f{j)=^o  à  piii  radici  positive,  o 
piii  radici  négative  deUa  atta  prima  derivata  f{x)=^Oy  non  puô  avè- 
re che  miaradice  positiva,  0  tmaradice  negativa  di  piii^  se- 
conda che  i  termini  noti  di  coteste  equazioni  àrmo  segni  diversi, 
0  segni  simili. 

In  effeiti,  supponiamo  che  Tequazione 

f(œ)=a;"+a4aî*~*+a,x*"*+-  •  •  *-\'a^^x-\^an=o 

ammetia  un  numéro  p  di  radici  positive,  e  un  numéro  q  di  radici  né- 
gative ;  e  poichè  fra  due  radici  reali  consécutive  di  f(a;)=o,  ne  cade 
almeno  una  délia f'(x)=p,  cosl quest'equazione  deveavere  almeno  p-i 
radici  posilive  compresé  fra  le  p  délia  proposta,  g— 1  négative  com- 
prese  tra  le  g  négative,  e  finalmente  una  compresa  Ira  la  più  piccola 
délie  p  positive,  e  la  più  grande  délie  q  négative  ;  la  quale,  per  conse- 
guenza,  puô  essere  positiva  0  negativa.  Quindî,  in  primo  luogo,  se 
Tequazione  f(x)=o  à  più  radici  positive  di  f  (a;)=o ,  non  puô  averne 
che  una  di  più  ;  e  se  à  più  radici  négative  noti  puô,  pari  mente,  aver- 
ne che  una  di  più. 

Inoltre,  siccome  ua'equazione  che  à  radici  positive  ne  à  sempre  un 
numéro  pari  0  impari,  seconde  che  il  suo  ultimo  termine  è  posiliyo  0 
négative  (n®  285)^  cosl  se  i  termini  noti  délie  due  equazioni  f(x)=:o, 
r(x)=o  ànno  segni  simili,  coteste  equazioni  avranno  lo  stesso  numé- 
ro pari  0  impari  di  radici  posilive,  e  perô,  in  tal  caso,  la  sola  radice 
di  più  che  potrebbe  ammettere  la  f(x)=o  non  puô  essere  che  nega- 
tiva. E  similmente,  se  i  detti  termini  noti  sono  di  segno  contrario, 
una  délie  due  equazioni  f(x)=o,  T{x)=o  conterrà  un  numéro  pari  0 
impari  di  radici  positive,  e  Tallra  un  numéro  impari  0  pari,  e  perô  la 
radice  di  più  ch&  potrebbe  ammettere  la  f(aï)=:o  non  puô  essere  che 
positiva.  Pertanlo  il  teorema  rcsla  dimostrato. 
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Z90.  Lbmma  i.-Sc  una  qualunque  derivata  {'^^(x)  d%f{\)  san- 
nulla  per  un  particolar  valore  x=a,  senza  che  s'armuUi  nel  tempo 
slesso  la  derivata  deWordine  immediaiamente  super iore  f*'^\\)  ; 
dicOj  che^  essendo  hmia  quantità  sufficienlemente  piccota.  le  due 
funzioni  f*^  (a-h),  f^*^'^  (a-h)  saranno  di  segno  opposto ,  c  f^  (a+h), 
/^*^)(a+h)  saranno  dello  siesso  segno. 

In  ratli  per  la  formola  di  Tatlor,  e  tenendo  présente  ehe  per  ipo- 
lcsif(*)(a)=o,  sià 

^^^  (f<')(a+h)=    /i^*^*>(a)-h|h«f(^*)(a)+ec.  ; 

ora  prendendo  h  tanto  piccola,  che  Ira  a-h  ed  a+h  non  cada  alcuna 
radiée  dell'equazione  f(*^^(œ)=o,  e  che,  nel  tempo  stesso,  il  valor 
numerico  di  h^^*^(a)  sia  maggiore  délia  somma  di  tutti  i  seguenU 
ne' second!  membri  délie  précèdent!  eguaglianze  (*).  i  segni  di  quei 
membri  saranno  rispetti  vamente  quegli  slessi  di— ft  P*^*)(a),  e  h  t^^*\a), 
e  quesli  stcssi  segni  avranno  in  corrispondenza  ï^^  (a— /i)  e  f<*^(a+h% 
Ora,  non  cadendo  tra  a— h  e  a-i-halcuna  radice  deircquaz.  f^*^*\x)=o, 
I  tre  valori  f(*^*>(a-ft),  f(*^'>(a),  î^^^Ha+h)  avranno  iino  stesso  se- 
gno ;  ma  seconde  la  prima  (5)  il  segno  di  ^^(ft-/i),  essendo  quello 
stesso  di  — /if(*'*'*^(a),  è  contrario  a  quelle  di  f^*^*^(a),  e  in  virtù  délia 
seconda,  il  segno  di  r*^(a+ft),  essendo  quello  stesso  di  h  f^'"**'^  (a),  è 
pur  lo  stesso  che  quello  di  t^*^^\a)  ;  quindi,  neiripotesi  ammessa  sul 
valore  di  /i, 

se  f(^>  (a-h)  J  0,  sarà  pure  f<*^*)(a)  J  o,  e  f<**) {a-h)  J  o, 

f<'^'>  (a+h)  J  0  ,  e  P<)  (a+ft)  J  o; 

laonde  è  vero  c.  c.  b.  d. 

tE91.  Segue  da  ciô  che,  ammessa  Fipotesi  del  précédente  lemroa, 
se  si  fa  variare  x  per  gradi  insensibili,  i  due  polinonyi  ^*^(cc),  î^^Ux) 
avranno  segni  contrarii  per  valori  di  x  immcdiatamente  inferiori  a 
quello  a,  che  annulla  (^^(as),  e  saranno  dello  istesso  segno  per  valori 
di  X  immediaiamente  superiori  al  delto  valore  a. 

^92.  Lkmma  il  —  Se  per  uno  stesso  vcUore  x=:a  s'annullano  ptù 
derivale  siLccéssive 

(6)  ....  f(«-»)  ^x)  ,  f^')  (X)  ,  f('-*)  (x) ,  f(t)  (x)  ; 

dicOy  che  essendo  h  un  numéro  suffidentemente  piccolOj  saranno 

/<•-*)  (a-h) ,  f('-*>  (a-h) ,  ff»  (a-h) 

di  segno  contrario  a  queUo  di  /^*"*^^(o-h),  c 

/<*-*)  (a^h) ,  ff'-*)  (a^h) ,  f 0)  (a+h) 

(*)  Si  puè  sempre  determînare  un  valore  h,  che  scddlsfaccia  leindicatedue 
condizioni  ad  an  tempo;  iropcrocchè,  pcrîpolesi,  le  radie!  di  r(^*)(x)=o  sono 
diverse  di  a,  e  perô  se  si  dà  ad  h  un  valore  minore  dclla  dilTerenza  nuraerica 
Ira  a  e  quella  tra  le  radici  di  r(^*)(x)r=o,  la  quale  è  più  prossima,  in  mcno 
0  in  più,  ad  a,  quel  valore,  c  ogn^allro  più  piccoio  soddisferà  la  prima  con- 
dizione;  e  quindi  Ira  questi  valori  vi  saran  pure  quelli  che  ft^ddisfanno  alla  se- 
conda condiziooe.  • 
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sarcmno  deUo  stesso  $egno  di  f^'"*'*^  (a+fo).  InoUre 

r-»>  (a-h) ,  Z^"-*)  (a-h) ,  /<-*)  (a-h) 

saranno  dello  siesso  segTio  di  f^*"*"*^  (a-h),  e 

f^  (a+/i) ,  /<^)  (a+h) ,  ff'-^'^  (a+ft) 

saranno  deUo  stesso  segno  di  f^^^  (a+h). 
In  fatli,  ammesso  che  sia 

...t^^^  (a)=o,  f<*-*)(a)  =0,  f<*-»){a)=o,  ^<-«)(a)=o,  f(*-*)(a)=o ,  f(<)(a)=o, 

a?remo  per  la  formola  di  Tatlor 

f(<)(aq=fo)   =:p  hI<*^«)(a)+y((*'^^>(a)Tec  , 

f(*-*)  (a=p/i)  =    |]  f<*^«>  (a)  =F  1^  ^^*)  (a) + ec. , 

^  ^-*)(a=f/i)=:F|Jl<^'>(a)+-Jjf(<^»>(a)=Fec., 


Ora,  potendo  prendere  h  talmente  piccolo  che  Ira  a-h  e  a+h  non 
cada  alcuna  radice  di  f*^^  (x)=o,  e  che  i  valori  numerici,de'  primi 
termini  de*secondi  membri  délie  precedenti  eguaglianzerisuUino  mag- 
gîori  rispettivamente  délie  somme  di  quelli  che  seguono,  ne  segue  che 
fi*^)  (o-h)  e  f^*^*^  (a+/i)  avranno  lo  stesso  segno  di  ^'"*"'>  (a),  e  i  pri- 
mi membri  di  dette  eguaglianze  avranno  in  corrispondcnza  i  segni  di 

=FhK*«>  (a) ,  IJ  f(^')  (a) ,  =F-^  ff*-')  (a),  ec. 

si  che,  separandoil  doppio  segno,  risulla  che,  essendo  f(a)  "^OtSarà, 
seconde  le  (7), 

f<*+*)(a-/i) J  0 ,   f<*)(a-/i)  J  0  ,  H*"*)  (o-h) J  o ,  ec. 

r**')((W-/i)  J  0 ,  f«(a+ft)  J  0 ,  f(*-')  (a+/i) J  0 ,  ce. , 

f(*-')(o-/i)J  0,  f(*^)(a-h)J  0 ,  ec. 

f^*^\a+h)<  0 ,  ^♦-»)(o+/l)  J  0  ,  ec. , 

e  da  cotesto  ineguaglianze  si  scorgc  esser  vero  ciô  c.  b.  d. 

%9S.  Se^e  da  ciô  çhe,  ammessa  l'ipotesi  de)  précédente  lemma, 
se  si  fa  Tariare  x  per  gradi  insensibili  i  polinomii 

P*-»)  (œ) ,  f('-*)  (œ) ,  (<'■)  (x) 
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saranno  di  segno  contrario  a  quello  di  f(^^)  (x)  per  valori  immediata- 
mente  inferiori  a  quelle  a,  cbe  annnlla  i  polinomii  (6),  e  saranno  dello 
stesso  segno  di  f<'^>  (as)  per  valori  di  x  immediatamenle  superîori  ad 
.  a.  Per  contro  i  polinomii 

...f('-»)(x),  î^^Hx),  f(*-*){aî) 

avranno  lo  slesso  segno  di  f^*^>  (a;)  per  valori  tanlo  îtnraediatamente 
inferiori  che  immediatamenle  superiori  ad  x=^* 
294.  Tborsma.  —  Abbiasi  Vequazione 

(1)  /(x)=x°+a,  x"-'+aî  x^*-h  •  •  •  •  -|-a„_|  x+a„=o  : 

si  forminolesuccessive  derivate  f'(i),  fXx) . . .  f<*\'x),  Vtdiima  deUe 
quali,  corne  si  sa,  non  conii&ne  x  ;  si  scriva  la  série  di  questi  poli- 
nomii in  ordme  inverso,  cosi  : 

(8)    f<-)  (X) ,  r-*)  (X) ,  f(-*)  (X) . . . .  r  (X) ,  r(x) ,  m  ; 

indi  si  sostituisca  in  liiogo  di  x  un  valore  p,  e  si  scricano  soUan- 
to  i  segni  de'  risultamenti,  i  qucdi  segni  presenteranno  dette  v  a- 
riazioni  e  deUe  perman.enze(*);  sidinoii  con (p)  questa série 
di  segni.  Pongasi  similmente  ne' poliaomii  (8)  invece  dix  un 
valore  q>p,  e  s'avrà  un*  alira  série  (q)  di  segni  :  dico  che  il  nu- 
méro délie  radid  reali  che  puô  avère  la  proposta  equazione  (i)  tra 
p  e  q  non  puô  e$ser  maggiore  ddla  differenza  ira  il  numéro  dette 
variazioni  delta  série  (p),  e  queUo  deile  variazioni  délia  série  (q). 
Quando  quel  primo  numéro  è  minore  di  questo  secondo,  la  diue- 
renza  è  un  numéro  pari, 

Osserriamo  primamenle  che  sostituendo  in  luogo  di  x  ne*  polino- 
mii (8)  un  valore  qualunque  negativo  o  positivo  p,  la  série  de*  segni, 
a  oui  darà  luogo  questa  sostituzione,  reslerà  inalterata,  facendo  ore- 
scere  continuamente  x  al  di  là  di  p,  flnchè  non  si  giunga  a  un  tal  va- 
lore di  x,  cbe  annuUi  uno,  o  più  polinomii  a  un  tempo  ;  imperocchè 
in  tal  caso  quello  de*  polinomii  (8)  il  quale  s*annulla  deve  cambîar  di 
segno  (n.^  210). 

1.^  Poniarao  che,  giunti  al  valore  x=^  s*annu11i  soltanto  il  polino- 
mio  f(a;),  il  che  vuol  dire  che  a  è  radice  reale  délia  proposta  equazio- 
ne i(x)=o  ;  in  questo  caso,  essendo  h  un  numéro  piccolo  quanto  s§ 
voglia  in  modo  cbe  Ira  a-h  ed  a+h  noti  cada  alcuna  radice  degli  al- 
tri  polinomii  fYcc),  r(œ),  ec.  eguaglialr  a  zéro,  i  segni  de'due  polino- 
mii V{x)  ed  f(ai)  per  dette  sostitU7Aoni  saranuo  i  seguenli  : 

per  aî=a-/i   ±       =f,  (n.®29l) 
per  x=a        =t        o , 
per  x=ai-h   ±       =*= , 

si  che,  coosiderando  o  i  soli  segni  superiori,  o  soltanto  grinferiori,  si 
vede  che  i  due  polinomii  f  (au)  ed  f(a;)  presentano  una  variazione  per 
un  valore  di  o;  immediatamenle  inferiore  ad  a,  e  questa  variazione  si 

(*)  Si  à  una  variazione  quando  ad  un  segno  succède  il  contrario,  e  si  à 
una  permaneaza  quando  ad  un  segno  succède  un  segno  slmile» 
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è  cambiata  in  uDapermanenjzaimmedialameotedopoquestovalore.  B 
comechè  i  segni  degli  altri  polioomii  (8)  sono  rimasli  immutati,  cosl 
la  série  di  segoi  (p)  avrà perdtitatina^ariajzione,  esoltaniouna. 

Pertanto,  facendo  crescere  x  per  gradi  insermbili  da  —cx)  a  +00 , 
la  série  de'  segni^  cbe  presenteranno  ipolinomii  (8),  sostituendovi 
per  X  valori  compresi  fra  colesti  lifnU%  perderà  una  vaHazione , 
e  solo  unay  ogni  volta  che  si  passa  per  un  valore  che  annulla  so  1- 
tanto  il  polinomio  f[x). 

2.^  Supponiamo  ora  cbe  per  uno  stesso  valore  x=a  s'annotltoo  k 
fuDziûni  consecutiire  délia  série  (8),  e  sieno 

(»)        i^^  (»)  y  f^^'^  (») .  I^^*^  (œ) , I^*"**'^  (œ) , 

6  soltanto  questec  In  qnesto  easo  sappiamo  (d."*  293)  che  per  on  va- 
lare  a-^h  immediatamente  inferiore  ad  a  te  qoaniità 

f«'>  (a-/i) ,  f«*-*)  [or-h) ,  f(*-*^  (a-/i) ,  ec. 

soM  di  segoo  eootrario  a  quello  di  f(^*>  (a-'h),  e  per  un  talore  a+ft 
ioamediatamente  snperïore  afd  a  le  quantité 

l^^  [a+h] ,  f^*>  (a+/i) ,  f(^*)  (a+fc)  ...... 

ànao  lo  stesso  segiio  di  f^^*)  (a+ft).  AU'epposto  le  quanlità 

àniio  il  segfio  di  1^^*^  {Or-h),  e  le  alire 

f(^*)  (o+fo) ,  f^*-"^  (o+fc) ,  f('-*>  (a+ft) ,  . . . . 

ànno  il  swgno  di  f<*^*>  (a-hh)  :  d^allronde  f^*^)  (0-/1),  e  f<^'>  (a+A) 
ànoa  lo  siesso  segno  dl  f^'"^*'  (a)  ;  e  la  stessa  eosa  à  luogo  per  le  tre 
quantilft  f^*~*>  (a-ft),  I^*^^  (a),  f^*"*^  (éH-R);  poîchè  nesson  allro  poli^ 
nomio  délia  série  (8),  oltre  i  (9),  s'annulla  per  a^=a,  e  ira  a  —  h  ed 
a-\-h  noD  cade  aieuna  radiée  di 

fW(a;)=:o, £(*-*>(flc)=o,  i(*-*)(aî)=o,  f<*'^'>(sD)=o ï(x)=o; 

qaindi,  sapponeodo  cbe  sla  h  un  numéro  pari,  a?remo  il  seguente 
specchietto  : 

^  r^')  (ac),  I«  (»),  î^*-*)  (œ),  P*-*)  (05), ... P^*-^')  (x),f<<-*)  (x) 

per  a3=a— h  ±         :?=  ±  =1= =fc  =t, 

perx=a     =fc          0           0            0    ....".  0  ^b, 

pera?ï=a+ft=t         =t  ±  =t =b  =fc; 

o  pure 

per  a5=fl5— ft  =t  =f  =t  ^ =*=  t, 

perx^a     =fc  0  0  0 0  =f, 

per  a5=a+h  =*=         =fc  =t  =t =1=         =f; 

e  seeondo  Tuno  0  Tallro  di  quesli  due  speccbietli,  la  série  corrispon- 
dente  ad  x^a+h  tiene  k  permanenze,  cbe  erado  altrettanle  variaxio- 
Bi  oella  série  coFrispondenle  ad  a^a— h,  0  sia,  in  altri  termini  nel 
passaggio  da  questa  a  quella  série  si  sono  perdule  k  variazioni. 

RuBiMi,  CompUmento  d^Alg^ê.  18 
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Se  poi  k  è  impari,  si  à 

1<*^>  (X) ,  P*>  [x] ,  f(*-')  (X),  f«-*>  (x)...  f(*-**»>  (X) ,  f(^)  [x] 


perx=a-fi±        :?  ±  ^f =f  =fc, 

perx=a      =b         o  o  o o  =i=, 

per  x=a+h  =*=        =*=  ±  =*= ±  =t; 

opure 

per  X=CI— h  =*=  =F  ^^  i^.,,..:;:  =1=, 

per  x=a     db         o            o            o.«»«»o  17=9 

perx=o+h=t        ±  ±  i dt  =p; 

d'onde  si  vede  che^  seconde  il  primo  di  questi  specchieUi,  passando 
daUà  série  (a-h)  aU'altra  (a+h)  si  son  perdute  k+i  Yariazioni^  cbe 
si  sono  cambiste  in  alireltante  permanenze  ;  e  secoodo  l'altro  spec« 
cbieilo,  il  numéro  di  queste  variaiioni  perdute  è  fc— 1. 

Pertanto,  siccome  tutti  j[1i  altri  polinomii  (8),  esclusi  i  (9),  sono  ri- 
masli  dello  stesso  segno,  immediatamente  prima  e  dopo  del  ?alore 
x=a,  cod  ne  segue  cbe,  essendo  k  il  numéro  délie  successive  derivale 
cbe  s'annullano  per  uno  stesso  valore  a  di  x,  se  X  6  il  total  numéro 
délie  variaiioni  délia  série  (a— h],  e  jji  quelle  délia  série  (cM-h)»  sari 
X>|ji  ;  inoltre  la  differeoza  X-iJi  sarà  eguale  a  fc,  se  fc  6  pari;  o  pure 
eguale  a  ft+l  0  a  fc-1,  se  fc  è  impari;  e  perô  in  ogni  caso  U  numéro 
delle  variazioni  perdute  sarà  tin  numéro  pari. 

3.®  Quando  Ira  le  consécutive  k  funzioni  cbe  s'annuUano  per  x=a 
vi  è  pure  la  f(x),  la  proposta  equazione  ammetterà  k  radici  eguali  ad 
a,  e  negli  specchielti  precedenti  Tultima  funzione  non  vi  sari,  la  pe- 
nultima  sarà  rimpiazzata  da  ((x),  la  précédente  da  r(x),  e  cosi  appres- 
so;  si  cbe,  sia  pari  0  impari  il  numéro  fc,  le  suddette  k  funzioni  nella 
série  (a—h)  presenleranno  k  variazioni,  e  neiraltra  (a+A)  présente- 
ranno  k  permanenze  ;  laonde  si  perderanno  nel  caso  attuale  tante  va- 
riazioni per  quante  radici  eguali  ad  a  ammette  la  proposta. 

4.^  Finalmente  se  il  valore  x=a  fa  svanire  diverse  funzioni,  ma  non 
tutte  consécutive;  allora,  se  ve  ne  à  un  certo  numéro  X  di  consécuti- 
ve tra  le  quali  è  compresa  Tultima,  s'avrà  per  quesie  funzioni,  nel  pas* 
sare  deila  série  superiore  alla  inferiore  ,  un  numéro  X  di  variazioni 
perdute  ;  e  per  le  altre  funzioni  intermedie,  sieno  consécutive  0  pur^ 
no,  i)  deito  passaggio  farè  perdere  un  numéro  pari  di  variazioni. 

Pertanto  se  nella  série  de*  polinomii  (8)  si  fa  crescere  cofUintup- 
mente  x  dal  valore  p  al  valore  q,  le  variazioni  de^segni  androfn/no 
dimtnuendo,  e  la  differenza  ira  le  variazioni  deUa  série  (p)  e  quéUi 
deUa  série  (q)  sarà  eguaie  ai  numéro  delle  radici  reali  deUa  pro- 
posta comprese  tra  p  e  q,  0  lo  supererà  per  un  numéro  pari,  c.  b.  d. 

ms  Questo  teorêma  fu,  quasi  a  un  lempo,  trovato  da  BunAH  e  da 
FouBiBB  :  Tesposta  dimostrazione  è  di  quesl'ullimo.  II  Budan  ,  cbe 
pare  sia  stato  il  primo  a  trovarlo,  Tespose  mostrando  cbe  sestdimi* 
naiscono  le  radici  d'un' equazione  una  volta  di  p  unttà,  e  un'altra 
voUa  di  q,  essendo  p  <  q,  e  se  m  è  la  differenza  tra  le  variazUmi 
délia  prima  trasformaia  e  quelle  délia  seconda,  la  proposta  equa- 
zione non  puà  ammetiere  piit  di  m  radici  reali  tra  p  e  q  :  se  gtie- 
siû  radici  sono  m'<m,  la  differenza  m-m'  è  u/n  numéro  port'. 
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Ma,  com'è  agevole  vedere,  questo  enunziato  del  Budan  rienlra  in 
quello  del  Fouriek  :  in  fatti  le  indicate  trasfurmate  sono 

f(p)+r(p)-2/ + Yi  np).y*+~r(p).y'+.  •+ ij  f<")(p).y»=o 
f(g)+f(9)-y+-|ïng)y+^n9).y'+--+if<*>(9).îr=o , 

ora,  osservando  che,  traltaQdosi  soltanlo  di  segni  dei  risuUamenti  che 
i  polinomii  f(x),  V{x),  ec.  dànno  per  un  valore  x=p,  si  puô  mollipli- 
care  quesli  polinomii  per  quantilà  posilive,  cosl  Tenunzialo  di  Foubieb 
corrisponde  a  dire  che  il  numéro  délie  radici  reali  délia  proposta  equa* 
zione  f(a;)=:0  non  puô  esser  maggiore  délia  differenza  tra  le  varia- 
zioni  délia  prima  trasformata  e  quelle  délia  seconda,  conforme  ali^enua- 
ziato  del  Budan. 

296.  Quanto  aU'utilità  pratica ,  renunzialo  del  Budan  è  da  prefe- 
rirsi  a  quello  di  Fouribr,  essendo  mollo  agevole  formarsi,  col  melo- 
do  di  RuFFiNi  (n.^  123)  le  due  trasformate.  Cosl  volendo  sapere  quan- 
te  radici  reali  abbia  Tequazione 

a;*-2aî»+5a5*~3a5-8=o 

tra  —  1  e  4,  si  faranno  due  divisioni  con  le  cifre  —  1  c  4,  corne  ap« 
presso 

—1    1-2  -f  5—  3—8  coefRcienti  deir  equazione  data 
1-3  +  8-11+3 
1-4  +12-23 
1-5  +17 
1-6 

1-6  +17-23+  3  coeilicienli  délia  Irdsformata  in  a;  +  i 
1-2  +  9+43+55 

1+2  +n+8i 

1+6  +41 

1+10 

1+10+41+81+53  coelflcicnli  délia  Irasformala  in  a;-4. 

La  prima  trasformata  à  4  variazioni,  la  seconda  nessuna,  quindi  nel 
passaggio  délia  prima  alla  seconda  série  si  è  perdulo  un  numéro  pari 
di  Tariazioni,  eperciô  le  radici  delfequazione  data  comprese  fra  —  1  e 
4  o  soDO  tutie  qualtro  reali,  o  due  sollanto  reali,  o  non  ve  n  à  alcuna. 

Volendo  sapere  quante  radici  reali  abbia  la  stessa  equazione  tra 
zéro  e  4,  dèvesi  paragonare  la  série  de'  segni  délia  proposta  equazio- 
ne con  quelli  délia  trasformata  in  x-i  ;  e  poichè  la  prima  di  queste 
série  présenta  ire  variazioni  e  la  seconda  nessuna,  cosl  nel  passaggio 
délia  prima  alla  seconda  série  si  sono  perdute  tre  variazioni  cioè  un 
numéro  impari  ;  quindi  fra  0  e  4  vi  à  tre  radici  reali  o  una  sollanto. 

Finalmente  volendo  sapere  quante  radici  reali  5  la  proposla  fra  —1 
e  zéro,  devesi  paragonare  la  série  de'  segni  corrispondenti  alla  tras- 
formata in  fl^+l,  con  quella  de'  segni  délia  proposta  :  ora  ira  le  va- 
riazioni délia  prima  e  quelle  délia  seconda  série  la  difîerenza  è  1 , 
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quindi  ira  —  1  e  0  vi  è  nccessariameDte  une  radice  reale  délia  pro- 
posta. 

Da  quesl'ulUmo  fatto ,  paragonato  al  teorema  del  n.®  283  possiamo 
conchiudcre  che  la  data  equaiione  à  due  sole  radici  reali  :  in  fatti  sic- 
corne  la  série  de*  segni  délia  trasformata  in  x-i-l  présenta  4  ?ariazio- 
ni,  e  S  termini.  per  quanli  ve  n*à  in  un*equazione  compléta  del  4®  gra- 
de, non  possono  dare  al  più  che  4  yariazioui,  cosl  al  di  soito  di  —  I 
non  vi  possono  essere  piu  radici,  perché  se  t6  ne  fossero  dovreoimo 
avère  una  trasformata,  che  présentasse  più  di  4  variazioni,  il  che  non 
puô  essere.  Laonde  Tequazione  data  à  una  sola  radice  negativa,  e  per- 
ciô  deve  avère  anche  una  sola  radice  positiva. 

291.  Neirapplicazione  del  teorema  précédente,  e  facendo  uso  dél- 
ie derivalealla  maniera  di  Fourier  pu6  avvenire  che,  per  une  de'li- 
miti  tra'  quali  vuolsi  sapere  se  la  proposta  equazione  ammette  radici, 
uno  0  più  di  que*  polinomii  s*annu)lino,  per  modo  che  la  série  de* se- 
gni délie  sostiluzioni  ë  interrotta.  In  questo  caso  per  fare  il  calcolo 
délie  variazioni  perdute  propose  lo  stesso  Fouribr  una  regola,  che  dis- 
se del  doppio  segno.  Perben  comprendere  quesla  regola  osser- 
viamo,  per  ciô  che  si  è  dimostrato  nel  caso  3^  del  n.®  294  e  seconde 
gli  specchietti  in  esso  contenuti,  chose  più  polinomii  consecutivi  s'an- 
nullano  per  un  valore  x=p,  questi  stessi  polinomii  per  un  valore  p-h 
immediatamenle  inferiore  a  p  presentano  una  série  di  segni  allernati, 
il  primo  de*  quali  è  opposto  a  quelle  che  trovasi  immediatamente  in- 
nanzi  al  primo  zéro  a  sinistra  ;  e  per  oc=p+h  gli  stessi  polinomii  for- 
mano  una  série  di  segni  tulli  simili,  e  simili  a  quelle  che.  précède  il 
primo  zéro  a  sjnistra  ;  gli  altfi  polinomii  che  non  s'annuUano  conser- 
vano  il  proprio  segno  per  ambe  le  sostituzioni  :  cosl  se  s*abbia,  po- 
niamo  , 

per  a?=p      -ho-+o  o,oo-f  —  oo— ,  s*avranno 

per  œ=p-/i  H h  —  H h  +  -H 9  variazioni 

per  aî=p+/i  +  +  —  +  +  +  +  ++ 3  variazioni; 

quindi,  se  p  è  il  limite  inferiore,  si  paragonerà  la  série  de* segni  (p-hh) 
a  quella  de  segni  délia  série  (q)  corrispondente  al  limite  superiore  q: 
e  se  per  Topposto  p  è  il  limite  superiore,  si  paragonerà  la  série  {p—h} 
a  quella  de*  segni  délia  série  (q')  corrispondenle  al  limite  inferiore  q'  ; 
e  intanto  si  vede  che  nel  passaggio  per  x=^p  si  perdono  6  variazioni, 
cioè  un  numéro  pari. 

29«,  Quando  un*equazione  f(a;)=x'*+a|  a;'*~*-f-ec.=o,  à  îutte  le  ra- 
dici reali,  allora  se  a  e  b  sono  due  valori  positivi  o  negativi,  e  in  or- 
dine  di  grandezza  a<6,  il  numéro  délie  radici  reali  comprese  fra  que- 
sti due  limiti  deve  necessariamente  essere  uguale  a  quelle  délie  varia- 
zioni perdute  passando  dalla  série  (a)  alla  série  (b)  :  in  fatti  se  nella 
série  de*  polinomii  (8)  si  pone  —  A,  o  -hB,  essendo  A  e  B  valori  tali 
da  rendere  i  primi  termini  di  quel  polinomii  maggiori  délie  somme  di 
quelU  che  li  seguono  ,  i  segni  de'  risultamenii  saranno  quegli  stessi 
de'  primi  termini  ;  e  siccome  se  uno  di  quei  polinomii  è  di  grade  part. 
0  impart,  il  preeedenle  e  anche  il  seguente  è  di  grade  impart*  o  pari 
cosl  la  sostituzione  x=^—A  non  puô  dare  che  sole  variazioni,  le  quali 
saranno  n  di  numéro,  perché  quei  polinomii  sono  n+1  ;  e  ponendo 
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+B  s'avranno  n  pennaneme;  qtiindi  passando  dalla  série  (—A)  al* 
raltra  (B)  si  perdono  n  Tariazioni.  Ora  il  numéro  dalle  rudici  reali  corn- 
prese  ira  a  e  b  non  puà  essere  maggiore  délie  variazione  perdute  dalla 
série  (a) passando  all'altra  (b),  seconde  il  teorema  dimostrato  (n.^294): 
ne  pu6  esser  minore,  perohè  se  ciô  fosse,  siccome  lutte  le  n  radici 
sono  reali  per  ipotesi,  dorrebbe  a?venire  cbe  passando  dalla  série  {—A) 
alla  (a),  o  dalla  (h)  alla  (B)  si  dovrebbero  trovare  più  radici  reali  die 
perdile  di  variazioni ,  il  cbe  non  puô  essere  (n.^  294)  ;  laonde  à  vero , 
ciô  cbe  bîsognava  provare. 

^OS.  Ma  se  le  radici  délia  proposta  non  sono  tulte  reàlL  allora  se 
fc  ë  il  numéro  delle  Yariaziooi  perdute  dalFuna  alFalira  délie  due  se* 
rie  (a)  e  (b);  il  numéro  di  lutte  le  variazioni  perdute  passando  dalla 
série  {—A)  alla  (a),  e  dalla  (6)  alla  (B)  sarà  ti-Zd;  ora  il  numéro  delle 
radici  reali  che  possono  cadere  frai  due  intervalli— il  e  a,  6  e+finon  puô 
essere  maggiore  di  n-ft  ;  quindi  se  tra  a  e  b  vi  è  un  numéro  k'<k 
di  radici  reali,  convien  conchiudere  che  le  altre  k—K  sono  immagina- 
rie.  Cio  avviene  appunlo  neli*esempio  del  n.^  297  ;  ove  il  valore  a  à  fat* 
to  sparire  un  certo  numéro  di  funzioni  intermedie ,  senza  fare  sparire 
la  funzione  primitîva  f(cc),  cioè  senza  essere  radice  dell'equazione  pro* 
posta  :  in  quel  caso  il  passaggio  di  x  da  a—h  ad  a+/i  à  fatto  perdere 
le  variaztoni^  le  quali  perô  non  accennano  a  radici  reali,  ma  ad  allret- 
tante  radici  immaginarie. 

In  générale^  quando  il  yalore  fl;=a  annulla  più  polinomii  intermedii, 
senza  annullare  il  primo  f^as),  la  série  de'segni  (a— h)  avrà  più  variazio- 
ni delFaltra  (a+/t),  e  la  differenza  tra  le  prime  e  le  seconde  ë  un  nu* 
mero  pari,  che  accenna  ad  altretlante  radici  di  f(x)=o  immaginarie, 
0  deficienliy  secondo  Tespressione  di  Foukibr,  neirintervallo  tra  a— h 
ed  o+h. 

SMI.  In  conclusione  di  quanto  ë  stato  fin  ora  esposto  intorno  al 
teorema  Budan-Fouribr,  formata  la  série  dei  polinomii 

(8)  lf<-)(x) ,  ^_L_f(— )(a,),  . . .  .l.t"(x),  P{x),  t(x), 

si  troYerà  quel  valore  —A  che  soslituito  in  questi  polinomii  dà  luogo 
a  una  série  di  sole  variazioni  ;  e  quel  valore  +£  che  dà  luogo  a  una 
série  tutta  di  permanenze  ;  indi  si  fa  erescere  x  da  —  il  a  +  B,  e  si 
vede  per  ogni  valore  intermedio  tra  questi  due  se  vi  ë  perdita  di  va- 
riazioni ;  supposto  cbe  ciô  accada  per  due  valori  a  ^h,  allora  !°  se 
non  si  perde  che  una  sola  variazione  passando  dal  Valore  a  al  valo- 
re b,  tra  questi  due  valori  non  cade  che  ima  sola  radice  reale  delfe- 
quazîone  f(a5)=o  ;  2*  se  si  perde  un  numéro  impari  di  variazioni,  an- 
che un  numéro  impari  di  radici  reali  vi  saranno  ,  ma  non  si  ë  certi 
8ul  valore  di  questo  numéro  ;  3^  se  le  variazioni  perdute  sono  in  nu- 
méro pari,  il  numéro  delle  radie!  reali  comprese  fra  a  e  b  sarà  pari, 
e  quindi  potrà  benanche  esser  nulle. 

Yedremo  a  suo  luogo  la  pralîca  delfesposto  teorema,  de!  qualeab- 
biamo  già  data  on'applicazione  nel  n.^  298. 

SOI.  Dallo  stesso  teorema  si  deduce  quella  che  si  dice  r ego  la 
de*segni  di  Cartbsio,  mercë  la  quale  si  puô  conoscere,  alla  sola 
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ispezione  de'  segai  d*  una  data  equazione,  quale  sia  il  limite  délie  ra- 
die! positive  e  quelle  délie  négative  délia  proposta  equazione.  Perdi- 
mostrarla  si  osservi  che  se  l'equnzione  ë  compléta^  nel  porre  a^o 
nel  polinomii  (8)  essi  riduconsi  ai  coefflcienii  a^^  a^y  .  .  a^  dell'e- 
quazione  data  (ii.^lfS),  e  perô  la  série  de*segni  che  presenterannoquei 
polinomii  perx=o$arà  quella  stessa  che  si  mosira  nell'equazione  data, 
cioè  quella  série  présentera  tante  varinzioni  per  quante  ve  n*à  nella 
proposta  equnzione:  inoltre  dinolando  con +£  il  valore  che  rende 
positivi  i  polinomii  (8)  (n.^  298),  e  ponendo  in  essi  o^^si  à  ona  sé- 
rie di  soie  permanenze,  quindi  paragonando  la  série  (o)  con  qaesta 
{B)  si  deduce  pel  leorema  di  fouribb  che  le  radici  reali  délia  propo- 
sla  equazione,  comprese  Ira  zéro  e  +£,  cioè  le  radici po9Uive  dun'e- 
quazione  non  possono  essere  piii  di  quel  che  indica  il  numéro  deUe 
variazùmi  in  essa  equcuiione  contenute. 

Questa  proposizione  ë  pur  yera  quando  neirequazione  data  mancas- 
sero  deHermini;  imperocchë  in  la!  caso  alcuni  de*polinomii  (8)  saran- 
no  nuHi  per  cc=o  ;  ma  polendovi  sempre  rimpiazzare  i  terniini  man- 
canli  con  zeri,  e  dare  a  ciascuno  tal  segno  che  il  numéro  délie  varia- 
zjoni  delFequazione  compléta  non  sia  diverse  da  quelle  délie  variazio- 
ni  délia  proposia,  cosl  ragionando  sull*equazione  compléta,  la  conclu- 
sione  sarà  quella  qui  innanzi  enunziala,  e  reggerà  per  la  proposta, 
perché  entrambe  ammettono  lo  stesso  numéro  di  variazioni. 

Sappiamocheseinun*equazione  compléta  si  cambiano  i  segni  de'ler* 
mini  di  posto  pari,  le  radici  positive  délia  trasformala  prese  col  se- 
gno mutalo  saranno  le  négative  délia  proposia.  Ora  la  trasformata  non 
pu6  ammetteré  più  radici  positive  di  quel  che  ne  indica  il  numéro 
délie  sue  variazioni,  e  d*altronde  queste  variazioni  corrispondono  ad 
altrettanle  permanenze  nella  proposta,  quindi  un' equazione  com- 
pléta non  puà  ammetlere  pHi  radici  Thcgative  di  quel  che  ne  tndi- 
ca  il  numéro  délie  sue  permanenze. 

30^.  Quando  le  radici  d'un'equazione  compléta  son  iu'te  reali, 
le  positive  saran  tante  quante  sono  le  variazioni,  c  le  negaMve 
tante  qua/nte  sono  le  permanenze.  In  falli  ,  dinotando  con  t;  il 
numéro  délie  variazioni,  e  coup  quelle  délie  permanenze,  avremo 
chiaramente  v-hp==n,  essendo  n  il  grade  deirequazione  ;  d*altronde 
se  m  è  il  numéro  délie  radice  positive  ed  m' quelle  délie  négative  ab- 
biamo  ancora  m-^-m'^n^  quindi  «-f-p=m+m':  ora  per  laregoladi 
Cartbsio  non  puô  essere  m>v  ;  ne  pure  puô  essere  m<v,  altrimente 
per  Teguaglianza  précédente  ne  verrebbe  m'>p,  il  che  non  puô  essere 
in  virlù  délia  slessa  regola,  quindi  m=t),  ed  m'=p,  c.  b.  d. 

303.  Consideriamo  un*  equazione  in  cui  fra  due  termini  0,1^'', 
a-.,x*  manchino  tulii  i  termini  inlermedii,  e  supponiamo  che  sieno 
iniiumero  pari,  cioè  2m  ;  allora  tra  i  polinomii  (8)  relativi  a  questa 
equazione  ve  ne  saranno  2m  consecutivi  che  s^annullano,  e  potremo 
applicare  la  regola  del  doppio  segno,  disUnguendo  il  caso  in  cui  i  so- 
prascritti  termini  esistenli  ànno  segni  simili  «  da  quelle  in  cui  ànno 
segni  contrarii  :  nel  primo  caso.  corne  è  agevole  scorgere ,  la  série 
(— ft)  conterrà  2m  variazioni  neirintervallo  de'  termini  nulli,  e  la  série 
(+ft)  conterrà  altrettante  permanenze,  e  perô  Tequazione  proposia  per 
la  mancanza  di  questi  2m  termini  susseculivi,  ammelterà  2m  radici 
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ioimaginarie. Ha  se  a^j.sc'',  (V-,aî*  ànao  segni  conlrarii,  la  série  (-ft) 
présentera  daU'uno  aU'altro  2m+l  variazioni,  e  la  serieX+h)  ne  pré- 
sentera una  sollanio  ;  quindi  il  numéro  délie  radici  immaginarle  che 
avrà  Tequazione  per  la  mancanza  di  questi  2771  conseculivi  termini 
sarà  benancbe  2m.  Laonde  se  si  tien  conto  dellc  allre  radici  immagi- 
narie,  che  per  altre  cagioni  possa  ammettere  la  proposta  equazîone,  si 
pu6  coQchiudere,  che  se  in  un  equazione  vî  è  una  1  a  gu  na  di  2m 
lermini^  essaammetterà  per  lo  me  no  aUrelianie  radici  immagi- 
narie. 

Similmenle  si  prova  che  se  in  un'eqv,azione  vi  è  una  laguna  di 
2m +1  termini,  essa  ammelierà  per  lo  meno  2m +  2,  0  2m  radici 
immaginariCy  seconda  che  i  due  termini  che  comprendono  la  laga- 
na  ànno  segni  simili^  0  conlrarii. 

In  questi  due  enunziali  consiste  la  regola  di  de  Gua. 

304.  €on  questo  criterio  possiamo  conoscere  solamente  se  l'equa- 
zione  ammette  0  pur  no  radici  immaginarie  ;  ma  si  puô  osservare  che 
per  pôter  essere  reali  tutte  le  n  radici  dell*equaziune  f(a;)  =  o,  egli  è 
d*uopo  che  tali  sieno  aocora  leii— 1  radici  délia  primaderlyata  r(a;)=o; 
essendo  che  Ira  due  radici  consécutive  délia  f(a?)=o  cade  sempre  una 
radiée  reale  délia  derivata  (n.**  287)  ;  quindi  applicando  lo  stesso  ra- 
gionamento  aile  radici  delFequazione  t\x)=o,  poi  a  quelle  délia  se- 
conda derivata  r(x)=o,  e  cosl  di  seguito ,  si  giugne  a  conchiudere, 
che  una  condizione  necessaria  perche  una  data  equazione  abbia  tutte 
le  radici  rcale  è,  che  tali  sien  pure  quelle  délie  sue  successive  deri< 
vate  ;  ma  questa  condizione  non  è  sufilcienle,  e  d*al(ronde  la  conclu* 
sione  inversa  non  à  luogo,  perché  le  derivate  polrebbero  aver  le  loro 
radici  reali,  senza  che  perciô  la  proposta  abbia  ad  averne  alcuna. 

SOS.  Ora  il  seguente  teorema,  dovuto  a  Lagbattgb,  ci  darà  il  mez- 
zo  onde  riconoscere  se  tutte  le  radici  d'un  equazione  sieno  reali. 

Tbobbha.  —  Se  d'una  data  e(piazione 

* 

(1)  /l[x)=x»+a,x»-'+a,x"-»+ +a„_,x+a„=o 

si  fomumo  le  successive  dertb-a(e 

(10)  r(x)=o ,  r(^)=o ,  r{i)=o ^-^'^  (x)=o , 

tncii  8i  pongano  le  uguaglumze  seguefnli  : 

(11)  /ix).r(x)=y,  r(x).rw=y;  rw . r(x)=y, ec ; 

dico  che  eliminando  x  frai  due  sistemi  di  equazione  (3)  e  (1 1),  pre- 
se  ordinaïamente,  doè  la  prima  (5)  e  la  prima  (M):  la  seconda  e 
la  seconda,  e  cosi  via  via  ;  le  n~!  equazioni  in  y,  che  ne  risuUano 
devon>o  avère  tutii  i  loro  termini  positivi^  affinchè  la  proposla  ab- 
bia tulte  le  s%Le  radici  reali. 

[n  eflètti,  dinotando  con  x, ,  oC} œ^  le  n  radici  délia  (l) 

avremo 

f  (a?)=(aî-a5|)  {x-x^  {x-Xj^) (35-ccJ  ; 

supponendo  reali  qiieste  radici,  e  dinotando  con  x\.  x\f  . .  x'^t^  le 
n— 1  radici  délia  prima  derivata  disposte  seconde  Turdine  di  grandez- 
za  decrescente,  queste  pure  devono  essere  reali  (n.^  prec),  e  suppo- 
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stèle  disposte  secondo  Tordine  di  grandezza  decrescente,  avremo 

t(x\)={x\-x,)  {x\-x^)  (as'.-œ,) (œ'i-œj , 

f(a/,)=(x',-a5,)  (xT^-Xt)  {x't-x^) (a/^-œ J ,  ec. 

ma  (n.*  287)  x\  è  compresa  tra  X|  e  as^  ;  x'^  è  compresa  tra  ast  c  x,, 
e  cosl  appresso,  quindi  f(x'«)<o,  f{xf^)>Oy  f(x's)<o,  e  cosl  appresso 
alternalivamente  ;  cosi  che  le  radici  délia  derivata  r(x)=o  sosiituite 
successivameale  nella  proposta  f(x)=o  devono  dare  risullamenti  al- 
ternalivamente negativi  e  positivi.  Ha  le  inedesime  radici  sosiituite  in 
r(x)  debbon  dare  risullamenti  alterna  tivamen te  positivi  e  negativi  ; 
quindi  sosiituite  nel  prodolto  r(x).r(x)=2/  debbon  dare  valori  oo- 
stanlemente  negalivi.  Laonde  se  Ira  la  prima  (10)  e  la  prima  (11)  si 
elimini  x,  Tequaiione  risultanté  in  y  deve  ammeltere  solo  radici  né- 
gative, e  per6  tutti  i  suoi  termini  devono  esser  positivi  (n.®  243  )  se 
vuolsi  che  le  radici  délia  proposta  sieno  lutte  reali  ;  nel  quai  easo  sa- 
ran  reali  ancora  le  radici  délia  prima  derivata  f(x)=o(n.®  pre.),  e  perô, 
applicando  a  quesla  equazione  e  aile  due  derivate  r(x),  f  "(x)  il  mede* 
simo  ragionamento  applicato  airequi.zione  proposta  e  aile  derivate  f  (x), 
r(x),  si  conchiude  che  reliminata  in  y  Ira  la  seconda  (10)  e  la  secon- 
da (11)  deve  parimente  aver  lulti  i  suoi  termini  dello  stesso  segno, 
perché  sieno  lutte  reali  le  radici  deirequazione  r(x)=o,  nel  quai  caso 
saranno  reali  ancora  quelle  délia  r(x)=o.  £  cosl  coniinuando  il  me- 
desimo  ragionamento  sino  aile  ultime  funsioni  ^"^'^(x),  ^•^*>(x), 
^'^*^(x),  si  perviene  alla  dimostrazione  deHenunzialo  teorema. 

SOS.  Per  mezzo  del  teorema  Budan-Fouribr  potremo,  in  générale, 
avère  soltanto  dei  limili  pel  numéro  délie  radici  reali  d*un*equazioDe.  e 
la  scienza  era  glunta  a  questo  stalo  quando  nel  1829  Stumm  rarricchi 
del  pià  importante  teorema,  mercè  il  quale  si  puà  delerminare  esatla- 
menle  quante  radici  reali  ammette  una  data  equazione  fra  due  limili 
assegnali  :  il  teorema  è  il  seguenle. 

Tborbma.  "  Sia 

(1)  f(x)=x*+a,x"-Va,x'»-«+  •  •  •  •  +a^,x+a„=o 

v/n' equazione  priva  di  radici  eguali,  e  siane  r(x)=o  la  prima  deri- 
vata :  8i  operi  su'due  polinomii  f  (x),  f(x)  come  se  si  dovesse  cercar- 
ne  il  massimo  divisor  camv/ne,  con  la  sola  atverienza  di  cangiare 
il  segno  a  dascun  residAio,  quando  pa^sa  a  fare  da  divisore.  Itap- 
presenUmio  con  f^ix),  ^(ï),  ec.  f/x)  cofeset  resûtoi  ;  c  sostUuendo 
nella  série 

(12)         «X) ,  Ax) ,  A(x).  /i(x) m 

in  luogo  di\un  valore  p  e  poi  un  aUro  valore  q>p  ;  cKco  che 
la  differenza  ira  le  variazioni  deUa  prima  e  quelle  délia  seconda 
sostUuzione  sarà  appimto  eguale  al  rmmero  délie  radici  reali^  che 
à r equazione propoala  frac  e  q. 

In  primo  luogo  osserveremo  che  Tultima  polinomio  f/x)  dev' esser 
indipendente  da  x,  e  diverse  da  zéro  ;  imperocchè  1 .®  la  divisione  pu6 
esser  sempre  regolaia  in  modo,  che  il  reste  risulti  d*un  grado  inferiore 
(l*un*unilà  a  quelle  del  divisore  ;  2.^  la  proposta  non  a  radici  mulli- 
plo  per  ipoiesi,  e  perô  non  puô  aver  massimo  d.  c  con  f  (x)  (n.®  261). 
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Inollre,  dinotando  €on  g, ,  g, , . .  q^^  i  qaosienti  successif!,  avremo 
le  seguenU  ideatità  : 

r(a;)=g,    f,(aî)       ^f3(x), 

Wa5)=grMWaîMr(a5). 

Finalmente  osserfiamo,  che  se  nella  série  di  polinomii  (12)  poniamo 
per  X  il  Talore  p,  ayremo  una  certa  disposizione  di  segni ,  la  quale, 
crescendo  ce  al  di  là  di  p,  rimarrà  iaalterata,  flno  a  quando  non  si 
giunga  a  taie  un  valore  di  ce,  che  annulli  alcuno  di  que*  polinomii  ; 
imperciocchè  allora  quesio  polinomio ,  essendo  passalo  per  zéro ,  à 
dofuto  cangiar  di  segno.  Or  colesto  polinomio  cbe  s'annulla  puô  es- 
sere  uno  de'  polinomii  intermedii,  o  pure  il  primitive  f(a;)  ;  e  quindi 
cercheremo  conoscere  i  cambiaœenti  cbe  avreogono  nella  primi- 
tiya  disposizione  di  segni,  tanto  nelia  prima  che  nella  seconda  ipotesi. 
E  pria  di  andare  innanzl,  osserveremo  due  cose  : 

1.^  Due  polinomii  consecuUvi  qualunque  fjJix),  tji^{x)  délia  sé- 
rie (12)  non  possono  entrambi  annullarsi  per  un  medesimo  Talore 
x=a  ;  imperocchèf  secondo  le  relazioni  (13)  abbiamo 

(U)  fft.i(û5)=gfcWx)-f^,(x) , 

e  se  per  x=a  s'annullassero  a  un  tempo  i  due  polinomii  del  secondo 
membre  9  s'annullerebbe  pure  quelle  del  primo  ;  si  che  f(x)  e  f(x) 
ammetterebbero  un  diviser  comune,  e  la  proposta  avrebbe  radici  egua- 
li,  contre  Tipotesi., 

2.^  Se  (D=a  à  un  valore  che  annulla  il  polinomio  intermedio  ijjlx), 
i  valori  del  polinomio  précédente  tf^^iix)  e  del  seguente  tk^^ix)  saran- 
no  di  segno  contrario;  imperocchè,  supposlo  f^(a)=09  e  faite  x=a 
nella  (14)  risulta  ffc-i(a)=-f/^^^(a). 

I.  —  Poste  ciô,  supponiamo  che^  essendo  a  un  valore  compreso  trap 
e  g,  sia  fjiffl)=o  ;  allora  se  h  dioota  una  quantité  talmente  piccola,  che 
tra  a—h  ed  a-\-h  non  cada  alcuna  radiée  di  ffc_i(x)=o  ne  di  f^i(aî)=o, 
ne  deve  seguire  di  conseguenza  che,  da  x=a— /»ad*x=a+/i.  i  due  po- 
linomii fA^i(x),  fA4.i(x)  conservino  i  proprii  segni,  che  saranno  tra 
loro  opposti  (os.  2')  ;  per  contre  f;^(x)  avrà  un  segno  per  x=(]k—hi  e 
avrà  Topposto  per  as=a+h,  essendo  che  a,  compresa  tra  a-h  e  cH-A, 
è  radice  di  ft/(x)=^o.  Pertanto  avremo 

'*^(œ),  Wi»)»  iMix) 
pera5=a-ft    ,    .    ,  ±  db       =f, 

d*onde,  ritenendo  o  i  soli  segni  superiori,  o  sellante  gl'  ioferiori,  si 
vede  che  se  nel  passare  dal  valore  x=p  al  valore  x=q  ê'incorUra  un 
valoTe  x=B,  che  annulli  wn  polinomio  intermedio  délia  èerie  (12), 
il  numéro  dette  variazioni  che  presenlava  detla  série,  tmmedta- 
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tamenle  prima  di  giugnere  al  valore  x=:a,  reêterà  lo  sténo  imme' 
diaiamenle  passato  quesio  valore. 

E  siccome  il  medesimo  ragionamento  vale  per  qoalunqae  polinomio 
inlermedio,  cosi,  ancorchè  lo  stesso  valore  x=a  annuUasse  più  poli- 
nomii  intermedii  (che  noa  possono  mai  essere  successivi,  oss.  1^)  il 
primitîYo  numéro  di  yarlazioni  rimarrà  inalterato.  Dicasi  lo  stesso  per 
qualunque  allro  valore  di  se,  compreso  ira  p  e  g,  che  annulla  uiio  o 
più  polinomii  noo  coDsecutivi  délia  série  (12). 

IL  —  PoQiamo  ora  che  per  as=a  sia  f(a)— o,  e  per6  sia  a  radiée  dél- 
ia proposta  equazione  :  questo  medesimo  valore  non  potrà  annuUare 
nel  tempo  stesso  f(fl;),  essendo  che  requazione  data  non  à  radici 
eguali,  per  ipotesi.  Rappresenti  h  un  valore  talmente  piccolo,  che  da 
a-h  ad  a+A  non  s*incontri  alcuna  radice  deir  equazione  f  (x)=o,  e 
coû  V(x)  conservera  il  suo  segno  +  o  — ,  da  a-h  ad  a-\-h.  Or,  tenea- 
do  présente  che  f(a)=:o,  abbiamo  per  la  formola  di  Tatlob 


f  (adbh)=f (a)=thr(a)Hh*f"'(a)=tec. , 

valendo  il  segno  superiore  o  riuferiore  ne'  secondi  membri,  seconda 
che  si  ritiene  +h  o  — /i  ne*  primi.  E  poichè  si  puô  inoltre  supporre  h 
talmente  piccolo»  che  il  primo  termine  in  ciascuno  de*secondi  membri 
risulti  maggiore  délia  somma  numerica  di  tutti  i  rimanenti,  e  perciè, 
in  questo  caso,  il  segno  dt  delti  secondi  membri  sarà  quelle  stesso 
dei  rispettivi  primi  termini,  co^ 

sftfYa^^o  sari  ^  H^+h)>o,        i  f(a-h)<o, 
se  r(a)>o,  sara  ^  f/(a+h)>o,    ®  l  r(a-h)>o , 

se  r  w<o,  sara  ^  (/(a+h)<o,    ^  i  r(a-/i)<o , 
vale  a  dire  che  in  ogni  caso 

Kx) ,      f (05) 

per  oci=a-h =t  i  , 

per  cB=a+h  .....  =f  =t  ; 

laonde,  sia  che  si  prendano  i  segni  superiori,  sia  grinferiori,  si  tro- 
veri  sempre  una  variazione  cambiata  in  permanenza  ;  e  perô  se  ne! 
possare  da  x=p  ad  x=q  sHnconira  wa  valore  che  annuUi  U  poUno- 
mio  r(x),  cioë  sineontra  una  radice  delVequazùme  data,  oUora  nei 
segni  délia  série  (1 2)  si  perderà  una  variaaione^  che  si  cambierà 
in  una  permanenza,  E  particolarmente  ,  immediaiamente  prima 
di  giugnere  aUa  radice  le  d/ue  funzioni  f(x),  f  (x)  saranno  di  se- 
gno contrario^  e  immediatamenUe  dopo  passata  la  radice,  le  deUe 
funzioni  avrawno  lo  stesso  segno. 

Pertanto,  se  passando  dal  valore  x=p  alValtro  œ=qj  si  sono  per- 
dute  |JL  variazioni,  siccome  queste  non  possono  esser  dovute  al  passag- 
gio  per  zéro  di  uno  o  più  polinomii  intermedii  (I)  ;  e  aU'opposto  cia- 
sonna  variazione  che  si  perde  è  dovuta  al  passaggio  per  zéro  del  po- 
linomio f(fl;),  cioè  a  una  radice  di  qnest'equazione  (II),  coid  il  nome- 
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ro  jfjiy  che  indica  l'eccesso  délie  variazioni  che  preseotano  i  polioo- 
mii  (12)  neUa  prima  sostitazione  su  qaello  che  preseolaDO  nella  se- 
conda, à  uguale  esatlamente  al  numéro  délie  radici  reali,  che  la  pro* 
posla  equazione  ammette  ira  p  e  g^  c.  b.  d. 

SOV.  Nel  difflostrare  il  précédente  teorema  si  à  supposto  che  l'e- 
quazione  proposta  non  ammettesse  radici  eguali  :  ora  dimoslreremo 
che  lo  stesso  teorema  puô  essere  appUcato,  ancorchè  requazione  am- 
metta  radici  multiple.  E  primamente  osser?iamo,  che  se  9(x)  è  un 
polinomio  che  non  à  fattori  comuni  con  l(x),  e  preode  segni  contra- 
rii  a  queili  di  questo  polinomio  per  valori  di  x  inferiori  e  ?icinissimi 
a  quelle  che  rende  f(x)=o,allora  si  potrà  operare  col  teorema  diSTURM 
su  i  due  polinomii  t(x)  e  (p(œ),  corne  si  opéra  su  f(x)  e  la  prima  de- 
rivata  f  (as).  In  falti  dinotando  con  <p  i(x),  <f^{x) ,  ec.  i  residui  che  si 
ànno  cercando  il  massimo  diviser  comune  tra  t{x)  e  (f(x)t  e  cambian- 
do  loro  il  segno,  come  è  prescritlo  dal  teorema  di  Sturv,  si  puô  di- 
mostrare  con  gli  stessi  princlpi  esposii  nel  numéro  prec.  che  le  fun- 
xioni  intermedie  ?t(^),  f  8(x),  ec.  godono  délie  stesse  propriété  che 
godono  f2(x),  ti{x)f  ec.  ;  inoltre  nel  passare  da  un  yalore  immediata- 
mente  inferiore  ad  una  radiée  di  f(cc)=o  ad  un  allro  superiore,  i(x) 
cambierà  di  segno,  mentre  <f{x)  conserTerà  il  segno,  perché  non  à  fat- 
tori comuni  con  f(x)  :  ora  queste  condiiioni  devono  aver  luogo  perché 
dalla  série  f(x),  9(x),  71(^)9  ^c*  (^-^  prec.)  si  potesse  decidere  del 
numéro  délie  radici  reaii  deirequazione  f(x)=:o  ;  quindi  è  vero  che 
alla  derivata  t'(x)  si  puô  sostituire  un  altro  polinomio  f(x),  che  sod- 
disfaccia  aile  coodizioni  soprascritte; 

Posto  ci6,  supponiamo  che  la  f(x)=:o  ammetta  radici  multiple,  e 
sieoo  a,  b,  c,  ec.  le  distînte,  i  cui  rispettivi  gradidi  moltipiicità  sieno 
^1  ^9  Y>  ^^«  9  sarà  cosl 

f(x)=(x-a)*(x-6)P(x-c)if .  .  . , 

Si  operi  su  i  due  polinomii  f(x)  ed  V(x)  seconde  ë  prescrilto  dal  teo- 
rema di  Sturv,  e  sieno  tt[x),  U{x),  .  .  .  f,  (x)  i  successivi  residui 
coi  segni  cambiati  :  Tultlmo  di  questi  polinomii  non  sarà  piiî  una  co- 
stante,  ma  sarà  inyece  il  massimo  diyisor  comune  di  f(x)  ed  r(x) 
(n.®  264)  ;  e  dividende  questi  polinomii  per  fr(^),  avremb  due  que- 
zlenti 

ç  (x)=(x-a)  {x-b)  (x-c)  .  . . , 

(ti{x)=a  (x-6)  (x-c) . .  .  +  p  (x-o)  (x-c)  •  •  •  -f  ec. 

i  quali  mostrano  1®  che  9(x)  non  à  più  fattori  multipli  ;  2^  che  f  «(x) 
non  à  fattori  comuni  con  f  (x)  :  inoltre  poneodo 

(x-6)  (x-c)  (x-d) .  . .  =P , 

p  (x-c)  (x-d)4-  •  •  '+7  (x-6)  (x-d) .  .  •  -i-  ec  =  0, 

quel  polinomii  possono  essere  scritti  cosl  : 

ç(x)=(x-a)  P ,    ç4(x)=aP-Kx-o)  Q  ; 
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essi  d*altronde  sono  reali,  perché  tali  sono  f(œ),  r(a;)  ed  t^{x\  ne  le 
operazioni  eseguite  ànno  potuto  introduire  quantità  immaginarie. 

Ora  osserviamo  che  per  ?alori  roolto  prossimi  ed  inferiori  ad  a  il 
fattore  x—a  è  molto  prossimo  a  zéro,  si  che  nelf  espressione  dl  f  |(x) 
si  puô  trascurare  il  seconde  termine,  e  cosi  il  segno  di  ç^{x)  sarà 
quelle  stesso  di  aP,  o  meglio  di  P,  perché  a  è  un  numéro  ;  ma  per 
questo  stesso  valore  di  x  il  segno  di  (p(a;)è  opposlo  a  quelle  di  P,  quin- 
di  i  due  polinomii  f  (x)  e  (f^{x)  si  trovano  nelle  condizioni  îndicale 
nella  superiore  osservazione,  e  perciô  si  puô  ad  essi  applicare  il  teo- 
renia  di  Sturm.  Ora  se  ft(^);  ?s(®)  •  •  •  9t(^}  sono  i  successi?i  re* 
sidui  coi  segni  cambiati,  è  chiaro  che  i  termini  délia  serig 

(U)  <f{x) ,  ç,(x) ,  <p,(œ) ,  (ps(x) , . . .  ?,(x) 

sono  i  quozienti  rispettivi  di  quelli  della  série 

(15)  f(x) ,  f(x) ,  f,(x) ,   f,(x) .  • .  •  f,(x) 

divisi  per  f,(x)  (E.  n.®  602),  o  vero  i  termini  della  série  (13)  sono 
quelli  della  (U)  molliplicati  per  un  fattore  comune  ;  laonde  è  mani- 
feste che  per  uno  stesso  valore  di  x,  che  non  annuUi  f(x),  i  polino- 
mii (U)  presenleranoo  la  stessa  série  di  segni  che  i  (1S);  e  perô  ap- 
plicando  alla  série  (15)  il  teorema  di  Sturm^  si  potrà  eonoscere  quan* 
te  radici  reali  deirequazione  f(x)=:o,  e  perciô  ancora  della  proposla 
f(x)=o  cadono  tra  due  valori  p  e  9>p,  i  quali  non  annullioo  f(x).  Ora 
la  série  (1S)  è  appunto  quella  che  s'ottiene  opérande  secondo  11  teo- 
rema di  Sturm  sul  polinomio  f(x)  e  suo  derivato  f (x),  senza  avère 
riguardo  alla  moltiplicità  délie  radici. 

809.  Nbutton  nella  smArithmeticay/nivenalis  (pag.  184,  edii. 
di  Londra,  1132)  propose,  sema  dimostrare,  una  regola  per  eonosce- 
re le  radici  immagjinarie  d'un'equazione  algebrica;  le  dimostrazioni 
che  taluni  Geometri  vollero  darne  furon  tulte  inesatte,  corne  già  IV 
vea  fatto  osservare  il  Gbnocchi  nel  toroo  XYIII,  p.  185  dei  Nouvelles 
Afmales  de  mathématiques  del  Tbrqubm;  ma  ultimamente  il  Stl- 
▼BSTBR  ne  à  dAla  una  rigorosa  dimostrazione,  che  non  solo  compléta 
la  regola  del  Newton,  ma  dà  una  estensione  maggiore  al  criterio;  in 
guisacheil  teorema  di  Syltester  comprende  corne  caso  partico- 
lare  la  regola  di  Newton,  che  passiamo  a  indicare. 

Sia  l'equazione  data  della  forma 

(1)  f(x)==aoX*H-na|X'^*+-^-5--AïîX^*+ ....  -^a.^x+a^-o  ; 

si  formino  per  mezzo  degli  elementi  semplici  a^,  a« . . .  .  o^  le 
seguenti  espressioni,  o  elementi  quadratici 

si  scriyano  coi  segni  rispettÎTi  le  due  série  associa  te 

(û)  cto,  fli,  a», a^i,  o», 

(A)  A^,  A^f  A%f  •  .  •  •  .  4ii-ft^»9 
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ia  fine  il  complesso  dei  segai  d^una  coppia  associata  ^^  ^ 

si  dica  rispeltivamente  doppto  permanetua,  dpppia  varioztone,  va- 
riozione-permanenza,  o  permonenza-vam^ione,  8econdo  che  gli 
elemeoti  superiori,  in  ordine  ai  segnî,  presentano  una  permaoenza,  al 
pari  de^^l'inferiori;  una  yariazione  i  primi  e  una  variazione  i  secondi; 
una  Yariazione  i  primi  e  una  permanenza  i  secondi;  o  in  fine  una  per- 
manenza  i  primi  e  una  variazione  i  secondi;  e  si  dinotino  in  corrî- 
spondenza  con  p?^  vF,  vP,  pV:  posto  eiô,  la  regola  compléta 
del  Newton,  in  linguaggio  ordioario,  s'enunzia  cosi  :  H  nwn&ro  délit 
doppie  permanence  nelle  due  série  ossocûi^e  (a)»  {A)  è  un  limite 
^ujieriOTe  del  numefro  deUe  radict  négative^  e  il  numéro  délie  vo- 
riazioni-permanenze  è  un  limite  superiore  del  numéro  délie  radici 
positive  délia  proposta  equazione  (i).  Algebricamente  poi  s*espri- 
me  cosi  : 

numéro  délie  radici  négative  ^  2pP, 
numéro  délie  radici  positive  ~  2  vP. 

Onde  il  numéro  totale  délie  radici  reali  è  ^  Z  pP  +  IvP  ,    o  sia  ë 

~  2  P;  e  il  numéro  délie  radici  immaginarie  ^n-2P>  o  vero^2  V; 

ed  è  qtiesta  propriamento  la  regola  incompleta  di  Newtok. 

MM.  Ora  ecco  il  teorema  del  Svlvbstbr:  sténo  X  e  [a>X  due  va- 
lori  dali;  si  formino  le  due  série  di  elementi  aempUci  e  quadraJlici 
corrispondenti  aUa  trasformata  f(x+X)=o,  e  dinoti  se?nplicemente 
pP  (X)  il  numéro  dette  doppie  permanenze  di  eoteste  due  série  ; 
simUmente  si  formino  le  due  série  ojssociaXe  per  la  trasformata 
/(x+jjl)=o,  e  sia  pP(iA)  il  numéro  dette  doppie  permanenze  di  cote- 
ste  due  seriez  dico,  1.®  che  pP(iA)>pP(X);  2.^  che,  din^tando  con 
(X ,  |&)  il  numéro  dette  radici  reali  comprese  tra  X  e  |a,  e  con  k  un 
numéro  intero^  sarà  pP(iii)-pP(X)=(X,jA)+2k. 

Dim.  —  La  série  compléta  degli  elementi  semplici  délia  trasforma- 
ta f(a+z)  =0,  ove  z  dinota  un  valore  qnaluncpie  dato,  è 

fC)(z)        1  .f  (^)(z)         i-2    t^'^'Kz)  Ip..     ... 

la  qoale  puô  essere  sostituita  dalla  seguente  : 

(f)        fW(z),  f<*-')(z),  2!P*-«)(z),  .  .  .  (n-l)!f(2),  n!f(z), 

ehe  si  à  dalla  prima  moltlplieando  ciascun  termine  per  ni,  il  che 
non  turba  la  successione  dei  segni.  Si  formi  la  série  degli  elemeoti 
quadratici,  e»  ommettendo  i  coefflcienti  positlvi  (21}*,  (31)',  ec,  che 
non  infloiscono  sui  segni,  si  rappresenti  con 

(^)  fi»!    fifi-n     ^n-t) ^o  <?©» 


i  50  COMPLBlCBiraO  AGLI  BLEMBinn  D*  ALOBBBA 

essendo  in  générale 

(16)  G,{zMnz)V''  ^^  i^^'Kz)  t^'^\z) , 

ia  oui  r  è  uno  qualunque  dei  numeri  délia  série  n,  n—l ,  .  .  2,  \; 
e  s' osserri  che  6„=[(^*^]^  è  costanie;  come  pore  costanle  è  il  ternriDe 
G,^-i,  perché,  com'è  agevole  verificare,  G^^=nl  (a^—Za^at). 
SlO.  Prima  di  passare  innanzi  è  d*uopo  osservare  quanto  segoe  : 
1*.  Sia  a  un  Tslore  qualanque  compreso  fra  X  e  [ii,  e  per  queslo 
YElore  s*annulli  soltaato  la  funzione  f^**)  délia  série  (f):  scrivendo  per 
semplicilà  îf^^  invece  dl  f^^(a),  ed  t^%z)  inveoe  di  f(*^(a+£),  ayremo, 
per  ia  série  di  Tatlor,  e  perché  t^^^=Oy 

fir)  (g)  =  6fC^)  ^  ^f(M^)  +  ^  f  (r-^)+  eC.  , 

e  quindi,  sapponendo  e  quantité  infloitesima,  sarâ 

(17)  f  <^)  (e)  =  ef  ('^*)  ; 

si  che  f(*'>  ed  t^^^^  son  di  segno  conlrariopervaiori  immediatamenie 
inferiori^  e  deUo  stesso  segno  per  vaUrri  immedicUamente  superiori 
a  queUo  che  annuUa  t^^\ 

2*.  —  Nella  stessa  ipotesi  che  sia  f  (^^=0  risulta  dalla  (16)  che  6,  è 
di  segno  contrario  a  quéUo  del  prodoito  f  ^'^^  f  ^'^).  Soltanto  C»  è 
costante  come  t^^\  e  Go  è  sempre  positivo  perché  é  il  quadrato  di 
n!f(z),  Inolire  risulta  G,w,=[^'^*T»  6^4-1= [f^'^'^lS 

e«4(6)=[t<'^''l*  — ^^  e  [!("•«) +6t('^)l  r-'\ 

Il — r — 1, 

e  perô  le  due  funzioni  G,^ ,  G,^,  sono  positive  non  solo  pel  volore 
a  che  annuUa  f(''\  ma  bensï  per  tuUi  que'  vaiori  che  sono  imme- 
diatamente  inferiori  e  swpenori  ad  a. 

3^  —  Se  per  unostesso  valore  a5=a  si  à  f<''^=o,  f^'^'^czo,  .  .  . 
f  (*^=:o,  allora,  come  lo  indiea  la  stessa  série  di  Tatlor,  trascoraD- 
do  le  poterne  di  e  superiori  alla  i^*,  si  é 

(18)  f  (')(£)=  l-ff^-^. 

4<^.  -  Se  per  x=:a  risulta  Gr  (a)=:o,  allora,  in  ?irlù  délia  (16)  si 
à  primamente 

(19)  [f  <'))*-  !!z!±L  f  (^•)  f  ('^«)=o, 
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e  inoltre,  trascurando  le  poterne  di  e  soperiori  alla  prima  sarà, 

0  vero  sviluppando,  tenendo  présente  la  (19)  e  trascurando  i  termini 
io  e*,  sarà 

iofine  eliminandoda  qoest'espres8ioDef<*^>  per  mezso  délia  stes* 
sa  (19),  e  tenendo  présente  la  (16)  pel  caso  dr  G^,  risulta 

(20)  ^r  {^)  =-^^^  ^ -^  Gr^,  ; 

e  poichë  11  coefflciente  frazionario  è  positifo  per  tutti  i  ?alori  di  r»  da 
r=n—i  ad  r=1  y  cosi  risulta  cbe  per  tuUi  questi  valori  G,  (e)  avrà  lo 
itmo  segno  di  e  f^^  f"^^  G,^  (•)• 

5.^  —  Nella  stessa  ipotesi  G^  (a)=o  à  luogo  la  (19),  e  quindi  risul- 
ta che  i  due  valori  f '"'^ ,  f^*^^  sono  di  segno  contrario. 

6.^  —  Se  per  X = a  si  à  G,.  =:  G^^  =  o ,  s*a?rà  primamente  in  rirtù 
délia  (16) 

L    J  n-r  '  • 

(«)  < 

hr^)Y 5=ÎL{(-)    f(«-«)=o; 

L       J      n-r— 1 

nel  tempo  stesso,  dispreizando  negli  SYîluppi  di  f  (e)  le  potense  di  e 
superiori  alla  seconda,  si  à 

Gr  (6)=  [f(')  +  6 IC^*)^  Y  ^"^*^X 

quindi,  eseguendo  il  quadrato  e  il  prodolto,  dispreziando  sempre  le 
potenze  superiori  alla  seconda,  e  tenendo  présente  la  prima  (21), 
risulta 

*■  ^  ^        L  n-r  n-^  J 

e^  riîlfzL  r f(»-H)iî ^    fr)  f is-2^    n-r-f  1  ^,wtv  yy^^n  . 

2   L  ri-r    *^       •■      n— r  w-r  J' 

(*)  Pei  valori  r=n— 1,  ed  r^n^  sappiamo  già  che  O^i  e  G,  sono  co* 
slanli  (n.*  309). 
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ora,  ponendo  nella  qoantHà  ohe  moltiplica  e  in  laogo  di  t^*^^  il  sao 
vatore  tratlo  dalla  prima  (21),  quella  quantité  acquista  per  feltore  U 
primo  membro  ddla  seeonda  (21),  e  perô  it  termioe  in  e  svanisce  : 
qaaolo  al  termine  ia  e*  si  osserva  cbe  isolando  i  quadrati  nelie  (21), 
poi  moUiplicaodo  le  equasioni  risaltanU  e  riducendo,  a'ottiene 

e  in  yirlù  di  questa  formola  riducendo  il  termine  in  e*,  l'espressione 
di  Gf  (e)  si  trova,  dopo  faeilt  riduxioni,  easer  la  segnenie  : 

n-r-2    6»    f('i 
In  générale,  se  per  x=a  si  à  Gv=^r+i  =  •  •  •  =  ^r^-i-i  — O'  risulta 

1.**  -  Se  per  a5=a  si  à  f=r=r= =:f(*-*)=o,  allora,  rilenendo  la 

sola  potenza  di  e  moUiplicata  per  [f(^)]* ,  si  Irova 

«"  w4  ^  ••  w-  ««  w4  -^  "Vf-  ■■■■ 
■  ■  •■•«.(')=4-^="-'i'<'']',  0.(0=  (^)''"['"'i*- 


l.  Posto  ci6,  supponiamo  cbe  x  varii  per  gradi  insensibili  da  X 
a  |i  ;  anche  le  fanzioni  (f)  e  (6),  corne  continue,  Tarieranno  per  gra- 
di insensibili,  e  le  successioni  de'segoi  délie  due  série  resieranno 
knmutate,  finchè  non  si  giunga  a  laie  un  yalore  x=a,  cbe  annulli  une 
0  più  de'  termini  di  quelle  série. 

I.  —  Supponiamo  primamente  cbe  per  os^^a  uno  quatunque  de*  po- 
linomii  intermedii  (f)  s*annulli,  e  soUanto  uno  e  sia  f^''^:  considerao* 
do  i  tre  polinomii  consecullvi  ((*^\  f^'^'e  t^'^*\  e  le  funzioni  asso- 
ciale  6y^, ,  G^,  (?,._,;  tenendo  presenli  le  proprielà  diraoslrate  nel 
n.**  pre.  (i*^),  s»  vedrà  che,  rîguardo  ai  segni  de' tre  polinomii  f''^), 
fC)  ^  ((*^  )  SI  ànno  quallro  combinazioni,  che  possonsi  ridurre  a  duc 
soltanto  essenzialmente  disliote,  come  appresso,  ove  i  segni  délia  lu 
nea  superiore  si  riferiscono  ai  tre  polinomii  f^'^*^,  l^''^  f^'"*^,  e  quel- 
li  délia  linea  inferiore  si  riferiscono  aile  funzioni  associate  G^^ ,  G, , 


e^i: 

r 

2* 

per  œ  =  a 

4- 

0 

+ 

per  05  =  a  -  e 

-f 

— 

+ 

jper»  =  a+€ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+  ;  qoindi 


+  , 


+  ; 
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d*onde  si  Tede  che  in  questt  casi  non  si  perde  ne  s' acqiJrieta  alcnâa 
doppia  permaoenza. 

H.  —  Supponiamo  ora  che  per  un  valore  xc^a^  compreso  fra  X  e  |jl 
s*annuUi  un  sol  termine  délia  série  ((?),  e  sia  ^^=0.  In  questo  caso 
!(»•-«)  e  I^^*^  sono  dello  stesso  segno  (n,*  pre.  5**).  Inollre,  conside- 
rando  le  einque  qoantità 


W-hi* 


0,    G, 


f-i> 


in  ordine  ai  segni,  possiamo  avère  sedtci  casi,  ehe  vanne  totU  com- 
presi  ne'  soli  qualtro  seguenti  ed  essenzialmenle  distintî  : 


+  +  + 
+  0  -f 


+  -  + 

+  +  + 

+    0  + 

+    0  - 

+  - 


+  0  -; 


e  queste  quattro  corobinazioni,  che  an  luogo  per  (7^=0,  ricordaDdosi 
che  il  segno  di  6,.  (e)  è  quelle  stesso  di  e  f^''^  f<^"^'>  e^.^»  (n.^  pre.  4«) , 
saranno 


\ 


per  x=a-£      +  +  + 

+  -  + 
e  per  x=a-|-£  +  +  + 


+  +  -f 


+  -  + 

+  +  + 

+  +  + 

+  — 

+  -  + 

+  +  + 

+  -  + 

+  +  - 

+  -  + 


+  +  - , 


+  -  + 


+  — . 


Nel  primo  di  questi  qualtro  casi,  corne  si  scorge,  s'acquistano  due 
doppie  permanenze,  passando  dal  valore  a;=a— e  airaltro  œ=a+t  ; 
montre  nei  rimanenti  tre  non  si  perde  ne  s*acqu)sta  alcuna  doppia 
permanenza.  Laonde  col  passare  per  zéro  une  de'  tcrmini  délia  sé- 
rie (G),  si  puô  nelle  due  série  (f  j  e  (G)  acquistare  e  non  perdere  dop- 
pie permanenze. 

III.  —  Supponiamo  che  nel  passare  da  X  a  [ji  s'annulli  non  più  un 
termine  intermedio,  ma  uno  degli  estremi  :  quesli  non  possono  esso- 
re f^*"^  e  G^,  perche  sono  enlrambi  costanti;  ne  Go,  perche  è  un  qua- 
drato  ;  quindi  il  solo  estremo  termine  che  puô  annullarsi  ë  î(x)  :  sia 
pertanlo  f(a]=o,  e  sarà  a  radiée  dell'equazione  proposta.  Ora,  secon- 
do  la  formola  (16),  si  â  eo=:f=o,  G|=f*,  quindi  G^  (e)=Ê*  P,  Ci  (6)= 
[  f  +  €  n*  î  si  che  Op  e  G^  sono  enlrambe  positive  immediatamcnte 
prima  e  dopo  délia  radice  a  :  d'allronde  nel  caso  in  disamina  P{x)  ed 
f(x)  devono  presentare  una  variazione  per  3C=a— e,  e  una  permanent 
za  per  a;=a+e  (n.**  294,  1^),  onde  ne  segue  che  le  due  série  (f)  e  (C) 
perdono  una  variazione-permanenza,  che  si  cambia  in  una  dop- 
pia permanenza. 

SMIt.  Abbiamo  fin  qui  supposto  che  un  sol  termine  s'annullasse 
nella  série  (f),  o  un  solo  nella  série  (6),  e  son  questi  propriamente  1 
casi  che  possaoo,  in  générale,  a  ver  luogo;  perché  per  poiere  siroal- 
taneamente  svanire  più  funzioni  di  x,  dipendenti  dalla  funzione  r(x), 

mm»!  lez.  4*ArUme1iica  90 
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è  d*uopo  ehe  tra  i  coefflcienti  di  questa  fansione  ^abbia  ona  o  pin  re- 

lazioni  particolari. 

IV.  —  Giè  non  pertaoio  sapponiamo  ehe  più  fanzioni  consécutive  e 
înlermcdie  délia  série  (G)  svaniscano  per  uno  stesso  valore  x=a,  e 
per  flssare  le  idée  supponiamo  primameote  ehe  ne  svanisca  un  nu- 
méro pari,  poniamo  quallro,  e  sia  G^=Cy^,= 6-4.^=^^+8=0,  sensache 
s'annuïlassero  i  lermini  associai!  f('>,  i^^*\  f^*^*\  f^^^^l  In  queslo  caso 
(n.^310,  5^)flrevalori 

aTranno  lo  slesso  segno,  e  parimcnle 

avranno  uno  stesso  segno,  simile  0  contrario  a  quello  de*  tre  Talon 
precedeoti.  Considerando  le  due  série  associate 


(23) 


((r-i)     j(r)      ((fM-l)      ((^-*-ï)^  fCH-a)^   f^*^), 


qoeste,  per  cîô  ehe  riguarda  i  segni,  non  possono  presentare  se  non 
soltanto  i  quatlro  seguenti  casi  essenzialmeoie  dislinli  quando  x=a 


+  -f +  +  -l'-l- 
+  0000  + 


+  +  +  -f +  + 
4-  0000  — 


-f  0000  + 


+  -  +  --f- 
+  0  0  o  0  -; 


ora  per  la  formola  (22)  si  à 


'■+*  ^^  ■"  n-r-2  Tl  f^*^*)    '-*-*  ' 


'f4-S 


^^^  ~  n-r-3    1   P"-^*)    '•■^*  ' 


e  siccome  G^t  è  coslanle  al  pari  di  G^(n.*  309)  e  perciô  non  puô  an- 
nullarsi,  cosi  C^^^,  al  più,  polrà  essere  la  G,|_2,si  ehe  r+3<n-!,  ed 
n-:T>4  ;  onde  risulta  ehe  i  segni  délie  siesse  série  (23)  seconde  i  pre- 
cedenli  quallro  casî,  saranno  per  x=a-e 


+  +  +  +  +  + 


++++++ 


+-+-+- 


+-+-+- 


+  +  -  +  -  + 
e  per  œ=a+e 

+  +  +  +  +  + 


+-+-+- 


4--^  +  +  +  + 


■f +  4-  +  +  4- 


+  -  +  -4-- 


-h 


4---f --f - 


4-4-  +  4-4-4- 


+  -t--4--  + 


+  -  +  --f-, 
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d*0Dde  si  vedeche  nel  primo  e  seconde  caso  s'acquistaoo  4  doppie  per- 
manenze  nel  passare  x  pel  Valore  a,  e  negli  altri  due  casi  non  se  n*ac- 
quista  ne  se  ne  perde  alcana,  onde  in  ogni  caso  il  numéro  deUe  dop* 
pie  permanenze  acqnistate  è  pari. 

In  secondo  luogo  suppooiamo  che  per  x^asvanisse  un  numéro  im- 
pari  délie  6,  ponianoo  3,  e  sia  perciô  Gr^^r^-i^^r+i^^ '*  ragionando 
corne  sopra  si  trova  che  i  segni  délie  série  assooiate 

j(iwi)  ^   j(r)  ^  f(r+i)  ^   j(r+2)  ^   f(îM^8)  ^ 

per  x=a-e,  ne'  quatlro  casi  distinti  che  posson  aver  luogo,  sono  : 


+  +  +  +  + 

+  -  +  -  + 
e  per  x=a+€ 

+  +  -h  +  + 
+  4-  +  4-  + 


+  +  +.+  + 
+  +  -  +  - 


+  -f  +  -h  + 


+  -  +  -  + 
+  +  +  +  + 


+  --  +  -^  + 
+  -  +  -•  + 


+  -  +  -  + 


+  -  +  -  + 
+  4-  -  +  - 


quindi  s*acquistano  4  doppie  permanenze  nel  primo  caso,  2  nel  se- 
condo, e  nessuna  nel  lerzo  e  quarto  ;  onde  in  ogni  caso  s'acquisia  un 
numeri  pari  di  doppie  permanenze^  e  non  aç  ne  perde  alcuna. 
V.  —  Supponiamo  ora  che  svanisseun  cerlo  numéro  di  funzioni  suc- 
cessive e  Jntermedie  (f)  :  in  queslo  caso  le  associate  (G)  s'annulleran- 
no  esse  pure.  Poniamo,  per  fissar  le  idée,  che  per  x=a  s*annu11asse 
un  numéro  pari,  e  sia  4,  di  funzioni  (f),  cîoè  [('")=:f(''-^')=f('-*'*)=[('^»)=o: 
calcolandosi  le  espressioni  di  C,.(£),  (r,.+i(3),  Gr^^(z),  6,^-3(2)  in  que- 
sta  ipotesi,  in  un  modo  analogo  a  qaelio  tenulo  nel  n.^  310,  0^,  e  po- 
nenao  per  semplicîià  f('"'*'*)=ç ,  f('''"*)=(p,  si  trova  che  per  aî=a+e  le  sé- 
rie associate  da  r+4  ad  r—\  sono  : 


T»    6?» 


2! 


?'    .-^?'       -Tî?'     +» 


3! 


4! 


çS  fcjSV,  ftjeV,  ftjsVî  -4ï?*»  **  » 


3! 


ove  ftfl ,  k^ ,  fcs ,  sono  de*  coef&cienti  posilivi.  Ora ,  secondo  che  ç  e 
<];  ânno  lo  stesso  segno  0  segno  contrario ,  questa  doppia  série  ,  in 
qaanto  ai  segni,  présenta  per  x=a-e  le  due  combinazioni  seguenti  : 


e  per  œ=a+6 


+  -!-  +  +  +  + 


++++++ 


+  -  +  -  +  -, 

+  +  +  +  -+; 


+  +  +  +  +  -, 


++++-+ 


+  +  +  +  +  +  ; 
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lÉonde,  61  guadvgnano  2  o  4  doppie  pennanénze,  doè  eome  innann, 
lin  numéro  pari,  faë  se  ne  perde  alcuna.  In  modo  analogo  si  pa6  te- 
dere  che  se  il  numéro  délie  funzioni  f  che  s'annuUano  è  impari,  tI 
sarà  parimente  un  guadagno  éCun  wumero  pari  di  doppie  per- 
manenze,  senza  perdeme  alcuna. 

TI.  —  Finalmente  è  da  consîderare  il  caso  io  cui  SYaniscano,  per 
uno  stesso  valore  a?=a,  i  funzioni  consecotiTe  della  série  (f),  com- 
presa  l'ultima  funzione:  in  questocaso  a  sarà  radice  î^^^,  cioe  l'equa- 
zione  proposta  ammelterà  i  radici  egoali  ad  a:  nel  tempo  stesso  le  i+l 
ultime  funzioni  della  série  (Q,  soppresso  il  fattore  f^^  oomune  a  tutte, 
il  che  non  altéra  i  risultameoii,  divengono  per  x=^+t 

(a)  l,    T'Yl'Tr ,-^,(0.^^10,3^) 

e  le  funzioni  assoéiate  (G) ,  sopptesso  il  faùore  [  t^^  ]*  »  diveogono 

(b)  1,  MS  M*i  M*,    ...    6^,  (n.^  310,  7^) 

in  cui  fc«,  ^  • .  •  •  k .,  neiripolesi  che  sia  <<n,  é  che  ë  quella  che 
ammettiamo  esclusivamente  ,  sono  tutti  positivi  ;  d*onde  segue  che 
la  série  (b)  à  composta  di  termini  tutti  posltiri  ,  é  la  (a)  di  termini 
tutti  dello  stesso  segno,  di  toodo  che  Tuna  e  Taltra  présenta  i  per- 
tnatièdte.  Ma  per  x^a—e  la  série  (a]  présenta  ^Itanio  i  yariazioni , 
nientre  la  (b)  continua  e  presentare  i  permanente ,  quindi  nel  pas- 
saggio  da  â;=:a-e  ad  a;=a+e  s'acquistano  i  doppie  permanenze , 
cioè  tante  per  quante  sono  le  ràdict  eguali  ad  a  comprese  tra  X  e  pi. 

Pertanto  in  viriù  de'  casi  I  ^  II ,  .  .  .  VI  risolta  la  yerità  del  teo- 
rema ,  cio&  éhe  Û  num^o  4éUe  radici  reali  délia  proposîa  (1) 
comprese  tra  i  vaUyri  X  e  pi  n<m  puô  esser  maggiore  del  numéro 
délie  doppie  permafnenze  acquistaie  dalle  série  associate  (Q  e  (S) 
nel  paes&re  da  x=i.  ad  cc=|i.;  e  quando  detto  Mmiero  di  radici  reaU 
è  minore  del  numéro  dette  doppie  permanenze ,  ta  différenza  tra 
queeio  secondo  num^o  e  il  primo  è  pari^ 

Se  l'equazione  è  compléta,  cambiando  x  in  — œ  le  yariazioni  e  per- 
manenze nella  sérié  degli  eleœenti  setnplici  si  mutano  in  permanen- 
ze e  variazioni,  montre  i  segni  della  série  degli  elementi  quadratici 
resta  immutata  ;  intanlo  le  radici  reali  della  trasformata  saranno  nello 
stesso  numéro  della  proposta,  e  soltatito  di  segno  contrario;  laonde, 
se  applichiamo  il  teorenm  alla  trasformata,  e  osserviamo  che  le  per- 
tnanenze-permanenze  di  questa  sono  le  ¥ariazionl-f  ermanenze  della 
proposta,  se  ne  conchiude  che  se  un'equazione  è  compléta  la  dt/fe- 
renzà  tra  U  numéro  dette  variazioni-permanen^è  deUa  série  oa- 
socîote  (|i]  e  queUo  airudogo  deUB  nerie  xxssoctaXe  (X)  è  pure  tin  li- 
mite euperiore  délie  radici  della  proposta  comprese  /Va  X  e  |jl. 

SIS.  Ora  essendo  pP(|jL)-pP(X)  ^  (X ,  |i) ,  se  poniamo  in  questa 

formola  X=:-oo  e  pi^o,  e  ossenriàmo  che  p(-^oo)=0y  e  qubidi  ancora 

pP(-«>)=o,  ne  risultt  pP(o)  J  (-00  ,  o),  liioè  il  nmnero  deUe  dop* 
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pie  pehMjmenze  nette  due  série  assodate  (-  oo),  (o)  è  km  Umile 
«upertore  deUe  radid  négative  délia  proposla  e^azione.  E  poî, 
cambiando  x  in— as,  se  ne  inferisce  cbe  nelV  equazione  compléta  il 
numéro  deUe  variaztonirpermanenze  nelle  dette  série  è  vin  lifnite 
superiore  délie  radid  positive  délia  proposla.  Perlanto  si  scorge 
che  la  regola  compléta  di  Newton  è  compresa  nel  teorema  del  Stl- 
TBgTBft.  Cotesio  teorema  non  à  sollanto  luogo  quando  nellà  formo- 
hk  (16)  il  nnmeit)  n  è  il  grado  deirequazlone,  ma  bensl  qqando  è  Un 
numéro  qualunqae  v,  che  non  eade  perô  tra  n  e  — 1,  coin'è  slèto  di- 
moslrate  origiiiariamente  dallo  stesso  illustre  Autore. 

GAPiTOLO  IX. 

DelermlMudoBe  muieriea  délie  radiel  d'aa'eqiuudOBe, 

LEZlONE  XXin. 
Limiii  délie  radid  d'm' equazione, 

SM*  Fin  qui  abbiamo  esposte  talune  propriété  gênerai! ,  che  pos- 
boBO  VAIere  eguàlknente  si  pet  le  equaziohi  algebriche,  chè  per  le  nu- 
mericbe,  o  tali  altre  che  servono  esclusivamente  di  fondamento  alla  r  i- 
solniione  delle  equazioni  numeriche,  cioè alla  détermina- 
zione  effettiva  delle  radid  d*una  data  equazione  huinèrica;  e  di  ciô  ân- 
dremo  ora  ad  occuparci. 

Le  radici  d'un'equazione  possono  e^sere  reali  o  immaginarie  ;  e  le 
reali  possono  ëssere  Iraziohâli  à  irt-atiioniàli:  délie  immaginarie  non  ci 
occnperemo  per  ora  ;  e  in  ordine  aile  reali  dimosireremo  che,  comun- 
qoe  nn'equazione  data  potesse  in  certi  casi  avère  delle  radici  in  fortea 
frazionaria>  si  potrà  sempre  ridurre  la  determinazione  di  queste  ra- 
dici a  quella  di  radici  in  numeri  interi  o  irrazionali,  come  si  farà  chia- 
ro  dalla  ptoposizione  seguetite. 

Skis.  Tbobjbiia.  -^  Un*équazione  éhe  à  per  coeffideTite  del  primo 
termihe  Vv^ità^  e  per  coeffldenti  degli  altri  termint  numeri  intérim 
rtofi  puù  avère  per  radid  frazioni  ordinarié. 

In  fatti  abbiasi  l'equazfone 

(1)  f(aj)=aî*+a,aî^*  +ataD^*+  •  •  •  •  +a»^flD+a^=o , 

in  cui  Go  o, ,  •  • .  a^  sono  bumeri  interi,  e  supponiamo  che  la  fra- 

zione -7- ,  la  quale  puô  séittpre  supporsi  irreducibile ,  sia  radice  di 
P 

quell'e^ttaziône  :  seconde  quBsripotesi  deyesi  ayere 
a*     ^  a*^*        a*~*  a 

môltipliçaàdo  ^et  ^^^  iquest'equèzloàei  e  lasdando  solo  il  primo  ter- 
mine ilèl  primo  membiro,  né  fisulta 
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ora  il  secoodo  membro  è  un  intero,  tali  esseodo  a, ,  o^ ,  •••  a^,  a,  ^, 
quindi  aoche  il  primo  dev'esserlo;  ma  cià  ë  impossibile,  perché,  esseo- 

mm 

do  a  e  B  primi  Ira  loro,  non  puô  ^  divldcre  a*^ ,  dunque  --r-  non  puô 

essere  radice  délia  (I)  c.  b.  d. 

316  Da  ciô  segue,  cbese  ua'equazione  délia  forma  (1)  à  radici  reali, 
quesle  devooo  essere  espresse  io  aumeri  ioteri,  o  in  numeri  irrazio- 
nali,  perché  non  possono  essere  espresse  in  frazioni  ordioarie. 

sn.  Quando  il  coelBcienie  del  primo  lermioe  non  à  più  Tunità,  ma 
un  altro  intero  ao«  allora  dividendo  tuUa  Tequazione  pcr  questo  nu- 
méro, gli  altri  coei&cienti  risullano,  in  générale,  numeri  fraxionarii,  e 
Tultima  superiore  uguaglianza  polrebbesi  per  certi  valori  di  a  e  ^  ve- 
rificare  ;  quando  ciô  possa  avvenire  si  vedrà  dal  seguenle 

Mm 

Tbouma.  —  Percliè  una]frazione  irredAicibUe  -^  possa  essere 

radiée  (ïun'eqtuiziùne  deUa  forma 

(2)  floX^+a,  x*-«+aj  x"-*+  •  •  •  •  +a„.,  x-i-a^=o , 

ove  Bo,  Bi ,  ...  du  sono  numeri  inlerif  dev'essere  a  divisore  dî  a^  »  6 
P  di  a«. 

In  fatU  se  -ô*  ë  radice  délia  (2)  d6T*essere 

P 

«0  -g»  +  «4  prj  +0,  gjïZ5  + +a^|  y+a»=0  , 

e  quindiy  facendo  sparire  le  frazioni,  dev'esser  pure 

or  tutli  i  termini  di  questequazione,  ad  eccezione  del  primo,  sono  di- 
visibili  per  ^,  e  tuUi  gli  altri,  ad  eccezione  deiruUimo,  sono  divisibili 
per  a  ;  quiodi,  poichè  a  e  ^  sono  primi  Ira  loro,  è  d'uopo  che  a^  sia 
divisibile  per  a ,  e  Oo  per  ^  ;  allrimente  isolando  nella  (3)  q^cl^  o 
aj^^  ,  s*avrebbe  un  membro  divisîblle  per  ^  o  per  a,  e  Taltro  no,  il 
cbe  non  puô  aver  luogo,  quindi  il  tcorema  è  vero. 

318.  Giova  notare  che  la  proposizione  ora  dimostrata  esprime  pro- 
priamenleuna€07irdmo7ie,allaquale  devoao  soddisfarei  due  lermini  a 
e  p  d*una  frazione  irreducibile,  perche  questa  possa  essere  radice  del- 
Tequazione  (2);  ne  si  puô  inferirne  che,  quella  condizione  yerificata, 
la  delta  frazione  sia  radice  deU'equazioQe;  Imperoccbè  per  veriQcarsi 
rindicala  coodizione  dev'essere  a^=:a'a,  a^^b'^y  e  allora  la  (3),  mer- 
cà  queste  relazioni,  divieae 

cosl  che  i  valori  del  termioi  a  e  ^,il  primo  de*quali  dev*essere  divisore 
di  a^,  e  l'àltro  di  Go,  devono  inoUre  veriflcare  quesCultima  equazione. 

319.  Se  M,  la  (3)  si  riduce  ad 
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e  per  potersi  Terificare  clev*essere  a  divisore  di  af^ ,  sia  a  numéro  pri- 
mo 0  pur  DO  ;  quindi  perché  un  numéro  intero  possa  essere  radice 
(ïun'equazione  ë  d'uopo  che  divida  Vvitimo  termine  ;  per  altro  que- 
sla  condizione  doo  è  sufficienle,  corne  vedremo  a  suo  luogo  (n.®  330). 

S20.  Osserviamo  ancora  che  le  radici  négative  d*un'equazione  sooo 
]e  positive  di  quella  trasformata,  che  si  à  quando  neila  proposta,  resa 
primamente  compléta  se  occorra,  si  cambiano  i  segni  de*  lermini  di 
posto  pari.  Da  questa  osservazione,  e  da  quanto  ë  detto  nel  n.®  314  ri- 
sulta,  che  la  risoluzione  d'un'equazione  si  puô  sempre  ridurre  alla  ri- 
cerca  di  radici  solamenie positive  in  numeri  interi  o  irrazionali;  im- 
perocchè  0  Tequazione  è  data  soUo  la  forma  (1),  o,  se  à  coefficienti  fra- 
zioDari),si  puô  sempre  a  quella  forma  ridurre  (n.^  2i5),  e  allora  si  trai- 
tera di  cercare  radici  in  numeri  interi  o  irrazionali  (n.^  316);  e  quan- 
do se  ne  ànno  a  determinare  le  radici  négative,  se  ne  formera  la  iras- 
formata,  corne  è  detto;  si  troveranno  le  radici  positive  di  questa  Iras- 
formata,  le  quali  prese  col  segno  cambiato  saranno  le  négative  délia 
proposta. 

321.  Posto  ciô,  ë  chiaro  che,  qualunque  sia  Tequazione  data,  Ira  le 
sue  radici  reali  ve  ne  à  da  stare  uoa  minima,  e  un*aUra  massima 
secundo  Tordine  di  graodezza  ;  per  modo  che  ogni  valore  più  piccolo 
délia  minima  radice  reale,  o  più  grande  délia  massima,  soslituito  nel- 
Tequaziooe  invece  deirignota  deve  dare  sempre  risultaroenti  dello 
stesso  segno  ;  altrimeote,  se  due  di  quei  valori  dessero  risullamenti 
di  segno  contrario,  vi  sarebbe  tra  essi  almeno  un'altra  radice  reale 
minore  della  minima,  o  maggiore  délia  massima,  il  che  ë  assurdo*  Or, 
siccome  per  determinare  le  radici  reali  d*un*equazione^  quando  ne  ab- 
bia,  bisogna^  naturalmente,  sostituire  in  queirequazione  io  luogo  del- 
Tignota  de'  yalori  che  progredissero  con  un  dato  intervallo,  per  sapere 
quali  di  essi  verifichi  Tequazione  ;  o  pure  per  sapere  quali  sieno  due 
di  que*valori  consecutivi,cbe  dànno  risultameoti  di  segni  contrarii,per 
esser  certi  che  in  queirinlervallo  dev'esservi  almeno  una  radice  reale; 
cosl  si  fa  chiaro  che  per  non  fare  délie  sostituzioni  inutili,  ë  di  somme 
vantaggio  sapere  due  limiti,  uno  ififeriore,  Taltro  stiperiore,  trai 
quali  si  trovino  comprese  tulle  le  radici  reali  della  data  equazione,  a 
partire  dalla  minima  sioo  alla  massima:  il  limite  superiore  dev*essere 
un  valore  maggiore  della  massima  radice,  e  Tlnreriore  dev'esser  mi- 
nore della  minima;  questa,  secundo  Tordine  di  grandezza,  ë  la  più  pic- 
cola  negaliva,  la  massima  ë  la  più  grande  posiUva.  Intanio,  siccome 
la  ricerca  délie  radici  négative  della  proposta  si  puô  ridurre  a  quella 
delle  positive  della  trasformata  in— as  (n.^prec),  il  problema  dei  limi- 
ti délie  radici  si  ridoce  a  determinare  direitamenie  il  limite  superiore; 
perché  Tinferiore  si  à  trovando  il  limite  superiore  della  trasformata  in 
~x.  e  cambiandogli  il  segno.  Perallro  non  sarà  inutile  avère  un  limite 
inferiore  délie  radici  positive^  e  uno  s'uperiore  deUe  négative;  ma  la 
ricerca  di  questi  due  limiti  si  fa  sempre  dipendere  da  quella  del  sud- 
delto  limite  superiore  ;  imperocchë  se  oeli*  equazione  data  poniamo 

—  io  luogo  di  X  le  radici  della  trasformata  saranno  inverse  di  quelle 

della  proposta,  e  perciô  se  X  ë  il  limite  superiore  delle  radici  positive 
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délia  trasformala  ,  -^  sarà  l'ioferiore,  aache  délie  posiUve,  délia  pro- 

posta.  Il  limKe  superiore  delle  negatîTe  di  quesi'  ultima  poi,  s*  avri 
opérande  sulla  trasformata  in  -x  corne  sopra  è  detto  ;  e  se  X'  ë  il  li- 
mite inferlore  delle  radici  positive  di  qaesta  trasformata,  sarà  -  -p  il 

superiore  delle  radici  négative  délia  proposta.  Dopo  quesfanalisi  pas- 
siamo  alla  elTellÎYa  ricerca  de'  limiti. 

S22.  limite  superiore  delle  radiei  positive. -Per  tro- 
vare  questo  limite  si  ànno  diverse  regole,  che  ci  facciamo  qui  appres- 
so  ad  esporre. 

A)  Sla  requazione  data 


(1)  f(a5)=x*4-a,x^*+c,a^*4- -H»«-|X4-a^=o , 

e  osserviamo,  cbe  se  H  è  il  valor  numerico  del  massimo  coefflciente 
négative  délia  (1),  H+l  è  quel  valore  di  x,  a  partire  dal  quale  si  ànno 
sempre  risultamenti  del  me  lesimo  segao  del  primo  termine  (n.^  HO); 
quindi  possiamo  rilenere  cbe  si  d  un  limite  superiore  deUe  ra- 
dici positive  (ï  un*  equazioney  prendendo  il  valor  numerico  del 
fim$8imo  coefflciente  negativo  delVeq'uazione  e  aumerUandolo  di  I . 

EftBM.  ~  Equazione  :  a:'-3a[^~8a;-Hl=o  ;  limite  superiore  1=9. 

Questa  prima  regola  fu  data  dal  Maclaubin* 

B)  Supponiamo  che  neU'equazione  data  (1),  solo  il  secoodo  ter* 
mine  sia  negativo  ;  allora  potremo  scrivere  queirequazione  cosl  : 

(a?-aO  af  f  a,a3*"*+ •  +a^|Cc+a„=o  ; 

ora  a  partire  dal  termine  o^»*'^  qoesto  e  tutti  i  seguenti  sono  positivi 
per  qualunque  valore  positive  di  x,  quindi  se  quesio  valore  è  taie  da 
rendere  X'-a,=o,  esso  e  qualunque  allro  valore  pîù  grande  daran- 
no  sempre  risultamenti  positivi,  e  percii  x=a,  è  nn  limite  superiore. 
Pertanto  se  in  urha  data  equazione  il  solo  secondo  termine  è  nega- 
tivo, il  coe/Iftciente  di  questo  secondo  termine,  preso  col  segno  mu- 
tolo,  è  un  Umite  superiore  delle  radici. 

Similmente  se  sottanto  il  secondo  e  terzo  termine  sono  negaUvi^ 
si  avrà  un  limite  superiore  prendendo  la  radiée  positiva  o  Vintero 
i'tnmediatam/ente  superiore  a  questa  radicedelt equazione  quadraJUi 
x*--a|X~'a2=o:  cosl  serequazioneèx*-yx*-l2x'+8x*+3x-h2=o,l'in- 
tero  immediatamenle  superiore  alla  radice  positiva  di  x*-5x— 12=o 
è  7,  e  questo  è  il  limite  superiore  cercato ,  il  quale  secondo  la  rego- 
la A)  sarebbe  13. 

C  ).  Supponiamo  che  il  primo  termine  sia  seguUo  da  una  série  di 
termini  tuiU  positivi,  dopo  de'  quali  comincino  a  comparire  terminî 
negativi,  insieme  con  positivi:  il  primo  negativo,  che  segue  immediata- 
menle rullimo  positive  sia  quello  cbe  contiene  af^  ;  e  supponiamo 
che  abbia  luogo  il  caso  più  sfavorevole,  cioè  che  tutti  i  termini  dopo 
questo  sieno  tutti  negativi,  e  abbiano  un  coefflciente  comune,  che  sia 
quello  che  à  il  massimo  valore  assoluto ,  e  cbe  dinoteremo  con  ff. 
Posto  ciôy  6  cbiaro  che  quel  vslore  positive  di  Xy  il  quale  soddisfi  la 
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ioequazione  seguente 

(4)  af>  H  (a5*-^+aî**-^*+ .  •  • .  +x+l  ) 

sarâ  limite  superiore,  perché  esso,  e  qualunqoe  altro  valore  maggio- 
re,  reDderà  la  parte  positiva  dell'eqaazioae  maggiore  délia  negatifa. 
Ora  la  (4)  pu6  essere  scritta  cosl  : 

aD*>fl^î^ — ^    (E.  n.^63), 

e  poichè  dev'essere  a;>l,  quesi*iDequazioQe  ë  veriûcala  se  è.verificata 
la  seguente  : 


(x^>  H 


X-! 


ma  per  la  stessa  ragione  che  il  chiesto  valore  di  so  ë>l,  la  differenza 
as— 1  ë  positiva  ;  si  che  potremo  moliiplicare  ambi  i  membri  délia 
précédente  inequazione  per  ce— 1,  e  qiiîndi  divîdere  per  cc*""^',  il  che 
dà  œ'*"'  (x— !)>/i:  ma  x'~*>(x-l)''~* ,  dunque  per  soddisfare  la  pré- 
cédente inequazione  basta  delerminare  per  x  un  numéro  cbe  veri- 
fichi  Tequazione  (x-l)'^*(œ-l)=H,  o  vero  {x-\y=H;  da  oui  si  Irae 

X  =  v/ITh-  1  ;  perlanlo,  se  il  primo  termine  (Vun'equazione  è  segui-- 

(0  da  altri  iermini  tuUi  positivi,  allora  si  à  un  limite  superiore  délie 

radici  prendendo  il  massimo  coefficiente  negcUivo  positivamenie, 

estraendone  la  radiée  di  grado  eguale  oMa  differenza  ira  il  grado 

delVequazione  e  quello  del  primp  termine  negaiivo^  che  succède  ai 

primi  positivi,  e  aumentando  di  1  quella  radiée. 

EsBtf .  —  Equazione  data  x^-|-4x^-2aî*+7aB--10=o.  Il  più  grande 

coeiDcieote  negativo  in  valore assoluto  ë  10,  il  gradodel  primo  termine 

negaiivo  ë  2,  quello  deli' equazione  ë  5,  quiodl r=:^5  —  2=3,  e  perè 
s 

limite  1=  v/lO  -\-\=i,  avendo  preso  per  più  sicurezza  3  per  radiée 
terza  di  iO. 

OssBRVAzioNB.  —  Con  qucsta  regola  si  puô  talvolta ,  come  osserva 
il  prof.  Sannia,  ollenere  un  limite  più  ristretto  :  per  moslrarlo  più 
chiaramente  suppoaiamo  che  si  tralti  deirequaziooe 

œ»-|-20x'+4x«-lœ5-420x*+8x-15=o. 

i 

Seconde  la  regola  avremmo  l=v/Î2Ô+l=S.  Ora,  se  si  trascura  il 
primo  termine,  ë  chiaro  che  trovando  il  numéro  a  partire  dal  quale  il 
polinomio 

20x'+4aB«~1aî«-120x*-h8x-15    . 

rimanc  coslanlcmenle  posilivo,  con  più  ragione  lo  slcsso  numéro  pro- 
durrà  lo  stesso  cffetto  ncl  primo  membro  deirequazionc  data.  Queslo 

numéro,  seconde  la  regola  esposla  è  y -ôjt  +1=3,  e  come  si  scorgeô 
minore  del  primo  limite  5  ;  quindi  nel  noslro  caso  avremo  1=3. 
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In  générale,  nel  caso  che  si  debba  applicare  la  regola  obe  abbiamo 
ora  esposta,  si  troveranno  i  divers!  limiti  cbe  la  stessa  regola  de,  riie- 
nendo  prima  lulli  i  termini  deirequazione,  e  poi  irascurando  il  primo, 
quindi  i  primi  due,  poi  i  primi  tre,  sino  a  giungere  al  penultimo  ter- 
mine positive,  e  Ira  questi  iimili  si  sceglierà  il  più  piccolo. 

D  )  Sia  —af  il  coeflleiente  négative  cbe  h  il  massimo  valore  asso- 
luto,  e  a^  il  massimo  coefficiente  positive.  Supponiamo  il  caso  più 
sfavorevole  cioè  cbe  lulti  i  Icrmloi  cbe  vengon  dopo  il  primo  negalivo 
sien  pur  essi  negalivi,  e  abbiano  per  coefficiente  comune  — a^  :  coa 
questa  siipposizione  requazione  data  (1)  diviene 

(5)  x"+-  •+a«x*^+-  .+a^,a5*-^*^a^(x*^+a5"^^'+.  .x+l)  =  o  ; 

la  parte  negativa  è  =  -  a^ ^ ^  ,  e  fatlo  flc=^+ 1 ,  la  (5)  diviene 

05—1  a^i 


-S;-') 


ora  essendo  -^+1,  >  1,  cd  iir-m>n-r+l,  ne  segue  che 

quindi  Fespressione  précédente  è  positiva  nell'ipotesi  fatla ,  cioè  cbe 

sia  00=— +  !•  A  partlre  da  queste  valore,  ogn*altro  più  grande  rendert 

Tespressione  (6)  e  quindi  ancbe  il  primo  membro  délia  proposia  equa- 
zione  positivo  ;  imperocchè,  messa  da  prima  la  proposta  sotlo  la  for- 
ma (5),  e  poi  dividendo  per  œ*""^*,  la  parle  fuori  parentes!,  cbe  è 
composta  di  sol!  termini  posilivi  conterrà  potenze  iotere  di  x,  le  qoali 
per  conseguenza  andranno  crescendo  al  crescere  di  x,  montre  la  parte 
negativa,  fatta  aslrazione  dal  segno,  sarà  délia  forma 

/Il  i     \ 

e  va  decrescendo  al  crescere  di  x. 

Pertanto,  se  si  prende  posUivammie  il  coefficimie  negaiivOy  che 
à  U  massimo  valore  assohilo,  si  divide  pel  massimo  posiiixo,  e  d 
quoziente  s*aggiunge  1,  s'avrà  un  limiXe  super  ore  délie  radici. 

EsB.- Equazione x*+20x*-60x*+5x*-7a;+30=o;  quindi sià 

60 
-0^.=- 60,  (1^=30,  e  perà  l=-5g+l=3.  Colmetodo  précédente  s a- 

vrebbeI=\/6Ô+l=9. 
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Qoesta  regola  è  doYuta  al  Vènb  {Mémoires  de  V Académie  de  Bru- 
xelles, 1822). 

E  )  Un*altra  rcgoIa  per  trovare  il  limite  soperiore  è  la  seguenle:  si 
divida  ciascim  coefficiente  negativo  per  la  somma  di  tutti  qu^lli  po- 
sitivi  che  lo  precedoao;  si  prenda  il  numéro  intero  immediatamen^ 
te  superiore  alla  massima  délie  diverse  frazioni  cosi  formate,  e  si 
aumenti  di  1 . 

In  effetU,  osserviamo  primamente  che,  per  un  teorema  noto , 

=aî*~'+x*"*+  •  •  •  •  -f  1 ,  quindi 

e  mércè  questa  formola  possiamo  dare  altra  forma  ad  alcuni  termini 
deirequazione  (1).  Cos)  pooiamo,  per  flssar  le  idée,  cbe  il  quarto  ter- 
mine di  detta  equazione  sia  negativo,  e  soslituiamo  a  tre  primi  posi- 
livi  le  espressioni  analoghe  a  quelle  délia  formola  précédente  ;  in  cotai 
modo  la  data  equazione  prender^  la  seguente  forma  : 

(7)      (x-l)ûB^*+l     (x-l)a5*^Vl  Kx-l) 


+  a 


I 


-a. 


,11-3 


aî'^-'+ec,=o, 


dalla  quale  yediamo  che  se  x>  1  tulli  i  termini  di  quest'  equazione 
saranno  positivi,  se  tali  risultano  quelli  in  cui  vî  entra  un  coefllcienle 
negativo  ;  cosi  il  quarto  termine  sarà  pur  esso  positive  per  qualunque 
valorediool,  se 

(l+ai+(H)(aî-l)>a5,e  quindi    (8)    «?>  j^j^^-^  + 1 . 

Or,  trattando  allô  stesso  modo  ogn'altro  termine  che  nelia  précédente 
equazione,  che  è  la  stessa  (1),  si  présenta  sotto  la  medesima  forma 
del  quarto,  avremo  délie  altre  espressioni  analoghe  alla  (8) ,  e  pren- 
dendo  il  numéro  intero  immediatamente  soperiore  alla  massima,  que- 
sto  numéro  intero,  e  ogn*altro  ad  esso  superiore,  renderà  il  primo  mem- 
bro  (1),  e  quindi  il  primo  membro  (1),  sempre  positive,  e  perè  il  detto 
numéro  sarà  un  limite  superiore  délie  radici  di  questa  (i),  e  cosi  la 
regola  rimane  provata. 

EsEM.  -  Equa.  x'+3a5*-2aî»+4aî*-8a3*-10aî*+5aî-7=o;  le  frazio- 
ni formate  al  modo  sopra  indicato  saranno  7— ^  ,  ,   ^   t  >  ^  '  o  .  «  > 

1+3     i-f3+4     1+34-4 

1  10 

; — 5T7T5  î  ^©U^  9^»^  *a  massima  è  la  terza ,  cioè  -s- ,  e  il  numéro 

intero  immediatamente  superiore  6  3;  quindi  3+1,  0  vero  4  6  il  limite 
superiore  dimandato. 

Quesla  regola  fodatadal  Brbt  (Csegonne.  Anrholes  de  Mathémati- 
gue8,T0.  VI,  pag.  212):  quella  di  MiXLAURiii  ë  un  caso  particolare  di 
questa. 
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F  )  Finalmente  si  puô  adoperare  un  altro  procedimento  per  calco- 
lare  il  limite  superiore,  osservando  che  se  nella  proposta  f(x)=o  si 
ponc  x=l+i/,  la  Irasformala 

(9)       fiI)+f'(0.y+K'(i).!/»+-...  (;^f^-''(0.îr*+!/*=o 

avri  per  radici  le  differeoze  Ira  ciascuna  radice  délia  proposta  e  il 
numéro  I  ;  e  perô,  se  le  radici  di  questa  trasformala  fosser  lutte  né- 
gative, allora  l  sarebbe  roaggiore  di  qualunque  radice  délia  proposta, 
e  sarebbe  per  ciô  un  limile  superiore.  Ora  la  (4)  avrà  le  sue  radici 
négative,  qualora  tutli  i  suoi  termini  sieno  positivi ,  quindi  la  que- 
stione  è  ridotta  a  trovare  per  x  un  numéro  ^  laie  da  render  latti  posi- 
tivi i  successivi  polinomii  f(x),  ec. ,  il  che  puà  sempre  ottenersi;  im- 

perocchè  r rr  (<*"'^  (x)  essendo  di  1®  grado,  sarà  agevole  troTare 

quel  taie  valore  h  dix  che  rende  j — ^  f^^'^  (h)  posilivo  ;  dopo  ciô 

si  soslituirà  questo  valore  nella  précédente  derivata  t-^çt-,  f^"^*Hx), 

e  si  vedrà  se  il  risultamento  è  posilivo  ;  in  questo  caso  lo  stesso  valo- 
re  si  soslituirà  nella  derivata  précédente  per  vedere  se  pure  la  renda 

positiva  :  ma  se  il  valore  h  sosliluito  in  - — —.  f^""*^  (x)  non  dà  ri- 
'^  '  (?i~2)!         ^  ^ 

sultamento  posilivo,  s*accrescerà  il  numéro  h  flno  ad  ottenere  un  ri- 
sullamento  posilivo  ;  dopo  di  che  si  soslituirà  questo  secondo  valore 
nella  derivata  précédente  e  si  farà  lo  stesso  tentative  :  cosl  si  conti- 
nuera di  mano  in  mana  fiiio  a  quando  si  sarà  trovato  un  numéro  l,  che 
renda  positivi  tutti  i  polinomii 


(n-i)!         ^  ''   (n-2)l 

£s£MPio.  -  Equaz.  f  (x)=a5*  +2a[:'— 5x*— !4x~8=o  . 

f  (x)=4x»+6x«-10a5-14, 
îr(a;)=6x«+6aî-5, 

^V\x):=^lx  +2. 

L'ultima  di  quesle  funzioni  diviene  posiliva  per  a;=l,  e  per  questo 
medesimo  numéro  divien  positiva  la  précédente ,  ma  non  la  r{x)  ;  e 
perô  si  prende  flc=2,  che  rende  posiliva  r(œ),  ma  non  f(œ)  ;  quindi  si 
prenderà  x=3,  che  rende  positiva  anche  questa  funzione,  e  perciô  3 
ë  il  limite  richiesto. 

OftSBRVAzioNE.  —  Siccomo  la  trasformata  (9)  à  per  radier  quelle 
délia  proposta  diminuite  di  t,  cosi  neirapplicazione  di  questa  regola, 
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dovala  a  Newton,  possiamo  fare  uso  deÏÏa  divisîone,  corne  fu  spie- 
gato  al  n.®  269,  diminuendo  le  radici  d*una  unità  per  yolta  :  cosl,  opé- 
rande sullo  stesso  escmpio,  si  trova  che  la  terza  trasfonnata  à  tutli  i 
coeflîcienli  posilivi,  e  perô  3  è  il  limite  cercalo. 

É  giova  notarc  che  trovato  un  namero  il  quale  à  resi  positivi  i  po- 
linomii  ^""*Vx),  ^"^^^(x),  ec.  sino  a  f^*^(x),  quesli  non  possono  più 
dîvenir  negativi  crescendo  x,  corne  risulta  daU'analisi  del  teorema  di 

FOURIER. 

S23.  Le  diverse  regolc  fin  qui  esposte  dànno  pel  limite  cercato, 
generalmentc  parlando,  numeri  diversi,  e  tra  essi  il  più  piccolo  è  cer- 
tamente  il  più  prossimo  a!  limite  che  si  cerca  :  quesla  diffcrenza  av- 
viene  dal  perché  ciascun  di  essi  è  propriamente  taie  che  la  più  gran- 
de radice  posiliva  deirequazione  è  minore  di  quel  limite:  ora  se  con 
le  diverse  regole  abb'*am  trovato,  ponl-uno,  rispeltivamente  per  limite 
8,  3,  7,  5,  è  chiaro  che  se  la  più  grande  radice  dev'esser  minore  di  3, 
con  più  ragione  sarà  minore  di  5,  di  7,  di  8. 

S!S4.  Per  altro  la  regola  di  Newton,  in  taluni  casi,  è  quella  che  du 
il  limite  superiore  più  prossimo  :  uno  di  quesli  casi  è  quello  in  cui  le 
radici  sono  lutte  reaii  ;  in  faiti  siccome  seguendo  quella  regola  si  di- 
minuiscono  le  radici  deirequnzione  d^un'unità  per  voila,  cosl  quando 
saremo  giunti  a  quella  trasformata  che  à  tutti  i  termini  positivi  avré- 
mo,  nel  tempo  slesso,  dal  numéro  I  di  divisioni  faite,  il  numéro  intero 
l  immedia lamente  superioro  alla  più  grande  radice  reale:  imperocchë 
nella  trasformata  precedeiile  alla  P*  doveva  esservi  ancora  almeno 
un'allra  variazione  di  segni,  senza  di  che  non  si  sarebbe  continuato  a 
diminuire  le  radici  ;  e  passando  allé  trasformate  superiori  alla  l™*  non 
s'avranno  più  variazîoni  ma  solo  permanenze  corne  nella  l"'*'. 

3211».  Per  intendere  Tallro  de'casi  di  che  vogliam  parlare,  osservia* 
mo  che  se  nel  primo  membro  délia  trasformata  (9),  che  dinoteremo 
con  fj'y),  rimeltiamo  per  y  il  suo  valore  (x— l),  rilorneremo  ad  avère 
f(x)  ;  si  che  f  (x)=f|(x— I)  ;  quindi  per  due  valori  a  e  6>a,  avrerao 
f(x)=f^(x-a)=fj(x-b),  e  ponendo  una  vollti  x=a,  un*allra  voila  x=6, 
otterremo  f(a)=fj,(o),  f(6)=f^(o)  :  ma  ïj^o)  e  f^Co)  sono  i  termini  noti 
délie  trasformate  (J^x—a),  fft(x-6).  quindi  se  qucsti  termini  sono  di 
segno  contrario,  tali  saran  pure  f(a)  e  f(/)),  e  per  ciô  tra  a  e  6  vi  sarà 
almeno  una  radice  deirequazione.  Laonde  se  la  trasformata  in  x—l  è 
quella  che  dà  tutte  permanenze,  e  la  trasformata  précédente  à  il  suo 
termine  nolo  négative,  è  certo  che  ira  x=t— 1  e  x=l  vi  deve  essere  al- 
meno una  radice  reale  deirequazione  ;  ma  la  più  grande  radice  dei- 
requazione è  minore  di  I,  quindi  questo  numéro  intero  è  immediata- 
mente  superiore  alla  più  grande  radice. 

320.  Limite  inferiore  dellb  radici  positive.  —  Per  trovare  co- 
testo  limite  basta  porre  primamente  nelFequazione  data 

x*+a4a5*"*-ha*a5*"*+ 4-a^«iX+a^=o , 

x=l  :  y,  con  che  si  à  la  trasformata 
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e  quindi  troyato  il  limite  superiore  I  délie  radicî  di  quesla  trasfor- 
mata,  X=1  : 1  sarà  il  limite  inferiore  dimandato. 

Ha  non  è  neeessario,  per  Irovarsi  1,  formare  la  trasformafa  io  y, 
se  si  osserva  che  i  coefficienti  di  questa  equaziooe  sono  quegli  slessi 
délia  proposta  dirisi  per  Tullimo  ;  e  perô  se,  per  più  sicurezza,  si 
prendesse  per  limite  superiore  délia  trasformata,  il  œassimo  coeiB- 
cienle  négative  aumentato  di  1,  allora  per  aver  X  si  prenderà  il  mas- 
simo  coefficiente  a^  délia  proposla,  negativo  o  positive,  secondo  cbe 

r ultime  On  è  positive  o  negativo,  e  s' avrà,  X=l  :  (— ^  +  ^  )• 

EsBHPio.  —  EquBZ.  data  a)^-<2œHSx*+14â?-3=o.  Essendo  rultimo 
termine  negativo,  si  prende  il  massimo  positive,  che  è  14,  e  divisolo 
per  3  dà  per  quoziente,  più  prossimo  in  più,  5  ;  laonde  il  limite  infe- 
riore è  J-. 

S2V.  LiMiTi  DBLI.B  BAOïci  VBGATivB.  —  Por  avor  quesli  llmiti,  si 
cambieraono  i  segoi  ai  termini  di  posto  pari  nella  proposta,  badando 
di  renderla  compléta  se  atlualmente  no  '1  sia  ;  e  quindi  si  prenderan- 
no  i  limiti  superiore  I  e  inferiore  X  délie  radici  positive  di  questa  tra- 
sformata,  e  cosi  —I  sarà  il  limite  inferiore,  e  -X  il  superiore  délie  ra- 
dici négative  délia  proposta. 

S29.  LlMITI  DB*  MODULI  DBLLB  BADICl  IHHAGINABIB.  —  Sia 

f(aî)=aî'*+aia5^*+ajX*"*+ • +a^iaî+an=o 

un'equazione  a  coefficiente  reali  o  immaginarii,  e  sea+^ëuna 
sua  radice  ,  dev*  essere  f(a+^t)=o,  per  la  quai  cosa  basta  che  sia 
mod.  f(a+^i)=o«  Ora  dinotando  con  u  il  module  di  x=a+^',  e  con  p^^ 
p2)  ec.  i  rooduli  di  a,,  Oj,  ec,  quelle  di  f(cD)  non  potrà  sorpassare  la 
somma  u^+piu'^'^+ec.  ;  mentre  poi  è  maggiore  délia  differenza  u*— 
(  piW**"*+P|U"*"*-l-ec.  )  (  n.**  39  )  :  laonde  se  si  détermina  quel  valo- 

re  X  di  ti,  il  quale  rende  u^-ptU^^^-ç^u^^'^-  ec.  ^  o  ,  allora  per 

quel  valore  di  x^ai-^,  il  cui  module  ë  X,  o  un  numéro  anche  più 
grande,  sarà  pure  mod.  f(cD)>o,  e  quindi  X  è  un  limite  superiore. 

Quando  i  coefficienti  a,,  a^  ec.  sono  reali,  allora  p|,  p^  ec.  sono 
gli  stessi  coefficienti  a^ ,  a^  presi  positivamente,  ec. ,  e  il  valore  di  X 
è  il  massimo  coefficiente  deirequazioue  data  aumentato  delFunilà  ;  si 
che  questo  valore  ë  limite  superiore  non  solo  délie  radici  reali,  [(n.* 
322,  A)],  ma  bcnanche  dei  moduli  délie  radici  immaginarie. 

Pel  limite  tnferiore  si  opérera  come  al  n.^  326. 


LEZIONB  XXIV. 

Rieerca  délie  radici  razionali. 

329.  Abbiamo  dimostrato  nel  n^  320  che  la  risoluzione  d*un*equa- 
zione  numerica,  per  quanto  riguarda  le  radici  reali,  si  riduce  a  dover 
determinare  le  radici  in  numeri  interî,  o  quelle  irrazionaU,  sempre 
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che  Tequazione  a  risolyere  abbia  per  coeflSoiente  del  primo  termioe 
Tunità,  e  per  coefflcienti  degli  altri  termini  nameri  interi;  e  quaDdo 
l'cquazione  data  non  avesse  quesla  forma,  si  trasformerà  primamenle 
col  mctodo  già  dichiarato  (n^.  245)  per  ridurla  alla  forma  indlcala,  e 
trovale  le  radicl  délia  irastormala^  s'atran  quindi  quelle  délia  propo- 
sta con  una  semplice  divîsione,  secondo  la  relasione  di  Irasforma- 
zione. 
330.  Pertanlo  sia 

Fequazione  a  rîsohere,  In  oui  Oi,  €4,  ec.  sono  nuoieri  InierL  Vo- 
lendo  conoscere  se  un  numéro  iniero  a  sia  radiée  délia  (1)  si  potrà» 
senza  sosiiluire  direilamente  a  in  luogo  rii  x,  dividere  il  primo  mem- 
bre di  queU'equazione  per  x-a,  e  se  il  reste  risulterà  nullo,  a  sarà  ra- 
diée deirequazlone  (n*  I47),  Ora  sappiamo  (a^l23)  che  diaotando  con 

il  quoziente,  e  con  r  il  reste  dclla  divisione  di  t{x)  per  »-a,  si  ànno 
le  relazioni  seguenti: 

(2)  r=a6^,+a^,  b^^=ab^^+a^^ . . .  b^^ab^+a^,  6|=a+ai: 

e  se  a  6  radiée  delFequaziene,  dev^essere  r=o;  d'altronde,  potendo 
cambiare  tutti  i  segni  ai  coeiBcienti  a, ,  c^»  •  •  Oj^»  e  doyendo  allora, 
neirultima  délie  precedenti  eguaglianze,  cambiare  il  segne  di  a,  che 
è  il  prodolto  di  questo  numéro  pel  coefflciente  I  del  primo  termine 
deirequazlone  data,  le  dette  eguaglianze  divengono: 

da  cui  si  trae 

— 5 — *-*^ — r-^^^  ~r^^^' 

e  polcbë,  se  a  è  radice,  i  coeiScienti  6|^,,  b^^»  ^^*  devono  essere 
Dumeri  interi,  cos),  perché  Tiatero  a  sia  radiée  délia  data  eqoazione 
deve  soddisfare  le  precedenti  condizioni,  le  quali  si  traducono  nella 
seguente  regola:  si  vegga  primamente  se  a  divide  Vvliimo  termi' 
ne  dellequazione^  quando  cià  non  amené  non  puà  essere  radice; 
ma  se  la  divisione  per  a  puù  aver  luogo^  al  quoziente  s'aggianga 
il  coefjicienle  del  penuUimo  termine,  e  se  la  somma  è  divisibUe 
per  a,  s'aggiunga  al  quoziente  il  coefflciente  deW  antipenultimo 
termine;  si  divida,  se  possibile,  la  somma  per  a,  e  cosi  si  conli/nui 
sino  a  che  non  s'arrivi  ad  aggiugnere  al  quoziente^  a  cui  si  è 
giunti,  il  coefficienle  del  secoryio  termine;  se  la  somma  divisa  per 
a  dà  per  quoziente  —1,  sarà  a  radice  delVequazione,  9fa  qucmdo 
alcuna  dette  successive  divisioni  non  riuscisse,  Voperazione  s'or- 
restera  e  IHntero  a  messo  alla  pruova  non  potrà  essere  radice. 

S31.  Neirapplicazione  di  questa  regola,  blsogna  tener  présente 
che  Tequazione  dev'essere  compléta,  e  perô  quando  raanchi  qualche 
termine,  il  corrispondente  coefflciente  devesi  intendere  eguale  a  zéro. 
u  II  ragionamento  précédente  non  sarebbe  per  nuUa  alleralo, 
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se  neila  proposta  equasione  (1)  il  primo  termine  aresse  anch'esso  im 
coefficiente  a^;  soitanio  che  il  quozieote  (2)  avrebbe  csso  pure  il  pr- 
mo  termine  ooo  questo  medesimo  coeificiente,  e  neiruUiDia  délie  rei 
lazioni  (5)  il  termine  a  si  troverebbe  moltiplicato  per  a^;  e  perô  in 
questo  caso,  Tuliimo  quotienle  indicato  nella  racola  précédente,  in- 
Tece  di  risoltare  egoale  a  — 1,  deve  risultare  eguale  a  — a«,  quando 
rintero  a  è  radiée  deirequaiione. 

SSS*  Siccome  1*  intero  a  per  poler  esscre  radiée  deve  necessa- 
riameole  dividere  l*uUimo  termine,  cosl  i  numeri  interi  da  mettere 
alla  pruoYa  non  possono  essere  altrinienti  che  i  divisorî  di  questo  ter* 
mioe;  e  nella  pralica  delta  précédente  regola,  si  puô  ad  una  Yolia 
piettere  alla  pruova  tutti  i  fattori  deirultimo  termine,  compresi  fra  i 
limili  délie  radicl>  corne  si  vede  nel  seguente  tipo  relalivo  aU'equa- 
xione  aî»-2ac*-lla5'+8a5*+4a5+48=o: 

Tipo  del  calcolo. 

_6,  -  4,  -  3,  -  2,  +  2,  +  3,  +  4,  +  6      a, 

-8,  -12,  -16,  -24,  +24,  4-16,  +12,  +  8  ^=6„ 

-4,  -  8,  -12,  -20,  +28,  +20,  +16,  +12,  d.+o, , 

+  2,  +  4,  +10,  +14,  +  4,  +  2  ^4^=b,  , 

+10.  +12,  +18,  +22,  +12,  +10  fta-fa,, 

-4,  -9,  +11.  +3  -^=6., 

-15,  -20,       0,    .     -  8  f>^+<^^. 
+  5    +10,       0,          -  2  ^^=b., 

+  3+8,-2,  -  4  6i+a„ 

-1-4-1,         -1  ^    - 

.Primamente  si  trovano  i  limili  delle  radie!  positive  e  négative,  ba- 
stando  prendere  il  superiore  per  le  prime  e  Tinfcriore  per  le  seconde, 
e  si  iroverà,  per  le  regole  innanzi  esposte,  che  il  primo  è  +7  eil 
secondo  —7;  quindi  bisogna  metlere  alla  prova  quel  faliori  di  48  che 


2,  si  col  segno  +  che  col  — ,  e  si  senvono  corne  si  veggono 
segnati  nella  prima  linea  :  la  seconda  linea  contiene  i  quoiiecti 
deir  ultîmo  termine  pei  fatlori  nspellivi  —6 ,  -4 ,  ce.  ;  la  tena 
linea  contiene  i  delti  quozienti  aumentali  del  coefliciente  +4  del 
penuttimo  termine;  la  quaro  i  rispeilivi  quozienti  di  queste  somme 
per  i  corrispondenti  numori  segnati  nella  prima  linea,  e  cosi  via  via. 
E  j)fticûè  di  questi  numeri,  i  soli  che  soddisfano  a  tutte  le  condizioni 


i 
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▼olute  dalla  regola,  sono  — 3,  -4-2»  +4,  ne  segiie  ehe  questt  sono  ra- 
die! délia  data  equazioDe,  la  quale  perciô  à  dhisibile  pel  prodotto 
(x+S)  (5C+2)  (ac+4)=a[î3~3a5*-10x+24,  efalla  la  divisione  del  primo 
membro  deirequazione  data  per  queslo  quatrinomio  s*ottieae  per  quo* 
ziente  11  trinomio  xHa)+2,  il  quale  è  per  eonseguenta  un  allro  fatto* 
re  composte  dolla  detia  equazione,  ed  eguagliato  a  zéro  dà.per  radiei 
x={{—làz\/^^),PQTiaLr\io  iadata  equazione  ammeltelesoprascrittefre 
radid  reali  e  iniere  —3,  +2,  +4,  e  cotesie  due  radiai  imnuiginane. 
331.  Quando  i  divisori  deH'ullimo  termine,  i  quali  cadono  tra  i 
limiti  dalle  radiei,  sono  molti,  il  calcolo  seconde  la  regola  esposta 
riuscirebbe  assai  prolisso,  se  Newton  non  avesse  data  un'aitra  rego- 
la per  conoscere  quali  di  detti  fattori  possonsi  meitere  alla  pruova, 
e  trascurare  i  rimanenti  corne  impossibili  ad  easere  radiei.  Per  di- 
chiarare  coiesta  regola  osserviamo,  cbe  se  il  numéro  intero  a,  preso 
col  segno  +  o  col  segno  — ,  ë  radice  deil' equazione  proposta  (1), 
deVessere  identicamenie  î(x)={x^a)t^(x):  ora  se  poniamo  in  questa 
identilà  in  luogo  di  x  un  numéro  qualanque  dalla  série  aritmetica 

(3)  2,  1,  0,  -1,  -2, , 

che  à  per  differenza  — 1,  ayremo 

.  .  .  .f(2)   =(2Ta)f.(2),    f(l)   =(l:Fa)  r.(l),  f(0)=q=af,(0), 

f(-l)=-(l±a)f.(-l),  f(-2)=-(2±ot)  f.(^2) 

d'onde  si  vede  cbe  i  yalori 

(4)  f(2),  f(l),  f(0),  fH),  f(-2), 

sono  diYisibili  rispettivameote  per  i  numeri 

(5)  ....  2=Fa,  Iqpa,  =Fa,  -{l=fca),  -(2=±=a)  .  .  .  .  , 

i  quali  y  ritenendo  il  solo  segno  superiore  o  F  inferiore ,  formano 
anch'essi  una  progressione  aritmetica  di  dilTerenza— 1;  e  tra  questi 
yi  è  il  numéro  a  che  corrisponde  a  f(0).  Laonde  se  dopo  calcolati  i 
numeri  (4),  se  ne  determinano  i  rispettivi  fattori,  e  con  questi  for- 
miamo  tutte  le  possibili  progressioni  aritmetiche,  cbe  ànno  per  diffe- 
renza ~1,  quelli  di  questi  fattori,  i  quali  in  eiascuna  progresione  corri- 
spondono  al  termine  f(0)  potranno  soltanto  essi  esser  radiei  delta 
proposta.  Abbiamo  dette  potranno  esser  radid,  e  non  già  sono,  per- 
ché essi  diyidono  f(0),  che  è  il  termine  note  dell'equazione  ma  que- 
sla  condizione,  corne  innanzi  abbiamo  yeduto  (n^.  330),  non  è  sufll- 
ciente  perché  sieno  benancbe  radiei. 

3SS.  Portante,  per  rendere  più  ageyole  rapplicazione  di  cotesta  re- 
gola, gioya  osseryare  che  le  série  (S),  facendo  astrazione  dal  segno, 
possonsi  scriyere  corne  appresso  : 

^Av  (    ....    OL — 2,  fit— f ,  ft,  ot+l ,  flt-f-2,    .  .  . 

W  <    .  .  .  .    a+2,  0+1,  a,  a-i,  a-2,    .  .  . 

di  qaeste  due  série  la  superiore  corrisponde  al  caso  in  oui  a  à  posi- 
tiyOj  la  inferiore  a  quello  in  cul  a  à  oegatiyo;  la  prima  ë  crescente, 
laltra  ë  decrescente;  e  perciô  i  yalori  délia  série  (4)  si  prenderannc 
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soltanto  posilWamenle,  86  ne  cercheranoo  i  fatlori,  e  formando,  eoim 
sopra  è  deito,  totte  le  possibili  progressioni  per  differeosa  erescentc 
o  deereseenle,  quel  termini  che  nelle  série  erescenti  corrispooderaQ* 
no  a  f(0)  potranno  essere  radici  positive;  e  quelli  che  corrisponde- 
raono  nelle  série  decrescenli  polranno  essere  radici  négative. 

Inollre,  siccome  i  divisori  di  f(2),  f(l),  ec.  devono  essere  termioi 
délia  prima  o  délia  seconda  progressiooe  (6),  cosi  basla  trovare  i  fat- 
tori  d*un  solo  di  quei  numeri  f(2),  f(l),  ec,  e  s*avranno  qoeliidegli 
allri  aggiungendo  o  togiiendo  1  ;  e  quando  con  quest*operazione  si 
incontta  un  numéro  che  non  puô  essere  divisore  del  corrispoodente 
f(2),  f(l),  ec.  la  progressione  non  puà  essere  formata. 

Ancora,  se  avvenga  che  uno  dei  termini  (4)  risulti  nuUo^  ë  segno 
che  il  corrispondenle  valore  in  parentesi  à  radice  delFequaiione:  eosl 
rlsullando,  poniamo,  f(2)=o,  sarà  2  radice  dell*equaziooe;  e  per  lor- 
mare  la  progressione  arilmelica  si  potrà  rimpianare  il  zéro  con  quel- 
le dei  numeri  1,  2,  3,  ec.  che  pu6  formare  progressione  coifaltori 
degli  altri  termini  f(i),  f(0),  ec. 

Finalmente  quesU  termini  possono  essere  speditamente  formati  con 
la  di?isione  per  x— 2,  x-l,  ec.  corne  abbiamo  altrove  dichiaralo. 

yenendo  a  un  esempio  riprendiamo  la  stessa  eqoazione  trattata  nel 
n*.  prec.  a5*-2x*-Ha;'+8a5»+4x+48=o. 


f-2~ 


Tipo  del  calcolo 

Il  H-   8+    4+    48 


2 
1 
0 
-1 

-2 


Progressioni 


1      0 
1-1 


H -14 

12-4 


24  0=f(2) 
0+  48=f(l) 
.  +    48=f(0) 


I 


«-3«    8+16-12+    60=f(-l) 
1-4-     3  +  14-24+    %=f(-2) 


S 
4 
3 
2 
1 


2 

3 
4 
S 


In  quesfesempio  si  sono  presi  i  fattori  di  f(0)  che  ne  ammette 
meno  di  f(— 1)  e  di  f(— 2):  inoltre  si  è  trascurato  il  fattore  1,  perché  se 
questo,  preso  col  segno  +  o  — ,  aresse  potuto  esser  radice,  avremmo 
dovuto  trovare  f(1)=o,  o  pure  f(— l)=o;  e  si  è  trascurato  benanche  il 
fattore  2,  appunio  perché  essendo  risultato  f(2)=o,  2  é  radice,  e  non 
occorre  altra  pruova,  I  fattori  3  e  4  an  date  il  primo  uoa  série  d^ 
crescente,  e  il  seconde  una  série  crescente,  quindi  —3  e  +4  potran- 
no essere  radici.  Il  fallore  6  non  à  potuto  dare  origine  ad  alcuna  pro^ 


f(1),  f(0),  f(— 1);  e  se  cosl  si  fosse  faite  neiresempio  précédente  avrem- 
mo dOYuto  ritenere  il  fattore  2,  e  avremmo  trovato  polersi  formare  la 
série  crescente  1,  2,  3;  s)  che  avremmo  conchiuso  peter  anche  2 
essere  radice. 
EsBM.  II.-  Equaz.  data  a5«+2aî»-21a5*-12x»+98x*+!6-120  =  o  : 

I  +  2  -  21  -  12  +98  +  16-120      Progressioni 

1      1  +  3  -  «8  -  30  +  68  +  84  -    36     1  2  3  4  6  9  12 
0         120     232  55 

-1     1  +  1-22  +  10+88-12-48     34164 


RICIRCÀ  DBLLE  RÂDtCI  BAZIONALI  il  I 

In  quest*osempio  il  2  si  Irova  in  una  progressione  crescenle  e  in  un'al- 
tra  decrescente;  il  3  in  uoa  progressione  crescente;  e  flnalmenle  il 
S  si  trova  ia  una  progressione  decrescente  e  in  un*allra  progressio- 
ne crescenle;  laonde  i  fatlori  deirultimo  termine,  i  quali  debbono  es- 
sor messi  alla  pryova  sono  —5,-2,  +2,  +3  e  +S:  ci6  polrebbe  farsi 
seguendo  la  regola  del  n^.  333,  ma  sarà  più  age^ole  far  le  divisioni  per 
x+5,  a?+2,  X— 2,  05-3,  x-5  come  appresso  : 


-•5 
-2 

+2 
+3 

+5 


1  +  2  -  2i  -  12  4-  98  +      16  -^  120 

l-.3-a  +  18+  8-      24          0 

1  +  0  -  21  -h  30  -f  38  ~      60          0 

1  +  4  -  13  -  38  +  22  -f      60          0 

l  +  5«6-30+  8+      40          0 

I  +  7  ^.  U  +  58  +  388  +  1936+9660. 


In  quesresempio  sonovi  da  fare  alcune  osservazioni  importanti  per 
la  pratica:  i  valori  -5,  -2,  +2,  +3  avendo  date  zéro  per  reste  sono 
radici  deirequazione;  ora,  (royale  qualtro  radici  razionali,  potevasi 
fare  a  meno  di  meltere  alla  pruova  il  +5,  imperoccbè  l'equazione  da- 
ta essendo  del  6^  grade  non  puô  ammetlere  ne  una  sola  radiée  imma- 
ginaria,  ne  una  sola  radice  irrazionale;  perebè  non  solo  le  radici  im- 
maginarie  vanno  a  co^pia,  ma  ë  chiaro  che  se  un*equaziooe  a  coeili- 
cienti  razionali  è  veriflcata  da  un  valore  irrazionale  2c=a+v/^,  dey'es- 
sere  pure  veriflcata  daU'allro  x=a-\/^. 

In  secondoluogo  le  divisioni  col  metodo  di  Ruffini  per  a?  +  5  , 
x+2,ec.  si  son  fatle  ciascuna  dividendo  il  primo  membre  deirequazio- 
ne per  ciascuno  di  quesli  faltori;  ma  nel  caso  alluale  in  cui  8i  à  per 
resio  zéro  si  puô,  seconde  il  Bjsllavitis,  operare  più  semplicemente 
dividendo  per  x+2  il  primo  quoziente,  i  cui  coefficienli  sono  quelli  se- 
gnati  nella  seconda  riga;  indi  il  secondo  quoziente  per  x—2 ,  ec.  ;  in 
queslo  modo  si  à  il  seguente  tipo  : 

1  +  2-21-12  +  98  +  16-120 

0 


-5 

J 

-3-    6  +  18+    8- 

24 

-2 

1 

-  5  +    4  +  10-12 

0 

2 

1 

-3-2+6        0 

3 

1 

0-2         0; 

rullimo  quoziente  è  x^-2,  e  perà  le  allre  due  radici  deirequazione 
data  si  ànno  dalla  a;*-2=:o,  e  sono  irrazionali,  cioè  x=^\/2. 

SSV.  Partendo  dalla  proposizione  dimostrata  nel  n.®  334,  cioè  che 
se  Tintero  a  è  radice  deirequazione  esso  deve  dividere  f(0),  ou^l  deve 
dividere  fi^^\)j  a=F2  deve  dividere  f(=F2),  ec. ,  e  osservando  che  f(0) 
ë  il  termine  noto  délia  proposta  equazione,  f(:Fl)  ë  il  termine  note 
délia  trasformata  in  x^i,  f(  =f  2)  è  il  termine  nolo  délia  trasformata 
in  x=f2,  ec. ,  il  Bbllavitis  évita  la  scomposizione  in  fatlori  indicata 
dalla  précédente  regola  di  Mbwton,  e  montre  esegue  le  trasformale, 
scorge  benanche  quali  sono  grinteri  da  mettersi  alla  pruova.  Mostre- 
remo  cotest*altra  regola  prendendo  ad  esempio  Tequazione 

x»-23»*+160x*-281x*-251a?-440=o 
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traltata  daUo  siesso  iliusUre  Autore  (  SulpvU  facile  metodo  di  frovore 
te  radici  reaii  deUe  equazioni  algebriche,  pag.  16) 

i~23+160~28!-251~  440 

1  i-22+1 38-143-400-  840 

2  1-21+118-  45-347-1134' 

4  1-1 9-f  84+  55-  31-  588 

5  1-18+  10+  69+  88        0 
8    1-10-  10-  U       0 

11    1+1+1         0 

Si  è  cominciato  dal  diminuire  le  radici  d*una  unità,  e  poi  d*un'altra 
unité,  con  che  si  sono  ottenute  le  due  trasfornMite  in  x—\  e  x^t,  le 
quali  ànno  per  ullimi  termini  —840  e  —1134  ;  si  è  trascurata  la  Iras- 
formata  in  x— 3,  osservando  che  Tintero  3  non  è  divisore  di  440,  e  ciô 
solo  basta  perché  non  possa  essere  radice  ;  quindi  si  è  passato  alla 
trasforoiata  in  x-4,  osseryando  che  non  solo  4  divide  440  ultime  ter- 
mine délia  proposta ,  ma  benanche  4—1  o  ?ero  3  divide  840  uttimo 
termine  délia  trasformala  in  œ-l ,  e  4-2  o  sia  2  divide  1134  ullimo 
termine  délia  traftformata  in  05-2;  cosl,  seconde  Fosservazione  fatla 
qui  innanzi,  il  4  potrebbe  essere  radice  délia  proposta  :  ond*ë  che  si 
esegue  la  trasformata  in  a?- 4,  ma  il  reslo  non  essendo  neppure  qui 
eguale  a  zéro,  il  4  non  puô  essere  radice  ;  e  perô  si  passa  al  5  . 
che  potrebbe  essere  radice  perché  divide  440,  e  4,  3,  2  dividono  ri- 
spetlivamenle  gli  ullimi  lermini  délie  derivale  in  œ-1 ,  ac— 2,  ac— 3.  Ora 
la  trasformata  in  œ— 6  conduce  al  reste  zéro,  e  perô  5  è  radice.  Giunii 
a  tal  punlo  non  occorre  servirsi  più  de'  coefficicnti  délia  proposla , 
come  sopra  abbiam  fallo  osservare,  ma  de*  coefficlenti  delta  trasfor- 
mata  in  a?— 5.  Ora  dalla  cifra  5  non  puô  passarsi  alla  6  ne  alla  1,  per- 
ché niuno  di  quesli  numeri  divide  Tultimo  termine  88  ;  quindi  si  pas- 
sa alla  cifra  6  che  divide  88 ,  e  fatla  la  trasformata  in  x— 8,  si  à  per 
reste  zéro,  e  perô  8  ë  radice.  Continuando  con  gli  slessi  princlpi  si 
trova  che  anche  lié  radice,  e  la  trasformata  corrispondente  essendo 
aî*+œ+l=o,  si  vede  chiaro  che  non  puô  avère  radici  maggiori  di  11, 
si  che  s*arresta  il  calcolo,  e  le  altre  due  radici  délia  proposta  saranoo 
irrazionali,  essendo  quelle  délia  cD*+a3+l=o. 

Quando  i  coefUcienti  deir  equazione  sono  moUo  grandi  lo  siesso 
Bbllavitis  mostra  in  quai  modo  abbreviare  il  calcolo ,  che  riescireb- 
be  molto  prolisso  servendosi  di  quelle  ora  esposto  :  noi  rimandiaœo 
lo  studioso  airindicata  Hemoria  deirillustre  Geometra. 

S39,   CALCOLO  PER  DETBRVIlfARB  LS  RADICI  MULTIPLE.  —   Ma  UOD 

possiamo  lasciare  questo  argomenlo  senza  mostrare  corne  con  Tuso 
délie  successive  trasformate,  che  non  sappiamo  abbastanza  racco- 
mandare  per  la  sua  semplicità,  si  possan  trovare  le  radici  razionali 
multiple  di  diverao  grado  di  moUiplicità.  Il  principio  sul  quale  è 
fondata  questa  ricerca  è  il  seguente  :  allorchè  neir  equazione  f(x)=o 
poniamo  aî=/i+2/,  la  trasformala  f(/i+2/)=o  avrà  per  radici  quelle  délia 
proposta  diminuile  o  accresciute  di  /i,  seconde  che  h  è  positive  o  né- 
gative; ora  se  delta  trasformata  à  m  termini  consec4livi,  a  partire  dal- 
Tultimo,  tutti  nuUi»  avrà  m  radici  eguali  a  zéro,  e  perô  seconde  la 
relazioae  as=h+y»  la  proposta  avrà  m  radici  eguali  ciascuna  ad  h. 
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^3 


EsBM.  -  Equazïone  data  a;*-*a3«-2(»*+!«aô»+îte«~ÎOfld--!  1=0. 1  ll^ 
mili  délie  radici  di  quest'equazione  sodo  -2  6  +4  ;  <tttindi  aYt*emO 


1-  4-  2+16+  5-20-12 

-2 

1-6+10-  4+13-46+80 

-1 

1-  5+  3+13-  8-12     0 

1-  6+  9+  4-12     0 

1-  7+16-12     0 

1-  8+24-36 

• 

1-  9+33 

1-10 

+  2 

1-10+33-36    0     0     « 

1-  8+17-  2 

+  3 

1-  1+12     0 

1-4     0 

1-  1 

1-  1     0     0 

La  prima  riga  rappresenla  1  coefficienli  délia  proposla  :  nella  se- 
conda riga  sono  i  coefiQcientl  del  quozienle  del  primo  membro  dellV 
quazione  dala  divisa  per  aî-i-2,  e  poichè  rulliroo  lermine  non  è  risul- 
talo  nullo,  vuol  dire  che  -2  non  è  radiée;  quîndi,  Irascurando  di  fare 
la  trasformala  in  a5f2,  si  è  passalo  a  fare  quella  in  œ+l,  la  quale  à 
presentato  i  suoi  tre  ullimi  lermini  nulli,  e  perciô  la  proposla  à  Ire  ra- 
dici eguali  a-1.  Indi,  dovendo  formare  la  irasformala  in  oj— 1,  si  è  di- 
vîso  per  la  cifra  +2,  e  rullimo  lermine  essendo  risultalo  eguale  a  -2 
non  si  è  conlinuala  a  formare  delta  trastormata,  ma  invece  si  è  pas- 
salo  alla  Irasformala  in  œ-2,  dividende  quella  stessa  in  ce— 1  per  la 
cifra  +  3 ,  e  si  è  trovala  una  Irasformata  con  gli  ullimi  due  termini 
DuUi,  quindi  la  proposta  à  due  radici  eguali  a  +2.  Finalmente  questa 
Irasformala  essendo  œ  - 1  =  o,  à  per  radice  ^  ;  ma  questa  radiée  è 
uguale  a  quella  délia  proposta  diminuita  di  I,  quindi  un'altra  radice 
délia  proposta  è  3.  Perlante  Tequazione  data  à  una  radice  semplice 
eguale  a  3,  una  doppia  eguale  a  2,  e  una  tripla  eguale  a  -I,  come  già 
si  è  trovato  applicando  il  melodo  di  Huddb  (n.^  265  ). 

SS9.  E  imporlanle  notare  come  nella  ricerca  délie  radici  razionall, 
esposta  in  questa  lezione,  non  ci  siamo  servili  di  altre  operaiiooi  che 
deiraddizione,  délia  sotlrazione  e  délia  moltipUcazione. 

LEZIONE  XXV. 

Délia  separaziam  deUe  radici. 

S40.  Passando  ad  esporre  le  regole  pel  calcolo  délie  radi- 
ci irrazionali  cominceremo  dairavvertire  che  intendiamo  Tequa- 
zione 

(1  )         f(a5)=œ*+a4X*'~*+a^aî'^*+ +a^jœ+a„=o  , 

proposta  a  risolve're,  non  ammettere  radici  razionali  seroplici  o  multi- 
pie,  perché  qualora  ne  ammettesse,  U-ovatele  coi  metodi  précédente- 
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meote  esposti,  si  potrebbero  da  essa  sopprimere,  con  la  dinsioDe , 
altrellanti  fattori  reali  semplici  o  multiplia  corrispondenti  a  dette  ra- 
dici,  e  s'aTrebbe  finalmente  un  ulUmo  quoziente,  che  uguagliato  a  zéro 
forma  uQ*equasione  che  comprende  le  rimanenti  radici  della  data,  le 
quali  perô  non  poiranno  essere  che  irrazionali  o  immaginarie. 

Stl.  Poslo  cl6,  il  calcolo  per  determinare  le  radici  irrazionali  si  puô 
dividere  in  tre  parti  :  primamente  è  d*uopo  assicurarsi  se  la  data  equa- 
zione  (1)  ammetta  questa  specie  di  radici,  o  vero,  in  altri  terminl,  se 
ammetta  radici  reali  ;  in  seconde  luogo,  assicuratisi  che  ne  ammetta, 
bisognerà  separare  cofesie  radici,  cioè  trovareper  ciascuna  dae 
valori  consecotivi  tra'  quaH  si  trovi  compresa  una  sola  radiée  ;  final- 
mente, determinali  cotesti  limiti  per  ciascuna  radiée,  approssi- 
marsi  sempre  più  al  valore  della  slessa.  La  determinaziooe  del  na- 
mero  délie  radici  reali  s*  otliene  in  divers!  modi;  e  primamente  per 
mezzo  del  teorema  di  Stukic  (n.^  306),  si  formaoo  t  polinomii 

(2)  t{x) ,  rix) ,  Uix) ....  f^.,(x) ,  f„(œ) , 

Tultimo  de*  quali,  indipendenlemenle  dal  segoo,  è,  corne  si  sa,  un  nu- 
méro; poi  sostituendo  in  essi,  in  luogo  di  x  il  limite  superiore  I  délie 
radici  positive,  e  grinferiore  -X  délie  négative,  e  dalla  difTereoza  tra 
le  variazioni  della  prima^ sostituzione  e  quelle  della  seconda,  si  verra 
a  conoscere  se,  e  quante  radici  reali  abbia  la  data  equazione.  Anzi, 
quando  la  questione  volesse  ridursi  a  sole  le  radici  positive,  corne  fu 
altrove  avverlito,  basta  sostituire  soltanto  a;=o  e  x=ly  perché  ira  zéro 
ed  I  slanno  tutte  le  radici  positive.  Ma  si  puô  inollre  osservare  che 
invece  del  limite  l  si  puô  prendere  con  più  ragione  +oc>  ,  e  in  quesio 
caso  il  segno  de'polinomii  è  quello  stesso  de'ioro  primi  termini;  men- 
tre  la  sostituzione  a5=o  li  riduce  ai  loro  ultimi  termini  :  laonde  basta 
scrivere  la  série  de'  segai  di  questi  ultimi  termini,  e  poi  quella  de*  pri- 
mi, e  osservare  quante  variazioni  di  più  contiene  la  prima  sulla  se- 
conda ;  questa  differenza  indicherà  il  numéro  délie  radici  reali  positi- 
ve che  ammette  la  data  equazione.  Che  se  si  volesse  conoscere  il 
numéro  totale  di  radici  positive  e  négative,  si  puô  egualmente  al  limi- 
te —X  sostituire  — oo  ,  e  in  questo  caso  i  segni  de*  polinomii  (2)  sa- 
ranno  pure  quegli  stessi  de*  loro  primi  termini  ;  solo  che  quelli  cbe 
sono  di  grade  impari  cangeraono  il  loro  segno  primitive. 

Or  se  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore  è  regolata  in  guisa 
che  il  grado  d*  ogni  reste  sia  di  una  sola  unità  inferiore  a  quello 
del  divisore,  allora  i  polinomii  (2)  saranno  altemativamente  di  gra- 
do pari  e  impari,  e  in  tutto  saranno  tanti  quanti  ne  indica  il  grado 
deir  equazione  più  1  ;  in  tal  caso,  la  sostituzione  di  x=— oo,  farà 
cambiare  una  variazione  in  permanenza,  e  al  contrario  ;  si  che  ba- 
sta guardare  i  segni  de*  soli  primi  termini,  e  dal  numéro  délie  per- 
manenze  soltrarre  quello  délie  variazioni  ;  la  differenza  tra  questi  na- 
meri  Indicherà  il  numéro  délie  radici  reali  si  positive  che  négative 
deir equazione.  Da  ciô  segue  che,  se  i  primi  termini  de*polinomii  (t) 
sono  tulli  positivi,  la  proposta  avrà  tutie  le  radici  reali. 

SI2*  EsBtf.  I.  —  Sia  data  i*equazione  cc^— 2x— S=o  :  avremo 
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e  perô  essendovi  due  permanenze  e  iina  sola  variasione  nei  aegni  dd 
primi  iermini,  conchiudiamo  che  VequezioDO  data  non  è  cbe  ana  sota 
radice  reale»  la  quale  evidentemenle  è  positiva,  perché  rultimo  termi- 
ne è  negativo  (n.^  282).  D'altronde,  senxa  ricorrere  al  teorema  del 
n.®  24S,  si  potéva  conoscere  che  la  detta  radice  è  positiya,  osservaD« 
do  che  i  termini  noti  de'  poHooroii  precedentl  presenlano  due  varia- 
zioni,  e  i  primi  termini  una  sola  ?ariazione,  quindi,  per  ciè  che  ab- 
biamo  qui  inaanzi  rooslrato,  l*equazione  ammeUe  una  radice  positiva. 
E  comechè,  nel  porre  —  qo  in  luogo  di  as,  i  primi  termini  otTrono  la 

successione  di  segni  —  H ,  la  qualo  présenta  due  variazioni,  al 

pari  délia  successione  de' segni  de' termini  noti,  cosltra— oo  ezero 
non  v'è  alcuna  radice  reale,  cioè  la  data  equazione  non  à  radici  né- 
gative. 

EsBM.  II.  -  Sia  data  l' equazione  x*-2as'-3a9Hi0x-4=:o;  i  po- 
linomii  (2)  per  quest'eqaasione  saranno  : 

f  (œ)=x**2aî«-3x»+10x-* , 
r(œ)=4x»-6x*-6a;+10, 
.    f,(œ)=9x*-27aH-ll , 

f,(x)=-143î; 

quindi  si  vede  che  la  série  de'segni  de'primi  termini  présenta  tre  per- 
manenze e  una  variazione,  e  perô  l'equazione  data  ammette  due  sole 
radici  reali  ;  per  vedere  se  sieno  dello  stesso  se(|[no  o  pur  no,  &*osser- 
Tcrà  che  si  àono  i  seguenti  risultamenti  ne'  segni , 

per  x=— 00        +  — f-  +  — , 

per  x=  0  — H  -f , 

per  a5=+oo        +  +  H , 

quindi  una  radice  cade  tra  —  oo  e  zéro,  e  perô  ft  negaliva,  l'allra  fra 
zéro  e  +  00  ,  0  quindi  è  positiva. 

KsBM.  III.  —  Finalmenle  poniamo  per  un  terzo  esempio,  data  Te- 
quazione  x*-5x'+5œ*+2x-2  =o ,  e  avremo  : 

f  (œ)=a3*-5a^+5x«+2X'-2 , 
r(x)=4x^-iSx«-|-!0x+2, 
fj(œ)=35x*-74aH-22 , 
f5(x)=27x-26 , 
f4(x)=6125  ; 

qui,  essendovi  solo  permanenze  ne'segni  de'primi  termini,  segue  cbe 
le  radici  délia  proposla  sono  tutte  reali  ;  e  siccome  si  à  inoKre 

per  x=—  oc        +  — h  —  + , 
per  x=  0  — h  +  -  +  , 

per  x=+oo        -f-  -f  -f  +  +  ; 

cosl  una  radice  è  negaliva,  e  le  rimanenti  tre  sono  positive. 

SIS.  Nell'applicazione  del  teorema  di  Sturh  è  di  sommo  vantaggio 
avère  de'  metodi  pratici  cbe  facciano  agevolmente  calcolare  i  residui 
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ft(x),  fs(a3),  6C.  ;  quindi  passiamo  ad  eaporne  uno,  che  troYasi  neU'o- 
pera  del  prof.  Youkg  iDtilolata  Theory  and  solution  of  algébrical 
eqiKUions  ofthe  higher  order  ;  2/  ediz. ,  p.  223.  Siccome  nelle  suc- 
cessive divistoni  a  fare  secondo  l'indicato  teorema,  il  grado  del  dWi- 
sore  à  d*uDa  sola  uaità  inferiore  a  quelle  del  dividendo,  cosi  suppo- 
aiamo  il  dividendo  e  il  divisore  essere  i  seguenti  : 

(3)  ttoûc*  +ajX'*"*-i-axœ'*~*+-..*+a^ia()+a^, 

(4)  6oa5^+6ia3'*-*+6ja5*-*+-  •  •  •+6,^-,x+6^«  ; 

il  qnoziente  sarà  an  binoroio  di  1®  gr.  in  x,  i  oui  coefBcienli  possono 
essere  agevolmente  deleraiinati  ;  imperocchë  sappiamo  cbe  per  aver 
coeflicienti  inleri  nel  quoziente  conviene  nei  caso  attuale  moUiplicare 
Û  dividende  (3)  per  &J  (q.^  134),  cosi  che  il  primo  termioe  del  quo- 
ziente sarà  a^b^x,  e  il  primo  termine  del  resio  saràbo(boa|— ao6|)x"^, 
e  perô  continuando  la  divisione  percbè  è  ancora  possibile,  s*  avrà 
bfflg'-aj)^  per  secondo  termine  del  quozieDte.  Perlante  dividende  il 
polinomio  (3)  per  Taltro  (4)  con  la  condt^one  d*aver  coeiBcienti  in- 
teri  nel  quoziente,  questo  sarà  ao6pX+ (60^,-0064),  e  il  residao  sarà 
di  grado  (n— 2)™° ,  i  cui  coeiRcienU  si  ànno  moltiplicando  questo  quo- 
ziente pel  divisore  (4)  e  sotiraendo  il  prodotto  dal  dividende  (3).  Di- 
notando  questo  residuo  con 

CaX*"'+c»x*^+c,x*^+ +c^, , 

è  facile  trovare 

Ct=bo^4-Moft4-(Mi-^o&i)  63  > 


d'onde  cbiaramenle  si  scorge  la  legge  di  formazione  de'  coclBcienti 
del  residuo  ;  imperocchë  basla  una  sola  voila  (ormarsi  i  tre  moltipli- 
catori 

indi  moUiplicare  pel  primo  i  coeCELcienti  del  dividendo  a  parlire  dal 
terzo  e  scriver  i  prodotti  in  una  prima  orizzontale  ;  poi  moUipli- 
care per  bo^o  i  coeificienti  del  divisore  presi  col  segno  mutato,  a  par- 
tire  anche  dal  terzo,  e  scrivere  i  prodotti  in  una  seconda  orizzontale 
io  corrispondenza  di  quelli  délia  prima  ;  e  finalmente  moUiplicare  per 
boCLr'aJ)^  i  coefBcienti  del  divisore  col  serine  mutato ,  a  parlire  dal 
secondo  e  i  prodotti  scriverU  in  una  terza  orizzontale  in  corrispooden- 
za  délie  prime  due  ;  dope  tutto  ciô  si  fa  la  somma  algebrica  de*  pro- 
dotti scritti  in  uoa  stessa  verticale,  e  si  ànno  i  coefficienti  del  residuo. 
EsBM.  -  Si  voglia  il  residuo  délia  divisione  di 

x»+2x*-4x»-3xH5x-8  per 
2x*-4x*+6x*+3x-9  : 
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Tipo  del  oaloolo 
2+4-6-3+9 

X 

14.2-4-3+  5-  8 


65=4 

Mo  =2 

6o^i-<*obf  =  8 


-16-12    +20-32 
-12-  6    +18 
+32-48    ^24+72 


+  4-66   +14+40  coef.  dcl  residuo. 

La  prima  orizzontale  conliene  i  coefflcienti  del  divisore,  de'quali  il 
solo  primo  à  conservalo  il  segno,  e  gli  allri  sono  stati  scrilti  col  segno 
cambiatt).  La  seconda  orizzontale  contiene  i  coeiBcienli  del  divideodo 
presi  con  lo  siesso  segno.  Seconde  la  regola  non  s*avrebber  dovuto 
segnare  i  prîmi  coelDBcienti,  ma  ciô  si  è  falto  doyendo  formare  il  bino- 
n)io  bo^f— ^o^i  in  cui  entrano  detti  coeiBcienti.  11  valore  di  queslo  bi- 
nomio  s'ottiene  immediatamente  dai  primi  quatlro  termioi  délie  due 
orizzontali,  moltiplicando  in  croce^  corne  vedesi  accenoalo,  e  quindi 
preodendo  la  somma  algebrica  de*  due  prodotti,  e  non  la  differenza, 
perché  il  6|  (  che  nei  caso  attuale  è  =:—  4  )  è  stalo  segnaio  col  segno 
cambiale.  La  terza  orizzontale  contiene  i  prodotli  di  4  (=  bj  )  P^^  ^  ^^^ * 
mini  délia  seconda  a  partire  dal  terzo.  La  quarta  orizzontale  contiene 
i  prodotti  di  2  {=aJ)o)  pe'  termini  délia  prima  a  partire  dal  terzo.  La 
qointa  orizzontale  contiene  i  prodoui  di  8  (=  [boa^-aob^])  pe'termini 
délia  prima  a  partire  dal  seconde.  Finalmente  la  sesta  contiene  i  coelfi- 
cienti  del  residuo,  che  si  ànno  prendendo  la  somma  algebrica  di  cia- 
scuna  colonna. 

S<J|.  Nel  caso  del  teorema  di  Sturh  il  primo  dlTisore  è 

r(aî)=naoœ^*+(n-  i  )aia^'+(n-2)aja^*+ec. 

si  che  abbiamo  bf,=n% ,  b|=(7i-l)a, ,  b2=(n-2)a2  y  ec,  e  quindi 

Co= -  [  (n-1)  a|a|-2naoaJ  a^ , 

c,  =  -  [  (n-2)  a^Oj- Snao^a]  a© , 

c,  =  —  [  {n-3)  a^a;i-'inaoa{\  ao , 

ce  ec.  ec  • 

queste  espressioni  prese  coi  segni  mutait  saranno  i  coefflcienti  del  pri- 
mo residuo  t^ix),  quando  passa  a  far  da  divisore;  e  poichè  nella  ricerca 
del  massimo  comun  divisore,  si  puô  sopprimerc  un  coefTicieote  cornu- 
ne  ai  termini  del  divisore,  quando  non  sia  comune  a  quelli  del  divi- 
dende, eosi  si  puô  sopprimere  il  fatlore  positivo  a^  dalle  precedenti 
espressioni,  le  quali  con  lutte  le  modificazioni  indicale  divengono  : 

Co=(n+l)  a«.a|+2iKi2«Oo  » 
C|=(n+2)  diM^-^-inayao , 
Cj=(?i+3)  Qy  a^+ina^.Qo , 
ec.  ec.  ec«j 

d'onde  si  fa  manifesta  la  legge  corne  otlenere  agevolmente  i  coefflcienti 
del  primo  residuo  presi  col  segno  mutato  :  si  scrivano  in  una  orizzon- 
tale i  coefflcienti  di  r(x)  con  lostesso  segno  ;  al  di  sotto  si  scrivano 
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i  coefflcienti  di  f(a;),  a  partira  dal  seoondo,  moltiplicati  rispelliTamen- 
te  per  1 ,  2,  3,  4,  ee. ,  restando  8olo  il  primo  col  proprio  segno,  c 
seriveDdo  gli  altri  col  segno  cambiale.  Indi  si  stacchino  con  una  relia 
verlicale  i  due  primi  ternâai  di  queste  due  séria  oome  si  vede,  nel  sot* 
toscrilto  esempio  : 

f(a5)=  80»-  2a5»+5  a5»+    4a5-7 

r(»)=4aj»-  6»»+i0aj  +    4 

*  1  -  6  +10    +    4 
-2  I  -10   -12    +  28 

-40   -48    +112 

+12   -20    -    8 

-28    -68    +104 

poi  si  molliplichi  il  primo  termine  (4)  della  prima  oriizontale  per 
tutti  quelli  della  seconda ,  eccetto  il  primo ,  e  si  segnino  i  prodotli 
(— 40,-48,+112)  ;  similmenle  si  moltiplichi  il  primo  termine  della 
seconaa  orizsontale  per  tutti  qnei  della  prima ,  escluso  il  primo,  e  i 
prodotli  (+ 12,  —20,  —  8)  si  scrivano  in  corrispondenza  sotlo  i  prece- 
dentemente  oltenuli  ;  flnalmenle  si  prenda  la^omma  algebrica  de' due 
prodotli  in  ciaseuno  verticale,  e  i  risultamenli  (  — 28,— 68,+104  )  sa- 
raono  i  coefficienti  del  primo  residuo  tf{x)  presi  col  segno  mulato. 
Dopo  ciô  si  poiranno  otlenere  i  coefflcienti  degli  altri  résidai  appli- 
cando  aoalogamenle  la  regola  esposta  nel  numéro  précédente. 
Per  più  chiarezsa  dell'esposto  tratteremo  il  seguente  esempio  : 

f(0B)=  OJ»-  Sx'+  5x*+2a;-2 

r(x)=4x»-15ao»+IOx+2 

4  I  -15    +10+  2 
-5  1-10    -  6+8 

-40    -24+32 
+15    -50-10 

35    -14+22  coefficienti  di  f,(a!) 
35    +74-2â 

X 
4-15+10+2 


35*=  1225 

35x4=   UO 

3Sx(-i5)-14x4=-229 


+12250+2450 
-  3080 
-16946+5038 


7776-1488,  dividendo  per  288 
21-    26  coefflcienti  di  fj(x)  (•) 

21+    26 
35-    14+22 


729 

94S 

1088 


16038 

0 

-28288 


+12250  f4(x) 


(*)  Qaasti  coefflcienti,  corne  anche  quelli  dei  résidai  sogueati,  mbo  prosi 
col  segno  matato,  secondo  prescrive  11  teorema. 
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SIS.  Inollre  è  d'uopo  tener  preseoti  le  seguenti  anertenze  :  1/  nel 
cercare  il  massimo  divisor  comune  di  t(x)  ed  f  (œ),  86  bisogna  intro- 
durre  de'f»ltori,  per  non  aver  frazioni  nel  quoziente,  o  se  de^onsi  dm- 
dere  i  coefflcienti  d*uno  de*  polinomii  per  un  fattore  comuDe,  è  d'uopo 
ebe  i  fattori  cbe  s'introducono  o  si  sopprimono  sieno  presi  positiTa- 
mente,  per  non  allerare  i  segni  de*  risultamenti,  da'quali  unieamenle 
dipende  rindicazione  delFesistenza  o  mancaoza  délie  radicK  Inollre 
giova,  sempre  cbe  occorra,  introdurre  i  fattori  più  piccoli  cbe  si  possa, 
e  sopprimere  i  più  grandi»  per  aver  ad  operare  sn  numeri  più  sem- 
plici. 

2.^  —  Allorcbè  alcuno  de*  residui,  e  sla  fj^(x)y  conserya  costante- 
mente  lo  stesso  segno  per  tutti  i  Yalori  da  —  ce  a  +?o  ,  il  cbe  awie* 
ne  se  f/i(x)==o  à  tutte  le  radici  itnmaginarie  (n.^  274),  à  ben  inutile  cal- 
colarsi  i  residui  seguenti  ;  imperoccbà  sapptamo  cbe,  ancorcbè  questi 
potessero  mutar  segno  neirindicato  passaggio  da  jc=— oo  ad  x=^+qo  , 
tali  cambiamenti  non  possono  iniluire  sul  numéro  délie  radici  reali 
deirequazione  (n.^SOG,!.)-  Quaodo  il  residuo  fj^(x)  è  quelle  di  2^  gra* 
do  è  agevole  riconoscere  se  uguagliato  a  zéro  dà  radici  immaginarie. 

8.*  —  Se  a  e  b  sono  due  valori  tali  cbe  tjJix)  non  cambia  di  segno 
per  tutti  i  yalori  di  x  compresi  ira  a  e  6,  si  potrà  conoscere  se  IV 
quazione  data  ammetta  radici  tra  qoesti  limiti,  arrestando  la  série 
de'  residui  a  quelle  dinotato  da  f^fcc),  per  la  stessa  ragione  iodicata 
neir  avvertenza  précédente.  Ora  se  a ,  6 ,  c ,  ec.  sono  le  radici  di 
f^(as)=o,  ed  è  a<&<c<ec. ,  il  polinomio  f^{x)  non  cambierà  di  segno 
pei  yalori  di  x  compresi  tra  zéro  ed  a,  per  quelli  compresi  tra  a  e 
6,  ec. ,  e  quindi  per  questi  yalori  si  possonû  Irascùrare  i  residui  se- 
guenti a  t^{x). 

4.^  —  Siccome  per  un  valore  x=a  cbe  annuUa  une  de'residui,  i  due 
cbe  comprendon  questo  sono  di  segno  contrario  (n.^  306,  2.^),  cosl 
senza  oalcolare  Tultimo  residao  puô  conoscersene  il  segûo  ;  imperoc- 
cbè  il  residuo  précédente  essendo  di  1^  grade  si  potrà  facilmenfe  de- 
terminare  il  yalore  cbe  lo  annulla  ;  quindi  sostitoendo  questo  yalore 
(  0  il  numéro  intero  più  prossimo  in  più,  se  quel  valore  è  frazionario  ) 
nel  residuo  précédente,  cbe  è  di  2®  grade,  sarà  ageyole  yedere  se  si  i 
un  risultamento  positive  o  négative,  e  cosi  Tultlmo  residuo  sarà  In« 
yece  négative  o  positivo.  Pfeli*  esempio  del  n.^  précédente  abbiamo 
f^(x)=ilx  —26=0,  quindi  x=l  è  il  valore  tmmediatamente  superiore 
a  quello  cbe  annulla  t^{x)  ;  e  posto  1  in  laogo  di  x  in  f^Çx)  s!  à  per 
risultamento  — 17,  quindi  t^{x)  è  positivo  corne  si  è  trovalo. 

34H.  Per  un  altro  esempio  supp.oniamo  cbe  si  voglia  sapere  quatt' 
te  radici  reali  à  l'equazione  a5'+2a3*+a5*-4a;*-3aî-5=o  : 
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Tipo  del  calcolo 

r(x)=  œ«+2x*+  flD'-4a;«-3a5-5, 
r(x)  =  5x*+8x5+3x»  -8œ-3, 


5 
2 


4-8  +  3-8         -3 
-  2  +12    +12        +  25 


-10  +60    +60        +125 
+  16  +  6    -16        -     6 


6  +66    +44        +119   cocfflcientL  di  fj(x) 


6  -66  -44 

X 
5  +  8   + 


-119 
3-    8-3 


36 

30 

282 


+  108-  288-  108 
-  1330-  3570 
+18612+11408+33358 


per  aî=— 00 

per  x=+oo 


—17400-  7530-33450,  dividcndo  per  50 
-    348-    151-    609  cocffi.  dl  f^(x) 

Eguaglialo  a  zéro  questo  poliDomio  à  radici  immaginarie  ,  e  perô 
(n.<^  pre.  av.  2*)  non  occorre  calcolare  i  residui  seguenli.  Pertanio 
abbiamo 

f  (x)=x«+2x*+aî»-4x*-3x-5 , 

f  (œ)=5x*+8x*+3x*-8x-3  , 

fjj(x)=6x5+66x»+44x+119 , 

fs(x)=-348x*-151x-669  ;  quindi 

f(x)    r(x)    f,(x)    f,(x) 

+       +        +        -, 
laonde  la  proposta  equazione  à  una  sola  radiée  reale. 

S4V.  Il  procedimento  qui"  innanzi  esposto  ci  sembra  da  prcferire 
alla  ricerca  diretta  dei  residui  ft(x),  fsCx)  per  mezzo  del  massimo  di- 
TJsore  comune,  comunque  si  potessero  calcolare  coq  Tuso  dei  deter- 
minanti  (n^.l33);  ma  neppur  questi  crediamo  possano  esser  preferiti 
al  procedimeDto  spiegalo.  Del  rimaneote  ciascuno  polrà  far  uso  di 
quella  delle  tre  manière  indicale  nella  quale  à  più  pratica,  per  giun- 
gère  più  speditamente  a  ciô  cbe  si  va  cercaado,  cioë  alla  série  ((x), 

349.  Passeremo  ora  a  mostrare  cbe  vi  sono  delle  altre  funiioni,  le 
quali  possono  essere  sostiluile  aile 

(2)  f(x),  f(x),  f,(x),  fslx), yx) 

rappresenlanti  1  residui  di  Struh.  Per  più  semplicità  di  scrittura  por- 
remo  f(x)=A,  V(x)=B,  e  rappresenleremo  i  residui  con  la  sola  lel- 
tera  il,  si  cbe  invece  délia  précédente  useremo  la  segueate  segnalura: 

(5)  A,  B,  J?,,  JÎ3, J?^. 

Seconde  Toperazione  eseguita  per  otienerc  questa  série  di  funzioni» 
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dinotando  con  A,-^,  il  quoziente  relativo  al  residuo  iij  diviso  pel  se- 
guente  Rf^^  preso  col  segoo  mutalo,  si  à  la  relazione 

(6)  JÎ*=fci4-iB^i--Bi4.î  » 
la  quale  puô  essere  sostiluila  dalla  seguente  : 

(7)  B<=(?<B-P,A    (3,131) 

in  cui  il  e  S  ànno  i  surriferiti  significali;  inollre  P^  è  un  polinomio 
del  grado  (i-ip  e  (}<  è  un  allro  polinomio  del  grado  (i-2)"^  (*). 
Ancora,  diootando  con  K^  il  residuo  semplificalo  di  it^  (n^.  141),  si  à 
•R<=^A'iM  essendo  X^  una  costante  essenzialmente  positiya  (n^.  140); 
6  porô,  potendo  sempre  di?idere  un  residuo  per  un  fatlore  positive 
ne  segue  che  alla  série  di  funziooi  (5)  possiamo  sostituire  la  seguenle: 

(8)  il,  5,  B'j,  B'j,    .    •    •    •    Jt'^. 

349.  Abbîemo  ancora  (13,  138)  le  rclazioni  P<=X/P'<,  (?i=3^0'<  > 
e  PiQi^i-QiPM^kK^i  {Pi<ïi^i'-Q\P'M).  quindi  (11  e  19, 139) 

ove  pj^^  è  il  delerminante  (9, 138),  quando  vi  si  pone  k=o,  e  perciô 
è  una  quanti  là  indipendcnte  da  x:  ciô  prova  che  ne  le  due  funzioni 
P'o  P'i+i  ne  le  due  Q'^,  Q'^,  possono  avère  alcun  faitore  comune  in 
œ,  altrimenli  quello  stesso  divisore  dovrebbe  dividere  pj^^j  il  che  non 
puô  essere,  perché  questa  quanlità  non  contlene  x.  Perlante  le  d/ae 
funzioni  P'i,  P'j^,,,  o  le  allre  due  Q'j,  Q'i^i  non  possono  essere  an* 
nullaie  da  uno  stesso  valore  di  x. 
Se  x=:a  annuUa  Q^^^,  allora  seconde  la  (9)  si  à 

(10)  QiP'i^MPo^'^?' 

SSO.  Inoltre  sostituendo  nella  (7)  e  nella  (20,  141)  ai  residui  R 
i  loro  semplificati,  abbiamo 

si  che  sostituendo  nella  seconda  di  queste  eguoglianze  i  valori  di  A'^, 
R'u-i }  fi'^2  9  ^^^^^  <^^U^  prima,  ne  viene 

[(Po^'^'^)*(yr-iîi.iO'i.i+(Po^*'^)*(y^jB  i  ^ 

ma  neir  ipotesi  che  V  equazione  non  ammette  radici  eguali,  i  valori 
che  annuUano  A  non  possono  annullare  B,  quindi  la  précédente  e- 
guaglianza  devesi  scindere  nelle  due  Identitâ 

(Po^'"*^)*0'r-fii^t0'^i+(po^*^)*e't^2=o, 

(Po^'^'VP'cKu-iP'^i  +(Po(''>)^P'i.,=o; 

(•)  Si  lenga  présente  che  gVindici  2, 3,  ...  n  délia  série  (5)  corrispon- 
no  agrindici  i,  2,  3,  .  .  .  n— 1,  che  le  siesse  leltere  B  ànno  nelle  equazio- 
ni  (2  136),  e  perô  Teguaglianza  (6)  é  quella  che  précède  l'uitima  délia 
(2, 136),  onde  ri  délie  formole  dei  uî.  137  e  seg.  dev'essere  matato  ia  *— * 
volendole  applicare  al  caso  attuale. 
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dalla  prima  si  dedoce  che  il  vaiore  di  x,  the  cmnuUa  il  poltnomio 
Q'i^ ,  rende  uguàli  e  di  segni  contrarii  gii  aUri  due  Q'i  e  Q'^;  e 
dalla  seconda  si  dedace  un'analoga  propriété  rispetto  ai  tre  polinomii 

SSl.  Iq  fine  sappiacDO  ohe  se  D  è  il  massimo  dit isor  comone  di 
AqB,  poichè  11  residuo  nuUo  è  ii^,  si  à  (a».  268) 

ma  Siccotne  nel  caso  in  dtsamina,  qaesto  mas.  corn.  divi.  D^îf  co^ 
polchô  il  coefflciente  di  j^^,  è  po<*>  (n«.  267),  e  quello  di  A  è  1^  ri- 
sulta 

si  obe  le  radicî  délia  proposta  equazione  A=f(a;)=o  saran  quelle  stes- 
se  deli'altra  Q^^,=:o,  che  è  del  grade  n^^  corne  la  proposla,  e  quelle 
di  5=0  saranno  radici  di  P',^+.|=o;  ond'è  che  F,^^,=o,  ô'i^^.|=o  non 
ànno  radici  comuni. 
SSS,  Posto  ciô  alla  série  (5)  corrispondc  l'altra 

(Ï3)  C.,  C.  (^3, ff^: 

ora  i  polinotflii  ff  son  tali  che  due  qualunque  di  essi  non  possono 
êssere  annullati  per  uno  stesso  vaiore  di  x  (n^.  349);  e  se  uno  di  es* 
si,  sia  ffi^if  8*annuHa  per  un  vaiore  a^b,  gli  allri  due  (7i  «  fff^,  ira 
i  quali  quel  primo  si  trova,  ànno  segni  opposti  (n®.  350).  Inoltre  se  a 
è  un  vaiore  di  œ  che  annulla  0',^4,^,  abbiamo  P'^,  (?ii=  [po^*^?  (*0)» 
si  che  dividende  la  prima  per  la  seconda  le  (12)  e  nel  risultamento 
ponendo  in  luogo  diP^^i^.,  il  vaiore  tratlo  da  quest'ultima  equazlonei 
6'ottiene 

(14)  C^'i^.ô'^^fPo^^f  4"' 

il  che  indica  che  i  polinomii  (7^i,  Qn  avranno  segni  opposli  o  segâi 
simili,  seconde  che  gli  altri  due  A  e  £  ànno  parimenle  segni  opposti 
G  simili.  Ma  se  a  è  radiée  di  (^'n^i^o,  è  pure  radice  délia  proposta 
^=0,  e  non  è  radice  délia  derivata  £=o,  corne  abbiamo  dimostraio; 
e  in  questo  caso,  seconde  il  teorema  di  Sturh,  e  supponendo  h  suf- 
licienlemente  piccola,  perché  Ira  a—b  ed  a+6  non  cada  alcuna  radi- 
ce di  B=o ,  sappiamo  che  per  £C=a— 6  i  polinomii  Ae  B  ànno  se- 
gni opposti,  e  per  x=a-\'b  ànno  segni  simili,  quindi,  nelle  stesse  dr- 
costanze,  altreltanto  a v verra  rispetto  al  due  polinomii  0^,^-1»  C'«* 

Pertanto  dairanalisi  précédente  risulta,  che  la  série  del  polinomii 
(13),  presa  a  rovescio,  gode  rispetto  aile  radici  deirequazioneQ'^i^i^o, 
che  sono  quelle  slesse  délia  proposta  f(a;)=:0,  di  quelle  stesse  pro- 
prietà  che  la  série  (2)  dei  residui  di  Stubui,  e  perô  nel  determinare 
il  numéro  délie  radici  délia  proposta  ,  invece  di  quest*  uUima  série, 
possiamo  far  uso  délie  funzloni  (13);  le  quali,  corne  fece  il  Joaghix- 
dTHAt  possono  essere  espresse  in  forma  di  determinanti;  in  fatti  Qfi 
à  dato  dal  déterminante  (7,  267),  purehô  vi  si  ponga  n,  (ii-l)a«» 
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(n-t)  Ot  6e.  in  luogo  di  b^,,  b«,  b^,  eo.  si  che,  seguendo  una  ridu- 
zione  analoga  a  quella  eseguita  ael  n^.  268,  si  trova  cbe  la  série  dei 
polinomil  ffn^  ,  O'n  i (?'«  »  û'i  è  la  segueute,  data  pçr  la  pri- 
ma YOlta  dai  JOACHIHSTHAL  : 


(15) 


So  8|   »   .   •  ^ft-i     " 


S,  8, 


8. 


^n  ^fi+l  •    •  ^ 


2»-l 


X 


œ' 


8„  8,  1 

8.     « 

8|  Sf  «Z/ 

9 

8,  œ 

«f  Sj  as* 

• 

.1 


E  perô,  sostituendo  in  questa  série  ia  luogo  di  x  un  Talore  po- 
siliYo  0  negativo  a,  e  segnaodo  i  solî  segni  dei  risultainenti,  e  qaiodi 
ponendo  un  altro  valore  b>af  e  segoaado  parimentei  segni  de'  risulta- 
menti,  il  numéro  délie  radici  reaii  che  ammelte  la  proposta  equaûo- 
ne  tra  a  e  b  sarà  quanta  ë  la  dilTerenza  ira  il  numéro  di  variazioni 
della  série  (a)  e  quello  délia  série  (6). 

8SS.  Sappiamo  [n.^  341)  che  per  conoscere  il  totale  numéro  di  ra- 
dici reali  délia  proposla  equazione  basta  vedere  quant*è  la  diilerenza 
tra  il  numéro  delle  permanenze  e  quello  délie  variazioni  dei  primi 
tennini  della  série  (5)  o  della  (8),  quando  quelle  funzioni  sieno  n+1: 
ora  il  coeilicieute  dei  primo  termine  di  i  è  I ,  quello  di  fi  è  n  o  yero  s^y 
c  quelli  di  B',.  jR'3,ec.  sono  rispettivamenle  Po^*^po^*\...  9o^^\  î  ^^^^' 
ri  dei  quali  espressi  in  déterminant!  si  ànno  dalle  formole  dei  n^.  268, 
ed  osservando  cbe  a^^l;  onde  che  scrivendo  la  série  précédente  in  or- 
dine  inversa,  il  numéro  délie  radici  reali  délia  proposta  equazione 
sarà  tanto  per  quanto  ne  indica  la  differenza  tra  le  permanenze  e  le 
variazioni  della  série 


(16)    l,a 


0) 


«0    «f 


Sq  Si  8f 

a«  ^t  ^5 
8i  85  84 


Si 
8, 


Si 

s% 


•  • 


•  • 


8 
8. 


fi-1 


8. 


8. 


Inoltre  è  da  osservare  che,  essendo  n+l  qaesti  termini,  il  numéro 
p  delle  permanenze  e  quello  v  delle  variazioni  presi  insieme  devono 
egoagliare  n\  si  che  essendo  p~v  le  radici  reali,  il  numéro  delle  im- 
maglnarie  sarà  i=rv-p+u;  ma  p+v=n,  quindi  i=2v,  0  vero  4i=v;  dun- 
que  tante  coppie  di  radici  immaginarie  cont&rrà  la  propo8ta 
eqitazione  per  quante  sono  le  variazioni  che  présenta  la  série 
(16),  nella  qualo  si  puô  sopprime  il  primo  termine,  perché  «^sm,  e  4 
formeranno  sempre  una  permanenza. 

M4.  Possiamo  a  ver  benanche  altre  funzioni,  cbe  possono  ^ssere 
sostitttite  ai  residui  di  Sturh;  esse  oramai  poHano  il  nome  di  sil« 
vesteriane  dal  nome  dei  gran  geometra,  obe  le  àfattepel  primo 
conoscere.  Coleste  funzioni  sono  le  seguenti  : 


(S) 


4=    {X -œ^)  (X -x^)  (x -^Xj^) (a>-a?,), 

«  =2  (05-050(05 -a?,)  (a?-aO, 

S,= S  (œ,-05jj«(05  -aîj)  (as  -a?*)  (as-a?,) , 

83=2  {x^'-Xiy{Xt-Xiy{Xt-Xz)'{X-X^) , 

ec«   ec«  « 


I 

I 
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cielie  quali  la  A  rappresenta  il  primo  membro  delF  eqaazione  data 
f(a;)=o  espresso  în  funzione  delle  radici  (10,  168):  £  è  la  prima  de- 
riyata  di  f(a;)  espressa  pure  In  funzione  delle  radici,  secondo  l'espres- 
sione  di  f(a;)  del  n^.  193.  In  quanlo  aile  rimanenti  funzioni,  quella  di- 
notata  io  générale  da  S»-  si  forma  prendendo  n-i  faltori  quàlutiqua 
di  k  e  moUiplicandoli  pel  prodotto  dei  quadrati  delle  differenze 
delle  Hmanenli  i  radioiprese  a  dtie  a  due  ;  indi  sommando  questi 
divers!  prodoUi,  secondo  è  indicato  dal  segno  sommatorio  £. 
Pongasi  in  générale 

(H)  Qi=l(x^-Xt)^ ...  (Xi^r-Xi^)\x-x^)  (x-aj^) ...  (x-x^)  ; 

dico  cbe  Tespressione  Q^  BSi  ë  diyisibile  per  A.  In  effetli  dinotan- 
do  con  B<*>,  (?/*>,  S/*^  ciô  che  divengono  le  Ire  funzioni  JB,  ft,  S^ 
per  oo=Xi  si  à 

B(*>  =(aj|-a?t)  (aît-Xs) {x^-xj , 

0/*>=2;  (Xj-Xj)-  ...  (Xi^i-Xi)\x,^X^)  (Xj-Xj)  ...  (X^Xi)  , 

S/*>=2  (x,-aî,)* ...  (œ^|-a5f)«(X|-aj^+i)  (Xi-x,:^.») ..  (X|-xJ, 

=(x4-Xjj)..(Xi-x„')2(xt-X3)*..(x^«i-x<)*(xi— x^..(Xi-a;^) 

quindi  0/*>  B<*)-S<(*)=o,  cioè  ftB-S<  è  divisibile  per  x-x^ .  Sl- 
roilmenle  si  dimostra  che  ë  divisibile  per  x-x^,  ...  x— x^^,  e  per6  ë 
divisibile  pel  prodotto  di  questi  futtori,  cioè  per  A,  c.  b.  d.  (*) 

Ora  la  funzione  0^  B  -  S^  è  del  grado  (n  -i-  <  -  2)*"®,  e  A  è  del  grade 
n°^^,  quindi  il  quoziente,  che  dinoleremo  con  P^  sarà  una  funzione 
del  grado  (1-2)°'®,  e  sera 

(18)  S,=  Q,B-P,A; 

d*onde  risulta  che  la  funzione  S^  si  puô  sempre  identiflcsre  con  Tal- 
tra  Q^B—P^Ay  in  cui  A  e  £  sono  le  prime  due  funzioni  (S),  e  (J^,  P^ 
due  altri  polinomii,  il  primo  di  grado  (i—l)^^,  e  il  secondo  di  grado 
(t-2)"«;  imperocchè  la  (18)  è  del  grado  (n+î-2)"%  ed  è  già  soddi- 
sfatta  dagli  n  valori  X| ,  x^ ,  ...  x^  ;  ma  puô  essere  benanche  soddi- 
sfatta  da  altri  i  valori,  per  la  determioazione  delle  t  costanli  che  con- 
tiene  il  polinomio  P^  :  quindi  la  (18)  essendo  verificata  da  un  numéro 
di  valori  il  quale  supera  il  grado  deil^equazione,  ë  un*identità  (n.®  30). 
SiSS.  Pertanto  le  funzioni  (S)  potendosi  idenlificare  con  la  forma 
QiB—P^A,  cbe  è  quella  de'  residui  semplificati  1{\-,  e  questi  non  es- 
sendo diversi  dai  residui  R^  délia  série  di  Sturh,  se  non  per  fattori 
positivi,  ne  segue  che  le  funzioni  stliesteriane  (S)  possono  essere  so- 
stituite  ai  residui  di  Sturv.  Dinoiando  con  X^-  il  coefliciente  relative  al 
residoo  Bi ,  in  modo  che  B^\i  B'i ,  si  à  benanche  B^^X^  S^ ,  e  quio- 
di  la  série  (8)  divieue 

A ,  By  Aj  Oj ,  A3  03 ,   ...  A,i  S,| , 

che,  soppressi  i  coefflcienti  delle  S,  perche  quantité  essenzialmenle 
positive,  puô  scriversi  più  semplicemente 

(19)  A,  £,  Sj»  ^3»  •  •  •  ®if 

I  valori  di  Xj,  X,,  ec.  sono  quelli  di  X, ,  X,,  ec.  dati  dalle  formole 
(*)  JoACHiMSTHAL  nel  Giorualc  di  Crelle,  t.  48.  p.  406. 
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del  D.®  140,  le  quali,  scrivendo  per  semplicitè  di  scrittura  pi ,  p^»  ec. 
invece  di  po^'^ ,  po^*^ ,  ec.  dànno 


bl 


tf 


X.= 


n? 


T' 


X— Pî- 


h  = 


PÎP» 


e  i  valori  dei  ç  sono  appunto  quelli  dali  dalle  fonnole  del  n.**  2G9 
quando  vi  si  pone  ao=i ,  cioè  sono 


Pj  = 


8q   8| 
«1  «2 

So  ^1  ^1 

»  P2  = 

S|  $1  83 
Sj  83  84 

>  P3  = 

80  8|  Sj  83 

^1  ^2  ^3  ^4 
82  85  84  85 


,  ec. 


^3  ^4  ^5  ^6 

chc,  seconde  le  formule  del  n.^  232,  possonsi  esprimere  co&l  : 
Pi=2[n(aî|,cc2)]Sp2=2[n(a5„  œ^,  cr3)]*vp3=2[n(a?i ,  ce*,  «3,  oc*)]*,  ec. 

3116.  Chiuderemo  quest'articolo  moslrando  corne,  dal  teorerr.a  di 
Sturm  si  possano  trarre  le  condizioni,  aile  quali  devono  soddisfare  i 
coefBcieati  d*un*equazione^  perche  abbia  tulle  le  radici  reali  e  disu- 
guali.  Perché  la  soliia  equazione  f(05)=o  di  grade  n™*  ammella  n  ra- 
dici reali  e  distmte  è  necessario  e  sufficiente  che  la  série  (2)  de*resi- 
dui  sturmiani  perda  n  variaiione  nel  passare  x  da  —00  a  +00  ;  que- 
sta  condizione  richiede  primamente  che  i  termini  délia  série  (2)  sie- 
no  per  jo  meno  n+1  ;  ma  non  possono  essere  più  di  n+1,  quindi  il 
numéro  de'  polinomîi  délia  série  (2)  dev*essere  n+l,  e  i  gradi  di  quei 
polinomii  saranno  rispettivamente  n,  n— 1,  n— 2,  ...  1,0.  Inolire  ë 
d*uopo  che  la  sosiituzione  di  — ao  in  luogo  di  x  in  delti  polinomii  dia 
luogo  a  n  variazioni,  le  quali  si  cambino  in  altreltante  permanenze 
quando  per  x  si  pone  +00  ;  ciô,  coro'è  chiaro,  non  puô  avère  allri- 
mente  luogo  se  non  con  Tessere  positivi  i  primi  termini  di  tutti  gli 
n+1  polinomii suddeiti. Laonde,  perché  un* equazione  di  gra- 
de 71°^^  abbia  le  sue  n  radici  tutte  reali  e  distinte,  ène- 
cessario  e  suffidenie,  che  il  numéro  depolinomii  di  Stubm  relativi 
a  ques£ equazione  sia  n+1,  e  che  il  primo  termine  diciascuno  di 
questi  polinomii  sia  positiva. 

Ammesso  che  il  numéro  dl  delti  polinomii  sia  n+1,  e  osservando 
che  i  primi  due  f(a;)  ed  t^x)  ànno  i  loro  primi  termini  sempre  positivi, 
ne  segue  che  per  adempire  al  précédente  enunziaio  occorrono  altro 
n— l  condizioni,  le  quali  potrebbero  ridursi  a  un  numéro  ancor  mi- 
nore, se  tra  esse  ve  ne  fossero  talune  che  sieno  conseguenze  délie  ri- 
inanenti. 

Per  venire  ad  un  esempio  supponîamo  che  vogliansi  trovare  le  con- 
dizioni percha  le  tre  radici  délia  cubica 

or^  +  ttj  X  +  ttj  =  0 

fossero  tulle  reali  e  dislinte  :  formando  i  polinomii  di  Sturm  s'avrà 

f  (aî)=aîHaia5+a8 ,    t'(x)=z  3aî*+a* 
f,(a;)=-2a,œ-3a3 ,    f3(a[;)=-*ai-21a| , 

RUBiNi,  EUm,  d?  Algebra.  "U 
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si  che  le  condizioni  da  soddisfare  sono  a,  <  o  ;    4a^+27a|<o  :  or 

è  chiaro  chie  la  seconda  non  puô  essere  verificaia  se  non  è  a^<o , 
quindi  la  prima  coQdiziune  è  contenuta  nelia  seconda,  la  quale  essa 
sola  è  necessaria  e  sufficiente  perché  le  radici  délia  proposla  sieno 
tulte  reali  e  disiinte. 

LEZIONE  XXYI. 
Conlimazione  dello  siesso  argomento. 

3SV.  Deterœinaio  il  numéro  delle  radici  reali  che  puô  ammeUere 
un'cquazione,  si  passera  alla  loro  separazione,  vale  a  dire  alla 
determînaziooe  di  due  numeri  (ra*quali  non  cada  che  una  sola  ra- 
dice.  Qualunque  possa  essere  il  valore  d*  una  radice  irrazionale , 
essa  è  sempre  corapresa  fra  duc  numeri  consecuiivi  délia  série  natu- 
raie,  i  quali  saranno  posilivi  o  negalivi,  secondo  che  la  radice  essa 
stessa  è  posiiiva  o  ncgativa  ;  quindi  se  tra  due  numeri  consecuiivi 
délia  série  iialur aie  non  cadesseche  una  sola  radice,  alioraè 
certo  che  la  sostiluzione  di  deln  numeri,  e  propriamente  di  quelii  corn- 
presl  fra  i  limiti  delle  radici,  condurrebbe  alla  separazione  di  queste 
radici  ;  la  quale  separazione  ci  verrebbe  indicé  la  dai  segoi  contrarii 
che  avrebbero  i  risullumenli  delle  sosUluzioni  di  due  numeri  conse- 
cuiivi. Ma  non  sempre  avviene  che  tra  due  di  tali  numeri  eada  una  sola 
radice  ;  imperocchè  puô  ben  avvenire  che  due  o  piii  radici  d'un'e- 
quazione  avessero  la  stessa  parle  inlera ,  e  pcrciô  fossero  comprese 
l'ra  due  numeri  susi^ccutivi  ;  nllora  la  sosliluzione  <li  questi  due  nu- 
meri nell*equazionc,  o  darebbe  due  risullamenii  dello  stesso  segno, 
se  il  numéro  delle  radici  Ira  essi  comprese  è  pari  (n.**  271);  o  i  nsul- 
tamenli  sarebhero  di  segno  conlrario,  se  il  dello  numéro  di  radici  è 
impari  (n.^  270)«  ma  non  perlanto  non  sarebb^ro  ancora  separale  ; 
laonde,  in  tali  casi,  rinlervallo  1  tra  una  sosliluzione  e  la  seguenle  è 
troppo  grande  per  poler  separare  le  radici.  Allora  si  puô  stabiîire  rin- 
lervallo di  un  dedmo  :  ma  non  si  è  cerli  neppure  se  la  compléta  se- 
parazione possa  aver  luogo  ;  imperocrhè  vi  potrebbero  es-ere  più  ra- 
dici aventi  la  slessa  cifra  dei  decimi.  In  queslo  casoconverrà  restrin- 
gere  rinlervallo  ad  un  centesimo^  e  cosî  appresso. 

338.  Senza  perô  andare  con  questi  tenlalivi,  si  puô  determinare 
sin  da  principio  il  prcciso  intervallo  tra  una  sostiluzione  e  Tallra,  il 
quale  conduce  alla  complela  separazione  :  noi  già  abbiamo  notalo 
(n.®  272)  che  se  S  è  un  valore  minore  délia  più  piccola  fra  le  diiTeren* 
ze  delle  radici,  sostituendo  una  série  di  numeri  crescenti  per  quesU) 
valore  S,  si  devono  necessariamente  trovare  delle  sosliluzioni  consé- 
cutive che  dànno  risullamenti  di  segni  conlrarii,  e  tra*  quali  non  puô 
cadere  che  una  sola  radice  ;  e  avremo  tante  di  queste  coppie  di  risul- 
tamenli  di  segni  opposli  per  quante  sono  le  r.^dici  reali  deirequazio- 
ne.  Tutto  adunque  si  riduce  a  trovare  la  più  piccola  difTerenza  tra  le 
radici  d'uo'eqoazione  prese  a  due  a  due  (*)  :  ciô  puô  oUenersi  forman- 

(*)  L'osservazionc  che  condussc  a  raostrare  che  rinteryallo  tra  i  numeri 
da  sostituire  dovesse  essere  minore  délia  più  piccola  delle  dilTerenze  delte 
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do  l'equazione  ai  quadrali  delle  diiîerenze  (n.®  232),  e  delerminando 
il  limite  inferioreX delle  radici  di  quesrequazione;  allora,essendo  X  mi- 
nore del  quadrato  délia  più  piccola  differenza  Ira  le  radici  délia  pro- 
posta, si  puô  COQ  sicurezza  prendere  6=\/x  ;  e  siccome  d'ordinario 
il  valore  di  \/x  ë  irrazionale^  cosl  si  prenderà  il  valore  razionale  im- 
medialamenie  inferiore  a  |/a..  E  se  X<1,  anche  S  sarà  <  1,  si  che  le 
sostituzioni  dovranno  farsi  con  numeri  frazionari.  Perô  queste  fra- 
zioni  si  possouo  sempre  eviiare,  ponendo  x=Sx';  imperochè  .  se- 
conde questa  relazione,  la  diiïerenza  tra  due  valori  di  x  sarà  >  S,  se 
quella  tra  i  valori  di  x'  sarà  >  i;  laonde  le  sostituzionc  consécutive 
nella  trasformata  in  x'  possonsi  fare  con  numeri  inleri. 

Sarebbe  certo  assai  maiagevole  il  formare  completamente  Tequazio- 
ne  al  quadrati  delle  dilTerenze  ;  perô,  corne  dimostrô  il  Caucht  si  puô 
calcolare  soltanto  ruUimo  termine  di  detla  equazione  per  avère  il  X  e 
qoindi  il  S.  In  fatti  sia  l'equazione  data 

(1)  f(x)=x'*+a,  x"*'+a2  œ*"*+-  •  •  •+ a«-i  a5+a„=o  : 

rappresentando  con  x^jX^j . . .  x^le  sue  n  radici,  e  con  V  ruitimo 
termine  delVequazione  ai  quadrati  delle  diOerenze,  si  à 

il  valore  di  questa  funzione  simmetrica  delle  radici  puô  esscre  calco- 
lata  per  mezzo  dei  coeflicienti  deila  proposta  (1),  e  sarà  un  numéro 
intero,  perche  il  coefflciente  del  primo  termine  è  I,  e  quelli  degli  altri 
termini  sono  numeri  Inieri  (n.*^  205  e  seg.)-  Sia  ora  v  il  modulo  di  V,  e 
p  un  limiie  superlore  dei  moduli  delle  radici  deila  proposta  (1),  sieno 
reali  o  immaginarie  :  cosl  avrcmo  X|<p ,  X2<p ,  ec. ,  e  quindi  (n.®  S6) 
mod.  (x,— a;,)<2p,  mod.  (X|  — ac3)<2p,  ec  Ora  supponendo  essere 
Xi  «  Xi  due  radici  reali,  il  modulo  di  x^—x^  sarà  quesla  s tessa  diffe- 
renza ;  quindi  se  de'  due  membri  délia  (2)  prcndiamo  i  moduli,  e  si 
tien  présente  clie  il  modulo  d*una  polenz-i  è  la  stessa  potenza  del  mo- 
dulo, che  il  modulo  d'un  prodtitto  ë  uguale  al  prodotto  de'moduli,  dei 
fattori,  e  che,  escluso  dalla  (2)  il  modulo  del  primo  fattorc  ,  che  ë 
(Xi-x,)*,  il  prodotto  di  quelli  de'  rimaneuU  è  <(2p)*(*"'>"*,  avremo 

«<(Xt-flc,)*(2p)«(«-')-* ,  da  cui  x.-x,  >  -      ^ 


(2p)«"^'"*^-* 


laonde  se  si  prende 

si  ë  certi  che  S  ë  minore  deila  più  piccola  fra  le  differenze  di  due  ra- 

radicl  i)ositive  deirequazionc,  fu  fatta  da  Nbwton.  Indi  Warikg  ne  fece 
rapplicazione  mercè  requazione  ai  quadrati  delle  differenze;  e  Lagrange, 
non  conoscendo  il  lavoro  di  Wabing^  si  occupe  egli  pure  del  medesimo  ar* 
gomento  (veg.  Lackangb*  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques; 
pag.  197  ). 
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dici  reali  qaalunque  ;  anzi  comechè  vbnn  intero,  si  polrà  fare  a  meoo 
calcolarsi  il  valore  di  questa  quanlità^  e  preadere  iovece 

cosl  tutu  la  difficoltà  del  calcolo  si  ridace  a  trovare  un  litnite  supe- 
riore  p  dei  moduli  délie  radici  délia  proposla,  e  poi  cou  la  formola 
précédente  si  déterminera  il  valore  deirintervallo  8  da  porre  fra  uoa 
sosiituzione  e  Taltra»  a  fine  di  separare  le  radici  délia  proposla  equa- 
zione. 

SS9.  La  separazione  delle  radici  puô  oUenersi  benancbe  cou  allri 
metodi  meno  complicati.  —  Assicuratisi  dell' esisienza  di  radici  reali 
per  mezzo  deïesidui  di  Sturv  se  in  essi  sostituiamo  i  numeri  naturali 
compresi  fra  i  limiti  deirequazione  data,  si  dovranno  necessariamente 
tro?are  delle  successive  série  di  segni,  le  quali  mostrino  che  nel  pas- 
sare  dall'una  di  esse  alla  seguente  si  è  perduta  wia  o  più  variazioni, 
e  quindi  tra  i  due  numeri  interi  consecutivi,  che  an  dalo  luogo  a  que- 
ste  série,  n  dovrà  cadere  una  o  più  radici  reali  deirequazione:  caden- 
doneunasoltanto,  questa  si  trova  già  separata. 

Cosl,  Yenendo  all'applicazione,  riprendiamo  l'equazione  deiresem- 
pio  1®  (n,®  342),  cioè  x*— 2x-5=o,  per  la  quale  si  à 

f  (x)=aî»-2a;-5 ,  r(x)=3a5«-2 , 
fî(a?)=4x-MS  ,      faCœ)^-  643  ; 

e  avremo  per  œ=0  -^  - , 

per  a;=1  — h  H — , 

per  05=2  — h  +  — , 

per  05=3  +  +  H —  , 

donde  si  vede  che,  perdendosi  una  variaziooe  nel  passaggio  da  2  a  3, 
la  radice  reale  e  positiva  che  ammette  la  proposla  equazione  è  corn- 
presa  fra  2,  e  3. 
360.  Sia  per  allro  esempio  requazione 

(5)  œ*-3a55-6ac*+3x+8=o , 
ed  avremo,  in  questo  caso , 

f  (œ)=     œ*-  3a5»-3a3«+8ûc+6 , 
f  (x)=    4x«-  9x»-6x  +8  , 

(6)  <  U{x)=  17œ«-26œ-24, 

U{x)=Q99x  -563 , 
U{x)=+ 

per  x=— 00       H —  H —  + , 

per  aî=0  +  + + , 

per  x=:  00  +  4-  4-  4.  + . 

quindi  la  proposta  à  due  radici  reali  négative  e  due  positive.  Per  se- 
parare  queste  ultime,  sostituiremo  ne^precedenti  polinomii  0|  l,  2.  ee. 
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in  luogo  di  x,  e  avremo  : 

per  x=0  +  + + , 

per  cc=l  + h, 

per  x=2  H h  , 

per  x=3  +  +  +  +  +; 

si  che,  essendosi  perdute  due  variazioninel  passaggio  de  x=2  a  9;=3, 
ne  segue  che  U  due  radici  positive  cadono  cnlrambe  fra  2  e  3.  In 
questo  caso  pertanlo,  non  conosciamo,  corne  nei  précédente,  due  li- 
miti  d'una  sola  radice  ;  ciô  non  oslanle,  potremo  separare  ciascuna 
délie  due  radici^  comprese  fra  2  e  3.  Impercioccbè  possiamo  dividere 
rintervallo  I  ira  quesli  due  numeri  in  un  dalo  numéro  h  di  parti 
eguali,  piccole  quanlo  si  voglia,  e  sosliiuire  2+ j^,  2+J,  ec.  in  luogo 
di  X  neirequazione  data  ;  allora,  se  l  ë  minore  délia  diOerenza  tra  le 
due  radici)  dovremo  necessariamenle  oitenere  due  cambiamenli  di  se* 
gno,  e  conosceremo  cosl  i  limlti  particolari  di  ciascuna  radice. 

361.  Comectic  polrebbero  farsi  délie  sostiluzioni  inutilu  qunndo  la 
frazione  j^  non  fosse  cosl  piccola  per  quanto  si  richiede,  val  meglio  ser- 
virsi  délie  stesse  funzioni  calculaie  superiormente ,  operando  sulle 
loro  trasformale,  corne  qui  apprcsso  mostreremo.  Sieno,  in  générale, 
a  e  a+1  due  numeri  consecutivi  tra  i  quali  si  trovano  comprese  due 
o  piii  radici  reali  :  se  poniamo  x=a+^i  nellVquazione  data  f(x)=o,  la 
trasformata  in  z  dovrà  necessariamenle  ammellere  nell*  intervalio  da 
zéro  ad  h  tante  radici  reali  per  quante  ne  à  la  proposta  neir  interval- 
io da  a  ad  a+1  ;  e  perô  si  potrà  alla  trasformata  in  z  applicare  il  me- 
desimo  teorema  di  Sturu;  per  la  quai  cosa,  come  chiaramenle  si 
vede,  basta  sostituire  in  f(oc),  f'(x),  f2(a;),  ec.  a+y  in  luogo  di  x,  e 
quindi  ^  in  luogo  di  y,  dopo  di  che  si  faranno  su  i  polinomii  trasfor* 
mati  le  soslituzioni  js=0,l,  2,  ec.  come  ne'  cas!  precedenti. 

Cosl,  applicando  queslo  procedimenio  alla  propost  i  equazione,  per 
la  quale  a=2,  e  supponendo  /i=10,  troveremo  cbe  i  polinomii  in  ;:, 
trasformati  de'  polinomii  (6),  e  che  distingueremo  da  questi  facendo 
uso  délia  caratlerislica  F,  saranno  : 

F  {z)=      z'+  50z»+3002«-8000z+200OO  , 
F(z)=    423+1  S0js*+0O02 -8000  , 
F^{z)=  12j:«+4202  -800  , 
F3(2)=688;;  -563 , 


e  avremo  per 

z  =  2 

+  -  +  +, 

2  =  3 

--  +  +, 

2=7 

-  +  +  +, 

2  =  8 

+  +  +  +, 

donde  si  vede  che  un  valore  di  z  carie  fra  2  e  3,  Taltro  fra  7  e  8  ;  e 
perô  délie  due  radici  délia  proposta  (5),  le  qunli  cadevano  fra  2  e  3, 
una  ë  compresa  fra  2,2  e  2,3  Tallra  fra  2,1  e  2,8  ;  cosl  che  le  due  ra« 
dici  si  trovano  separate* 
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S62*  Nel  IroTare  i  précèdent!  polinomii  in  z,  anzîchè  fare  le  sosli- 
tozioni  indicate,  val  mcglio  eseguire  su  cîascuno  de'  polinomii  (4)  la 
divisione  per  x— 2,  con  la  regola  ddl  Ruffini  ;  e  quindî,  do?endo  so- 
stilnire  2  :  10  a  2,  basterà  (n.®  240)  moliiplicare  il  secondo  lermine 
délia  trasformata  per  10,  il  terzo  per  100,  ec.  Per  mostrare  quest*o- 
perazione  con  un  esempio,  rapplicheremo  al  solo  primo  polinomio  (6) 
e  avremo  : 


2) 


1-3-  3+        8+6 

1-    !   -  5   -        2|  +  2 

14-1-  3|-.        8 

1  +    31+  3 

ll+S 


i|+o 

1+50  +300  -  8000    +  20000  coef.  di  F{z). 

363.  Se  rintervallo  di  -^  adoperato  nella  précédente  separazione 
non  fosse  stato  sufliciente,  avrebbesi  doTuto  ancora  più  restringerlo. 
Questo  falto  ci  sarebbe  stalo  indicalo  dal  trovare  i  due  valon  di  z 
compresi  entrambi  fra  due  numeri  conseculivi  da  0  a  9  ;  allora  si  po- 
trebbe  operare  sulfequezione  in  z  corne  si  è  operato  sulla  proposia, 
cioè  trasformando  la  prima  corne  si  è  trasforinata  qtiesla,  e  rilenendo 
in  quesia  seconda  trasformazione  Tintervailo  di  ^.  É  chiaro  che  se  non 
basta  una  prima  Irasformazione  per  separare  le  radici,  allora  queste 
avran  di  comune  non  solo  la  parte  inlera,  ma  si  pure  un  certo  numéro 
délie  prime  cifre  decimali.  Perô  d*ordinario  non  oocorrono  molie  Ira- 
sformazioni,  e,  spesso  alla  prima,  le  radici  si  trovan  separate.  Anzi  è 
da  notare  cbe  talvolta  si  puô  fare  a  meno  délia  irasformazione  di  tulti 
i  polinomii,  imperoccbèbasla  la  sola  trasf(»rmata  délia  proposta:  cosJ 
la  sostituzione  de'numeri  2,3,4,5  in  F(z)=o  dà  luogo  a  du^i  can* 
giaraenli  di  segno,  Tuno  nelle  due  sostituzioni  2=2,  2=3;  Taltro  nelle 
due  sosiiluzioni  2=7  ,  2=8 ,  e  perô  si  giugne  al  medesimo  risulta- 
mento,  senza  trasformare  tutli  i  polinomii  in  ce  cbe  veogon  dopo 
il  primo  f(x). 

364.  Hetodo  di  Fourier.  —  Anche  il  Fourier  à  dato  un  me* 
todo  per  la  separazione  délie  radici,  e  per  bene  intenderlo  converrà 
premeltere  talune  proposizionî,  che  passiemo  ad  esporre  seguendo 
il  Sbrrbt  (Cours  (ï algèbre  supérieure,  3*  ediz.  lom.  I,  pag.  302). 

Sia  f{x)  una  funzione  intera  dix,  e  sieno  f  (x)  ed  /^(x)  la  sua 
prima  e  seconda  derivata  ;  su/pponiamo  che  tra  due  valori  j^ ,  x, 
di  X  rwn  cada  alcuna  radice  delVequazione  r{x)=o  ;  faeendo  cre- 

fiX) 

scere  xdax^a  x,  la  funzione  9(x)=x— ~-^  sarà  crescente  ,  o  de- 

I  vV 

crescente,  secondo  che  f{x)  ed  f  (x)  avrcmno  gli  stessi  segni,  o  se^i 
contrarii. 


In  falU,  essendo  ç(x)=œ— j^t—  ,  sarà 


ç(a;+tt)=x+tt- 


(X) 

f(ac)+tt['(œ)  +  ec. 


f(œ)+ttr'(x)+ec. 
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e  sottraendo  questa  dalla  précédente  equazione  si  trae 

f(a5)  f"(œ)+  Cl) 


?(aî-f-t*)-ç(x)=u 


[rw]*  +  w 


/  » 


essendo  (o,  0/  quantità  le  quali  s'annullano  con  ii  ;  laonde,  sopposto 
essere  h  quantità  posiiiva,  e  piccola  quanto  si  voglia,  il  secondo 
membro  di  questn  equazione,  e  quindi  la  difTerenza  9(x  +  ii)— 9(cc) 
per  tutti  i  valori  di  u  compresi  Ira  —A  e  +h  ayrà  lo  stesso  segno  di 

\  '   .,J  ,  anzi  quelle  di  î{x)f!\x),  essendo  che  [C(x)y  >  0,  purchè 

in  quesrintervallo  non  sia  r(x)=:o;  quindi  ne  segue»  come  al  n.^  121, 
che  la  funzione  ç(x),  cresceodo  x  da  o^o  a  ^i»  ^r&  i  quali  limiti 
V{x)  non  s'annulla  per  ipotesi,  la  funzione  o(x)  sarà  crescente  se  f(x) 
ed  i'\x)  ànno  sepi  simili,  e  sarà  decrescente,  se  queste  funzioni  an- 
no  se{;ni  contrarii,  c.  b.  d. 

S6S.  Allorchè  ï equazione  f{i)  =  0  à  due  sole  radici  realix'  e 
-\">x'  ira  a  e  p>a,  e  Vequaziom  r(x)^o  non  à  alcuna  radice  fra 
questi  stessi  limiliy  sarà 

Imperocchë,  secondo  Tipoiesi,  la  funzione  V^x)  non  puô  cambiar  di 
segno  al  variare  di  x  fra  i  limiti  a  e  ^,  perciô,  secondo  la  proposizio- 
ne  del  n.^  121  applicata  alla  funz'one  l'{x)  e  alla  sua  prima  demata 
l  (x),  ne  segue  che  l'{x)  sarà  conlinuamente  crescente, 0  continuamen- 
te  decrescente  tra  detti  limili;  si  che  se  Ira  questi  limiti  s'annulla,  non 
puô  anoullarsi  che  una  sola  voila  ;  e  col  fatto  devesi  annullare ,  per- 
ché, secondo  il  teorema  di  Rollb  (n.^  287)  r(x)  deve  ammetlere  una 
radice  reaie  comprcsa  fra  ce'  e  x". 

Posio  ciô,  poichè  f(x)  s'annulla  per  a3=aî',  c  per  œ=x",  senza  che 
per  quesli  valori  s  annullino  V{x)  e  V'(x)  ;  e  poichè  inollre  I'(a5)  s'an- 
nulla per  un  valore  cumpreso  ira  x'  e  x'',  e  r(x)  non  s*annulla  in 
questo  intervallo  ;  cosl  crescendo  x  da  a  ad  os',  f(x)  e  V(x)  saranno 
di  segno  contrario,  egualmenle  che  V{x)  e  i'Xx)^  e  crescendo  x  da  x!' 
a  ^,  i{x)  e  V{x)  saranno  dello  stesso  segno,  egualmente  che  t\x)  e 
r(x)  (n.^  290)  ;  laonde,  in  ambi  i  casi  t(x)tl\x)  saranno  dello  stes- 
so segno,  c  perciô  da  a  a  ^  la  funzione 

è  crescente  (d.®  121)  ;  onde  cpfa)<ç(x').  ç(aî")<ç(p)  :  e  poichè  se- 
condo la  (7),  e  per  essere  f(x')=o,  f(a/')=o,  si  a  ç(x')=x',  ff(xfy=xf, 
e  d*altronde  xf<x"y  cosl  sarà  9(x^«t{x")f  e  quindi  con  più  ragione 
ç(a)<ç(p),  0  vero 
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S66.  5e  Vequazione  r(x)—o  à  una  radice  X|  tra  due  limUi  a  e 

P>a,  senza  che  /'(x)=o  e  rW=o  abbiano  alcuna  radice  tra  quesii 
limiti  ;  e  se  inolire  l{i),  f\j)  ànno  segni  simili  pe'  valorl  compren 
ira  ae^.la  relazione  (8)  polrà  aver  liiogo  ;  ma  non  sussisterà  piU, 
quando  si  aumentt  a.osi  diminuiscai^d'una  conveniente  quaniità. 
In  fatti,  secondo  Tipolesi  espressa  ia  quest*enunziato,  la  funzionc 
ç(x)  è  crescente.  cresceodo  x  da  a  ad  a?|  e  da  Xi  a  ^  ;  inoIlre,  secondo 
la  (7)  e  perché  f  (a;|)=o,  si  à  ç(a3|)=0Di— oo  ,  quindi.  se  a:  si  fa  decre- 
scere  da  p  a  oci,  la  differenza  ç(a)  — ç(3c)  crcscerà  dal  Talore 
ç(a)— ç(P)  sino  a  +oo  ;  e  facendo  crescere  x  da  a  ad  x, ,  la  diffe- 
renza ç(x)-ç(p)  crescerà  pur  essa  dal  valore  ç(a)-ç(P)  sino  a  -H»  ; 
laonde  se  a'  è  un  valore  compreso  ira  a  e  X|,  e  molto  prossimo  ad  cC|, 
e  similmente  se  p'  ë  un  valore  coœpreso  tra  X|  e  p,  e  molto  prossimo 
ad  X|  sarày 

Ç(a)-ç(?'j>o ,    ç(a')-?(P)>o,  OTero 

quindi,  secondo  quesle  relazioni,  la  (8)  cessera  dall'aver  luogo,  ncl- 
Tipolesi  ammessa,  quando  si  pone  per  ^  un  valore  ^'<^,  o  invece  di 
a  un  valore  a'>a,  c.  b.  d. 

S6V.  Sia  ora  data  l'equazione  (i)  f(x)=o,  e  si  formi  la  soliia  série 
di  polioomii 

(0  î,x) ,  r(x) ,  r(x) ....  f(«^  (x)  ; 

indi  si  ponga  in  quesla  série  sucressivaraente  x=a,  x=p>a,  esseodo 
a  e  p  due  valorl  compresi  fra  i  limili  délie  radici  delf  equnzione  pro- 
posta :  se  la  série  di  sc$^ni  (a)  présenta  lo  stesso  numéro  di  variazio- 
ni  che  Taltra  (P),  fra  i  due  valori  a  e  ^  non  ca  ira  alcuna  radice  dél- 
ia proposta  equazione  (n.''  29i).  Ma  se  passando  dalla  série  (a)  aU'al- 
tra  (P)  si  perde  una  sola  variazione,  tra  a  e  ^  vi  sarà  una  sola  radice, 
la  quate  percio  si  troverà  separaïa.  Che  se  si  perdono  invece  due  va- 
riazioni  e  solo  due,  allora  Tequazione  data  o  ammetterà  due  radici 
reali  tra  a  e  p,  o  una  coppia  di  radici  immaginarie.  Suppooiamo  pri- 
mamente  che  questa  perdita  di  variazioni  abbia  luogo  nella  série  dei 
tre  primi  polioomii 

(9)  Kx) ,  n^) ,  nx) , 

e  supponiamo  che  la  data  equazione  f(x)=o  non  abbia  radici  eguali. 
Poichè  nel  passaggio  da  x=a  ad  x=p,  il  numéro  délie  variazioni  nella 
ser>e  de'  polinomii  (f)  a  pariire  dal  quarlo  rimane  immutato  ,  cosi 
Vequazione  ["(x)=o  non  avrà  alcima  radice  compresa  fra  i  duc  limiti 
a  e  p  (n.®  cit.)  ;  quindi  se  non  è 

f(?)     f(a) 


np)     f'(a) 


<?-«, 


la  proposta  equazione  (1)  non  potra  avère  due  radici  rcali  tra  a  e  / 
(o.^  365)  ;  laonde  le  due  variazioni  perdute,  in  questo  caso,  io- 
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dicheraono  che  la  data  eqbazione  non  à  radie!  reali  Ira  a  e  ^.  Ma  se 
ÎDYece  risulla  ^.-ff^^  <  P-a»  tra  a  e  p  cadranno  due  radicl  reall 

délia  proposla  :  per  separarle  si  sostîluirà  in  fix)  invece  di  x  un 
numéro  a  compreso  tra  a  e  ^ ,  e  se  da  questa  sostituzione  risul- 
terà  che  f(a)  à  segno  contrario  a  quello  di  f(<x)  e  a  quelle  di  r(^) , 
una  radice  si  Uovcrà  compresa  tra  a  e  a,  e  r»ltra  tra  a  e  ^  :  cosl 
le  due  radici  reali  che  à  1'  equazione  (f  )  tra  a  e  ^  si  troveranno 
separate.  Che  se,  all'apposlo,  il  segno  di  f(a)  sarà  quello  stesso 
di  f(a)  e  di  f(^),  si  sostituirà  a  in  luogo  di  x  anche  nelie  derivate  V{x) 
e  l  (x),  e  con  queste  sostituzioni  la  série  (9)  farà  conoscere  se  le 
due  radici  cadono  tra  a  e  a,  o  tra  a  e  p.  Dopo  ciô,  per  l'intervallo 
tra  cui  cadono  le  radici,  si  ripeteranno  le  stesse  operazioni  di  calcolo 
qui  innanzi  dichiarate,  e  si  continuera  cosi  fino  a  che  le  radici  non  si 
trovino  separate. 

308-  Passando  dal  caso  spéciale  della  série  (9)  al  générale,  e  se- 
guendo  il  Fourier,  dinoteremo  primamente  con  A^il  numéro  di  varia- 
ziooi  perdute  dalla  série 

(10)  f(0(x),  fC'-*-')(x),  ....  lW(œ), 

nel  passare  da x=ol ad  x=^  ;  e  chiameremo  il  numéro  A^  indice  re- 
lative allri  funzione  (^^(cc)  ;  il  quai  numéro  indica  propriamente,  corne 
rîsulta  dallo  stesso  teorema  BuDAif-FouRiER ,  il  limile  superiore  délie 
radici  reali  che  Tequazione  t^^ix)  =  o  puô  a?ere  tra  a  e  ^.  Seconde 
questa  deilniziooe  grindici  délie  funzioni  (f)  sooo  rispetti  va  mente 

e  inoltre  è  chiaro  che  la  dilTerenza  A^^-A;^,  tra  due  indici  consecu- 
tivi  qualunque  è  nulla,  o  pure  è  uguale  a  +1,  o  a  ~1. 

369.  É  da  osservare  inoltre  che  se  nel  passaggio  da  x=a  ad  x—^  si 
trova  A{=:1,  e  A^,  diverse  da  zéro,  si  puô  sempre  restringere  i  limai  a 
e  ^  in  modo  da  risultare  A^|=o.  in  faiti  essendo  Aj=l ,  Tequazione 
^^^(a;)=-o  non  à  che  unasola  radice  reale,  e  perA  non  puô  avère  radici 
comuni  con  la  dériva  ta  f(*'*"*^(aî)=o;  altrimenle  f^'^(a5)=o  dovrebbe  am- 
meitere  radici  eguali,  e  quindi  avère  almeno  due  radici  reali,  contro 
ripotesi  :  ora  se  le  due  precedenti  equazioni  non  possono  avère  radici 
comuni,  potransi  restringere  i  iimiti  a  e  ^  in  modo,  che  tra  i  nuovj  H- 
miii  non  cada  alcuna  radice  dell'equazione  ((^*^(a;}=o,  (nota  a  pag. 
134)  e  qnindi  tra  questi  limiti  sarà  A^,=o. 

S70.  Poslo  ciô,  se  Ao=o,  la  proposta  ï(x)—o  non  avrè  alcuna  ra- 
dice tra  a  e  ^.  Se  Ao=l,  detla  equazione  avrà  una  sola  radice  tra  co- 
testi  limiti. 

Se  Ao  è  uguale  o  anche  maggiore  di  2  ,  allora  si  percorrà  la  sé- 
rie (i)  da  sinistra  a  dcstra  fincbè  non  s*incontri  un  primo  indice  egua-* 
le  ad  1,  e  sia  A^  =  1  :  vedremo  che  sarà  possibile  dimlnoire  il  nu- 
méro k  in  modo,  che  1*  indire  Aj^  si  trovi  rimosso  verso  la  sinislra. 
Pcrlanto  osserviamo  che  l'indice  A^.,,  che  précède  A^,  non  puô  essere 
uguale  a  1 ,  altrimente  non  sarebbe  A^  il  primo  indice  1,  contro  Hpo- 
tesi  ;  quindi  devesi  avère  A;^,=o,  o  pure  Aj^|=2  ;  la  prima  di  queste 
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ipotesi  non  ë  ammissibile,  perohè  essendo  Ao  eguale,  almeno,  a  2,  si 
dofrebbe,  da  Ao  a  Aj^i  incontrare  un  indice  eguale  a  1,  e  ciô  è  con- 
trario all'ipoiesi  che  sia  &j^  il  primo  indice  1  :  laonde  non  puà  essere 
altrimente  che  Ajt^=2,  e  perô  il  primo  indice  1  nella  série  (t)  à  ne- 
oessariamente  preceduto  da  un  indice  2.  Posto  oiô,  se  grindice  A^, , 
che  aegue  il  Aj^^l^non  à  nulle,  si  potranno  restringere i  limiii  ae  p, 
in  modo,  che  tra  i  nuoTi  limiti  a',  ^'  sia  Aj^  =  o,  cioè  che  Tequaiione 
f(*^)(x)  =  0  non  abbia  radici  in  qaest' interyallo  :  allora  1*  eqaaiione 
r(*)(x)  s  0  non  avrà  radici  fra  i  due  intervalli  [a,  a'|  e  {^' ,  p]  ,  per 
modo  che  in  qQest'interyalIi  sarà  Aj^=o»  e  il  primo  indice  si  troverà 
rifliosso  ferso  sinistra  nella  série  (i). 

Per  oiô  che  riguarda  l'intervallo  [a',  ^^  puô  awenire  ehe  in  questo 
ioter?aI!o  non  sia  più  Aj^  il  primo  indice  1,  e  in  tal  caso  qoestladice 
si  troverà  rimosso  a  sinistra;  e  puô  pure  accadere  che  qnelllndice 
Aji  continui  ad  essere  il  primo  indice  eguale  a  1  ;  per  modo  che  si  i 
a  considerare  il  caso 

Ad  eccezione  di  questo  caso,  si  puô,  come  risulta  dalla  précédente 
analisi,  far  relrocedere  il  primo  indice  1  verso  sinistra,  fino  ad  occu- 
pare  il  primo  posto,  cioè  fino  a  trovare  A^=l;  allora  la  proposta,  fra 
i  doe  limiti  sui  quali  si  sia  opérande,  non  avrà  che  una  sola  radiée, 
la  quale  per  ciô  si  troverà  seperata. 

3Y1  Consideriamo  intanio  il  précédente  caso  in  cui  il  primo  indi* 
oe  1  è  preceduto  da  2  e  seguito  da  zéro.  Due  casi  possouo  avtenire, 

0  che  fi^*)so  abbia  due  radici  reali,  o  abbia  due  radici  immagina- 
rie,  il  che  potrà  saperai  seguendo  la  regola  spiegata  nel  o®.  361.  Nel 
primo  caso,  supposle  disuguali  le  due  radici,  Tuna  sarà  compresa  fra 
due  limiti,  poniamo  a  e  a,  e  l'altra  fra  a  e  ^;  e  per  ciascano  di  questi 
intervalli  si  potrà  applicare  la  regola  esposta  nel  n®.  prec.  in  modo 
da  fore  relrocedere  il  primo  indice  1,  e  giungere  all'indice  Ao=1. 

Ma  se  le  due  radici  dell'equazione  f(^~^)=o  sono  immaginarie,  al- 
lora nello  Btesso  intervalle  saranno  immagloarie  benanche  le  radici 
di  ciascuna  délie  equazioni 

f<*^»)=o,  t(*-'>=o,  Tl ,  r(a;)=o,  r(x)=o : 

impercioechè  Tessere  immaginarie  dette  due  radici  avviene  dal  per- 
chè  tra  gli  stessi  limiti  si  trot  a  una  radice  -y  deirequazione  i('^)=:o,  la 
quale  sostituita  nei  due  polinomi  I(^*>  e  ((^~^*)  dà  due  risultamenti  del- 
lo  stesso  segno;  e  perô,  passando  dalFuno  aU'altro  limite,  la  sueœs- 
sione  dei  segni  nella  série  compléta  t^\x),  SS^^x)  •  •  •  •  f(as)  per- 
de due  permanenze,  le  quali ,  non  essendo  dovute  a  radici  reali  dei- 
requazione f(x)=o,  indicano  che  nel  detto  intervallo  quest'equazione 
à  due  radici  immaginarie  (n*.294),  Per  questo  fatto,  inciascuno  degli 

indici  Ao,  A, Ajt_i  devesi  trovare  una  parte  eguble  a  2,  la  quale 

corrisponde  aile  due  radici  immaginarie  che  neirintervallo.  che  si 
considéra,  à  ciaseuna  délie  equazioni  f(ae)=o,  f  (x).=o,  •  •  (^*'"*^(sc)=o; 
e  soppresso  quel  2  in  ciascun  indice,  come  inutile,  ne  viene  che  l'in- 
dice Aj^i  si  troverà  ridolto  a  zéro,  e  oosl  il  primo  indice  eguale  ad 

1  si  troverà  rimo66o  verso  sinistra. 
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II  ragionamenlo  ora  lenuto  e  la  condusione  non  saranno  diTeni 
se  le  dae  radici  invece  di  essere  immagioarie  sono  eguali;  com'è  âge* 
▼ule  assicurarsi;  perô  si  richiede  che  la  proposta  noo  abbia  radici 
ejj^uali. 

É  da  notare  înoltre  che  se  le  due  radici  deirequazione  ^*"*^x)=o 
sono  eguali,  convien  cercare  se  queste  radici  sieno  comuni  benanehe 
a  tutle  le  funzioni  précèdent!  siao  alla  prima  f(x);  nel  quai  caso  la 
proposta  equazione  avrà  radici  eguali  neirinlervallo  che  si  considéra. 

SV2.  Passando  agli  esempt,  supponiamo  che  s^abbia  requazione 

a3*+5x'-x*+6a5-2=o  : 
in  qaeslo  caso  si  à 

f  (x)=aî«+5a5»-a;HCoc-2 ,  r(ac)=Sa5*+!  8x^-205+6, 
V'(x)=2  (lOacHlSx-l) ,     r(flc)=3  I  (iOa5*+5). 
r(a5)=4 1  (Sœ) ,  r(œ)=5I 

Poncndo  as=-l,  x=o,  x=i,  si  ànoo  le  seguenti  série  di  segni  : 

aj=-i,    -    ^.    -    +    _    +, 
aj=o    ,    -    +    -    +    0    +, 

05=1      ,      +     +     +     4-     +      4-; 

è  messo  il  doppio  segno  nel  posto  corrispondente  ad  f,  perché  qu&> 
sta  funzione  s*annulla  per  x=o(n.®  297).  Or  siccome  la  série  de*segni 
da  a)=-l,  ad  x=-e,  essendo  s  quantité  infloitesima,  non  si  altéra;  e 
siccome  inoltre  la  série  corrispondente  ad  x=—t  contiene  due  varia- 
zioni  di  più  di  quella  corrispondente  ad  a)=+e,  le  quali  son  dovute 
air  annullamenlo  di  V\  e  non  della  funzione  f,  cosl  le  due  radici  del 
requazione  neirinlervallo  da  a;=-l,  ad  as=e,  sono  immagiuarie. 

Da  x=e  ad  x=l  si  perdono  tre  variazioni,  quindi  fra  zéro  e  1  Ti  sono 
tre  radici  délia  proposla;  or  la  série  degl'indici  neirintervallo  da  x=o 
a  x=l  è  la  seguente  : 

3,  %  J,  0,  0,  o; 

il  primo  indice  1  corrispondente  ad  T  6  preceduto  da  2  e  seguito  da 
zéro,  quindi  bisogna  conoscere  la  natura  délie  radici  dell' equazione 
r=5x*+15x^-2x+6=:o  comprese  oello  stessointer?allo;  ilches*ottiene 
calcolando  i  valori  di  l' cd  f  per  i  limiti  zéro  e  1,  e  questi  valori  sono 

f (1)  =  24 ,    I"(l)  =  48 
f  (0)  =  6  ,    r(o)  =-2 , 

quindi,  secondo  la  formola  (8»365)  si  à 

ni)     r{o)^l 

e  perciô  le  due  radici  di  r=Oy  e  quindi  ancora  due  délie  radici  délia 
proposta  neirintenrallo  (o,  1)  sono  immaginarie  ;  laonde  la  proposta 
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equazione  non  à  che  una  'sola  radiée  reale  compresa  fra  zéro  e  t,  la 
quale  percià  si  trova  separata. 
Per  un  allro  esempio  consideriamo  requazione 

ac'-l  2j5»+60ac»+123xî+4367a3-890 1 2=0  , 

trattaia  dallo  stessoÂutore  de\me[oio  {Analyse  des  équation8,i>.  U9). 
In  questo  caso  abbiamo 

f  (a5)=a!«-12û(!»+6Ox'+123a5*+*S67œ-89012 , 
f  (a;)=6a;»-60x*+240x»+246x+*567 , 
r(x)=2(15aj»-120x»+360x»+123) , 
i'"(a3)=3  !  (20x»-120x»+240x) , 
f"(a!)=4l(l5x*-60x+60), 
r{x)=5!(6x-12), 
r(x)=6 1 

SosUtuendo  in  queste  funzioni  in  luogo  di  x 

-10,  -9,  .  ..-1,  0,  !,  2,  ...  10,  ec. 
si  trovano  ie  série  di  segni  corne  apprcsso  : 

f,  {',  1",  I'",  r,  r,  r 


-10, 

+ 

— 

4- 
1 

— 

4- 

-     4-, 

-1, 

— 

— 

4- 

— 

4- 

-     4-, 

0, 

— 

-f 

+ 

0 

4- 

4- 

-     4-, 

1. 

— 

+ 

4- 

4- 

4- 

-     4-, 

10, 

+ 

+ 

4- 

-f 

4- 

4-     4-, 

d*onde  si  scorge  che  le  sei  radici  deirequaziooe  debbono  essere  cer- 
cale  tru  i  limiti  —  iO  e  iO,  perché  dal  primo  al  secondo  di  questi  11- 
iniU  si  perdoDO  sei  variazioDÎ.  Ora  i^  da  —10  a  —1  si  perde  una  sola 
vanazione,  e  perô  la  proposta  in  qaeslo  intervallo  à  una  radice  reale, 
la  quale  trovasi  perciù  separata. 

2.®  Da  —1  ad  un  valoie  —  s  immedialamente  inferiore  a  zéro  non 
Vè  perdita  di  Tariazioni,  quindi  non  v'à  neppure  radici  reaii  in  que- 
sto intervallo. 

3.®  Da  —6  a  4-e  vi  è  una  perdila  di  due  variazioni,  le  quali  perù  sono 
dovule  alla  radice  zéro  delI*equazione  l"'{x)  =  o  »  e  non  a  una  radice 
délia  proposta,  quindi  ira  -t  ed  £  qucsta  proposla  à  due  radici  ini- 
maginarie. 

4.^  Da  e  a  1  non  Vè  perdita  di  TariazioDi,  quindi  in  questo  inter- 
vallo non  v*è  radice  reale  deU'equazione  data. 

5.^  Da  i  a  10  si  perdono  tre  variazioni,  onde  in  questMntervalIo  la 
proposta  ammette  tre  radici,  délie  quali  bisogna  determinare  la  nalu- 
ra  e  separarle.  Oragrindici  délia  série  f,  f,  ec  conispondenti  a 
quest*intervallo  sono 

f  r,  r,  r,  r\  t\  r 

3  2   2    2     2    10 
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Il  primo  iadice  1  che  s'incontra  in  qaesta  série  aadando  da  sinistra 
a  diîstra  è  preceduto  da  2  e  seguito  da  zéro:  esso  corrisponde  alla 
funzione  f;  quindi  bisogna  cercare  le  radie!  dell'equaziene  f"=o,  pcr 
il  che  applicando  la  regola  del  n.''  367  abbiamo 

i'XtO)=:23040,      r^lO)=57CO, 
r(!)  =    360,      r(l)  =  820, 

!:xi»)_[:(L)=4--i<,o-i 

r(iO)  r(i)        2  ^      ^ 

onde  le  due  radici  délie  V^^o,  sono  reali,  e  perciô  l'inlervallo  1  a  10 
è  troppo  grande  per  potere  sapere  le  radici  délia  proposta  comprese 
ira  questi  liœiti:  perô  pria  dl  diminuire  cotesio  intervallo,  è  d'uopo 
esaminare  se  f  *  e  V  ammettono  fattore  cooiune:  col  faito  un  tal  fallore 
esisle,  come  perô  verificasi,  ed  è  ^ûî— 1,  il  quale  s'annulla  pel  valore  2 
oompreso  tra  1  e  iO;  ma  siccome  queslo  stesso  faltore  non  è  comune 
benanche  a  tulte  le  funzioni  precedenli  f",  f,  f,  f,  cosi  devesi  con- 
chiudere  che  délie  tre  radici  délia  proposta,  comprese  tra  1  e  10  due 
sono  immaginarie  (n.^  37i)e  la  terza  ë  reale,  la  quale  rimnneseparata. 
SYS.  Criterio  di  Budan  pcr  conoscere  la  natura  délie 
radici  d'un'equazioni  negrintervalli  dubbiL— Sia  la  so- 
liia  equazione 

(1)        f(aî)=aî*+a4x'*-'+ajœ^'^+ +«^-105+0^=0, 

e  sia  r  un  dato  valore  posltivo:  volendo  sapere  se  tra  zéro  ed  r  vi  so- 
no radici  reali  di  quest*equazione  uoo  dci  roezzi  che  si  présenta  è 
quello  di  formare  le  successive  trasformale  f(œ— l)=o,  f{X—2)=o,  ec, 
che  lalvolla  rappresenleremosemplicemenle  con  f|(aî)=o,  f4(aî)=o,ec., 
e  vedere  se  da  una  irasformata  fi(ae)=Oy  alla  seguente  f,vi(3c)=o  sol- 
tanto  il  termine  noto  cambia  di  sep:no,  perché  allora  è  certo  che  tra 
i  due  numeri  conseculivi  i  ed  t+1  vi  deve  s(are  una  radice  reale 
délia  proposta  equazione  (n.^  325);  e  se  la  Irasformata  f{(j;)=o  perde 
un  numéro  h  di  variazioni  pnssando  alla  seguente  r^,(x)=o,  allora, 
secondo  il  téorema  Budan-Fouribr  tra  i  ed  if  1  vi  saranno  aîtrettan- 
te  radici,  ma  ë  dubbio  se  sien  lutle  reali.  In  queslo  caso  si  potrebbe, 
volendo,  suddividere  Tintervallol,  fraied  i-Hl,  indecimip.  e.,e  ap- 
plicando benanche  il  metodo  deile  Irasformazioni ,  potrebbesi  glun- 
gere  a  separare  le  radici  reali. 

Ma  si  puô  operare  diversamente,  senza  neppure  sapere  anticipata- 
mente  il  preciso  numéro  di  radici  cbe  cadooo  fra  zéro  ed  r.  Si  formi 
Yeqibazione  inversa  délia  (1),  cioë  quella  che  à  per  radici  le  inverse 
di  quelle  délia  proposta,  e  che  è  dinotata  da 

(H)  ç(2/)=:r  (-^)  =a„j/"-Ha,î/~-*+a,î/'*-*+---l-a,2/+l=o(n-^2l2); 
se  Ia(l)ammette  radici  tra  zéro  ed  r,  la  (11)  deve  neecssariamenle  am* 
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mellere  altreltanle  radici  e  délia  stessa  na(ura  fra —  ed  — ,  in  virtù 

0       ç 

délia  relazione  di  trasformaiione  y^i  ;  x.  Si  formi  la  Irasformata 
Çy{2/)=ç{y-r)=o  della  (It)  che  è 

(12)  9r(y)  =<PW+çW.î/+î9"W-2/*-t- H-!/*=o, 

e  si  osservi  che  se  quesfequazioae  non  présenta  che  sole  permanente, 
le  radici  positive  délia  (11)  sono  inferiori  ad  r  (n.®322,F),  eperciô 
quelle  positive  délia  (1)  sono  mag^iori  di  r,  cioè  non  possono  cade- 
re  neirinicrvallo  (o,  r).  Ecco  perlanlo  un  criterlo  per  conoscere  se 
la  propoeta  (1)  abbia  radici  reali  ira  zéro  ed  r.  E  giova  notare  che 
invece  d(?i  limlti  zéro  ed  r  si  possono  adoperare  zéro  e  1,  ponendo  da 
prima  x=ry  nella  proposta;  in  falti  ai  limiti  zéro  ed  r  della  propo* 
sta  corrispondono  secondo  la  lelazione  di  irasrormazioDe,  zéro  e  1 
Délia  tra^tormala. 

SYt.  Prima  di  passare  alf  applicazione  di  questo  criterio  gio- 
va  far  conoscere  un  aitro  mezzo,  oitre  di  quello  dato  da  RoFFim,  per 
formare  i  coeiBcienli  delta  trasformala  nel  caso  particolare  che  que- 
sla  dovesse  essere  in  x—l:  in  queslo  caso  abhiamo 

f(x-l  )=f(l)+r(l)  .aj-f  y  !"(«)  '  œH  -^  VV)'^+'  •  •  •+aî»=o  ; 

ora  scrivendo  la  proposia  e  le  successive  derivate  in  ordine  inverso,  e 
ponendovi  x=l ,  si  trae 

f(1)=a„+a^i+  a„^,+  a^,  +  a^+  ec.  , 
f'(^ )=       a^-i+2a^,+3a^  +ta^  +  ec. , 


2  '"(')= 

a^-i+3a,_3  +6fl|i-4  +  ce.  , 

;,r(i)= 

• 
a^  +ia^  +  ec. , 

if'V)= 

a»_4  +  ec. , 

1 

d'onde  si  vede  chiara  la  legge  di  formazione  dei  coeflicienii  della  Iras- 
formata f|(x)  per  mexzo  di  qaelli  della  proposia;  e  quindi  ancora 
quelli  della  tf{x)  per  mezzo  dei  coefflcienti  délia  f|(as),  e  cosi  appresso.' 
Per  altro  ncUo  stesso  caso  in  discorso,  volendo  applicare  il  meto- 
do  di  RuFFiNi,  essendo  che  in  tal  caso  la  cifra  della  divisione  è  1, 
basta  al  termine  d*una  linea  de'  coefficienti  d' an  quoziente  aggiua- 
gere  algebricamente  quello  che  lo  précède  nella  linea  seguente  che 
si  sta  tormando  :  cosi  se  una  linea  à  2  —  3  +  5  •-  6 1—  3,  la  seguente 
si  formera  scrivendo  prima  mente  2  ; 


«) 


2-3  +  3-61-3 

2-1  +  41-2 


quhidi  aggiungendo  a  2  il  termine  -3e  s'atrà  -- 1 ,  a  questo  aggiua- 
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gendo  +  5  e  s' ayrà  +  4;  e  fiaalfnente  eggiungendo  a  questo  il  1er- 
Pline  —  6,  s' avrà  —  2,  che  è  il  resto  delta  divlsioae. 

SVS.  Poslo  ciô  passiamo  agli  esenopii. 

EsBM.  L  —  Vogllasi  sapere  se  Tequazione  ac*— 4flc*+3a5-6=o  à  ra- 
dici  Ira  zéro  e  i  • 

Tipo  del  calcolo 
!  -  4  +  3-6    coef.  delVequaz.  data  , 

6-3+4-1    «    d    «    (c    inversa  in  y  =  —  , 

1)  6+15+16  +  6    tt    ((    a    tt    délia  Irasf.*  in  y-l  ; 

quindi,  questa  trasformaia  non  presentando  che  sole  permaneoze»  la 
proposla  non  à  radie!  Ira  zéro  e  1. 

EsBM.  IL  —  Vogllasi  sapere  se  Tequaz.  oo*— 14x'+604œ-1860=o 
ammetle  radici  Ira  zéro  e  3. 

1  -     14  +  0  +   604  - 1860  coer«  délia  proposta  , 
81  -  378  +  0  + 1812  - 1860  a       délia  trasf.  in  î/=x;3, 

!860  - 1812  +  0  +  378  -     81  «  dell'equaz.  inversa  in  z=— , 

y 

1  )  1860  +      48  +  0  +  378  4-  297  (i  dcirequai.  in  z-1 . 

Quesla  trasrormata  ammette  soltanto  permanenze,  qufndi  Tequa- 
zione  in  y  non  ammette  radici  Ira  zéro  e  1,  e  perciô  la  proposta  non 
ne  ammette  tra  zéro  e  3. 

3V6.  In  questo  modo  operando  non  veniamo  a  sapere  perô  se  le 
radici  mancaati  neirintervallo  (o,  r)  proprlamente  sieno  immaginsrie: 
perconoscer  ciô  bisognerebbe  primamente  formare  la  trasformata 
f^(as)=:o,e  vedere  se  si  perdano  variazioni;nel  caso  alTermaUvo,  la  pro- 
posta avrà  radici  immaginarie  Ira  zéro  ed  r,  e  nel  caso  opposlo  non 
avrà  radici  reali  ne  immaginarie.  Cosl  nel  caso  del  précédente  esem- 
piol.^  la  trasformata  f/a;)=:o,  avendo  per  coefflcienti  1,— S,— 2,-6, 
présenta  una  sola  variazione,  mentre  la  proposta  ne  présenta  3;  si  che 
Ira  zéro  e  1  quest'equazione  deve  ammettere  2  radici,  le  quali  sono 
dubbie  :  allora  formata  la  trasformata  7irj/)=o  dell' inversa  délia 
proposta,  e  non  trovandovi  alcuna  variazione,  si  conchiude  che  dette 
rariici  sono  immaginarie,  il  dubbio  à  tolto,  e  la  proposta  avrà  neir  in* 
icrvallo  (o,  1)  due  radici  immaginarie. 

3%%.  Quîindo  la  trasformata  (12)  ammette  variaziooi,  allora  la  pro- 
posta potrà  ammettere  radici  reali  tra  zéro  ed  r;  ami  perché  queste 
radici  vi  sieno  è  d'uopo  che  la  (12)  presenti  lante  variazioni^  al- 
meno.per  qnanie  $ono  dette  radici.  In  fatti  osserviamo  che  per  sa- 
pere se  Tequazione  inversa  ?(y)=f  ( — )  =o  à  radici  tra-^  e  — ,bi- 

sogna,  com*è  chlaro  seconde  il  teorema  Budan-Fouribr,  sostituire 
nella  série 
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una  voila  x= — ,  il  che  dà  f^ — j  ,  f'(— )  ce,  o  vero  la  série  dei 
coelïïcienti  délia  (\2),  cioè 

(a)  ç(r),  ç'(^),  y  9"(r) , ^  ?^'*^(r)=l; 

e  un*altra  volta  porre  x=  od,  il  che  dà  la  série 

(b)  f(  00),    f  (  QC),     y  r(0O  ), ljr(«)(00  ), 

la  quale  non  présenta  che  sole  permanenze;  e  le  radici  reali  di  ç(i/)=o 

comprese  tra  —  e  — ,  e  quindi  quelle  délia  proposla  comprese  tra 

zéro  ed  r  saranno,  al  più,  tante  pcr  quanl'è  la  differenza  Ira  il  nume- 
ro  délie  yariazioni  délia  série  (a)  e  quello  délie  variazioni  délia  série 
(b);  ma  polchè  questa  non  à  variazionî,  il  numéro  di  dette  radici  sarà, 
al  più,  quanto  il  numéro  délie  variazionî  délia  sola  série  (a). 

Pertanto  se  la  propos'a  f(x)=o  nel  passare  alla  trasformala  f^(a5)=o 
perde  h  variiizîoni,  e  nella  irasformaia  9y(2/)=o  dcU'equezione  inver- 
sa ç(î/)=o  sono  rimaste  k  variazioni,  aliora  se  h>k,  non  tutte  le  h  ra- 
dici  indicale  dalle  h  variazionî  perdute  sono  reali,  ma  ve  n'  à,  almc- 
no,  h—k  immaginarie  ;  vale  a  dire  vi  sono  délie  radici  dubbie  ;  e 
dubhie  sono  benanche  quando  k=h;  ma  se  k=o  non  v*è  più  dubbio 
che  le /i  radici  sieno  immaginarie^  corne  nel  caso  già  antecedenle- 
mente  considerato.  È  siiperiluo  poi  il  far  notare  che  m  questt  casi  la 
diiïerenz^  h— fc,  o  il  numéro  h  devono  esser  pari. 

379-  Per  riconoscere  la  vera  natura  délie  radici  nei  casi  dubbii,  si 
opérera  corne  appresso. 

Si  formino  le  susseculive  trasformate  in  œ-l,  x-2,  ec.  cîoè 

f4(cc)=o,   f2(x)=o,  .  •  ••  ffl(x)=o,  f^i(x)=o,  • . . . 

arrestandosi  a  quella  che  présenta  solfanto  permanenze;  si  ve^{^a  qua- 
le di  qiicste  trasformate  nel  passare  alla  segmente  perde  var'aziuni; 
supponiamo  che  ciô  avveiiga  nel  passare  dalla  fg(x)  alla  susse- 
cuiiva  f«^.i(ac),  e  siensi  perdute  k'  variazioni;  aliora  c  indizio  che  ncl- 
rinlervcillo  (a  a+f)  la  proposta  ammette  al  più  fc' radici  reali  :  s^e 
/c=1,  la  radice  reale  è  una  soltanto  e  si  Irova  separata:  ma  se  fe'>1, 
la  natura  délie  k'  radici  è  dubbia. 

Pcr  indagare  la  natura  di  queste  radici  si  forma  la  inversa  délia 
proposta,  che  diremo,  corne  ogn'allra  inversa  che  verra  appresso, 

trasformala  principale,  e  dinoteremo  con  ç(î/)=f( — )  =o  ; 

indi  si  calcolano  le  sussecutive  trasformate 

?i(î/)=o,  ?2(i/)=o,  ....  ^i,{y)=o,  ç6^i(i/)=o,  .... 

sino  a  quella  che  non  présenta  più  che  sole  permanenze.  Supponia- 
mo  che  dalla  trasformala  9^  alla  seguente  siensi  perdute  k"<k!  varia 


DBLLA  SBPABAZIONB  DBLUB  RÀDICI  20i 

ziODi,  allora  la  <f{y)=o  ammette  neirintervallo  (6,  b+1)  al  più  K'  ra- 
dici:  se  k!'=\^  la  radice  reale  6  una  soUanto,  ea  questa  corrisponde- 
rà  una  radice  reale  délia  proposta  nell*  intervallo  (a,  a+1).  Ha  se 
ile">l,  la  natura  délie  radici  è  dubbia,  e  requazione  <fb{y)=^  nell'in- 
tervallo  (o^l)  si  troyerà  nelle  stesse  condizioni  che  la  proposta  nel- 
]*intervallo  (o,r);  laoade  si  formera  Yinversa  o  trasforœata  priDcipaie 

«[/(js)  =ç^  (—j=o  délia  cp^,  e  la  trasfonnata  4'(2-l)=o:  se  questa  non 

présenta  alcuna  variazione,  è  indizio  che  la  ç^(t/)=:o  à  radici  man- 
canti  neirintervallo  (o,  i),  e  perciô  la  proposla  avrà  radici  mancanti 
neirinlcrvallo  (o,  r).  Se  poî  la  ^{z-i)=^i(z)=^o  ammetle  délie  va- 
riazioni,  si  formeranno  le  trasformate  in  z—iy  z-i  ^  ec.  e  s'avrà 
la  série  di  equazioni 

Tultima  délie  quali  non  présent!  alcuna  permanenza;  e  seconde  che 
passando  dalla  trasformata  ^^  alla  seguente  ^c^^  non  si  perdono  va- 
rlazioni,  o  se  ne  perde  una  sola,  o  più  d'una,  Tequazione  proposta, 
mancherà  di  alcune  radici,  ne  ammelterà  délie  reali,  o  pure  yi  saran- 
no  alcune  radici  ancora  dubbie.  In  quest'ultimo  caso  si  continuera 
allô  stesso  modo  rome  precedentemente,  e  si  puô  dimoslare  corne 
à  fatto  il  Sig.  Vincent  (*)  che  devesi  necessariamente  Riungere  ad  una 
ultima  equaziooe  inversa,  o  trasformata  principale  iu(t),  poniamo,  la 
cui  trasformata  T:{t—\)  présentera  o  una  sola  variazione,  o  nessuna. 
319.  In  fatti  supponiamo  che  la  trasformata  f(x-a)=o  abbia  una 
radice,  perché  passando  da  f^  ad  f^,  siesi  perduta  una  variazione  al- 
meno:  siccome  dalla f(sc-a)=o,  si epassato airinversa cpf2/)=o ponen- 

doflD-a= — ,  avremoaî=aH — .  Similmente  poniamo  che  la  très- 

formata  ç(2/— b)=o  ammetta  aimeno  una  radice,  e  poichè  per  passare 

aircquazione  inversa,  si  è  dovuto  porre  2/- 6= — ,  saràî/=:6+ — .  Ra- 

z  z 

gionando  allo  stesso  modo  avremo  una  série  di  equazioni 

dalle  quali  si  trae  la  frazione  continua  x  =  [a,b,c,  ec.]. 

Sieno  —  e  -^  due  ridotte  consécutive  di  questa  frazione.  e  sia  t  il 
q       q' 

quoziente  complète  corrispondente  alla  ridotta  seguente  ;  sarà  t  una 
radice  délia  trasformata  in  ^,  e  questa  trasformata  devesi  ottenere  po- 

Dcndo  nella  proposta  (1)  og=  ,     ^,.  Sia  a  la  radice  »,  corrlspon- 
(*)  Journal  de  mathémaUques  par  J.  Lioutille;  tom.  ],  pag.  341. 
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dénie  nella  proposta  al  fattore  lineare  fio*tt,  e  sarà  a=  ,7^^ ,  tfon- 
de  si  ricava 

cosl  al  fattore  a^-a  corri^onderà  nella  trasformata  in  I  ua  fottore  fi- 
neare  rappresentato  dal  primo  membre  di  quesi'equazione;  e  questo 
fattore  introdurrà  almeno  ana  variazione  ia  dette  trasformata^  se  es- 
so  stesso  présenta  una  variazione,  il  che  avtlene  appunto  quando  a 

è  compresa  ira  le  due  ridotte  eoiiseeatiYe  "f;  ^  ^  '  redprooamen- 

te  qnesta  condizione  dev*essere  Yeriiicata  perché  il  fattore  (13)  potesr 
se  presentare  una  variasione,  e  iatrodnme  almeno  una  nella  trasfor- 
mata in  U  Ora  la  differenza  tra  quelle  due  ridotte  à  per  limite  lero, 
quindi  dopo  un  certo  numéro  di  trasformate  non  puô  irovars!  cbe  un 
solo  valore  di  x  compreso  tra  due  consécutive  ridotte,  neiripotesi 
che  Tequazione  non  ammetta  radici  eguali. 

In  seconde  luogo  consideriamo  un  mtore  di  2^  grado  (x^a*)+^^ 
corrispondente  a  una  coppia  di  radici  immaginarie  o^^^î  :  in  que 
sto  caso  sarà 

e  quindi  seconde  la  f^nmola  (13)  si  ànno  i  due  fattori  Unearl  imma- 
ginarii 

g'  [-^-(«+P0]  *+P'  [|?-(«+P0]  , = 0 

i  quali  moltiplicati  tra  loro  dànno  il  fattore  reale  di  secondo  grado 
(l*)9«[(|r-ay+?*]i»+2pV[(|r-«)(-^-a)+P»]« 

il  qaale  ammetlerà  una  variazio&e  se 

(^-«)(7-')+^<»' 

ciô  non  puô  aver  luogo,  se  primamente  non  sia  a  compresa  tra  le  due 
ridotte  censeo^ve  ^  e  4?  «  «Ua  qnale  coodizittie  polrebbe^  soddi- 

P       H 
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sfare  prolungando  indefinilamente  le  Irasioniiaxioiii  socoessioiie  ;  ma 
si  richiede  ancora  che,  iQ  valore  assoluto,  fosse 

^•<(^«)(f-«)' 

e  con  più  ragione , 

e  questa  condizione  non  puô  rimanere  costantemente  veriflcata  col 
conlinnare  la  trasformazioni,  imperocchè  la  differenza  di  due  ridotte 
consécutive  tende  verso  il  limite  zéro,  e  intanto  ^  è  una  quantité  data 
diverse  da  zéro. 

Pertanto  con  la  conlinuazione  délie  successive  trasformate  si  dovrà 
giungere  a  una  taie  trasformata  principale,  da  avère  tutti  i  suoi  fat- 
tori  reali,  llneari  o  qoadrati,  positivi;  e  in  questo  caso  non  potrà 
presentare  che  sole  permanenze  :  o  pure  dovrà  avère  soltanto  un  fat- 
tore  <  —  ^  négative,  tutti  gli  altri  essendo  posiiivi,  e  in  tal  caso  am- 
meiterè  un  numéro  impari  dî  variazionl.  Ora  passeremo  a  dimostra- 
re  che  questo  numéro  impari  non  puô  essere  allrimenti  che  1  :  e 
primameote  osserveremo  potersi  sempre  supporre  ^  >  1  ;  in  fatli  nei 
casi  in  cui  §<1,  la  variazione  si  perde  da  una  trasformata  alla  se- 
guente,  essendo  che  Tintervallo  per  le  trasformate  d'ogni  irasformata 
principale  è  =1% 

Posto  ciô,  facciamo ,  per  un  momento ,  astrazione  del  fattore  (  -  ^ 
nella  trasformata  in  ^,  e  nel  tempo  stesso  trascuriamo  i  corrisponden- 
ti  fattori  nella  série  di  trasformate  précèdent!  sino  airequazione  data, 
il  cui  primo  membre,  escluso  il  fattore  corrispondente  a  t-^,  dinote- 
remo  con  X.  Essendo 

5'i-hî>'  "  î'  "*■  8^î'^^p0  ^  g'    q\^hv')  '  ^  ' 

facciamo  per  semplidtà  -^  =s  & ,  i:  -— î — -  =  5,  e  poniamo  œ=cfc+Ç 
nel  polinomio  X  di  grade  (7i-ir^;  avremo  cosl 

essendo  K.  K\K'^  ec*  il  polinomio  X  e  le  successive  sue  derivate, 
quando  in  luogo  di  o)  si  pone  k  :  questo  sviluppo,  essendo  ehe 

I 
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pnô  métiers!  soito  la  forma  seguente  : 

Kt     i    JT'e»  _i J5l<*-'>  e*-^ 


e  molUpUcando  per  [t-vr)*~* ,  sarà 


\   ™, ,^,.  K("-'>6' 


»-l 


£  («+r)*-'+/î'6  {<+r)*-*+  -^  IP'ê*  (t+r)*^+-  •  •  •+ 


il  primo  membro  della  trasformata  in  t ,  soppressovi  il  fattore  t-^. 
Ora,  progredeado  nelle  trasformazioni  successive,  la  quantité  s  va  di- 
minueado,  ia  modo  da  poler  divenire  minore  di  quaiunque  quantité 
data  ;  all'opposto  il  coeiUciente  £,  almeno  a  partire  da  una  certa  tras- 
formata in  pojy  conserva  sempre  lo  slesso  segno,  perché  la  proposta 
non  avendo  radici  egaali,  il  valore  k  non  puô  essere  Tapprossimazio- 
ne  di  alcuna  délie  radici  contenute  in  X  :  laonde  il  precedenle  poli- 
nomio  à  per  limite  £  (t  +r)"^ ,  ove  t  è  Tincognita  della  trasrormata , 
ed  r<l,  perché  è  il  rapporio  tra  il  denominatore  d*una  ridotta  a  quel- 
lo  della  ridotta  segoenie  (E.  n.^  450).  InoUre ,  poichè  i  coeilicieati 
del  binomio  van  crescendo  da  un  estremo  al  mezzo,  e  poichè  inoltre 
r*"'<r**"*,ec. ,  ne  segue  che  sviluppando  il  précédente  binomio  se- 
conde le  potenze  ascendenti  di  (,  i  coeiScienti  della  meta  de*  termi- 
ni,  almeno,  a  partire  dal  primo,  van  crescendo.  Âncora  il  rap- 
porto  tra  un  cooflicientc  del  binomio  e  quello  del  termine  précédente 
va  diminuendo  [*);  quindi  se,  per  ilssar  le  idée,  poniamo  n  —  1  =  6, 
opérande  le  trasformazioni  sul  polinomio  in  X,  si  dovrà  giungere  a 
un  polinomio  trasformato 

in  oui  i  coefflcienti  non  soltanto  sono  tutti  positivi,  ma  inoltre  la  meta 
di  essi,  almeno,  a  partire  da  V,  soddisfanno  aile  relazioni  seguenti  : 

(15)  F<F<r<S<..., 

e  tutli  a  partire  daU'uItimo  sino  al  primo  soddisranno  aile  altre 

/4CX  Y     V     T     S     R      Q 

Ora  moltiplicando  il  delto  polinomio  pel  fattore  (-^,  avremo 

Pt'+(0-Pp)  IH(B-Qp)  t*+(S-llp)  t* 

e  poichè  p>l,  avremo  secondo  le  relazioni  (15)  F<l7g,  Ï7<ï?, 
J<S^,  ec. ,  in  guisa  che  la  meta  almeno  dei  coefficienti  del  polino- 

(*)  Nella  potenza  n""*  d*  un  binomio  il  rapporto  tra  11  termine  di  posto 

(m+l)"*  al  précédente  è  =  -^ =  — 1 ,  d'onde  si  vede  che,  cre- 

scendo  m,  esso  diminuisce. 
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miOy  a  parttre  daU'ullicDO  sono  nefratifi  :  al  di  là  potranno  oontiouare 
ad  essere  Degaliyi,  ma  se  uno  diviene  positiyo ,  tulti  gli  altri  sino  al 
primo  saramio  benanche  positivi  ;  imperocche  se,  pooiamo,  S>R^ 

S       '  R  O 

sarà^p  <  -«- 1  e  per  le  relazloni  (16)  sarà  qaîndl  P  <  -^ ,  P  <  -^  , 

A>Q^9  Q>P^'  Perlante  à  vero  che  Tequazione  trastermata  in  t,  che  è 
il  precedenle  polinomio  eguagliato  a  zéro,  nel  caso  io  cui  Y  equazio- 
ne  proposta  ammette  uoa  radîce  reale  positiva,  non  puô  avère  più 
d'una  varlazione,  e  deve  necessariamente  ammelterne  uoa  y  perche  il 
primo  termine  à  positivo. 

Rimane  ora  a  provare  come  nel  cercare  le  due  radici  indicate  dalie 
variazîoni  del  fatiore  di  secondo  inrado,  debbasi  necessariamente  giun- 
gere  a  una  trasformata  principale  in  t,  poniamo,  la  cui  Irasformata 
in  ^—1  non  puô  presentare  che  sole  permanenze.  In  fatti  il  fattore  di 
secondo  grade  (14)  postovi  1=1 -ht'  diviene 

(a)  »r»-h2m'+P=o ,  essendo 

Jlf=((Z-g'a)*+g'*p* ,       P=[{grî'a)+(P-P'a)]»+(p'+gf  P* , 

»=  «.■+«[(!. -«)^^, -")+?•]; 

d'onde  si  vede  che  Jlf  e  P  sono  sempre  positivi  ;  e  poichè  la  frazione 

^^  è  compresa  fra  -^  e  a  (E.  n,®  455),  e  a  è  compresa  fra  ~-  e  -^ 

perciô  i  due  fattori  binomii  neila  parentes!  quadrata  in  iVsaranno  di 
segno  contrario,  e  il  loro  prodotto  sarà  négative;  ma  nel  tempo  stesso 

la  somma  di  detti  Taltori  è  =  =t:  (^-^-^)  =  ,/  ,.   ,,;  e  il  valor 

f 

massimo  di  dette  prodollo  sarà  ■  ,^.  .     ,a»  il  quale,  col  continuare 

le  trasformatey  va  sempre  più  diminuendo,  e  puè  divenire  minore  di 
una  quantità  data,  e  perciô  minore  di  ^*  ;  allora  anche  N  sarà  positi* 
YO  e  il  trinomio  (a)  non  présentera  che  sole  permanenze,  e  perciô 
ancora  la  trasformala  \nt  —  l  non  ammetterà  che  sole  permanenze. 

380.  Dopo  tulto  ciô  passiamo  aile  applicazioni  délia  précédente 
regola. 

EsBM.  I.  —  Sia  f(x)=a)'-5x+7=o.  Poichè  per  ac=2  si  à  un  risulla* 
meoto  positive,  cosl  le  radici  positive  devons!  cercare  tra  zéro  e  2. 

Tipo  del  calcolo 

0)  1+0  -5  +1  coef.  délia  proposla  f  (œ) , 

1)  1+3  -2  +3  ]»       »  trasformata  f«(x) , 

2)  1+6  +7  +5  »       »  »        B       ft(») , 
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qaiodi  da  1  «  2  si  perdMO  dae  variacionl,  e  percift  tra  1  e  2  Ti  aono 
due  radief  ehe  aono  dobbie  ;  si  chè  si  prende  T  inversa  di  U  {x) , 
a  de 

0}   3«-S  +3  +i  coef.  dell'iBTersa  di  i;(a:)  » 
1}   3+1  +8  +5     »     délia  trasf.  in  x-l  ; 

qnesta  trasfonnata  non  présenta  che  sole  permanense ,  quindi  le  due 
radici  dubbie  sono  imaiaginarie. 
EsBM.  11.  -  Equas.  data  f(x)=x*-2a5'-6x*+16aî+5=o. 

Tipo  del  caleolo. 

0)  1-  2-  6+10+5  , 

1)  1+  2-  6+  t+8 , 

2)  !+  6+  6^  6+!  , 

3)  1+10+30+28+8  doe  yariazioni  perdute  ; 

quindi  fra  2  e  3  Ti  sono  due  radici. 

0)  1-6+6+6  +1  inversa  délia  2) 

1)  1-2-6+t  +8  due  Yariazioni  rimaste , 

2)  1+2-6+10+5, 

3}    1+6+6-12-8  una  yariazione  rimasla  » 

nà  occorre  procéder  oltre,  esseodo  chiaro  che  continuando  nelle  tra- 
sfonnazioni,  quest*allra  variazione  si  cambierà  in  peroaaneoxa  ;  laoQ- 
de  le  due  radici  comprese  ira  2  e  3  sono  reali. 

Quanto  aile  radici  négative,  si  cambieranno  I  segni  de'  termioi  di 
posio  pari  nella  proposta,  e  si  à 

0)    1+  2-  6-10+5 

1]   l+10+18=b  0-4  una  variaz.  perduta, 

2)   1+    +    +    +    una  yariaz.  perduta, 

quindi  délie  due  radici  negaUve  una  cade  tra  0  e  -1,  Taltra  tra  -1 
e  -*  2v  nà  ve  ne  sono  dubbie.  CqA  le  radici  négative  si  trovmo  se- 
parate. 
EsBx.  m.  -  Equaz.  f(x)=a5«+6a;»-40aî«+60a3*+x-l=o. 

Tipo  del  calcolo. 

0)  1+6+  0-40+60+  1-  1 , 

1)  1+12+45+40+1S+37+21  tre  varias,  perdute , 

quindi  Tequasione  data  h  tre  radici  tra  0  e  1. 

0)  1-1-60+  40-    (r-    6-  1 ,  inversa  di  f(x) 

1)  1+5-30-190-235-125-21    una  variaz.  rimasta 

laonde  délie  tre  radici  ansidette  una  è  reale  e  le  altre  due  sono  imma- 
gioarie  :  la  reale  qnilldi  si  trova  leparata, 
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Operando  analogamente  sulla  trasformata  ia  -œ  al  Ira? ano  doe  n- 
dici  immagiDarie  neiriatervallo  (-2,  -3). 
EsBK.  lY.  -  Sia  data  Tequasione  (*)    . 

f(œ)==4aî'-6aJ*-7x«+8aî*+l05»--23x*-22aî-3bo. 

Siccome  per  a^=3  si  à  un  risultamenlo  positivo,  cosl Je  radici  posili* 
ye»  80D0  oompreae  ira  aero  a  S. 

Tipo  del  calcûlo 

0)  4^  6-  1+  8+  7-23-22-  5 , 

1)  4+22+41+23-11-30-58-44  due  varias,  perdute , 

2)  4+    +    +    +    +    +    - 

3)  3+    +    +    +    +    +    +  una  varias,  perduta 

quiodi  due  radici  dubbie  tra  0  e  1,  e  una  reale  tra  2,  e  3. 

0)    5+22+23-7-8+7+6-4  inversa  di  r(a5) 
1]    5+    +    +  +  +  +  +    nessuna  variazfone , 

quiodi  le  due  radici  dubbie  sono  imoiaginarie. 

Per  le  radici  négative^  si  cambino  i  segni  de'  lermini  di  poslo  pari 
délia  proposla,  e  si  à 

0)    4+  6-7-8+    7+23-22+5  » 
1)4++     +     +     +   +    +     Quattro  variai,  perdute , 
0;    5-22+23  +    7-    8-  7+  6+4    inversa  dî  fC-ae) , 
1/    5+13-    4- 33- 15  f  16+14+8    due  varias,  rîmasle  , 

2)  5+48+179+317+248+33-38+4 

3)  5+    +     +     +     +    +    +     duc  varias,  perdute  ; 

le  qoaltro  varlasioni  perdute  dalla  1}  indicano  che  la  proposta  deve 
aTere  al  piû  quattro  radici  reali  négative  comprese  fra  0  e  —  1  ;  ma 
essendo  riraaste  due  variasioni  nella  trasformaia  1)  6  segno  che  due 
dl  quelle  quatlro  radici  sooo  immaginarie  ;  e  le  due  vanazloni  per- 
dute nella  3)  indicano  due  alire  radici  tntlavia  dubbie,  e  perô  ope. 
rando  secondo  i  prindpi  esposti ,  si  procédera  ne!  calcolo  corne 
appresso  : 

0)  4-38+    33+    248+    317+    179+      48+ 5,  inT.  di  2) 

ty  4-10-111-     17+ 1019+ 2462+ 2314+ 796, due v.r. 

2)'  4+  18-    87-    582-    219+  4241+  9640+6*57, 

3)'  4+  46+  lOS-    607-  2917-    424+14838+19472, 

4)'  4+  74+  465+    748-  3235-10993+  3640+30517 , 

5)'  4+102+  993+  4323+  6027-10366-22262+21220, 

6)'  4+130+1689+10938+S5429+45197-  2616+41 

6,05)'  4+     +       +        +        +        +         +  due  var.  per. 

0)  41-  20i6+4«197+33429+10958+  1689+130+4  inv.  di  6)' 

20}  41+        +         +        +         +        +     +0089»  var.; 

n  TouivG.  —  opéra  cUato,  pag.  201. 
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pertanto  le  altre  due  radici  dubbie  sono  pur  esse  icnmaginarie,  e  Te- 
quaiione  non  à  rsdici  negatife. 
Si  è  passalo  da  0)  a  20)  perché  rintervallo  da  6)'  a  6,05/  è  di  0,05 

1 

^  lô  *  ^  perciô  rioleryallo  nella  inversa  di  6)'  deY'essere=20. 


l*  Anche  il  prof.  Bellavitis  (  Svl  più  facile  modo  di  trovare 
le  radici  reali  délie  equazioni  nymeriche^  pag.  39  )  à  dalo  un  chte- 
rio  per  sapere  se  uoa  data  equazione  abbia  ra^iici  tra  zéro  e  1.  E  pri- 
ma d*espor)o  è  d'uopo  dimoslrare  che  se  P,  iV,  AT,  B,  £,  K  sono  quan- 
tità  posiliTOy  le  tre  (unziooi 

(17)  -Px+P,  (Jir-]Vjx»-Jlfx+lV,  Hx^-Kx+L 

rimangono  positive  da  2C=:o  ad  co=l,  purcbë  sia  If  ^  2iV  per  la  se- 
conda ,  e  per  la  lerza  sia  n>K}  :  4£. 

Quanto  alla  prima  funziooe  la  proposizione  è  évidente.  In  ordioe 
alla  seconda  s*osservi  ch'essendo  eguagliata  a  zéro  ,  dà  Tequezione 
(tf-JV)aî*-J»faB+JV=o,  la  cui  trasformala  in  ^  -«  è  JVx*4- (2JV-ilf )x=:0, 
da  cui  si  vede  che  questa  trasformata  présentera  sempre  permanea- 

ze ,  se  Jir  ^  2iV,  e  cosi  la  proposta  (iif-  ]V}x*  ec  non  ammette  radici 

tra  zéro  ed  1  (n.**  373)  quindi  il  trinomio  {M-Ifix^-Mx + N  sarà  po- 
sitivo  »  ne  s*  annuUerà  per  qualunque  valore  di  x  compreso  Ura  zéro 

e  1,  sinchè  ff^  2iV.  Finalmente  la  terza  funzione  (17),  eguagliata  a 

zéro,  dà  radici  immaginarie  finchè  Jï>£':4£,  com'è  agevole  veriflca- 
re  ;  e  perô  essa  (n.^  274)  sarà  costantemente  positiva  e  diversa  da 
zéro  per  qualunque  valore  di  x,  essendo  che  Jï>  o.  Pertanto  è  vero 
ciô  che  si  voleva  dimostrare.  Anzi  possiamo  conchiudere  di  più  che, 
anamesse  le  ipolesi  precedenti  su  i  segni  e  suile  relazioni  délie  quan* 
tità  P,  M,  ec. ,  ciascuna  délie  funzioni  (17)  moltiplicata  per  una  quai- 
sivoglia  potenza  délia  x  rimane  positiva,  ne  mai  s'annuUa  per  qua- 
lunque valore  compreso  fra  zéro  e  1 . 

Posto  ciô,  è  chiaro  che  se  il  primo  membro  â*una  data  equazione 
potesse  divenire  una  somma  di  bioomii  o  trinomii,  o  anche  monomii 
posilivi  Q  moltiplicali  per  certe  potenze  di  x ,  quel  primo  membro 
non  potrebbe  annuUarsi  per  valori  di  x  compresi  tra  zéro  e  1 . 

Per  vedere  in  quai  modo  si  possano  veriflcare  queste  condizioni , 
supponiamo,  per  âssar  le  idée,  che  s*abbia  Tequazione 

(18)  aQX^+a^o(fl+a^^+a^-{'a^—o , 
e  consideriamo  il  polinomio 

(19)  i   95œ'+(P4aH-Î4)  x'+ip^^i)  œ'-Kp^œ+ît)  œ* 

che  sarà  identico  al  primo  membro  délia  proposta  equazione  se  sia 
5=^4,  gt+P=as,  g2+Pi=a,,  qr\-Pi=(^i>  5*+P3=cto>  95+P4=o  » 
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dalle  quali  eguaglianze  si  traggono  le  segoenti  : 

5=04,  gi=a3-p,  Ç2=a|~p4,   g3=a|-p,,   gi=a^-P5; 

ma,  perché  i  binomii  che  fanno  da  coefficienii  aile  polenze  di  x  nel 
polinoœio  (19)  soddisfacessero  le  condizioDi  indicate  nel  d.^  prec,  è 
d*uopo  che  sia 

p+g=o,  p,+g,=o,  P2+g2==o,  Ps+g3=«>,  p*+g»=o , 

quindi  sostilaendo  aile  q  i  loro  valori  précèdent!  avremo 

p+a*=o,  Pt+a5-p=o,  Pt+02-Pi=o,  P5+a,-pj=o,  p^+a^-p^^o, 

da  cui  si  ricaya 

(20)     p+a4=o,   p,+a8=p,  Pt+a^^p,,  Pi+a,=p^,  Pi+(^o=Pz' 

Laonde  per  ridorre  il  primo  membre  della  proposta  equazione  (18) 
alla  forma  (i9),  ciuè  a  una  somma  di  Jbinomii  délia  forma  — Px+P, 
rooltiplicali  per  certe  polenze  di  a;,  conyiene  trovare  taie  quanlilà  p, 
che  agglunla  ad  a^  dia  zéro;  laie  quantité  p,  cbe  aggiunta  ad  a^  dia 
per  somma  p;  taie  quanlilà  Pj  che  a$?giunta  ad  a^  dia  per  somma  p,, 
e  cosl  cootinuando  sino  ad  aggiungere  il  coefflciente  a^  del  primo  ter- 
mine» e  allora  devcsl  avère  per  somma  la  quanlilà  p^  precedentemenle 
determinata.  Fatto  ciô,  se  le  quanlilà  p ,  Pi ,  eo.  risullano  tulle  dello 
slesso  segno,  anche  il  polinomio 

Pv^+  (-Î>*3C+P*)  35*+  (--Pz^+P^)  ^+*  •  •  •+  (~P35+p)  = 

Oo05*+a,aî'+as,oc*+a3cc+a4 

sarà  dcl  medesimo  segno,  ne  mai  s*annullerà  per  qualunque  valore  di 
X  da  zéro  ad  l  ;  si  che  la  proposla  non  ammetterà  in  quesîo  caso  ra- 
dici  Ira  zeroe  1. 

EsEiH.  —  Si  TOglia  sapere  se  Tequazione  as^-ia;^+3a0'6=o  à  radici 
tra  zéro  e  1  • 

Tipo  del  calcolo 

1-4+3-6  coefB.  della  proposia 


+6+7+3+6  0  valori  p. 

Il  ralore  che  aggiunto  a  —6  dh  zéro  ë  6  ;  quelle  che  aggiunto  a  3  dà  6 
ë  3  ;  quelle  che  aggiunto  a  — 4  dà  3  ë  1  ;  e  finalmeote  quello  cbe  ag- 
giunto a  !  dà  1  ë  6.  Ora  questi  coeificienli  +6,  +7,  +3,  +6,  +0  son 
tutti  positivi,  dunque  la  proposta  non  à  radici  tra  zéro  ed  1.  In  que- 
sto  modo  risulta 

-6  05+6 
(-3  X  +3)x 
-(œ»-4x«+3x-6)=  /         (-7  a;+7)x« 

(-6œ+7)a;* 

+6x*. 

S82.  Fin  qui  seorgiamo,  accorde  tra  cotesto  criterio  e  quello  del 
BuDAN  (n.^  373)  ;  e  cosl  dOYe?a  essere,  perche  le  quanlilà  dinotate 
da  p  sono,  seconde  iodicano  le  stesse  formole  (20),  quelle  che  s'ot* 

RuBiNi,  Complemenio  iVAlgebra,  V 
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lengono  se  si  royesciano  i  coelBcienli  délia  proposta,  e  si  forman  qoellt 
délia  trasformata  in  œ—\  ;  e  Tesempio  del  d.^  precedeole  paragonato 
col  1^  del  n.^  375  chiaramonlc  lo  moltra.  Ha  secondo  la  dedazione 
di  quesla  regoia,  data  dai  Bellavitis,  rimnne  di  più  provato  ehe  non 
occorre  che  i  coefllcicnli  p  risullino  tuUI  dello  stciso  segno  ;  imper- 
ciocchèalloralasparlizionc  del  priru<)  inc:nbro  dcir equazioQe  data 
si  puô  farc  in  parti  Irioomie  in  luogo  di  binoTii'*.  In  eiïeiU,  suppo- 
niamo  che  sieno  +iVe  -il/l'ullimo  e  il  pcnullimo  coeflîcîenle  dclFe- 
quazione  data  :  i  tre  ultimi  coeiTicienti  p  ,  a  partire  da  dhtia  ,  saran- 
no  0,  — IV,  ilf— iV  :  or  se  !fl—N  è  positive,  cioè  di  segno  contrario  a  — ff 
il  trinomio  (iH-]V)x*— Mx+iV,  corne  abbiamo  già  dimoslralo  (n.**  381), 
conserva  sempre  il  raedesimo  segno  Ira  cc=o  c  a;=1,  purchè  8lailf<2iV; 
quindi  la  slessa  cosa  avrà  pur  Iqoîïo  se  3I—N<N:  laonde,  lo  stesso 
ragionamento  avendo  luogo  por  tre  termini  p  consecuiivi,  e  potendo 
in  questo  caso  scomporre  il  primo  membro  dclfequanone  data  in  tri- 
nomii  in  luogo  di  biaomii,  cosi  la  rcgoia  proposla  continuera  a  sus- 
sistere,  se  vi  sio  qualcuno  de'  coeflîcienli  p^  di  segno  contrario  al  pri- 
rao  p,  che  viene  a  sinisîra  del  z^^ro,  purche  quel  cocffirienle,  in  valo- 
re  assoluto,  sia  minore  di  queslo  :  o  pure,  se  vi  sia  qualcbe  coefficien- 
te  di  segno  opposto  a  quello  degli  allri,  purcbc  il  primo  si  trovi  tra 
due  lermini  dello  slesso  segno  di  p,  a  sinistra  del  zéro,  e  quello  che 
è  a  désira  sia  in  vaiore  assoluto  minore  di  p^. 

393.  Perô  dallo  slesso  ra^'ionamento  superiore  risuUa  che  se,  es* 
sendo  tullavia  Jtf-iVdi  segno  contrario  a  —  iV,  fosse  inoltre  SH>2N,  o 
vero  M—N>Ny  allora  il  trinomio  (j>f-JV)aî*'*-afa3+iV non  conserverebbe 
più  il  medesimo  segno  tra  x=^o  e  a;=l.  Ha,  in  questo  caso,  appunto 
perché  il  coelïlciente  Jl/-iV,  che  chiameremo  in  générale  p,.  (  raenlre 
glî  allri  due  11  dinoloremo  con  j\_j^  e  p^.o)  è  posiiivo,  il  nostro  trino- 
mio si  Irova  nel  caso  deiraltro  Ux^-Kx+L^  il  qualc  conservera  pure 
il  segno  da  03=0  ad  ac=1 ,  se  II>  Er  :  4L  (num.*^  381),  e  perA  p,.  deve 
cssere,  in  valorc  assoluto,  almeno  cgualc  a  p%..,  ;  4p,._j;  e  inoltre  il 
précédente  termine  p^^i  deve  risuitarc  dello  stesso  segnô  di  — p^. 

384.  Ma  se  si  trovassero  duo  successivi  coeiTicienti  p  di  scj^no  op- 
posto a  —  p, ,  0  anche  il  primo  a  drilla  di  segno  opposlo  a  questo— p, , 
non  si  poirebbe,  seguendo  le  spartizioni  precedcnti ,  trame  alcuna 
conseguenza,  perché  Tequazione  data  potrebbe  veramente  ammette- 
re  radici  tra  zéro  e  1 ,  o  almeno  bisognerebbe  dire  che  la  regola  cade 

in  difetto. 

EsBM.  -  Sia  requazione  a5'-2œ«+îaî^-2aî*-28x*+18aî-3=o  ; 
si  formera  il  calcolo  secondo  il  seguente  tipo  : 

i-2+4-2+0-28+i8-3 

0+1-1+3-1-1+1-27+  3  0, 

in  cui  la  llnea  superiore  conliene  i  cocfllcienîi  délia  proposta  ;  e  i  nu- 
meri  délia  seconda  linea  si  sono  ottenuti  seguendo  le  rcgole  prece- 
dcnti ;  vale  a  dire  si  è  scrilto  priraamente  +  3  che  aggiunto  a  —  3  dà 
zéro  :  indi  nel  formare  il  termine  preccfiente^'avrebbe  dovuto  preo- 
dere  quel  numéro  che  ags^iunto  a  18  du  3,  cioè  s'avrebbe  dovuto  pren- 
der  ~  15,  il  quale  sarebbe  perclô  riescito  di  segno  opposlo  a  +  3  ; 
quindi,  com*à  slato  spiegato  nel  n.^  prec. ,  si  è  preso  invece  il  nume- 
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ro  inlero  più  prossimo  a  18^  : 43,  che  è  esaltamente  27,  e  si  è  scritto 
—27  ;  gli  altri  termiai  sonosi  oUenuli  senz'altra  eccezione,  ecomun- 
que  il  —  1,  che  précède  il  -f  3  è  risultHio  di  segno  contraTio  a  quello 
degli  altri  termiai ,  noodimeno  si  è  ritenulo  tal  qaale ,  essendo  che 
esso,  in  yalore  assoluto,  ë  minore  del  3  che  gli  sta  accanto.  Pertanto, 
troyandosi  i  termini  conlenuti  nella  seconda  riga  nelle  condizioni  dél- 
ia regola,  cioè  d'avcr  lo  slesso  segno  ad  eccezione  de' due  —1  e  —27, 
che  per  altro  sono  preceduli  e  seguiti  da  ailri  termini,  che  ànno  se- 
gni  simili,  si  puô  conchiudere  che  la  proposla  equazîone  non  à  ra- 
die! Ira  zéro  e  1,  Bm  yero  che  il  primo  zéro  a  sinistra,  se  i  termini 
che  lo  seguono  fossero  tutii  i  veri  coefficienti  dclla  trasformata  în  z— 1, 
corne  abbiamo  fatlo  più  innaozi  notare,  indicherebbe  essere  1  ra- 
dice  délia  proposla  (n.^  32S)  :  ma  comechè  delli  coefllcienti,  a  cagio- 
ne  délia  modiflca  dovuta  fare  sul  terzo  termine  ,  partendo  da  drit- 
ta,  per  ridurlo  a  —27  in  iuogo  di —15,  non  sono  i  veri  coefficienti 
délia  trasformata,  cosl  cerlamente  1  non  pu5  essere  radice  délia  pro- 
posta ;  e  ciô  lo  conferma  la  sostiluzione  di  1  in  luogo  di  x  in  detla 
equazione,  la  quale  per  quosto  valore  non  si  trova  veriflcaïa. 

39âî.  Criterio  di  Stlvbster.  —  Il  teorema  esposto  nei  n.'  309 
e  seg.  ci  porge  benanche  il  mezzo  di  riconoscere  la  natura  délie  radî- 
ci  ne'  casi  dubii  :  lo  applicheremo  al  seguente  esempio,  che  ë  il  III 
del  n.«  380. 

EsBu.  —  Equazione  data  a5^-i-6œ'-40a5^4-60œ*+aî-!=o.  Seconde  II 
teorema  di  Stlvestbr  bisogna  formare  primamenle  gU  elementi  sent- 
plici  (a."*  308)  délia  data  equazione,  i  quali  sono 

4       1    4.A    -,*<>     M^    4-L        I 
^'"^  6  '"^  15'      20'"*"  IS'"^  6  '       ' 

che  moUiplicati  per  6,  a  fine  di  non  aver  Trazioni  (  il  che  puô  farsi , 
perche  ciô  riducesi  a  moltiplicare  Tequazione  data  per  6)  divengono 

6+  6+  0-  12-H  24-f    1-  6  elementi  semplicf, 
36+36+72+120+588+144+36  elementi  quadralici  ; 

queste  série  associate  ammettono  tre  doppie  permaneoze,  quindi  Te- 
quazione  date  polrebbe,  al  più,  ammettere  tre  radici  posiliTe. 
Formando  la  trasformata  in  x-l  abbiamo  che  essa  ë 

a;«+12x*+43x*+40x3+lî)xH37x+27=o; 

moltiplicandola  per  30,  e  poi  prendendo  gli  elementi  semplici  e  i  qua- 
dralici, si  trova  la  doppia  série 

6  +12+  18+12+     6+  37+162  , 
6«+36+480+36-408+672+lG2^  ; 

la  quale  ammelte  quattro  doppie  permanenze  ,  e  perè  la  proposta  à 
4-3  0  sia  una  sola  radice  reale  ira  zéro  e  1  ;  montre  col  metodo  del 
n.^  380,  avevamo,  a  prima  gliinla,  trovate  indicate  ire  radici  Ira  gli 
stessi  limiti.  Uelle  allre  due  radici  non  occorre  occuparsene  essendo 
immaginarie ,  poicho  la  trasformata  in  x-i  à  lutte  le  radici  négative, 
e  quelle  positive  délia  proposta  sono  minori  di  1. 
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LEZIONE  XXYIL 

DelVapprosHmazitme  délie  radiei. 

S86.  Data  requazione 
(1  )  t{x)^x''+a^x'^+a^O[^^+y  •  •  •  •  +a^^iX+a^=:o , 

e  separate  le  radiei  coi  meiodi  esposti  nella  lezione  précédente,  re- 
sta ad  approssimarsi  al  valore  delta  radiée  compresa  ira  due  nttmeri 
inleri  a  e  b  :  ciô  puo  farsi  in  difersi  modi. 

SSl.  Metodo  délie  medie  aritmetiche. -Essendolaradice 
coropresa  tra  a  e  b,  si  prende  il  medio  arilmelico  a  tra  questi  due  nu- 
meri,  prendendo  rinlero  più  prossimo  a  questo  medio,  quando  risul- 
tasse  frazionario  :  ciô  faito  si  sostituisce  a'  nella  proposta  equazione,  e 
s^avrà  un  risullameoto  f(a')  di  segno  contrario  a  f(a)  o  a  f(bX  perrhè 
per  Ipolesi  questi  due  yalori  sono  dl  segno  contrario  tra  loro  (q.^210); 
ponamo  che f(a')  risuiti  di  segno conirario  a  f(a)«  allora  la chiesta 
radice  si  tro?erà  coœpresa  tra  a  ed  a'  <  b,  cioè  si  troverà  fra  due  1:- 
miti  più  ristretti  dei  primi  aeb,e  che  si  possono  anche  più  restrio- 
gere,  operando  su  a  ed  a'  corne  si  è  fatto  su  a  e  b.  E  s'osserri  che 
essendo  o'=j^(a+b),  se  poniarao  b  — a  =  cl,  risulterà  a'^ai-^dj  di 
modo  che  la  differeoia  tra  i  due  limiti  a  ed  a'  è  meta  di  queila  dei 
due  limiti  precedenti  aeb:  quindi  alla  seconda  operazione  la  dilTe- 
renza  de'  nuovi  limiti  si  troYerà  {-  d,  e  cosl  appresso  ;  per  modo  che 
quest*operazione  si  puô  conlinuare  finchè  la  diCTerensa  de*  due  limiti 
risuiti  minore  d*uoa  data  quantité,  poniamo  d'un  decimo,  d'un  cenle- 
simo,  ec. ,  e  allora  ciascuno  de'  due  limiti  potrà  ritenersi  corne  yalore 
approssimato  délia  radice,  e  il  grade  d'approssimazione  (in  più  o  in 
meno  )  sarà  appunto  queila  quantité  un  decimo,  un  cenlesimo,  ec. 

Pub  lalvolta  anenire  che  la  radice  richiesta  sia  minore  di  1  :  in 
questo  caso,  invece  di  calcolare  ad  un  grade  d'approssimazione  mino- 
re, poniamo  di  -^  deU'unità,  è  più  con^cniente  di  farlo  a  meno  di  |^ 
dei  yero  valore  o;  délia  radice  ;  e  ciô  s'ottiene prolungando  Vappros- 
atmozione  finchè  non  si  giunga  a  due  limitiy  la  cui  differenza  sia 
minore  di  -^  dei  piib  piccolo  di  cssi  :  in  fatti  se  a  e  ^>a  sono  cote- 
sti  limiti  e  si  à  ^— a  <  -^  a ,  con  più  ragione  sarà  ^-a <-^  x  ,  poi* 
chè  x>(i. 

399*  Questo  primo  metodo  tanto  semplice  in  teoria,  è  perô  molto 
laborioso  nella  pratica,  per  le  numerose  sostituzioni  a  fare  quando  si 
vogliano  molti  decimali  ;  e  questa  dilïïcoltà  cresce  benanche  col  gra- 
de dell'equazione. 

Metodo  délie  trasformate.  —  Supponiamoche  traiduenu- 
meri  consecutivi  a  e  a+i  cada  una  sola  radice  délia  proposta  f(x)=o, 
e  sia  ta(x)=o  la  sua  trasformata  in  x—a  ;  ponendo  x=i^x'  yU  nuo- 
va  trasformate  fa(a?')=o  avrà  le  sue  radiei  décuple  di  quelle  della  pré- 
cédente, e  diminuendo  d'un'unità  per  volta  le  radiei  di  ï{x')=o  dovrc- 
mo  necessariamente  incontrare  due  trasformate  consécutive,  i  cui  ter- 
mini  noli  abbiano  segni  contrarii  ;  cosl  che,  se  b  e  b+1  sono  i  nume- 
ri  corrispondeoti  a  queste  trasformate,  la  fa(â/)  =s o  avrà  una  radice 
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compresa  fra  6  e  6+1  (n.<»  32S),  e  quindi  la  fa(œ)=o  l'avrè  compresa 
tra  -^^  6  e  7^  (b+\)  ;  e  finalmente  la  proposta  f(a5)=o  avrà  la  sua  ra- 
diée (che  si  sapeva  cadere  ira  a  ed  a+1)  compresa  tra  a^-Jj  6  e 
^+f7Q  C^+O*  ^^^^  î  lî"^^^i  ^^11^  radice  sono  slati  più  ristretti,  e  irattan- 
dosi  dî  avère  il  valore  di  questa  radice  con  soli  decimi,  si  puô  pren- 
dere  Tuno  o  Tallro  di  questi  valori.  Ora,  à  molto  agevole  forma- 
re  le  iûdicale  trasrormate ,  e  qui  ne  faremo  1*  applicazione  ad  un 
esempio. 

Abbiasi  Tequazione  f(5c)=aî*+3x-l=o,  la  quale  à  una  radice  com- 
presa fra  1  e  2,  com'è  agevole  assicurarsenc.  Diminuiamo  quindi  le 
radici  di  1,  e  a?remo  la  Irasformala  f,(aî— l)=x*+3x*+6a;— 3=0  ; 
quindi  si  farà  cc=x'  :  10,  e  s'avrà  f,(x'-l)=x^+30ac*+600a5-3000=o; 
e  finalmente  si  troveranno  le  successive  trasformate  di  questa  equa- 
ziooe  ,  diminuendone  le  radici  d' uo"  unità  per  voila»  e  s'avrà  il  se- 
guente 

Tlpo  del  calcolo 

1+  0+3    -     7  coef.  di  t(x) , 
«+  3+6    -      3     »    dl  f(cc-!) , 
1+30+600-3000    »     dif(œ'-«), 

1)  1+33+663-2369  , 

2)  1+36+732-1672  , 

3)  1+39+807-  903  , 

4)  1+42+888-    64, 

5)  1+45+975+  867. 

La  4.^  e  5.^  Irasformala  ànno  i  loro  ultimi  termini  di  segno  contra- 
rio ;  e  perô  l'cquazione  f,(œ'— l)=o  à  una  radice  compresa  fra  4  e  5  ; 
quindi  f|(a)-1)=:o  à  una  radice  compresa  fra  0,4  e  0,5  ;  e  finalmente 
la  proposla  equaziooe  f(sc)=o  à  la  sua  radice  (esistenle  fra  1  e  2)  com- 
presa fra  i  due  limiti  più  rislrelli  1,4  e  1^5. 

389.  Se  fra  a  ed  a+1  cadessero  più  radici  a  un  tempo,  allora,  se 
quesle  radici  fosser  lali  da  aver  diversa  la  cifra  de'  decimi,  formando 
le  trasformate  deirequazlone  in  as',  si  dovran  trovar  tanti  cambiamenli 
di  segno  fra  gli  ultimi  termini  délie  successive  trasformate,  per  quante 
8ono  le  dette  radici.  Ma,  se  alcune  o  lutte  queste  radici  ànno  comune 
la  prima  cifra  décimale,  allora  questo  numéro  di  cambiamenli  di  se- 
gno sarà  inferiore  a  quelle  di  dette  radici  ;  e  in  questo  caso  bisogne-* 
rà  nella  trasformala  f(a5')  =  o  porre  x'  =  -^^î  œ" ,  e  operare  suUa  nuo- 
va  trasformata  f(x")=o,  corne  si  è  fallo  sulla  précédente. 

Applicando  questo  metodo  aircquazione  x'— 7x+7  =o,  la  quale  à 
due  radici  comprese  fra  1 ,  e  2 ,  si  troverà  che  una  di  quesle  radici 
cade  fra  1,4  e  1,5  ;  e  l'altra  cade  fra  1,6  e  1,7. 

S9D.  Metodo  di  Lagrange.  —  Sia  data  l'equazione 

(1)  X=x'*+aix""'+a2x'*"*+  •  •  +a„.|X+a,^=o  , 

e  si  sappia  che  una  sua  radice  è  compresa  fra  i  due  numeri  susseca- 
tivi  p  e  p  + 1  ;  allora  il  valore  di  detta  radice  dev'  esser  délia  forma 
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p+^9  essendo  jp^l  :  quindi  ponendo  nella  (1)  ia  laogo  di  w  queslo 
valore,  queirequaiione  dev^esser  verificata  ;  si  che,  dînotaDdo  oon  Y 
cîô  che  diviene  il  primo  membro  délia  (1)  dietro  questa  soslituzione, 
ayremo  (a.''  238  e  242) 

(2)  Y=  V+X'^y'^'+iXVj'^^-  •  •  -+1=0  , 

in  cui  Xpy  X'p,  ec.  rappresentano  il  primo  membro  délia  proposta  e 
le  sue  successive  derlvate,  quando  in  luogo  di  x  si  pooe  p.  Cotcsta 
equazione  deve  necessariameote  ammettere  una  radiée  maggiore  di  1, 
perche,  per  ipotesi,  è  y>l  ;  ne  puô  aveme  più  di  una,  alirimeDle  la 
proposla  avrebbe  aoch'  essa  più  d*  una  radice  compresa  fra  p  ep+1, 
eontro  Tipolesi.  Laonde,  se  nella  (2)  si  soslituiscano  !  numeri  natu- 
rali  1,  2,  3,  ec. ,  si  devra  di  uecessitù  trovare  due  successivi  risulla- 
menli  di  segno  contrario  :  sieno  q  e  q+1  i  numeri  înteri,  cui  corri- 
spondono  cotesti  risuitamenti,  e  ne  verra,  corne  per  se,  che  la  radice  y 
sarà  délia  forma  g+f ,  e  ragionando  corne  sopra,  soslilulremo  questo 
valore  in  (2)  e  avremo  la  trasrormala 

(3)  Z=r^«+r^^^+lF^'^*+. . .  .+1=0 , 

la  quale  deve  necessariamenle  ammettere  una  radice  reale  ,  ed  ona 
sola,  maggiore  di  i  ;  per  modo  clie,  dinolando  coq  r,  r+1  i  due  nu- 
meri interi  consecutivi  fra'quali  cade  questa  radice,  avremo  z=r+  ^,  e 
continuando  il  ragionamenio,  formeremola  trasformaladella  (3)iQ 
u,  e,  determinando  i  due  numeri  interi  s,  s+l  fra'  quali  cade  la  radi- 
ce maggiore  di  1  di  questa  trasformata,  faremo  ^=9+^  ;  e  cosi  via 
via.  In  cotesto  modo  operando,  s'a  una  série  di  eguagliauze 

aî=p+y,   î'=3+-7»   ^^^'^ii'  î*=s+-^,  ec. 
donde  si  trae  la  frazione  continua 

œ=  (p,  g,  r,  »,  ecl  ^p  +-~  ,  i. 

^      r  +ec. 

di  cui  si  polran  quindi  calcolare  le  successive  ridottc,  e  ii  grado  d'ap- 
prossimazione  di  ciascuna  ;  ia  guisa  cbç,  se  si  è  pervenuU  a  taie  una 

ai  colesle  ridoUa  -^ ,  che  il  suo  grado  d'  approssimaûone,  espres- 

ISO  da  -^  (E.  n.^  4S2),  sia  minore  di  quelle  che  si  desidera,  l'opera- 

zione  polrà  essere  arrestata. 
391.  Teniamo  alla  pratica,  e  supponiamo  data  requaz'one 

(4)  xMa3-5=o , 

che  già  sappiamo  avère  una  radice  reale  compresa  fra  2  e  3  (q.^  342). 
Quindi  formeremo  le  seguenti  operazioni  numeriche. 
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Tipo  dol  calcolo 

1  —  0-2  -5    coef.  délia  proposla  X=o,  2<a5<3  , 
1  -10-6  -i      »      »  irasformala  K=o,  10<î/<H  , 
61-94-20-1      »      »  »         Z=o,    1<2<2, 

51+25-89-61     »      ))  jf         U=o,    l<tt<2, 

ec.  ec  ec« 

Toiendo  arreslare  il  calcolo  a  qucsta  terza  trasforroata ,  avremo  ,  in 
frazione  coniiDua,  cc=[2,  10, 1,  i],  e  qoindi le  corrispondenti frazio* 

2      21     23     44 

ni  eonvergenli  (n-<>  492,  ^^O  -r"  '  TS  '  Tî  '  2Ï'  ^^  ^*  rltlene  quesCul* 

1 

tima  per  ?alorc  délia  radiée,  si  commeUe  un  crrore  <  tôtx»  >  ^  poï* 

chè  quesla  frazione  è  =  0,  003  ec. ,  cosl^  sino  ai  centesimi  il  valore 
délia  radiée  sarà  esattamenle  2,09. 

391.  Supponiamo  ora  che  tra  i  due  nameri  p  e  p  + 1  cadano  pià 
radicj,  il  cui  preciso  numéro  puô  essere  determinato,  seguendo  le  re<* 
gole  poste  nella  lezione  précédente;  e,  per  flssar  le  idée,  supponiamo 
ehe  Te  ne  cadano  solamente  due  :  in  tal  caso  la  trasformata  (2)  in  y 
dovrà  necessariamente  avère  due ,  e  solo  due  radici  reali  ciaseuna 
maggiore  di  1  ;  si  che,  con  la  sostituzione  de*  numeri  délia  série  ordi* 
narin,  dobbiarno  incontrare  due  canfibiamcnti  di  segno,  o  almeno  uno. 
Consideriamô  per  ora  ii  1^  caso,  e  suppoûiamo  che  un  primo  cambia* 
mento  di  segno  siesi  aTuto  coi  numeri  9,  g+1,  e  un  secondo  coi  nu- 
merl  q' ,  g'+l  :  in  queslo  modo  le  due  radici  sono  separate,  e  si  puô 
approssimare  ciaseuna  di  esse  separatamenie  al  modo  spiegato  nel 
n.**  prece. 

Poniamo,  per  esempio,  che  s'abbia  reqoazione 

(5)  a5»-lx+7=o , 

e  mercè  il  teorema  di  Sturh  si  troverà  che  essa  à  due  radici  reali 


comprcse  fra  1  e  2.  Per  separare  queste  radici  si  porrà  x  =  1 H —  e 

s*avrà  la  seguente  trasformaia  in  y  : 

(6)  î/'-*y'+3î/+l=o , 

la  quale  per  la  sostiluzione  di  1 ,  2  ,  3  in  luogo  di  y  dà  risultamenli 
che  ànno  per  segni  rispettivi  +,—,+,  e  perô  una  radiée  è  compre- 
sa  fra  1  e  2,  e  Taltra  Tra  2  e  3  ;  Jaonde  considerando  i  due  primi  limi* 

ti,  si  porrà  j/=l  H — ,  s!  procédera  nel  calcolo  al  modo  spiegato 

nel  n.^  prec. ,  e  si  troverà  la  frazione  continua  x=^[  1,  1,  2,  4,  ec.  ] , 
cbei  arrestata  a  quella  ridotta  che  si  vuole,  darà  il  valore  approssima- 
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to  dcUa  prima  radice.  Indi  nella  stessa  (6)  si  ponrà  y=i+  — ,  e  pro* 

segucndo  al  modo  stesso  si  trovcrà  la  frazione  continua  x—  [1, 2, 1, 
4,  ec.  ],  che  darà  il  i^alore  approssimato  délia  seconda  radice. 

392.  Se  poi  la  prima  trasformata  in  y  non  desse  due  radici  se- 
pnrdle ,  ma  duc  radici  comprese  enlrambe  fra  due  numeri  iolerl 
conscculivi  q,  g+i»  si  passftrà  alla  seconda  trasformala  in  2,  ponendo 
y=q'\-l  ;  e  se  le  due  radici  maggiori  dcU'unilà,  che  dcve  ammetle- 
re  questa  trasformata ,  cadono  ciascuna  fra  due  numeri  consecutiri 
diff«;renli,  e  poniamo  la  prima  fra  r  ed  r+l,  e  In  seconda  fra  r'  edr'+l, 
allora  ponendo  2  =  r  +  fi  t  la  trasformata  in  i6  non  potrà  ammeitere 
che  una  sola  radice  maggiore  dell*uoità,  e  altreltanto  deve  aver  luogo 
p  T  Faltra  trasformata  in  w,  che  s*otliene  poncndo  z=f '+  J|  ;  in  elTelli 
seciascunadiquestetrasformatcpotesseammeitere  più  d' una  radice 
maggiore  deirunilà ,  allora  non  sarebbe  più  vero  che  y  deve  ammet- 
tere  due  valori,  ma  ne  ammellerebbe  invece  tre,  qualtro  ,  ec.  Se  poi 
enlrambe  le  radici  z  cadono  fra  r  ed  r+l,  allora  si  sosliluisce  s=r+»e, 
conlinuando  a  ragionar  seropre  allô  stesso  modo ,  de?esi  necessa- 
riamente  giungere  a  una  trasformat;i  in  cui  le  due  radici  maggiori  dcl- 
ruoità  si  trovlno  separale,  e  allora  si  formeranno  due  série  diverse  di 
uUcriori  sosliluzioni,  le  quali,  (n.^  379]  condurrannoa  due  frazioni 
continue  différent]. 

Questo  medesimo  raglonamcnto  puô  tenersi  nel  caso  che  fra  i  due 
numeri  p  e  p+i  si  coutenessero  più  di  due  radici  reali  délia  propo- 
sta equazione. 

393.  Ë  ctiiaro  che  se,  in  alcuna  délie  successive  trasformate  si  tro- 
vasse  una  di  quelle  qnaolità  rappresentale  dap,  ç,  r,  ec.  essereesat- 
tamente  una  radice  della  corrispondente  trasformata  «  allora  la  frazio- 
ne continua  s*arresta,  e  la  radice  è  commensurabiie  ;  ma  ciô  nonpuà 
aver  cerlo  luogo  ,  quando  la  propoela  equazione  sia  stata  anticipata- 
mente  liberata  dalle  sue  radici  commcnsurabili. 

39t.  Neiresporre  il  precedenie  metodo  siam  partili  dairipolesi  cbe 
si  sapesse  anticipatamente  esisistere  tra  due  numeri  consecutivi  p  e 
p+t  un  dcterminnto  numéro  di  radici  reali  della  data  equazione;  ma 
seguendo  la  regola  del  n.^  378  non  è  necessaria  alcuna  conoscenza  aa- 
ticipata  sul  numéro  délie  radici,  perché  lo  stesso  procedimento  in  qoel 
numéro  esposlo  ci  fu  determinare  la  nalura  délie  radici  non  solo,  ma 
ci  dû  benanche  le  radici  reali  espressc  in  frazioni  continue,  secondo 
il  metodo  di  Lagbange. 

EsEM.  h  -  Equazione  data  f(aî)=x'-7a3+-7=o. 

Tipo  del  calcolo 

0)    1+0-7  +  7 

2)    l  +  6  +  S  +  î  !  i  ^"®  ^^^'  perdule 
0)'  1  -  4  +  3  + 1  ',    inversa  di  1) 
ly  1  —  1  -  2  +  1 ,)  due  variaiionî  rimaste 
2/  1  +  2  —  1  —  1 ,  )  una  varzionî  perduta 

3y  +    +    +    +   J  una  variazîonî  perduta 


snL'AVtMNUIAnORI  SIUI  BADICt 


M 


« 

Le  due  variatloni  rimaste  nella  trasformata  !)'  In  »-i=—  délia  0)', 

inversa  della  1),  indicano  che  le  due  radici  délia  proposta  comprese 
tra  I  e  8  sono  reali:  e  la  perdita  à'una  variazione  dalla  1)'  alla  2)',  e 
d'un'altra  dalla  2)'  alla  3)'  indicano  che  per  una  di  qaeUe  radici,  y 
cade  tra  f  e  2,  e  per  Taltra  cade  tra  2  e  3,  si  che  si  ânno  le  due 
radici  separate 

Indi  si  continua  ad  approssimare  ciascona  di  queste  radici  separa- 
tamente  : 


o) 


inv.diiy,  or  1-2-1+  1  ; 

^y  1+1-2-  1, 

2)"  1+4  +  3-  1, 
3)"+    +    +     + 
iûY.  di  2y,0r  I  -  3  -  4  -  1  ; 
ir  1+0-7-  7 
i)'"  i  +  3_4_!3 

3)'"  1  +  6  +  5  -  9 

4;"  +  ,+   +    + 

d  cosl  appresso;  laonde  abbiamo 


b) 


inv.  di  2)',  0)"  1  +  1  -  2 
I)"  1  +  4  +  3 
3)"+    +    + 


-1, 
1. 

+ 


inv.  di  1)",  0)'"  1  -  3  -  4  - 1 , 

+  + , 

+  + , 

+  +  +    -  . 

+  +  +    +  ; 


o)   aî=l+ 


1 


*^r+4 


6)    aB=l+ 


I 


1 


+ec. 


^  4  +  ec. , 


comealD.^391. 

Ë  da  notare  cbe  essendosi  troTata  uaa  alessa  inversa  0)'"  per  le  due 
radici,  basta  calcolare  per  una  sola,  e  i  quozienli  incompleti  che  s*ot- 
terranno  nelle  successiye  trasformaie  apparterranno  si  alla  frazione 
continua  che  esprime  una  radice,  si  a  quella  che  esprime  laltra. 

S9S.  Hetodo  di  Nbwton.  —  La  regola  proposia  da  Nbwton  per 
Tapprossimazione  délie  radici  è  la  meno  laboriosa  tra  le  diverse  e* 
scogitate  da  altri  Geometri:  qui  appresso  dimostrerenio  questa  regola 
seguendo  il  chia.  prof.  Gbnogchi  (  Battaglini  ,  Gior.  di  Maiem. 
V.  IL  pag.  27  ),  il  quale  à  dato  un  mezzo  facilissimo  per  calcolare 
due  limiti  dell*  errore  di  ciascuna  approssimazione.  Sia 

(!)         f(a5)=cc*+a4a5*^+(^x*^* +a^iX+a^=o , 

e  sia  a  una  radice  di  quest'equazione:  avremo 

0)  f(x)=(x-a)(p(œ), 

essendo  (p(x)  un  polinomio  di  grade  (n-l)^^;  e  ponendo  x+y  in  lue- 
go  di  Xj  e  sviluppando  con  la  formola  di  Tatlor  ne  risulta 

t{x)+tXx).y^l\x).y^'Ho.={x^a-\^)[(tix^^ 

RuBiNi,  CampUmento  d^Algebra,  28 
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or  qaest'equazkme  essendo  identlea,  i  ooeffloieati  délie  stesse  poten« 
se  di  y  nei  dae  membri  devono  essere  egualii  e  perd  paragonando 
quelli  in  2/  a  1^  grado,  si  deduce 

f(a5)=ç(a5)+(x-a)ç'(â5), 

e  ponendo  ia  quesfeqaauone  il  valore  di  ç(x)  Iratto  dalla  (7),  si 
otttiene 


f(œ).  ,       ,.<f'(x) 


ora,  sopponendo  essere  x  un  valor  prossimo  délia  radiée  a,  e  chift- 
mande  y  la  differenza  a-Xf  abbiamo 


^"^    V{x)  ■"  ç(fic)  y  • 


Quest*equaf  iono  pu5  servire  a  determioare  j/,  cioè  la  correzione  che 
bisogoa  apportare  al  vaI6re  x  prossimo  alla  radKce  a;  e  se  per  una 
prima  approssimazione  si  prende 

si  commelterà  an  errore  espresso  à^^-pr-ry^  il  quale  ei  moslra  che 

se  jf^  non  è,  in  générale,  maggiore  di  1 ,  T  errore  che  si  com- 
mette è  <  t/';  cosl  se  Tapprossimazione  y  6  minore  di  0,1^  o  di 
0,01,  ec.  r  errore  cbe  si  commette,  prendendo  per  valore  di  y  quello 
dato  dalla  formola  (8),  sarà  minore  di  0,01,  o  di  0,0001,  ec-,  per 
modo  che,  verificata  la  dette  condizione,  si  puô  ad  ogni  approsâma- 
zione  spingere  il  calcolo  sino  ad  avère  un  numéro  di  cifre  decimali 
doppio  di  quello  dell'approssimazione  précédente. 
Posto  ciô  abbiamo  per  ipotesi 

'      o=a'^+a^aP^^+a^a'^^+ +a«-ia+a,|, 

e  soltraendo  quesVeguaglianza  dalla  (1)  risulta 

f(x)=(x'*-o'*)+a,(cc^-a*-')+ +a,i^(»-^) 

-r       ^i    ®'*"*+(^+^i)^^*+(^*+^i^*+aj)a)*~*+ec.  i 

e  perciô 


e 


Ora  se  a  e  p  sono  due  limiti  deUa  radice  a,  per  modo  che  a>a>^, 
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sostituendo  una  voila  a  nei  termini  positivi  di  qaesta  espressione  e 
nei  negatiyi  ^  in  luogo  di  a,  e  in  luogo  di  x  ponendo  il  valore  appros» 
simato  già  determioato,  s*avrà  un  limite  di  f '(^)  ;  uQ'allra  Yolla,  po 
nendo  ne*termini  positivi  ^  e  ne'negativi  a  invece  di  a«  e  in  luogo  di  x 
il  dette  valore,  s'avrà  un  altro  limite  di  ff'{x),  e  quindi  due  limiti  délia 

ç'  (x) 
frazione  Jrrr  »  ^^^  ^^^ome  abbiam  veduto  serve  per  assicurare  il  gra- 

do  d'approssimazione.  II  primo  di  cotesti  limiti  sarà,  algebricamente, 
ilsoperiore,  e  Taltro  i'inferiore;  infatti  chiamando  ^(a^x)  la  somma  de! 
termini  positivi  di  ?'(cc),  e  yja.x)  quella  dei  termini  negativi,  e  os- 
servando  che  a>p,  avremor<Ka,x)>tKP,x),  x(a,œ)>"x{p,îB),  e  quindi 

+(a,a;)-x(p,x)>4/(P,x)-x(a,aj). 

Per  avère  due  limiii  di  (f\x)  si  potrà  pure  sosUtuire  tanto  invece  di 
a  quanto  invece  di  x  uoa  voila  il  limite  superiore  a,  e  un*altra  volta 
il  limite  inferiore  ^,  e  ciô  renderà  più  agevole  il  calcolo  di  detti  li- 
miti di  <f\x).  In  fatti  sia  a^^^^x^  un  termine  qualunque  di  f(fl;)  :  a 
questo  termine  corrisponderà  in  ?(as)  la  somma  di  termini 

e  perciô  in  <f\x)  vi  sarà  la  somma 

(9)  a,j^[(m-l)a5"^*+(m-2)aaj^*+(m-3)a«x"*^+  •  •  •  •  +a^^)] , 

la  quale  contieoe  tutti  i  lermini  del  grado  (n—i)^^  rispetto  a  œ  e  ad 
a.  Ora  supponendo  x  valore  prossimo  ad  a,  e  perô  compreso  an- 
ch'esso  tra  a  e  ^,  e  ponendo  flc=a=a  in  tutti  i  termini  positivi  di  (f'{x) 
e  x=CL=^  in  tutti  i  rimanenti  termini  negativi,  avremo  un  limite  supe- 
riore di  <f'{x)  ;  cambiando  Tordine  di  coteste  soslituzioni  avremo  un 
limite  inferiore  :  in  questo  modo  i  termini  (9)  del  grado  (n—%)^^  in 
<f'(x)  divengono  nella  prima  sosUtuzione 

e  nella  seconda  sostituzione  divengono ^(m-l)a,^.^S*^^;  mail 
termine  di  grado  (m-2)"**  in  |  î"(x)  è  appooto  4w(m-l)a,^.^x'*~* , 
qiyndi  per  avère  due  limiti  di  f '(x),  il  primo  algebricamente  superio- 
re e  Taltro  inferiore,  senza  calcolare  questo  polinomio  f '(x),  si  so- 
atituirà  in  ^P{x)  una  volta  il  limite  superiore  a  délia  radîce  nei  ter- 
mini positivi  e  il  limite  inferiore  ^  nei  negatiri,  e  un*altra  volta  si  se-* 
slituirà,  all'opposto,  ^  nei  termini  positivi  ed  a  nei  negativi ,  e  cosl^ 
s'avranno  i  nominati  limiti  di  ?'(x). 

p'(x) 
SMI.  Abbiam  dette  più  sopra,  cbe  la  frazione  y^  non  deve,  in 

générale,  esser  roaggiore  di  i:  ora  osserviamo  che  per  avère  in  una 
approssimazlone  un  numéro  di  cifredecimali  doppiodi  quelle  ritenute- 

neir  approssimazione  précédente,  basta  che  V  errore  —  ^rri,  ^^  "^^^ 

1    {X)         ;    * 
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iofloisea  soll^iiltima  dfra  dt'qaeirapprossimaiione:  cosl  se  Tap- 
prossimaziooe  !/  ^  <  îq»  t  il  dette  errore  deve  aver  nulle  le  prime 

2n  cîfre  dedmali;  ma  siccome  le  prime  2n  cifre  di  y*  sono  già  nalle, 

cosl  è  chiaro  che  la  frazione  ^^7-^  deve  avère  tal  valore ,  che  molti- 

V(x) 

plicato  per  la  prima  dfra  significativa  di  y^  dia  un  prodoUo  minore 
d*un'Qnità  dell'ordine  2n«*^<Bo  décimale. 

sav.  Passiamo  ora  ad  applicare  Tesposta  regola  ad  un  esempio, 
e  supponiamo  data  Tequazione 

(10)  f(a?)=»*-2x»-3x*4-10»-4=o , 

la  quale  ammette  una  radiée  reale  tra  zéro  e  1,  e  faeendo  uso  del 
metodo  délie  medie  (q.^  387)  si  trova  che  qaesta  radice  approssimata 
sino  ai  dedoi  è  =0,4.  Ora,  seconde  requazione  data,  abbiamo 

quindi,  in  virtu  délia  formola  (8)  per  avère  Tapprossimazione  y ,  bi- 
sogna  calcolarsi  i  valori  f(0,4,)  r(0,4)  e  si  Irova 

f(0,4)=~0,5824 ,    f(0,4)= +6,8960  .    î/=+0,08, 

e  qalndi  x=0,4+j/:=:0,48.  D*altronde,  esseodo  0,4  e  0,5  i  limili  délia 
radice,  cod,  secondo  la  regola,  nei  termini  positivi  di  i-U'ix)  inveee 
di  X  porremo  0,5,  e  nei  negativi  0,4  e  avremo  -3,90  ;  indi  faeendo 
la  sostituzione  contraria  otterremo  —5,04;  laonde  (f\x)  à  compresa 

«»-'.•••  7'.»».  •  ?i  »•- .-^  -  6^  .•"«»  «^  ^.« 

e--0,l  •  Prendeodo  il  medio  fra  questi  due  vaIori>  che  è  =0,65,  possiamo 

ritenere  questo  valore  per  quelle  di-5Lp?:e8iccomey*=0,0064, 

ûosi  r  errore  che  si  commette  in  questa  approssimazione  non  è 
maggiore  di  0,0064  x  0,65  =  0,004160,  si  che  non  puè  influire  sa 
i  centesimi  del  valore  a?=:0,48. 
Passando  a  una  seconda  approssimazione  abbiamo  : 

f(0,48)= -0,0593,    r(0,48)=+6,1800 ,    y=0,0096, 

Per  esser  sicuri  deiroltima  cifra  ritenuta  in  questa  seconda  approssi* 
madone  y,  dovremo  calcolare  i  llmiti  di  f '(x),  prendeodo  per  limili 
délia  radice  0,48  e  0,49,  perché  questi  valori  sostituiti  nella  data  e* 
quadone  dànoo  risultamenti  di  segoo  cootrario  ;  e  perô  calcolando 
il  valore  di  |P(x)  con  questi  due  limiti ,  secondo  prescrive  la  regola, 
troveremo  che  i  limiti  di  9\x)  sooo  -4,4394  e  -4,5516,  si  che  i  li- 

9'(X) 

°iiU  di  jhx  saranno  -0,12  e  -0,14,  il  cui  medio  à  -0,73,  e  quindi 
-  jH  2^^= +0,000061  .  .  . ,  il  che  mostra  che  Tuiama  dfrâ  6 
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ritenute  nel  ji^aloredi  t/=0,0096  è  esatta  e  perciô  puô  ritenersi,  coa 
un'  approssimazione  a  meno  di  j^^  a;=0,4896. 

Possiamo  d*altroDde  notare  che  si  ànoo  risullameDti  di  segQO 
coalrario  ponendo  neirequazione  data  œ=0,4895  e  x=0,4897,  il  che 
è  uoa  pniota  dell'esaltezza  deiroltima  cifra  7.  Cosl,  Tolendo,  puè  pro- 
cedersl  a  uoa  terza  approssimazione,  e  avère  il  valore  délia  radiée 
con  Otto  cifre  deciroali. 

S99.  Metodo  di  Horneb.  —  Il  terzo  metodo  di  approssimazione 
ebe  saremo  per  esporre,  fa  rigorosamente  determînare  il  valore  di 
una  cifra  décimale  per  ?olta,  il  che,  per  altro ,  richiede  un  calcolo 
alquanto  prolisso.  Partant©  poniamo  che  ira  a+^  a,  e  a+ ^y  («i+l)» 
essendo  a,  un  numéro  d*uoa  sola  cifra,  cada  u/na  sola  radice  del- 
requazione  data  f(x)=o.  Ora  se  in  quest'equazione  poniamo  a:=œ'+ 
(a+i^  tti),  avremo  la  trasformata 

(11)  r(x>=f(a+|^)  +f'(a+|^).x'+^f"(a+^).x'»+ec.=o; 

la  quale  à  per  radici  quelle  stesse  délia  propostà  diminuite  di 
a+  ^  a,  (n.^  238),  e  inoltre,  poichè  ira  a+  ^«i  e  aH-j^  («i+l)  no» 
cade,  per  ipotesi ,  che  una  sola  radice  deirequazlone  proposta  f(x)=o, 
cosi  la  trasformata  f(x')=o  deve  di  nécessita  ammettere  ana  sola  ra- 
dice ^ompresa  fra  0  e  0,1  e  perô  minore  di  0,1*  Cosi  essendo,  per 
avère  un  primo  valore  approssimato  di  questa  radice,  trascoreremo^ 
nella  précédente  trasformata,  le  potenze  di  x'  superiori  alla  prima, 
ed  avremo  successivamente 

f(û+îVai)+f'(a+^a.).aî'=o,    (12)    x^^J^^y 

e  questo  valore  sarà  sempre  positivo ,  essendochè ,  per  ipotesi,  tta 
O'+'k^i^  A+io  (^1+^)  ^^^  ^^^  che  nna  sola  radice  di  r(x)=o,  quin- 
di  non  puô  caderveoe  alcuna  di  t\x)=o  (n.^  261),  e  perô  f(a+4V^i) 
e  r(a-f4i  ^fl)  s^°^  ^i  segno  contrario  (n.^  306,  II). 

Or  siccome  œf  dioota  quella  parte  délia  radice  che  segue  dopo  i 
decimi ,  cosi  calcolando  una  sola  cifra  di  cotesto  quozieote  avre- 
mo i  centesimi  che  dinoteremo  con  a, ,  e  nel  tempo  stesso  nella 
prima  trasformata  f(x')=o  porremox'=x"+i^a2 ,  e  avremo  una  nuo- 
va  trasformata 

K^)^Kjk  o^)-^^Uiô  OL^'^'H  n^  ai).a/'^+ec.=o , 

da  cui,  come  sopra,  dedurremo 

(13)  œ^=-[r(îfc«î)l:lf'(ifea,)]; 

6  perché  1^5 o^  sia  veramente  ioferiore  ad  x',  è  necessario,  in  vi- 
sta  délia  relazione  x'=x''-f  ;^  a^  ,  che  il  précédente  quoziente  risulti 

1)Ositivo,  e  perô,  se  il  calcolato  valore  o^  è  esaito ,  quelli  di  f  (^  a,), 
'(tsb  ^)  d  cvono  essere  di  segno  contrario.  Inoltre  calcolando  una  sola 
cifra  del  quoziente  (13)  ,  questa  sarà  quella  de'  millesimi  ;  laonde  si 
richiede  ancora ,  che  il  secondo  membro  (13)  uoa  sia  >  0,009.  Quan- 
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do  coteste  condirioni  sono  Yerificate,  slam  cerli  êziandio  che  la  cifra 
a,  de'  cenlesimi,  precedentemenle  calcolata,  sia  esalla  ;  nel  ($aso  cod- 
trario  converrà  modificare  detla  cifra  in  guisa,  che  le  indicate  condi- 
zioni  sien  vcrificale.  Pertanio,  supposle  adempiute  coteste  condizioni, 
e  calcolala  la  prima  cifra  del  quozienle  (13),  dinolandola  con  a,,  por- 
remo  a/'»:af'+ ^^  aa ,  e  seguendo  gli  stessi  supedori  ragionameDti 
troveremo  che  il  valore  dî  ce"'  sarà  dalo  dalla  formola 

analoga  alla  (13),  e  in  ordine  alla  quale  devonsi  verîflcare  le  due  con- 
dizioni, che  questo  quozienle  risulli  posilîvo,  e  che  non  sia  maggiore 
di  0,0009  ;  cosl  che  abbiamo  in  questo  modo  il  mezzo  onde  polerci 
asslcurare  deiresattezza  délia  cifra  «^ ,  come,  nel  calcolar  questa,  ci 
assicuriamo  délia  cifra  précédente  Oj.  Dinotando  intânto  con  a^  la  pri- 
ma cifra  del  quoziente  (U),  la  quale  sarà  quella  de' diecimillesimi 
délia  chiesta  radice,  si  puô  andare  innanzi  col  medesimo  ragionamen- 
lo,  per  quanlo  ci  place  ;  e  se  da  una  pane,  col  metodo  ora  esposlo,  si 
progredisce  lentamente  verso  il  valore  délia  radice,  da  allra  parle  non 
restano  mai  dubbii  sul  valore  délie  cifre  calcolale. 

3^9.  VenendoaU'applicazionefarerao  primamentenotare,chei  cocf- 
ficienti  délie  potenze  discendenti  di  S  in  una  trasformata  ffa+S)  non 
sono  ailra  cosa  che  i  valori  di  f(a),  f'(a).  J  r(a),  ec.  scritti  in  ordine 
inverso,  per  modo  che  dinotando  con  6, ,  6j , . . .  6^  detli  coeflicîen- 
ti,  si  à 

(15)  6»=f(o) ,  6^,=r'(a) ,  6^,=  -L  f'(a) ,  6^=i  P'(a) ,  ec. 

Posto  ciô,  prenderemo  ad  esempio  l'equazione,  già  trattata  (a.»  388) 

(16)  f(x)=x»+3a;-7=o , 

che  sappiamo  ammettere  una  radice  compresa  fra  1,4  e  1,S.  Abbiamo 
quindi,  in  questo  caso  a=l,  e  ^a^=^0,i]  si  che  ponendo  05=1,4+0^ 
avremo  f(l,4)=-0,059,  f(l,4)=8,88  (•),  quindi  flc'=Ê^;e,  arre- 
stando  il  quoziente  di  questa  divisione  alla  cifra  dei  centesimr,  tro- 
veremo che  questa  è  zéro;  quindi  jfe «2=0*00,  e  05=1,40;  laonde 
per  avère  i  millesimi,  bisognerà  porre  a/:==O,O0+a/'  nella  trasformata 
in  x'  ;  in  questo  modo  la  nuova  trasformata  sarà  quella  stessa  in  a/, 
e  la  frazione  che  dovrà  determinare  la  cifra  a^  de'millesimi  sarà  quel- 
la stessa  che  à  fatto  determinare  Of  :  ma  in  questo  caso  bisogna  spf n- 
gère  la  divisione  sino  ai  millesimi,  e  si  trova  per  quoziente  0,006 , 
onde  x=l,406:  per  avère  i  diecimillesimi  devesi  porre  aî"=0,00fi-haf' , 
e  si  troverà  che  la  frazione  con  che  si  deve  calcolare  la  cifra  a^  di 
quest'ordine,  arreslando  il  quoziente  a' diecimillesimi ,  è  0,0002; 
laonde  a?=l,4062  ;  e  cosi  appresso.  Yolendo  la  radice  approssimata 
sino  ai  millesimi,  non  s'andrà  più  innanzi,  e  si  trascurerà  la  cifra  2 
de'  diecimillesimi  ;  ma  ^olendo  anche  questi  si  dovrà  fare  un'altra 

(*)ûaesti  valori  si  trovano  per  mezzo  délia  dlvisionedi  tix)GAf{x)  per  i,5. 
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operaiione,  che  serre  a  detenninare  i  centomineslmi,  e  oel  tètn]^ 
stesso  ad  assicurarsi  se  la  cifra  2  à  esatta.  Eceo  qui  appresso  V  iasie- 
me  di  tatte  le  operadonh 


1,*     ) 


0,00  ) 
0,006) 


0,0002) 


1+0 

+4,2 
+4,2 


+3 

+4,96 

+8,68 


Tipo  del  oalc61o 

-7 

-0,086 


1+4,2      +8,88  -0,056 

1+4,2      +8,88  -0,056 

+4,206  +8,905236    -0,002568584 

+4,212  +8,980508 

+4,218 


>0,M 


0.00»68I9     ^^^^ 


1+4,218  +8,930508   -  0,002568584 
+4,2182+8,93135164-  0,000184313612 

Qniodi  si  è  sicuri  cbe  sino  ai  diedmillesimi  è  esaltamente  09=1, 40628. 

t^OO^  L*esposto  metodo  dl  Kouf^B  noB  dîfferisce,  eome  si  vedé,  da 
qaello  dd  Newton  se  non  in  ciô,  etie  hi  questo  metodo  ciasottDS'ap- 
prossimazione,  data  in  générale  dalla  fraiiooe  —KpYMpJt  si  calcola 
con  un  numéro  di  cifre  décimait  doppio  di  quelle  deuapprossimfttio- 
ne  précédente  ;  in  quelle  di  HotaBR  Tapprossimazlone  si  calcola  con 
une  sola  cifta,  il  cui  ordine  décimale  va  crescendo  a  oiascun'flpproth 
simazione  ;  e  di  più  uo*approssimazione  corregge,  se  occorra,  la  cifra 
deirapprossimazione  précédente.  Egli  à  vero  che  con  colesto  metodo 
lentamente  si  procède  aU'approssimazione  :  ma  perô  à  esso  il  pregio 
di  calcolare  con  minor  fatica,  che  non  si  richieda  dal  metodo  di  La- 
GRANGE,  le  radici  che  ànno  di  comune,  oitre  la  parie  iotera,  anâie 
nn  buon  numéro  di  cifre  decimali  consécutive,  come  qui  appresso  ve- 
dremo. 

401-  Biprendiamo  la  formola  (11)  é  dinotlamo^  m  générale,  con  8 
la  parte  che  resta  a  calcolare  della  radice  ;  avremo  : 


(17) 


f(a+S)=f(a)+r(a);8+JP(a).8«+ec.=^. 


Ora  osserviamo  che  se  fra  a  e  a+8  si  comprendanô  due  radioi  della 
proposta  equazione,  le  quali  abbiamo  più  cifre  decimali  comuni,  in 
modo  da  supporre  quasi  eguali  dette  radici,  allora,  per  la  teorica  dél- 
ie radici  eguali,  i  valori  di  f(a)  e  f  (a)  van  convergendo  simultaoea- 
mente  a  zéro,  a  mano  a  mano  ehe^  impiccolisce,  oioè  a  mano  a  maoo 
che  s'avanza  neirapprossimazione.  Ha,  per  questa  medesima  ragtone, 
esseodo  f{a)  una  quantità  piccolissima  come  8,  si  puô  considerare  il 
terzo  termine  dello  stess'ordine  del  secondo,  e  disprezzare  i  rtmanenti 
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termial  délia  (16)  rispetto  ai  priaol  tre  ;  qnindi  abbiamo 

(18)  f(a)+r(a).S+jr(a).  S^^ , 

e  perô  potremo  ealcolare  cou  questa  eqaarione  il  valore  di  S ,  ann 
cbe  con  requazîone  f(a]+r(a)S=o,  la  quale  è  meno  esatia  délia  pré- 
cédente DeU'ipotesi  attuale. 

Ma  se  si  riflette  che  f  (x+5)=r(x)+r(a5).  5+ec. ,  e  se  a+8  è  una  ra- 
diée che  si  puô  coasiderare  corne  doppia,  dev'essere  f  (a  +  S) =o , 
aTremo 

f(a)+r(a).8+|r(a).8«+  ec.  =o; 

e  poichëy  non  essendo  a+S  radice  tripla,  r(a)  non  converge  simnt 
taneamente  con  r(a)  a  xero,  possiamo,  per  un'approssimazioae,  rite> 
nere  i  soli  due  primi  termini  di  qaesi'equazioDe,  e  cosi  «vremo 

(19)  f(a)+r(a).8=o,    8=-f (a)  :  r(a). 

Gon  on  ragionamento  analogo  si  puô  mostrare  che,  nel  caso  di  ire 
radici  eguali,  l'approssimazione  8  puô  essere  determinata  con  la  for* 
mola  f\a)+t"Xa).S=o\  e  cosi  via  via. 

Jia^JQOltre  osserviamo,  cbe  doveodosi  accordare  le  equazioni  (18) 
e  (19)  a  dare  un  medesimo  valore  per  8,  cosi  prendendo  dalla  (19) 
il  valore  di  questa  quantité  e  sostituendola  nella  (18),  avremo  l*eqoa- 
sione  di  condizione 

(20)  2f(a).P(a)+[f'(a)]»=o, 
0  vero,  seconde  le  relazioni  (15), 
(M)  2^^_6^ 


6i^-i    26|^.t 

la  quale  dovrà  esser  veriflcata  tutte  le  volte  che  due  radici  conoprese 
fra  due  numeri  consecutivi  abbiano  più  cifre  decimali  comuni,  in 
modo  cbe  dette  radici  fossero  quasi  eguali. 

403.  Similmente,  supponiamo  che  la  propdbta  abbia  tre  radid 
con  moite  cifre  decimali,  a  pariire  dalla  prima,  comuni ,  in  guisa 
che  queste  radici  potessero  tenersi  corne  eguali:  in  tal  càso  i  tre  va- 
lori  f(a),  r(a),  {''(a)  sono  pressochè  tutte  e  tre  eguali  a  zéro,  ia  modo 
che  nella  formola  générale  (17)  il  quarto  termine  ^f'"(a).8^  si  rende 
comparakile  ai  primi,  e  trascurando  tutt'i  rimanenti,  st  puô  ritenere 
lo  sviluppo  sino  al  quarto  termine,  e  scrivere 

(22)  f(a)+r(a).8+îf'(a).6»+5?5r(a).S»=o, 

e  mercè  quest'equazione  polrebbesi  ricavare  il  valore  di  8,  che  dà  la 
cifra  décimale  comune,  e  dello  stess'ordine,  aile  tre  radici.  Ha  si 
puô  parimente  determinare  8  con  una  délie  equazioni 

(23)  f(a)+f'(a).8+ir(a).S2=o , 

(24)  r(a)+FW.8=o , 

OHservando  che  f(a;+8)=r(x)+r(a5).S+J5p"(x).5*+ ec,  e  r(aH8) 
=r'(a5)+f"(»).6+  ec.  =0,  Quindi  le  tre  equazioni  (22),  (23)  e  (24) 
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devonsi  aocordare  nel  dare  un  medesimo  valore  per  8.  Ora,  trattando 
le  (23)  e  (2i)  corne  le  (18)  e  (19),  si  troverà  che  il  valore 

Irallo  dalla  (24)  soddisferà  pure  la  (23)»  se  abbiasi  la  relazioue 
(26)  2r(a).r(a)-[r(a)]*=^o  , 

analoga  alla  (20).  E  sostituendo  nella  (22)  il  valore  (25)  di  8,  qaeslo 
soddisferà  pure  la  (22)  se  si  verifica  la  condizione 

*     f/ff  •  2f "'*  ""  2  3      f"^ —    ' 

in  oui  si  è  soppressa  la  parentcsi  (a)^  per  brevità  di  scrittura.  Ora 
quesla  condizione  si  riduce  alla  seguenle 

f  f      1  r   f* 


f • --(% 

*         tm     "^  o   tftt   tut       "  » 


r  2[' 

e  sostituendo  nel  terzo  termine  invecedi^  il  suo  valore  -^  ^^^^^^  ^^' 

la  (26)  e  riducendo,  s'ottiene 

3f(a).r(a)-f(a) J"(a)=o , 
0  vero  secondo  le  relazioni  (15), 

36*      6. 


b,^M      36, 


(27) 

In  générale,  perc/iè  la  proposta  ammetla  im  numéro  m  di  ra- 
did  prossimamente  egualij  devesi  verificare  la  condizione 

Passando  alla  pralica  ci  proporremo  il  seguente 

EsEiHPio.  —  L'equazione  œ*+40aD'+185x*-198aH-48=o  à  due  ra- 
die! comprese  fra  0,4  e  0,5.  Quindi,  per  determinare  la  cifra  dei  ceo- 
tesiffli,  faremo  la  trasformata  in  x  -  0,4,  secondo  il  metodo,  e  avremo 

0,4 1+40     +185     -  198        +  48 

+  40,4  +  201,16-117,536+    0,9856 
+  40,8  +  211,48-    30,544 
+  41,2  +  233,96 
+  41,6 

2*11  ^  ^971,  2  .       6^,  _  3054,4^ 

''bz:r'i^ôîM^^^^^^  "-26;;:;-""26T9;2-®'*** 

quindi  la  condizione  (20)  è  soddisfatta,  e  le  due  radici  ànno  la  me* 
desima  cifra  6  dei  centesimi.  SimilmeDte,eseguendo  la  seconda  tras- 
formazione  per  determinare  la  cifra  dei  millesimi,  si  troverà  che  an* 
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che  questa  è  oomune  aile  due  radici»  e  il  8uo  valore  è  4.  Ma  faoaado 
la  3^  trasforœala  si  troverà 

*'*•  =0,001,    -^=0,0002, 


b-,     '       '        26 


n-S 


si  che  per  questa  trasformata  la  condizione  (20)  non  ô  pià  verificala, 
e  perô  la  cifra  de'diecimillesimi  doq  è  la  stessa  per  eDlrambe  le  ra- 
dici;  e  per  meglio  acceriarsi  del  valore  di  quesie  diverse  cifre  di  die- 
cimillesiœi,  si  diminuiranno  le  radici  délia  3^  trasfarmala  di  0,0001 
e  si  troverà  ruUioio  termine  positive,  e  perô  1  sarà  la  quarta  cifra 
per  una  délie  radici.  Ma  diœinuendo  iavece  le  radici  di  0,0002  e  duo- 
vameote  di  0,0003  le  Irasformale  avranno  gH  uUimi  lermini  di  segno 
cootrario,  e  perô  2  sarà  la  quarta  cifra  délia  seconda  radice.  Dopo  ciô, 
si  polrà  conlinuare  ad  ipprossimare  ciascana  radiée  separatamente. 


LEZfONE  XXVIII. 

Ricerca  délie  radici  immaginarie. 

104.  Il  metodo  che  naturalmente  si  présenta  nel  cercare  le  radici 
immaginarie  d' una  data  equazione,  che  supporremo  a  coelBcienli 
reali, 

(1)  '    f(a5)=x'*+a4œ*"'+atcc**'+ ....  +an^^x+an^o 
è  quelle  di  porre 

(2)  œ=y-\-zi  ,  essendo  i=  v/^  , 

e  determinare  le  due  nuove  incognito  y  ezin  modo,  che  la  quaniità 
complessa  (2)  soddisfaccia  la  proposta  equazione  (1),  il  che  awieae 
se  î(y+iz)=^o.  Ora  sviluppando  il  primo  membre  di  quesCequaiiooe 
si  à  corne  sapplamo  (n.^  48)  un  risuUamento  délia  forma 

il  qualc  équivale  al  complesso  délie  due  equazioni  simultanée 

(3)  ç(!/,2)=o,    tl/(y,z)=o, 

e  perô  la  questione  i  ridotta  a  risolvere  coteste  equazioni  a  due  igno- 
te,  seconde  i  precetli  che  saranno  dicbiarati  in  uno  dei  capi  seguenti. 
Intanto,  supposte  trovate  le  radici  comuoi  di  coteste  equazioni,  e 
sieno 

2/=»!»  (hf  «31  ec.;    2=p,,  Pi,  p3,  ec. 

le  radici  immaginarie  della  proposta  (1)  saranno 

a?=a|+p|<,  œ=aji+p,i,  ot^a^^+^^i,  ec. , 

le  quali,  seconde  V  ipotesi  fatta  sulla  forma  della  (1)  devono  essere  a 
due  a  due  coniugate,  per  modo  che  le  (3)  devono  esser  tali,  che  ad 
uno  stesso  valore  y=a  corrispondano,  in  générale,  due  vaiort  egoali 
e  coQtrarii  per  z^  se  k  (1)  à  radici  immaginarie. 
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40S.  A.  questo  metodo  Lagiange  ne  soslitui  un  altro,  in  eoi  si  fa 
uso  deirequasione  ai  quadrati  délie  differenze,  essendoche  sulia  na- 
tu)*a  delle  radici  di  quesfequaziooe  si  fooda  coiesto  metodo,  cbe  ora 
ci  fareiDO  a  spiegare. 

Dinotando  bon  o,  b,  c,  ec.  le  radici  reali,  e  con  [a+^i,  a-^i], 
[ï+Si,  T-S*]«  «<••  l6  coppie  di  radici  iramaginarie  délia  proposta 
equazione  (f)  f(c]^=o,  V  equazione  ai  quadrati  delle  differenze  che 
dinoiereoK)  con  r(2)=o  deve  avère  per  radici,  oltre  ai  quadrati  deile 
dilTereuze  fra  le  radici  reali  a,  b,  ec.  prese  a  due  a  due,  anche  le 
segueoti  : 

...         (  l(a+Pi)-(a-^*)l*=-*PS  [(T+8<)-(ï-8i)l*=-*PS  ec  , 
^*^         i  (a-a-pi)*,  (a-a+pi)«,  (a-Y-8i)*,  (a-T+5i)S  ec.  , 


[a-Y+(p-5)ilS  [a-Y-(p+S)ilS  ec. , 


donde  si  vede  che  requazione  F(z)=o  deve  necessariamente  ammet- 
tere  radici  négative,  quaodo  la  proposta  f(ac)=o  à  radici  immaginarie. 
Ha  non  sempre  il  numéro  delle  coppie  di  quesle  ë  quanto  il  numéro 
delle  radici  négative  dell^equazione  F(z)=o,  la  quale  puô  avère  più 
radici  négative  di  quel  che  non  sia  il  numéro  di  coppie  di  radici  im- 
maginarie délia  proposta  f(x)=o;  imperocchë  dalle  formole  (4)  vede- 
si  che  se  la  radice  reale  a,  p.  e. ,  è  uguale  alla  parte  reale  a,  co^ 
mune  aile  due  radici  coniugate  aài^i,  ciascuno  dei  due  prlmi  quadra- 
ti délia  seconda  linea  diviene  -^^;  si  che,  se  la  proposta  ammettesse 
la  coppia  immaginaria  a±^i,  e  la  radice  reale  a,  taie  da  essere  a=ay 
Tequaz.  ai  quad.  delle  diil'e.  F(z)=o  ammelterebbe  non  solo  la  radi- 
ce negativa  —4^*,  ma  si  pure  due  altre  radici  négative  eguali,  il  cui 
valore  comune  è  — ^*:  laonde  la  F(z)=o  ammettendo  tre  radici  nega- 
tive,  due  delle  quali  Tossero  eguali,  la  proposta  t{x)=o  non  ammel- 
terebbe già  tre  coppie  di  radici  immaginarie.  Per  altro,  senza  esser 
a=^,  potrebbe  l'equazlone  F(jz)=o  aver  due  radici  négative  eguali, 
perché  la  proposta  f(cc)=o  potrebbe  aver  due  coppie  di  radici  Imma- 
ginarie délia  forma  a:t^t,  a!dz^i  in  cui  il  coefflciente  reale  ^  è  comune 
a  entrambe  le  coppie;  quindi  In  conclusione,  se  Tequaziooe  F{z)=o 
à  tre  radici  négative,  la  proposta  f(x)=o  avrà  o  tre  coppie  di  radici 
immaginarie.  o  una  soltanto. 

Similmente  se  la  proposta  à  due  coppie  di  radici  immaginarie 
{oi^^)f  (f^^St),  requazione  F(2)=:0  avrà  pure  le  due  radici  négative 
—4P*,  — 4Tf*.  Se  inollre  f(x)=o  à  benanche  la  radice  reale  a=a,  F(z)=:o 
avrà  parimente  le  due  radici  négative  -P*,  *p*;  e  se  f(x]=o  à  pure 
un'alira  radice  reale  b=Y,  f{z)=o  avrà  pure  un  altro  pajo  di  radici 
négative  —8\  —8^.  £  fioalmente  se  a=Y,  allora  i  quattro  quadrati 

la-T+(M)il' ,  [a-ï+(P+5)i]* ,  [a-^-(P^5)il*  ,  [a-r-(p+5)ilS 

si  riducono  a  -(M)'»  -(P-8)*>  -(H^)\  ~(P+8)*,  onde  la  F(2)=o, 
deve  ammettere  due  altre  paja  di  radici  négative  eguali. 

406.  Senza  ripetere  altri  casi,  quelli  or  ora  irattati  sono  sufflcien- 
ii  a  farci  conchiudere  che,  se  Tequazione  F(2)=o  à  1^  sue  radici  né- 
gative tulte  disugali,  la  proposta  f(a;)=:o  avrà  allretiante  coppie  di  ra- 
dici immaginarie.  Ma  se  fra  le  radici  négative  deUa  F(:s)=xo  ve  n*à 
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délie  ugoali,  aUora  le  coppie  di  radie!  immaginarie  e  disugu&li  délia 
f(a;]=o  sarao  tante  per  quaote  le  radici  négative  e  disaguaii  délia 
F(z)=o;  e  a  ciascun  pajo  di  radici  négative  eguali,  corrisponderanDO 
0  due  coppie  di  radici  immaginarie,  o  niuna. 

4IIV.  Perlante  supponiamo  che  sia  u)  una  délie  radici  négative  e 
disuguali  deH*equazione  F(2)=o,e  corrisponda  airunica  coppia  imma- 
ginaria  a=tp,  per  modo  che  sia  — 4^*=-ci).  e  sarà  p=^  v/  w.  Trovalo 
questo  valore  ^,  allora,  per  avère  il  corrispondente  di  a,  si  sosUtuirè 
a=i=^  in  luogo  di  ce  nell*  equazione  f(x)=o,  e  s'avranno,  corne  al 
n.^  404,  due  equazioni 

(5)  ?ra,P)=o  ,  *(a,P)=o, 

le  qoali  non  conterranno  che  una  scia  incognila,  la  a,  e  dovranno  am- 
mettere  un  valore  comune  per  quesVincognita,  o  vero,  in  altri  termi- 
ni,  devono  ammetlere  unaradice  comune.  Quindi,  corne  fu  altrove 
spiegato,  si  cercherà  ilmassimo  divisor  comune  tra  ç  e  ^,  c  si  dovrà 
giungere  a  un  ultime  residuo  di  1.^  grade,  perché  f  e  4^  non  ànno, 
in  questo  caso,  che  una  radiée  comune:  eguagliando  a  zéro  queslo 
resto  ne  trarremo  il  valore  di  a  corrispeadente  a  quel  di  ^,  e  cosi 
avremo  determinata  la  coppia  o^^i. 

409.  Supponiamo  ora  che  la  radiée  — (o  sia  doppia  :  preso  il  va- 
lore p=|v/ii>  e  sostituilolo  nelle  (S),  queste  allora  do?ranno  am- 
mettere  due  radici  comuni,  o  vero  un  fatlore  di  2.^  grado  comune, 
che  s*avrà  cercando  il  massimo  divisor  comune  dei  primi  membri  (5), 
rispetto  ad  a,  e  arrestando  Toperazione  quando  si  sarà  trovato  un  re- 
siduo di  2.^  grado,  che  uguagliato  a  zéro  darà  due  radici  a',  Gcf",  le 
quali  potranno  essere  reali  -o  immaginarie.  Nel  primo  caso  avremo 
due  coppie  di  radici  immaginarie  a'db^î,  a"=t^i,  che  potranno  essere 
pure  uguali,  corne  a v verra  se  a'=a".  Ma  se  queste  radici  sono  imma- 
ginarie, ci6  è  indizio  che  alla  radice  doppia  — (o  non  corrispondooo 
radici  immaginarie  nella  proposta;  inperciocchè  le  equazioni  (5]  s*ot- 
tengono  con  la  supposizione  che  a  e  ^  sieoo  quantità  reali,  in  modo 
che  possa  esislere  una  radice  immaginaria  aàz^i. 

lOO.  Similmente,  se  la  radice  -o>  è  tripla,  le  equazioni  (K),  dopo 
sosliiuilo  per  ^  il  valore  ^y/  co  ,  devono  ammetterc  un  comune  fattore 
dl  3.^  gradOt  che  si  troverà  cercando  il  massimo  divisor  comune  e  ar- 
restando la  divisione  al  residuo  di  3  ^  grade;  il  quale  eguagliato  a  zé- 
ro darà  tre  radici  a,  a',  a",  che  saranno  o  tulle  tre  reali,  o  una  reale 
e  due  immaginarie,  e  perô  alla  radice  tripla  ~(i>  corrisponderaooo 
0  tre  coppie  di  radici  immaginarie  o  una  sollanto.  E  cosi  appresso. 

flO.  L*esposlo  metodo  cosi  semplice  nella  teoria,  riesce  molloio- 
commodo  elaborioso  nella  pratica^  spezialmente  pel  calcolo  dellV 
quazione  ai  quadrati  délie  dilTerenze.  Noi  qui  ne  daremo  un  esempio, 
cercando  le  radici  immaginarie  delfequazione 

(6)  '         x^-2a;-5=o , 

di  cul  abbiamo  già  determinata  Tunica  radice  reale  che  pu5  ammet- 
tere.  Ora,  seguendo  il  metodo  indicato  nel  n.^  248 ,  formeremo  da 
prima  requazione  aile  differenzci  eliminando  x  tra  fequaiione  propo- 
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sta,  e  l'allra  t'(x)+^V\x).y+ec.=o  (9,248)  che  nd  nosiro  caso  è 

(7)  3œ«+3yx+(y*-2)=o. 
Holliplicaado  la  (6)  per  3,  la  (7)  per  as,  e  sotiraendo,  si  à 

(8)  3yaî*4-{2/*+4)aj+15=o  : 

similmente  moUiplicando  la  (7)  per  y  e  soUraeado  daUa  (8)  si  ricava 

(2î/*-4)œ+î/*-2y+15=o , 

e  finalmenle  traendo  da  qoesta  equaziooe  il  yalore  di  x,  e  soslitaen- 
dolo  nella  (7),  fatle  le  débite  riduzionf,  risuKerà  per  Tequazione  aile 
differenze  , 

2/«-122/*-h36y«+643=o , 

e  perô  qaella  ai  quadrati  délie  differenze  sarà  [n.^  249) 

2'-12zH362+643=o , 

e  si  traitera  di  trovare  le  radici  négative  di  quesl'equazione  ;  per  il 
che  porremo  —z  in  luogo  di  z  e  verra 

2»-hl2z«+36z-643=o, 

di  cai  bisognerà  trovare  le  radici  positive.  Qui  è  facile  scorgere  cbe 
per  2=5  e  per  z=6  si  ànno  risultamenti  dl  opposti  segni,  e  perô  una 
radice  co  è  compresa  tra  5  e  6,  e  si  potrà  quindl  approssimarla  con 
une  de*metodi  innanzi  spiegati,  e  si  troverâ,  sine  ai  diecimillesimi, 
(i)=S,  1618.  Dopo  di  che  converrà  formarsi  le  due  equazioni  (S]  che 
nel  nosiro  caso  divengono 

a3-(3g2+2)a-5=o  ;    3a«-p*-2=o , 

e  cercando  il  m.  d.  c.  sino  al  reslo  di  l.^  grade,  si  troverà  per  que- 
sto  resto  eguagliato  a  zéro  (8^V4)a+lS=o  :  in  quesla  equazione  si 
porrà  in  luogo  di  ^  il  suo  valore  ^\Ar,  e  s*avrà  quelle  di  a. 

111.  Finalmente  potrebbonsi  cercare  le  radici  immaginarie,  indi- 
pendenlemenle  dall'equazione  ai  quadrati  délie  differenze,  osservando 
che,  se  un*equazione  f(x)=o  à  una  coppia  a^^i  di  radici  immagina- 
rie, f(cc)  deve  avcr  il  fattore  di  2^  grado  a5*-2aa5+a*+p«  (n.*>  !S3),  e 
perô  se  si  esegue  la  divisione  si  giugoerà  a  un  resto  di  primo  grado 
Pœ^-Qj  dove  P  e  Q  sono  funzioni  di  a  e  ^  ;  onde  avrcrno  ideniica- 
mente 

f(œ)=(œ«-2aaî+a«+p*)f4(œ)+Pa;-h0=o , 

e  ponendo  œ=a:^^{,  il  primo  membre  e  il  primo  termine  del  secon- 
do  s'annullano,  e  ne  risulta  Pa+Q=tP^i=zOy  la  quale  eguaglianza  si 
scinde  nelle  due  Pa+Q=o,  P=o,  o  pure  P=o,  Q=o,  e  queste  equa- 
zioni serviranno  a  determinare  i  valori  di  a  e  ^. 

Per  più  estese  conoscenze  intorno  al  calcolo  délie  radici  immagina- 
rie rimandiamo  lo  sludiante  aile  imporlanti  memorie  del  prof.  Bella- 
TiTis  (Hemoria  cilata  ;  e  Saggio  siilVAlgebra  degliimmaginarii.  Te- 
nezia  !852,  e  Determinazione  numerica  dette  radici  immaginarie 
délie  equazioni  algebriche^  Yenczia  1864). 


ilO  COWUWBNTO  AêU  BUlOBfTI  VAJbÛlBBA 

CAPITOLO  X. 

Eqiuiiloal  eftpael  àl  aMmwuhmmiIo  '^  KqpmKUmi  i«eipr9cfce'. 

LEZIONË  XXIX. 
Di  ialane  eqnazioni  che  si  possono  abbassar  di  grado» 

U2.  Si  dice  che  un'equazione  è  suscelUbile  di  abbassamento, 
quando  la  sua  risoluzione  si  pu5  far  dipendere  da  quella  di  uoa  o  più 
equazioni  di  grado  ioreriore  a  quello  délia  data  ;  o  vero  quando  qoe- 
sta  à  radici  comuni  con  altre  equazioni  di  grado  inreriore  al  suo.  Or, 
Vabbassamento  d'wn'equazione  à  luogo ,  tuUe  le  volte  che  si  cono- 
ace  una  relazione  ira  le  site  radicù 

In  effetU,  sia  Tequazione 


(1  )  f (a;)=x'*+a^*^+avB     +  •  •  •  •  +a^|a5+a,j=o , 

6  fra  alcune  délie  sue  radici  Xf^Xu  . .  *Xf^j  abbia  luogo  una  data 
relazione  espressa  dalfequazione 

(2)  «(œi,  ac2,aj3,  ..a5fc)=fc; 

e  poichë  X| ,  o^t)  ec.  sono  radici  di  t{x)=Oj  avremo  benanche 

(3)  f(aj,)=o,  f(a38)=o,  t(x^)=o,  . . .  {(x,,)=o  ; 

queste  equazioni  iosieme  con  la  précédente  (2)  costituiscono  un  sisle- 
ma  di  /h-1  equazioni  ;  e  perô,  supponendo  eliminate  ira  esse  A-l 
délie  h  radici  x^^x^,  *  •X|^^  s*ayranno  due  equazioni  contenenti  la 
medesima  radiée ,  poniamo  la  aS|;ecoteste  equazioni  che  dinolere- 
mo  con  «Ka;|)=o,  x(^«)=^  dovranno  accordarsi  nel  dare  un  roedc- 
simo  valore  per  qucsta  radiée  ;  vale  a  dire  in  allri  termini  le  due  equa- 
zioni ^{x)=o^  x(^)=o  dovranno  aver  un  faltor  comune  f,(a;)=o,  cbe 
dev'esser  yerificato  pe'  valori  di  x^ ,  quindi  esso  ë  pure  un  faitore  dél- 
ia proposta  î{x)  =  o ,  e  corne  taie  è  di  grado  inferiore  a  gueUo  di 
quesfequazione,  c.  b.  d. 

Il  grado  di  questo  faltore  dipende,  in  générale ,  dal  modo  onde  la 
X|  si  trova  nella  composizione  délia  relazione  (2).  Gosi,  poniamo  cbe 
questa  relazione  sia  semplicemenle  x^-x^^o  ;  ailora  le  equazioni  (3) 
saranno  le  sole  due  seguenti  : 

e  YOlendo  eliminare  Ira  queste  e  la  relazione  Xi  — cat=o  la  radiée  tC{) 
si  soltrarranno  le  due  precedenti  equazioni,  e  dividende  il  risultameo* 
to  per  x^—Xi ,  ne  risulta  Tequazione 

afl'^+x^^*-+xlo(fi'^+'  -hœj"* 
+ +a^, 
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6  ponendo  per  o^  il  sao  valore  tratto  dalla  rehzlone  Xi  -x^^  n*e* 
merge  Taltra 

Or  quesi'equazione  e  la  prima  délie  (4)  dovranno  aceordarsi  a  dare  fl 
medesimo  ?alore  per  (Ci ,  o  perô  derono  ammeUere  un  fattore  cornu- 
ne.  Pertanto ,  osservando  che  la  (5)  è  la  prima  deriyata  délia  pri- 
ma (i),  sî  dovrà  cercare  il  fatlore  comune  délie  due  equazioni  f(a6)=o 
r(x)=o;  il  che  rienlra  nella  teoria  délie  radici  multiple,  corne  si  po- 
leva  prevedere  sin  da  principio,  dietro  la  data  relazione  Xi—Xi=o. 

413.  Se  un*eqi(,azione  à  le  sue  radici  a  due  a  due  uguali  e  di 
segni  opposli  devesi  ridurre  a  un  grado  Buddv/plo.  Impcrocchè  do- 
\efido  essere  verificata  tanto  per  x^  quanto  per  — a^i,  non  potrà  conte- 
nere  cbe  sole  potenze  pari  délia  x  (n.®  250),  e  perè  Cacéndo  x*=t/  si 
avrà  un*equazione  il  coi  grado  è  meià  di  quello  della  data. 

4M»  Dinotiamo  con  9(x)  V  losfeme  dei  termini  di  grado  panri  della 
proposta  (1),  e  con  <|^(x)  quello  de'  termini  di  grado  impari^  in  modo 
che  sie 

(i)  f(x)=9(a5)+4^(»>=o- 

Secondo  quesfipotesi  sarà 

(6)  ç(-aî)=ç(aî>,  e  ^-x)^-^{x)\ 

e  se  Xi  e  — Xi  sono  due  radici  eguaTF  ed  opposte  della  data  equazioue, 
nel  quai  casp  essa  avrà  per  fattore  as'-x^,  doTrà  essere  identicamente 

ç(»t)+4'(aîi)=o  ;    ç(-a?t)+4'(-<»«)=o  ; 

ma,  in  vîrtù  dclle  (6)  ?(-aJ,)=cp(X|),  e  «J;(-a5j)=—  i({x^ ,  quindi  sarà 
benanehe 

ç(a;,)+4'(aîi)=a ,  9(»i>-4'(a5i)=o , 

d'onde  si  trae  ç(a?«)=o,  (|/(ce,)=o,  il  cfae  Indica  che  le  due  equazioiii 
çfx)=o,  if{x)=Q  ànno  una  radiée  comune.  Anzi,  potdià  per  essere 


ç(X|)=o,  ({/(a;|)r=o,  si  à  pure^  secondo  le  (6),  f(— »|)=o,  ^{—x^o^ 
cas!  anche  — ûCf  è  radiée  comone  délie  due  equazioni  f  (ab)=o,  <p(as)=o, 
e  perô  queste  equazioni  avranno  esse  pure  per  fattore  comune  lo  stes- 
so  x^-x\  della  proposta.  Laonde  per c/tè  mCequazione  ammeUa  due 
radici  eguali  ed  opposte^  è  d*uopo  che  le  due  eguoztont,  formate 
eguagliando  separatamenle  a  zéro  Vinsieme  de*  termini  di  grado 
parij  e  quello  dei  termini  di  grwio  tmpari  édVeqwoaUme  daia^  a6- 
biamo  ancK  èsse  due  radici  eguali  ed  opposte  di  cotMme. 

Ora  le  due  equazioni  ?(x)=o ,  ^(x]=o  sono  copaci  di  abbassarsi 
a  un  grado  sudduplo  ;  imperocchè  ^(x)  à  della  totvML  x^^ix),  es- 
seodo  <|/,(x)  un  polinomio  di  grado  pan,  e  quindi  poteado  alla  ^xy=4i 
sostituire  la  <|^i(sc)=o,  e  quest'equazione,  corne  pure  la  9(a;)=o  non 
coolenendo  che  sole  potenze  pari  di  x  s*abba$seranno  a  un  grado  sud- 
duplo ponendo  x*=y. 

41S.  Supponiamo  ora  che  Tequazione  data  abbia  un  fattore  x^—x^ , 
e  cercbiama  il  mezzo  onde  deierminarlo.  Si  spartisca  il  primo  mem-^ 
bf 0  della  ptoposta  in  tre  gruppi  tali,  che  diridendo  gli  esponeati  dd- 
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Tignota  per  3  diano  per  resto  zéro,  o  1 ,  o  2  (  n.^  254  ),  e  sia  ç(x)  il 
pri  mo  gruppo,  ^(x)  il  secondo,  x(œ)  il  terzo  :  ayremo 

(1)  f{œ)=ç(a;)+cKœ)+x(»)=o. 

Dinotando  con  a  una  radice immaginaria cubica  deUuoitàjle allre due 
saraano  a*  e  a*=l,  (n.®  83),  si  che  le  radici  deU'equazione  x*-ai=o 
saranno  a?| ,  ax^ ,  a*x« ,  e  quesle  dovendo  soddisfare  alla  précéden- 
te (1)  avrémo 

ç(a5,)   +^(x^)  +x(œ,)  =0, 

ç(aaîj  +^(0X4)  +x(a^i)  =0  . 
<?(a*a5,)+cKa2aîO+x(a*i»,)=o  ; 

ma  per  la  nalura  de'polinomii  ç,  ^,  x«  e  lenendo  présente  che  a^=:l, 
a***^"*=a,  a***^=a*  abbiamo, 


(  ?(«»i}  =?(œi)  f  *{a»i)  =a+(i»i)  »    X(aa3i)  =a*x(x4), 

(a)       1 

f  ç(a*aj,)=ç(a?0  ,  <Ka*aj4)=a*  4^(0;,) ,  x.(a*a?4  )=ax(œ,), 

quindi  le  précèdent!  equazioni  divengono 

ç(aî,)+a  ^(X|)+a«x(a?i)=o , 
ç(œ4)+a''cj;(œ,)+a  x(»i)=o , 

e  queste,  com*è  chiaro,  son  veriQcate  ponendo  (f(xi)  =  0,  ^{Xi)=  0 
X(X|)=o;il  che  vuol  dire  che  le  tre  equazioni  ?(œ)=o,  «Ka5)=o,  x(2c)=o 
devono  avère  una  radice  comune.  Anzî,  essendo  9(a3|)=o,  <j;(a5,)=o, 
X(a5|)=o  ,  sarà  benanche  secondo  le  (a)  ç(aaî,)=o,  ç(a*a;,)  =  o; 
$(aa5,)=o,  <Ka«a5,)=o;  x(ai»i)=o,  x(a^a;,)=o,  il  che  vuol  dire  che 
le  tre  equazioni  ç(a5)=o,  <Kx)=o,  x(^)=o  ammettono  per  fallore 
comune  lo  stesso  fattore  x'— ccj  délia  proposia  ;  e  perciô  cercan- 
do  i  faltori  délia  forma  x^—x^^  s'avranno  quelli  richiesti  délia  pro- 
posta. Ora  le  tre  equazioni  9  ,  4^  9  X  ^^^^  riducibili  a  un  gra- 
de terza  parte  di  quello  che  ànno  ;  imperocchè  i  termini  délia  pri- 
ma sono  délia  forma  ax^^  ;  la  seconda  è  délia  forma  Xf^^(çc)  =  0 ,  e  la 
terza  délia  forma  x\^(x)  =  0,  essendo  <!'i(aj),  Xi(x)  polinomii  délia 
stessa  forma  délia  (p(x),  e  perciô  anche  i  loro  termini  ànno  la  forma 
oœ^'*;  si  che  ponendo  x^==i/,  le  detie  equazioni  si  troveranno  abbassa- 
te  a  un  grade  suttriplo  ;  e  quindi,  neïattori  in  y  comuni  a  quesle  tie 
equazioni,  rimettendo  ofi  in  luogo  di  y  s^avranoo  i  fattori  délia  pro- 
pesta délia  forma  dimandata. 

416.  Il  ragionamento  tenuto  ne'  due  casi  particolari  qui  innaozi 
trattati  essendo  uniforme.  pu6  essere  esteso  a  fattori  di  grade  sape- 
riore  al  3^ ,  ma  sempre  délia  forma  x?^-x^^ ,  e  si  Iroverà  che  le  equa- 
zioni da  cui  dipende  la  determinazioue  di  ciascuno  di  questi  faltori  si 

/  I  \v^^ 
abbassano  ad  un  grade  (  —  j     di  quelle  che  esse  ènno.  Coteste  pro- 
priété insieme  con  altre  furon  mostrate  dal  Lambert  nelle  Memorie 
délVAccademia  di  Berlino  del  1763  ;  ma  quindi  il  chia.  Prof,  Prouhbt 
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(  IfùvéUes  Annales  de  Mathèmaliques^  tom.  III,  2^  série  pag.  123  )  à 
fatte  délie  imporianti  osserrazioni  suUe  coQseguenze  che  ne  derivano. 
Eprimamente  se  due  radici  deirequazione  (1)  deyono  a?ereuna 
somma  data  2$,  allora  è  chiaro  che  ponendo  x+8  m  luogo  di  x  nel- 
la  (f),  la  trasformata  f(avfa)=o  deve  ammettere  due  radici  eguali  e  di 
segDO  contrario;le  quali  si  troYeranuo  seconde  fu  spiegato  ael  0.^414, 
e  molto  più  ageirolmenle  che  non  si  potesse  ottenere  col  metodo  espo- 
sto  in  diversi  trattati  d'Algebra,  corne  puô  vedersi  nella  prima  edizio- 
ne  di  questo  Complemeoto  pag.  224. 

411.  Se  la  proposta  (1)  è  di  grade  pari  e  le  radici  si  combioatto  a 
coppie  ciascuna  di  somma  =:2â,  allora  Tequazione  f(a3+a]=o  deve  avè- 
re le  sue  radici  eguali  a  (jlue  a  due  ed  opposte,  e  quindi  é  abbassabile 
a  un  grado  sudduplo  (n.^  413).  In  questo  caso  il  seoondo  termine  del- 
ta f(x+8)=o  deVesser  nulle,  e  perciô  Yolendo  sapere  se  una  data 
equazione  à  le  sue  radici  a  due  a  due  eguali  ed  oppo- 
sie,  basta  fare  sparire  il  secondo  termine,  e,  se  la  propriété  à  luo- 
go, dovrarmo  sparire  benanche  tutti  gli  aUri  termini  di  posto  pari. 
Se  poi  la  (1)  è  di  grade  impari  e  à  una  radice  a,  mentre  le  rima- 
nenti  riuniie  a  coppie,  ciascuna  eoppia  à  una  somma  =2s,  la  trasfor- 
mata f(x+8)=o  dovrà  avère  una  radice  nulla,  e  le  rimanenti  a  due  a 
due  eguali  ed  opposte.  Quiudi  in  questo  caso  detta  trasformata  deve 
ammettere  il  fattore  x=o,  e  soppresso  questo  fattore,  deve  contenere 
termini  tutti  di  grado  pari  ;  il  che  vuol  dire ,  in  altri  termini,  che  la 
f(a>f  8)=o  deve  ammettere  soltanto  potenze  impari. 

4M.  Posto  ciô,  se  l'equazione  r(x)=^,  di  grado  pari  o  impari,  à  le 
sue  radici,  che  a  due  a  due  prese  dànno  una  somma  =2a,  quando.  il 
grado  è  pari,  e  ollre  a  ciô  à  una  radice  s,  quando  ii  grado  è  impari  ; 
la  f(a;+a)=o,  avrà  i  termini  o  tutti  pari  o  tutti  impari  ;  e  le  derivate 
r(a7+s)=o,  r(x+s)==o,  ec.  avranno  alternativamente  i  termini  o  tutti 
impari  o  tutti  pari .  cioè  o  una  radice  nulla  e  le  rimanenti  a  due  a 
due  eguali  e  opposte,  o  soltanto  tutte  le  radici  a  due  a  due  eguali  e 
dl  segno  contrario.  D*oade  seguono  i  due  sçguenli  teoremi. 

Tborbbu.  -  Se  t  equazione  !(x)=^o  è  di  grckdo  par  h  ^  l^  sue  radiei 
possano  distribuirsi  in  coppie ,  ciascuna  deWe  quale  dbtria  una 
somma  =2s,  lo  slesso  OAjverràper  U*.  derivcUe  diposto  part  t"(aî)=o, 
f«^(a;)=o, ce.  e  anche  per  quelle  diposto  impari  f'(œ)=o,r'(œ)=o,ec. , 
ma  in  questo  secondo  caso  una  radice  s  rimane  isoia^a. 
TflORSHA  analoga  per  le  equazioni  di  grado  impari. 
410.  Yenendo  a  qualche  applicazione  cercheremo  Vequaaione  che 
CLbbia  perraaid  le  medie  ariimetiche  di  quelle  d'un'àUra  equaziO' 
ne  data  vrese  a  due  a  due.  Rappresentando  con  28  la  somma  délie 
radici  deirequazione  data  f(a;)=:o,  a  due  a  due  prese,  ne  risulta  che 
l*equazione  f(x+8)=o  avri  due  radici  eguali  ed  opposte;  e  per  con- 
seguenza  la  cbiesta  equazione  in  8  s'avrà  formando  due  equazioni, 
délie  quai»  una  contenga  tutti  i  termini  di  grado  pari,  e  Taltra  tutti 
i  termini  di  grado  impari  délia  f(x+8)=:p,  e  quindi  eliminapdo  x*  fra 
coteste  due  equazioni.  Cosl  supponendo  che  Tequasione  data  fosse  la 

(1  )  f(a5)=aî*+a|X^+a,x*+05aH-a4=o , 
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la  trasformala  t{x+s),  che  cbiameremo  S,  sarà 

S+SiX+Sfct^+SiX^+S^x^=Q , 

essendo  S| ,  Sg  ^  Ss .  S^  le  successive  derivate  di  S  divise  rispeUiia- 
menle  per  1,  2,  3!,  41.  Perlanlo  formando  le  due  equazioni,  corne 
sopra  è  detlo,  avremo 

(7)  S+S|X^+S*x*=o ,    S,+SjX*=o , 

ed  eliminando  x*  tra  queste  equazioni,  ne  rlsulta  requazione  diman- 
data,  cioè 

(8)  SSVS|S,S,+SÎS,=o . 

Le  equazioni  (7)  sono  quelle  dinotate  con  ?(x)  e  ^(x)  nel  n.®  414, 
e  corne  andremo  a  dimosirare  più  innanzi,  il  primo  membre  (8)  èil 
resto  che  ottiensi  quando  si  cerca  il  massimo  diviser  comune  in  x  fra 
i  primi  membri  (7):  ora  una  radiée  commensurabile  s,  délia  (8)  cor- 
risponde  a  un  fattore  commensurabile  di  2^  grade  x*-x;,  délia  pro- 
posta f(x)=o;  qaiodi  esseodo  che  11  précédente  ragionamento  è  iodi- 
pendenie  dal  grado  di  quesla  equazione,  il  Prouhbt  ne  trae  il 
seguente 

Tborema.  —  Sia  f(x)=o  un'eqxiazione  (Ugebrica;  dinoti  çfx)  la 
somma  deî  iermini  di  grado  pari,  e  ^{x)  quella  dei  (ermtm  di 
grado  impart  ddla  trasfomtata  r(x+s)=o:  si  cerchi  il  massimo 
divisor  comune  tra  ^(x)  e  ^{x),  e  sia  x(s)  t(  resto  indipendente  da 
x\  poslo  cw),  Veqiiazione  f(x)=o  avrà  ta/nii  faitori  di  2^  grado  com- 
mensurahili  deUa  forma  x^—x^  per  quante  sono  le  radici  commen- 
surabili  délia  x(8)=o« 

i20.  Ora  noi,  seguendo  direttamenle  le  propriété  dimostrate  dal 
Lambbrt,  ccrcheremo  dc(ermînare  le  condizioni  perché  urCequaziO' 
ne  data  possa  ammeUere  faitori  deUa  forma  x"— a"*  (  in  cui  ï  espo- 
nenle  di  a  è  messo  solo  per  commodo  di  calcolo  )  c  quali  sténo 
questi  faitori;  e  ben  s*intende  che  non  potremo  allrimente  che  Irat- 
tare  délie  equezioni  parlicolari,  e  tracciar  la  via  da  tenere  in  simi* 
glianli  casi. 

Pertanlo  sia  l'equazione  di  4^  grade 

(9)  af,x*-{-a^a^+aiX^-\-a^x+a^=Q , 

e  si  YOglia  sapere  le  condizioni  perché  possa  ammetlere  fattori  délia 
forma  x^-a*.  Sccondo  Tesposto  oel  n.H14,  convien  formarsi  le  due 
equaziooi  <p(x)=o,  <|/(xj=o,  che  nel  nostro  caso,  dividende  la  seconda 
per  X,  sono 

aoX*+a,x*+a*=o ,    aiX-+a3=o , 

e  perché  la  (9)  abbia  faitori  délia  forma  x^-a*,  è  d*uopo  che  qoesie 
eauazioni  sieno  soddisfatle  da  uno  slesso  valore  di  x.  Ora  ponendo 
x^=2/,  dette  equazioni  divengono 

Vw/Hajy+a4=o ,    a^y+a^^o , 
la  seconda  délie  quai'  dà  y^ — -j  e  poslo  questo  valore  nella  prima 
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si  à  la  condizione  ricbiesta 

(10)  aoaj-aïajaa+aja^^o , 

a» 
la  quale  verificata,  la  proposta  (9)  avrà  per  fattore  as*+  — . 

ai 

Supponendo  rec'procamente  che  queslo  fosse  un  faitore  della  (9), 
allora  dinotando  con  Po^'+PfCc+p^  Taltro  fattore,  avremo  identi- 
camente 

quiodi,  eseguendo  la  molliplicazione  ed  eguaglisndo  i  coeilicienti 
délie  uguali  potenze  di  x  avremo 

di  queste  eguaglianze  la  prima  dà  Po— Aq;  la  seconda  e  quarta  s*accor- 
dano  a  dare  Pi=ai;  la  terza,  sosliluendovi  a^  in  luogo  di  Po,  e  la  se- 
sta  dànno 

da  questa  eguaglianza  continua  si  ricana  la  condizione  (10),  e  i  troyati 
valori  di  Po,  Pi^  Pt  determinano  Taltro  faitore  di  2^  grado  deila  (9); 
per  modo  che 

(!  I  )    fl^x^+aiÇ(fi+(i^^+a^x+a*=  —  (a4X*+a5)(aoX-+a,îE+  — ^-^) . 

Perch6  il  secondo  faitore  fosse  della  stessa  forma  del  primo,  dovreb- 
be  essere  a^=o,  e  allora  in  virtù  deila  (10)  sarebbe  benanche  03=0, 
e  la  proposta  avrebbe  la  forma  a^*+<ixX*+ai=^o^  il  che  è  d*accordo 
con  la  proposizione  del  n.°  413. 

421.  Supponiamo  in  secondo  luogo  che  s*abbia  l'equazione  di 
5^  grado 

(12)  %oc^'\-a^x*-{-a^x^-\-a^x^+a^x+a^=iO  : 

in  qaeslo  caso  le  equazioni  ?(x)=o,  <|/(x)=o  saranno 

aoX*+a2X^+ai=o,    a|œ*+a«œ*+a5=o , 

e  perché  ammeltano  un  comune  yalore  per  x^  dev'essere,  corne  è 
chiaro 

(13)  r=r=rî 

(lé     tïj     ttj 

verificate  queste  condizioni,  s'avranno  due  fattori  di  2^  grado  della 
(12)  cosl  espressi: 
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Cbiamando  poX+p,  il  rimaneDtefaltore,  e  operando  corne  neiresempio 
précédente  si  troyerà  Po=ao,  Pi=a|  e  si  ricade  sulle  condizioni  (13). 

I  fatiori  di2^grado(l4)saranno  inoltre  commensurabili  seaJ'4aoa4 
e  al'-ia^a^  sooo  quadrati  ;  e  saranno  eguali  se  a|— iaoa^^o. 

422*  Passiamo  airequaiione  di  6^  grado 

in  questo  casa  le  eqaazioni  f  (a;)=o  e  ^[x)=^  sono 

(16)  a<^+ciiac*+a4a5*+ac=o ,     aiX*'\'a^^+af=o , 

le  qaali  rispetto  a  x^  sono  rispettivamente  del  3^  e  2^  grado  ;  si  che 
per  ammettere  dae  radici  comuni  devono  avère  luogo  le  condizio- 
ni (10)  e  (11)  del  n.^  2S9,  ch&applicate  al  nostro  caso  divengono: 

(  aottî-aottias-aja^aa+aja^rrro , 

?erificate  queste  condizioni,  i  due  fattori  di  2''  grado  délia  (13)  secon- 
de la  forma  richiesta  saranno  i  due  délia  seconda  (16),  cioè , 

(18)  a.«+°»-V^;t-4a.«.^     ^^o,H-l/aî-4a,a, 

Cbiamando  p^x^ + p^x + pt  il  lerio  fattore  »  e  operando  corne  al 
n.^  420»  si  trova  Po=^o  9  ^1=^1 9  e 

per  modo  che  l'eguaglianza  di  qoeste  tre  ultime  frazioni  ci  riporta  aile 
condizioni  (17),  e  il  terzo  fattore  di  2^  grado  délia  (15)  sarà 

il  quale  non  pu6  ridursi  alla  forma  de'due  (18),  fioche  non  è  «1=0; 
ma  allora,  seconde  le  précèdent!  eguaglianze  deye  esser  benancbe 
a,=as=o,  e  cosl  si  ricade  sul  caso  di  cui  fu  parola  ai  0.^  413. 

I  fattori  (18)  saranno  commensurabili  se  ollre  aUe  condizioni  (17), 
il  binomio  a|--4a,a8  è  un  quadrato. 

423.  Se  la  (15)  non  deve  conlenere  che  un  solo  fattore  di  2^  gn- 
do  délia  forma  soperiormente  delta,  le  (16),  considerate  corne  eqaa- 
zioni  del  3^  e  2^  grado,  devono  ammellere  una  sola  radice  comuoe^  e 
perciô  devesi  veriflcare  solo  la  prima  condizione  (17),  e  la  radice  co- 
mune  è  data  dairequazione  (n.^  258) 

(19)  [a^{a^a^^aoa^)-aj^{aiai-'aoa^)]  x^+àia^--as{a^a2'-%(jQ=^o, 

e  questo  sarà  il  fattore  richiesto,  che  sarà  razionale. 

4^.  Supponiamo  invece  che  si  voglia  determinare  i  fattori  della 
forma  x'— a'  della  stessa  (15).  In  questo  caso  abbiamo  a  trattaretre 
equazioni  ?(x)=o,4'(a3)=o,x(a))=o  (n.^  415),  che  rispetto  aDa  (15)  sooo 


bl  TALUNK  BQUAZIONI  GBB  SI  PÛSSONO  ABBA8SABK  DI  GRÂDO  237 

0  Tero  diYidendo  la  seconda  per  as  e  la  terza  per  x^ , 

ddle  auali  la  prima  è  del  3^  grado  e  le  allre  due  del  1^  grade  rispet- 
to  a  x^ ,  e  perciô  non  possono  avère-  che  un  sol  valore  comune  in  x' , 
il  quale  si  trae  dalle  ultime  due,  ed  è 

(20)  a53=:^£5=-.±*. 

qoindi  una  prima  condizione 

(2*)  a,a5-ata»=o , 

e  messo  in  luogo  di  ofi  nella  prima  délie  tre  precedenti  equazioni  il 
secondo  valore  (20)  ne  risulta  Faltra  condizione 

(22)  Ooaî— aiOsa^+aJOe^o  : 

veriileate  quesle  condizioni  il  fattore  richiesto  è  x'+  —,  si  che 

(h 

f  05»  +  ^ j  (poT^+PiXHPt^+Pij  = 

42S*  Senza  insislere  di  più  su  quesio  argomento,  ben  si  vede  che 
Tolendo,  in  générale,  determinare  le  condizioni  perché  un*equazione 
algebrîca  t(x)==o  ammetta  un  fattore  délia  forma  a^— a*^,  bisogoa  for- 
mare  coi  tennini  dell'equazione  dala  m  equazioni ,  délie  quali  la  pri- 
ma conienga  tulU  i  termini  in  cui  laçph  tali  esponenti,  che  divisi  per 
m  dànno  per  resto  zéro  ;  la  seconda  contenga  le  potenze  di  se,  i  cui 
esponenti  divisi  per  m  dànno  per  resto  1,  e  cosl  appresso  fino  all'ul- 
tima  che  de?e  conlenere  quelle  potenze  di  x,  I  cul  esponenti  divisi 
per  m  dànno  per  resto  m— 1  ;  in  quesio  modo  s'avranno  m  equazioni 

(23)  <po(x)=o ,  <Pt(aî)=o  ,  <Pt(œ)=o , <P»-i(œ)=o , 

• 

e  si  tratterà  di  trovare  quel  fattori  délia  forma  af^—a^j  che  sono  co- 
muni  a  tutte  queste  equazioni  ;  questi  fattori  e  le  condizioni  perché 
esistano  saranno  i  fattori  e  le  condizioni  richieste. 

Ë  da  notare  che  la  prima  délie  (23)  è  divisibile  per  x,  la  se- 
conda per  x*,  ec. ,  e  l'ultima  per  a^"* ,  imperoccbë  esse  sono  rispet- 
tivamente  délia  ferma  ai'i(x)=o,  x^^2(x)=o^ .  • .  (xf^^'^^^i{x)=OjS\ 
che  tutte  si  possono  abbassare  a  un  grado  tn^^  parte  di  quelle  che 
ànno.  Quando  a  à  oommensurabile ,  anche  commensurabile  sarà  il 
fattore  x^  —  a  ^  e  quindi  si  à  una  proposizione  più  générale  di  quella 
del  n.^  419. 

426.  Allorchè  n  è  pari,  poniamo  =2p,  allora  se  il  grado  m  del  fat- 
tore binomio  è  =p,  gli  esponenti  che  divisi  per  p  dànno  per  resto 
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xero  sono  (re,  cioè  2p,  p  e  zéro  ;  quelli  che  divisi  per  p  dànno  per  re« 
sto  1  soDO  due,  cioè  p+1  e  1  ;  quelli  che  divisi  per  p  dàaoo  per  re* 
sto  2  sono  anche  due  p4-2,  e  2,  e  cosl  per  ogni  alira  divisione  ;  si 
che  delle  equaziooi  (23)  la  prima  sarà  délia  forma  a;^+92^+r=o, 
e  le  altre  tutte  della  forma  binomia  o^  +  s  =  o ,  in  coi  a  varia  da 
un'equazione  alValtra  ;  e  pcrô  quelle  equazioni  non  possono  avère  che 
un  sol  fatlore  comuoe  di  delta  forma  binomia.  Pertaato  un'eguozto- 
ne  di  grado  pari  2p  non  pud  avere^  in  générale^  che  un  sol  fattore 
délia  forma  binomia  x^  —  a,  il  quale  sarà  commensurobile  ;  e  le 
condizioni  da  veriflcarsi  ira  i  coeffLcienti^  perché  un  lai  fatlore  est- 
sta^  sono^  in  générale^  p. 

Se  poi  n  è  impari  =  2p+l,  e  il  grado  m  del  fattore  binomio  è  =p+l 
allora,  spguendo  lo  slesso  ragionameoto  sup^'riore,  si  trova  cbe  le 
equazîoni  (23)  sono  tulte  del  grado  (p+1  )°*^,  equindi  anche  in 
questo  caso  la  propoato  non  polrà  avère  che  un  sol  fattore  binomio 
della  forma  x^^^^— a,  tl  (fuaie  sarà  razionale,  e  le  condizioni  da 
verificarsi  ira  i  coefjicienti  delV  equazione  sarann^,  in  généra- 
le, |(n-}-n. 

Allorchè,  nel  caso  che  il  grado  deirequazione  ë  il  numéro  pari  2n, 
il  grado  del  fatlore  binomio  è  maggiore  di  n,  perché  questo  fatlore 
possa  ayer  luogo,  alctmt  dei  coefflcienti  della  data  equazione  de- 
vono  esser  nulli,  E  altreitanlo  deve  aver  luogo  quando,  il  grado  del- 
l'equazione  essendo  impari,  2n+1,  si  Yuole  che  il  grado  del  fattore 
binomio  sia  maggiore  di  n+l  ;  imperciocchè  in  quesli  casi  una  o 
più  delle  equazioni  (23)  saraono  della  forma  a^  x'^o,  e  non  potendo 
essere  cc=o,  dev*essere  a,.=o.  Poniamo  p.  e. ,  che  vogliasi  determi- 
nare  il  fattore  binomio  x'-a'  della  cubica 

a^oc^+aiX^+a^x+a^=^o  ; 
in  questo  caso,  seguendo  il  metodo,  dobbiamo  porre  le  tre  equaxioni 

aoa;^+a3=o ,  OiX*=o ,  aiX=o  : 

• 

delle  quali  le  ultime  due  iodicano  che  deY*essere  a^—a^=^f  e  la  pri- 
ma  è  il  fattore  ricbiesto,  com'è  col  fatto,  quando  a,=a,=o. 
Similmente  se  vogliasi  il  fattore  cubico  x^  -  a'  dell*equaziona 

a^x^+aiX^+a^^+a^x+ai^o , 

bisognerà  porre  le  (re  equazioni  seguenti  : 

a^x^+a^x=^o,  aiœ*+a4=o,  o^x^^o, 

Tultima  delle  quali  indica  che  dev'essere  a,  =  o,  e  la  prima  (  divisa 
per  x)  insieme  con  la  seconda  daranno  pel  fattore  cerrato  a^afi'\'a^ , 
con  la  condizione  a^a^^^a^a^. 

Le  varie  condizioni  trovale  per  Tesistenza  di  fattori  binomii  di  gra- 
do superiore  al  primo,  in  una  data  equazione,  possonsi  dedurre  be- 
nanche  dalle  formole  (8',  258),  supponendo  cbe  uno  de* due  polino- 
mii  dati  sia  appunto  quel  fattore  binomio,  che  si  richiede. 
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LEZIONE  XXX. 

Délie  equazioni  redproche, 

êZ%'  Fra  le  equazioni  capaci  di  abbassamento  sono  da  annoverare 

quelle  cbe  si  dicoa  reciprocbe,  e  son  tali  cbe  ponendovi  —    in 

laogo  di  X  reslano  immutate  ;  si  cbe  è  necessario  cbe  tra  i  coefficienti 
deirequazione  \i  sieno  délie  pai  ticolari  altinenze,  percbè  questa  con- 
dizione  fosse  adempiuta.  Poniamo  dunque  cbe  Tequazione  sia  di  gra- 
do  ifflpariy  e  per  esser  più  cbiari,  assumiamo  Tequazione  particolare 

(1)  a;Hix*+jBxHCx*+Da;+E=o , 

il  cbe  non  lede  alla  generaliià  dei  ragionamenti  :  se  questa  equazione 

è  reciproca,  è  d*uopo,  seconde  la  defiaizione,  cbe,  poslo —  in  laogo 
di  x,  la  novella  equazione 

05»+  -=7a3*+-ïrœ'+-^œ*+-^  x  +—  =  o 

J!i  J!i  MU  J&  Jj  . 

sia  identica  alla  précédente  ;  iaonde  è  d'uopo  cbe  sia 

L-A    ^-B    ^~C     A_n    ±-E- 

a  £i  Ci  j!d  a 

dairultima  di  queste  eguaglianze  si  trae  £^=1,  e  perù  £==bl:  véti- 
ficaia  questa  condizione,  le  rimanenli  eguaglianze,  prima  equarta, 
seconda  e  terza  s*accordano  nel  dare  ^=±P,  J3:=:dbC  ;  Iaonde  la  pro- 
posla  e'juazione  (1)  sarà  reciproca,  se  à  una  délie  seguenti  forme  : 

(2)  œHilœ*+Bx*+BaB*+ilaî+l=o , 

(3)  a;»+ia5*+BaD»-Ba5*+4œ~l=o  ; 

▼aie  a  dire  cbe  per  esscfre  reciproca  urC equazione  di  grado  impari, 
è  d'uopo  che  i  termini  ad  egual  distanza  dagli  estremi  sieno  eguali 
e  abbiano  gli  stcssi  segniy  o  pure  opposti, 
Poniamo  in  secondo  luogo  cbe  Tequazione  sia  di  grado  pari ,  e  sia 

(*)  œ«+iac»+Bx*+Ca5'+Dx*+£aj+r=o  ; 

la  sua  trasformata  in  —  sarà 

X 

«  .  J^    s.  ^    1.  C    ..  J*    *.  ^  ï 

xHya;H-pX*+-|rX«+-|rX»+yX+-p=o, 

e  perché  la  (4)  sia  reciproca  è  d'uopo  cbe  essa  sia  identica  a  questa 
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trasformata,  per  il  che  si  richiede  che  sia 

^-4     ^-^     ^--C     -^-n     ^-r  '  -F. 
y  =  A,  y-^.  T-^'  T""^'  T-^'T  =  ^  = 

anche  qui  ruitima  di  coteste  eguaglianze  dà  F=±l  ;  perô,  preoden- 
do  F =1,  si  à  A—Ef  B=D,  C^C^  e  prendendo  invece  P=— !,  ne  risul- 
ta  il=-JB,  B=-D^  €=^-0,  o  vero  C=o  ;  laonde  la  proposla  (4)  sarà 
reciproca,  se  à  Tuna  o  Tallra  délie  due  forme  seguenti  : 

(5)  œ*+ilaj*+Baî*+Cœ'+Ba5«+iaj+l=o , 

(6)  aî«+ilx*^+Jîac*-l?x*-Ax-l=o  ; 

ed  è  da  notare  che  Teguaglianza  C=C  del  primo  caso,  non  do^endosi 
accordare  con  niun*altra  eguaglianza,  permette  potersi  supporre  an- 
che C=o,  e  perô  puô  affermarsi  che  un'equazione  di  grado  pari  sarà 
fedproca  se,  in  générale ,  i  coefficienti  ad  eguai  dislanza  dagli 
eslremi  sono  eguali  e  deUo  stesso  segno  ;  se  pot  il  termine  medio 
è  nullOj  è  sempre  reciproca  se  i  coefficienti  sono  eguali  e  di  se^M 
contrario. 

ÂvYEBTEifZA.  —  Ncirapplicare  queste  proposizioni  convien  ricor- 
darsi  che  Fequazione  dev'esser  compléta. 

429.  Mostrati  i  caratteri  ai  quali  si  riconoace  se  nna  data  equatio- 
ne  sia  reciproca  ,  osserveremo  che  neli*  identiflcare  la  trasform^ta 

in  —  con  la  proposta  «  abbiam  rendute  le  radici  délia  data  eguali  a 

quelle  délia  trasformata  ;  ma  queste,  per  la  relazionedi  trasformazîo- 
pe,  sono  inverse  di  quelle  délia  data,  dunque  possiam  dire  chetn 
un'equazione  reciproca,  dividendo  Vuniià  per  ciascun^  ^la  radi- 
ée, si  riproducono  le  stesse  radici  in  ordme  opposto  ;  e  perô  se  Te- 
quazione  è  di  grado  pari,  queste  radici  sono  a  due  a  due  inverse.  Se 
poi  l'equazione  è  di  grado  impari,  come  le  (2)  e  (3),  allora  siccome, 
riunendo  i  termini  ad  egual  distanza  dagli  estremi,  essa  puô  prender 
la  forma 

(7)  (ûc5±l)H-il(x3±l)x+J?(ac±l)aî«=o , 

cosi  avrà  per  fattore  (a^l)^  (n.^  63,  E.),  cioè  avrà  per  radiée  1;  ma 
1:1=1,  quindi  si  puô  dire  che  anche  nel  caso  che  1*  equaziooe  è  di 
grado  impari  à  luogo  la  slessa  précédente  propriété  :  e  possiamo  per- 
ciô  affermare  che  ogni  equazione  reciproca  à  le  sue  radid,  a  due 
a  dus  inverse. 

429.  Poslo  ciô ,  passiamo  a  mostrare  che  coteste  equazioni  sono 
capaci  d*abbassamento  ;  per  la  quai  cosa  osseryiamo  che  se  l'equaiio- 
ne  è  di  grado  impari,  prende  la  forma  (7)  che,  divisa  per  x— 1  o  per 
x+1,  diviene: 

œ*±l  x*+l  x*±l  x+l=o, 

+P       doP      -i-p 

+Q 
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0  cosl,  ritenendo  1  soli  segni  soperior!  o  i  soli  ioferiori,  trovasi  ridot* 
ta  a  un*6quazioDe  reciproca  di  grado  pari  della  forma  (5). 

Ma  la  forma  (6)  anch'essa  puô  ridursi  alla  forma  (S)  ;  imperoccbè, 
riuDendo  i  termini  ad  egual  dlstanza  dagli.estremi,  possiamo  dare 
alla  (6)  la  forma  seguente  : 

cbe  essendo  dWisibile  per  x*— 1  (E.  n.®  171)  diviene  : 

a5*+ixH(B+l)x*+ia5+l=;o , 

ed  è  appunio  della  forma  (5), 

Perlanto,  se  Tequazione  reciproca  è  di  grado  impari,  soppressovi 
il  fallore  x+1,  o  x-\j  che  dà  la  radice  -1  o  +1  di  detta  equanone, 
le  rimanenti  radici  sono  date  da  un'altra  equarione  della  forma  (S)  ; 
e  se  VeqaaziODe  data  è  di  grado  pari,  soppresso  il  faitore  ac^—l,  cne 
dà  le  due  radioi  +1  e  -1,  le  rimanenti  radici  sono  date  da  nn'equa- 
zione  della  stessa  forma  (5)  ;  laonde  egli  è  sufficienle  considerare  solo 
questa  forma. 

Sia  quindiy  in  générale,  Tequazione  reciproca 

(8)  x*"+ilx*^*+Bx*'^*+ . .  •  •  +BxH4x+l =0 , 

e  poichè  sappiamo  che  le  radici  di  quest*equazione  sono  a  due  a  due 

inverse  in  modo  cbe,  una  essendo  x,  un'altra  dev'essere  —  ,  e  per- 

X 

ci6  il  prodotto  di  queste  due  radici  è  1  ;  cosl,  se  si  conoscesse  pure 
la  somma  di  queste  radici,  sarebbe  conosciuta  ciascuna  di  esse  :  po- 
niamo  quindi 

(9)  ^  +  ^=-2» 

e  per  aver  l'equaziene  in  z  bisognerà  eliminare  x  fra  le  (8)  e  (9).  Per 
eseguire  cotesia  eliminazione  dividiamo  la  (8)  per  x*,  e  quindi  riu- 
niamo  i  termini  ad  egual  distaoza  dagli  eslremi  ;  cosl  queirequazione 
prenderà  la  forma  seguente  : 

(10)  (x»+  ^)  +A  (x'^*+  ^,)  +B  (x^V  ^,)  +ec.=:o  ; 
indi  osseryiamo  cbe 

(==•+  i»)  (""^  i) = (^+?«)  +  (»^+ ^)  ' 

e  ponendo  in  luogo  di  x+  —  il  suo  valore  z  (9) ,  trarremo  da  que- 

X 

sl'ttltima  eqoazione 

quindi  faceodo  successivamente  nsO ,  1,2  ec,  otterremo  da  questa 
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formola  générale  le  segaenti  eqoazioDi  : 

a?  +  —  =  z,  a;*+  -i«=  (x+—\  %-  2=  2*-2 , 

X  (xr     \      X  / 

* 

eosicchë  con  la  sostitazfone  di  questi  ?alori  nella  (10),  s*avrà  Feqaa- 
ziooe  in  z,  il  cui  grado  non  andrà  al  di  là  di  n»  ?ale  a  dire  che  sarà 
sudduplo  di  quelle  délia  proposta  (13),  la  quale  per  conseguenza  è 
capoce  d'abbassameniOi  corne  vole?asi  dimostrare. 
Intanto»  dînotando  con 

Tequaiione  in  z,  si  troyeranno  le  sue  radiei  Zf  «  z^ ,  •  • .  z^,  e  si  sosti* 
tniranno  ad  una  ad  una  nella  (9)  che  ë  del  2^  grado  in  x  ;  cosl  s'a- 
vranno  n  eqaazioni 

œ*-ZiX+l=o ,  a5*-z,aH-l=o ,  . . . .  a)*-z„aH-l=o  , 

le  quali  daranoo  quindi  le  coppie  di  radiei  a  due  a  due  inTerse. 

JI30.  La  risoluzione  d*un*equazione  binomia,  in  taluni  casi,  puô 
farsi  dipendere  da  quella  d*un'equazione  reciproca,  e  già  ne  abbiamo 
veduto  un  esempio  nelVequazione  2/'— l=o  (E.  n.^  379).  Sopponiamo 
ora  che  si  traitasse  deirequazione 

(12)  !/'-l=o , 

la  quale  à  una  radice  =1,  e  divisa  per  y-1  diyienc 

(13)  !/*-h!/»+!/*+!/'+!/*+!/+*=o  ; 

quesi'equazione  ë  reciproca,  e  per  metterla  sotto  la  forma  (10)  basia 
dividerla  per  ac^ ,  con  che  prende  la  forma 

che  per  le  relazioni  (11)  si  cambia  nella  seguente  : 

z'+z*-2z-l=o  ; 

cosi  la  questione  ë  ridotla  a  risolvere  quest'equazione  di  3<»  grado,  e 
troYate  le  radiei  Z| ,  Zt ,  Zj ,  si  soslituiraono  neirequazîone 

(U)  y  +  —  =  z ,  0  vero  y^-zy-\-l=o  , 

e  s'avranno  le  radiei  délia  (13)  che  sono  le  sei  radiei  immaginarie 
délia  (12). 

In  un  modo  analogo  puô  risolversi  Tequazione  di  9®  grado  2/'-l=o, 
che  à  una  radiée  =  1,  e  le  rimanenli  saranno  date  da  un*equazloD6 
di  4^  grado  in  z  combinata  con  Vequazione  (14). 
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431.  Poichè  nelle  equazioni  reciproche  precedentemente  tratlate 
il  piodoUo  di  due  radici  tra  loro  inverse  è  =  1,  si  pu5,  in  modo  più 
générale,  definire  Tequazione  reciproca  quella  le  cui  radid  a  due  a 
due  prese  dànno  un  prodotlo  costante;  allora  ë  reciproca  la  seguen- 
te  equazione  : 

(15)  aî**+a4ca5**-"*+atC*x*^*4-.+atC^V+0|C*^'aî+c**=o , 

c* 
perché  è  soddisfalla  tanto  da  x=Xi ,  quanto  da  x= — •  Quest'equa- 

zione  potrebbe  essere  ridoUa  al  caso  délia  (8),  ponendo  x=cy  ;  ma 
si  puô  benancbe  risolverla  direttamente  ponendo 

X 

imperocchè  dividendola  prima  per  x^ ,  e  pot  raccogliendo  a  due  a 
due  i  termini  ad  egual  distanza  dagli  estremi,  si  trova  composta  di  ter« 

mini  blnomii  délia  forma  af^  +  •^.  La  questione  è  quindi  ridoUa  a 

troTare  Tespresslone  di  questa  somma  in  Tunzione  di  ;3  ;  e  per  ciô  os- 
serviamo  cbe,  qualunque  sieno  utv,^  supposto  m  un  intero  posi- 
tiTO,  si  à 


(u+v) 


"=1  !*' 


^+mu^'^v+[^]u^h^+[1\u^"^v^+ec. 


e  ponendo  u+v=f,  e  rlunendo  i  termini  ad  egual  distanza  dagli  estre- 
mi,  risulta 

(  +K]téV(îA"*-«+«"*-«)+ec.  ; 

dalla  quale  formola  si  trae 

"    I  +["J']uV(u"^®-h;'*^)H-ec. , 

f*Hi--^i»-«^V»^+(m-6)u«(tt'*'*+«"^*)+ec. , 

l*»-«=tt**^+u"'^+ec. 

Arrestandosi  a  quest'ullima  potenza,  e  risalcndo  da  quesi'ultima  ugua- 
gUanza  alla  prima,  col  sostituire  al  binomio  in  parentesi  in  un  egua*- 


I 


SH  GOlfPLBlfftNTO  ÀiLI  KUMBKïi  D*  ÀLGBBRA 

glianza  II  valore  espresso  in  t  per  mezto  deiregoaglianza  précédente, 
s'oUiene  : 

tt**^HV*"*=t"^-(m-6)uvi"^+ec. , 

J  r-»-(TO-2)t*«t"-»+(m-l)~^ttVt»-» 

e  dalla  legge  manifesla  di  quesU  SYiluppi  si  puô  in  générale  conchia- 
dere 

(17)  t4«-t^=^ 

s  î)  25  o  4 

Ora  se  in  questa  formola  poniamo]u=a?,  v=  —  ,  e  osserviamo  che 

ce 


X 

s 


tz=u+v=^x+  —  =  2  (16)  e  che  uv=»c\  avremo 

(18)  x"»+^=2«-mc*2'*-*+m^c*2«-*-m^.^  c«j3«^+ee. 

e  con  questa  formola  si  puô  ridurre  la  (15)  a  un'altra  equazione  dl 
grado  n^^ ,  le  cuî  radici  si  sostiluiranno  una  per  volta  neirequazio- 
ne  (16)  di  2^  grade  in  x,  e  cosl  s^avranoo  n  di  tali  equazioni,  cbe  da- 
ranno  le  2n  radici  délia  proposta  (15). 

CAPITOLO  XI- 

Délia  ellBdiiaiioDe. 

LEZIONE  XXXI. 
Metodi  diversi  per  travare  la  r  1  s  u  1 1  a  n  t  e  dt  due  eqmzioni. 

JIS2.  Abbiamo  già  veduto  (n.^  258)  ehe  due  equazioni 

ç(aî)=aoa3^+a|X"*^+a2x"*~*+*  •  •  • +a.^,œ+a«=o , 

«p(aî)=6oa5*+6iœ*"'  +b^fxf^^  +•  •  •  •+bf^fX+b^  =o 

non  possono  ammettere  ic  radici  comuni,  senzaaver  luogo  k  condi- 
zioni.  Ha,  indipendentemente  da  quella  teorica»  si  fa  cbiaro  che  dette 
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equaiioni  non  possono  ammettcrc  una  radice  comune,  senza  che  tra 
i  loro  coefllcienll  tulU  Vabbîa  una  condizione  ;  impcrciocchô,  poten- 
do  far  yariare  cotesti  coefilcienti  a  nostro  arbitrio,  se  la  delta  condi- 
zione fra  lutti  i  coefflcienli  non  esistesse,  ne  verrebbe  che  si  potreb- 
bero  avère  infinité  cquazioni  capaci  d*essere  verificate  da  un  mede- 
simo  Talore  dellmcognita,  il  che,  evidentemenle,  è  impossibile.  Per- 
tanto  dinoUamo  con 

(2)  F(a^,  a,  .  .  a«,  b^y  b^,  .  .  .  6J=o 

la  cennata  condizione,  e  osserviamo  che  per  dedurla  dalle  date  equa- 
zioni  (1)  conyien  supporre  che  queste  coesistano,  almeno  pel  valore 
che  debbono  ammettere  di  comune  per  x\  e  perô  si  puô  ottenerla^  eli- 
minando  queslMncognita  fra  le  medesime  equazioni  date.  Or  Tequa- 
zione  (2)  ricayata  nel  modo  indicato,  si  cbiama  risultante  délie 
eqaazioni  (I),  e  rappresenta  la  condizione  perché  le  due  equazio- 
ni date  ammettano  una  radice  comune» 

I  procedimenti  per  oUenere  la  risultante  di  due  equazioni  posson 
esser  varii  ;  ma,  qualunque  sia  il  modo  di  trovarla,  essa  devcsi  an- 
nullare  per  la  soluzione  comune  di  quelle  equazioni.  Perô  non  de- 
vesi  credere,  cbe,  reciprocamente,  annullandosi  la  risultante,  le  equa- 
zioni date  ammettan  sempre  una  soluzione  comune  ;  imperocchè  puô 
accadere  che  il  metodo  adoperato  per  trovare  la  risultante  abbia  in- 
trodotto  in  questa  qualche  fatiore  estraneoj  che  s*annulli,  senza  che 
questo  medesimo  fattore  faccla  annullare  simultaneamente  le  date 
equazioni.  Laonde  non  ogni  fuozione  de'  coefficienti  di  queste  equa- 
zioni, ottenuta  con  un  metodo  qualunque  di  eliminazione,  si  puô  te- 
nere  per  la  risultante  genuina,  seconde  l'espressione  d'EuLERo  ; 
ma  sarà  taie  quella  sollanto  che  non  ammetle  fatlori  estranei. 

Noi,  stando  traMimiti  d*un*opera  elemeatare,  e  tenendo  présente 
Tuso  a  cui  ë  destinata,  non  polremo  dare  a  questo  importante  e  yasto 
argomenlo  délia  eliminazione  tutto  quello  svolgimento,  che  veramen- 
te  richiede,  e  passeremo  ad  esporre  nel  modo  più  brève  taluni  de*me- 
todi  più  opportuni  a  trovare  la  vera  risultante. 

Formazione  délia  risultante  con  l'uso  délie  funzioni 
simmetriche.  —  Dinotiamo  con  a,,  o^,  ..  a^le  radici délia  prima 
délie  cquazioni  (1)  ;  e  perche  una  di  queste  radici  sia  comune  anche 
alla  seconda  equazione  ^{x)=Oy  è  d*uopo  che  sia  nuUo  une  de'seguen- 
ti  polinomii  : 

(3)  {  *(at)=M2  +6t«î"^  +hài^^  + .  • . .  +6^,cm-6n . 

quindi  il  prodolto 

(4)  R=^{0L,) .  <Ka,) .  4;(a,) ^{aj 

devesi  necessariamente  annullare  ;  per  modo  che  Tequazione 

(5)  B=*(a.)  .  4i(û4) .  +(«») *(a«)=o 


2(6  COMPUaiBNTO  AQU  BUMBNn  D*  ALQBBRA 

sarà  la  risultanle  genuiaa  o  r  1  d  o  1 1 a ,  corne  la  cbiama  il  Gatuit,  se 
soddisfà  alla  condizione  di  non  avère  fatlori  estranei. 

Ha  prima  di  esaminare  se  questa  copdizione  è  verîflcala ,  è  bac- 
no  notare  che  invece  di  supporre,  corne  abbiam  falto,  che  una  ra- 
dice  délia  9(x)  =  o  abbia  a  soddisfare  ]a  <p(x)  =  o,  potremo  far  pore 
un'ipotesi  opposta.  Cosl  dinotiamo con  ^i,  ^t  •  •  •  3»  le  radicl di  qae- 
sta  seconda  eqaazione,  e  con  uq  ragioDamento  conforme  al  preceden- 
ste,  si  giugne  a  conchiudere  che  anche  requazione 

(6)  Jl'=ç(p^  .  ç(P,)  .  ç(p,) ç(p„)=o 

poô  essere  la  risultanle  :  ora  dimostreremo  che  questa  è  identica 
alla  (5}.  In  effetti,  abbiamo,  per  ipotesi,  (o.^  1S2) 

e  perô»  seconde  la  (4),  s'avrà 

(7)  il=4/(aO  .  (Ko,)  .  ^(a,) ....  <KO 

=&o"*(ai  -p.)  (a,  -P2)  (a,-P3)  •  •  •  («i  -P  J 
X  (o,  -PO  (o,  -p,)  (a^-p,)  .  .  .  (o,  -p J 

X  (a«-p,)  (««-PO  (««-Pa)  .  .  •  (a«-P J. 
Similmecte  ç(œ)=ao(aî-a4)  (as-aj)  (»-«,) . . .  (x-0>  ^  quindi 
<8)  R'=(p(p.) .  ?(p,) .  ç(p,)  • . .  .  9(pJ 

=a?(Pi-ai)(Pi-a2)(Pi-a5)  •  •  •  (Pi-aJ 
X(P,-aO(p,-a,)(P2-a8)  •  •  •  (Pt-aJ 

X(P„-a,)(PH-aO(p«-a,) . . .  (P^-^)  ; 

or,  corne  si  ^ede,  questi  prodotli  (7)  e  (8),  paragonando  i  fattori  oriz- 
zontali  di  udo  coi  verticali  deiraltro^adeccezione  del  segno  e  de'coeffi- 
cienti  a" ,  b^  9  sono  eguali,  e  perô  li=:o,  B!=o  sono  equazioni  identi- 
che  ;  e  perche  il  terzo  membro  (7)  risulti  deir  intutto  eguale  al  ter- 
zo  (8)9  basta  moltiplicare  il  primo  p.er  aô  e  il  seconde  per  V^  ;  s)  che 
possiamo  supporre,  in  générale , 

(9)  B=a?6«(a.  -p,)  (a,  -p,)  (a,  -p,)  ..  (a,  -p J 

X  (a,  -Pi)  («1  -Pt)  («1  -P») .-.  («a-PJ 

X  (a«-Pt)  (a„-p«)  (a«  -Ps)  ••.  («m-Pii)- 

4SS.  Passiamo  ora  a  pruoYare  che  Tuna  0  Taltra  equaziono  (5)  0  (6) 
non  contiene  fattori  estranei,  e  perô  cominceremo  dal  dimostrare  il 
seguente 

Tborbma.  —  La  risultanle  deUe  dv^  equazioni 

ç(x)=aoX"+a4x"»-*-}-8jX°*-V  . . .  +att-|X+8„=o  , 
<Kx)=boX'»+btX»-*+bjX»-*+  . . .  +bB.,x+b,,=o  , 
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ë  omogmea  e  di  grado  n^  rispetto  ai  coeffieierMh);  omogenea  e  di 
grado  m*^  rispetto  ai  coeïïicienti  {b)\i8obarica  e  ai  peso  mn,  rispet- 
to  a  entrambi  questi  coejficientL 

In  effetti,  dinotando  con  ai,  o^i .  •  •  ô^  le  m  radici  deirequazione 
ç(x]=o,  abbiamo 

(10)  B=<Kai)  •  ♦(«!) .  «Kos)  • . . .  ♦(aai)=o,  essendo 

(11)  ^  *(**  )=^<»^  +6iar* +•  •  •  •+&«^iat+6» . 

Or,  esaminando  atteotamente  coteste  foroiole,  si  giogne  aile  conclu* 
sioni  segaenti  : 

1.^  —  La  risultante  R  à  una  somma  di  funzioni  simmetricbe  Pv  • 
P'j^i  .  .  .  P^ . .  .  Po ,  e  perd  essa  siessa  è  una  funzione  simmetrica 
délie  radici  a, ,  Ot  »  ec. ,  e  quindi  de*  coeiBcienli  a^,  ai,  ec.  dell*e- 
quazione  (f{x)==o.  Ciascuna  di  coteste  funzioni  délie  radici  è,  io  géné- 
rale, délia  seguente  forma  : 

(12)  Pi^b^b^b^  •  •  •  •  2a?a2a;  . . . . , 

in  cui  gli  esponenli  p,  g,  r,  ec. ,  generalmente  parlando»  di  valori  di- 
versi ,  possono  talvotta  essere  uguali  ;  tal*  altra  voila  alcuni  di  essi 
possono  esser  nnlli  ;  e  flnalmente  possono  esser  tutti  nulli.  Il  primo 
di  questi  casi  à  luogo  quando  si  moltlpUcano  tra  loro  tutti  i  primi  ter- 
mini  (11),  e  allora  la  funzione  precedenle  diviene 

(13)  6?(a.  a,  a, ....  aJ'^b'^-^aZ  ; 

e  il  terzo  caso  à  luogo  quando  si  moltiplicano  tutti  gli  ultimi  termini 
délie  (11),  e  allora  la  delta  funzione  diviene 

(U)  6«. 

2.®  —  Il  massimo  valore  che  possa  avère  ciascuno  di  delti  esponen- 
ti  è  7è  ;  quindi  la  funzione  de'  coefflcienti  ao ,  a, ,  ec. ,  che  rappresen- 
ta  il  valore  délia  funzione  simmetrica  délie  radici ,  non  pu6  essere 
d'un  grado  superiore  all'n""^  (n.^  225). 

3.®  —  Il  peso  di  ciascuna  funzione  simmetrica  délie  radici,  espres- 
sa  per  mczzo  de*  coefflcienti,  essendo  eguale  alla  somma  p+g+r+ec. 
degli  esponenli  (n.®  226) ,  le  varie  somme  P ,  escluso  il  rispettivo 
coefflciente ,  avranno  pesi  divers! ,  e  il  massimo  non  pu6  essere  cbc 
mny  il  quale  si  à  per  la  funzione  (13). 

4.®  —  Il  coefflciente  fr^^  b^^^  b^^  ....  è  >  per  ciascuna  funzione 
P,  costanlemente  di  grado  m,  e  il  suo  peso  è  mn— (p+q+r+ec);  e 
perô  il  total  peso  délia  funzione  qualunque  P^  sarà  pure  costantemen- 
le  =mn-(p+g-rr+ec.)H-(p+g+r+ec.)=mn. 

Questo  coefflciente,  che  per  talune  délia  funzioni  P  pu6  aver  de*fat- 
tori  eguali,  è  quindi  rappresentato,  in  générale»  da 

(15)  6,*'  6.*'    6>. ..é. 
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sarà  la  risultanii» 
«•  prima  di  „ 
liM  delta  «f,;" 

fia  seconda 'S." 
'l».  si  giiigae  ,° 
(6) 
PnÔBssere  1, 


0) 


Simiioi 
<8) 
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0  particolar^  delta  rianUaote  geoenila  1?  »  o,  daBa 

esser  dedotla,  ponendo  eguali  a  zéro  tutU  i  coeiS- 

oûon6  de*dii6  bffi^_^^  ;  e  perd  la  risiiltanle  générale 

li  grado  jçïefter*  ail'f»»*  rispet4io  a  detU  coefflcientî. 

.  dimostra  che  non  puô  essere  di  grado  inferiore  al- 

.  coeiBeienti  (a). 

iamo  che  la  résvltarUe  gêneT4de  R=o  nûnpuà  eowU' 

tore  esinmeo^  e  perdd  essa  è  la  mulUmle  genuina 

lerciocebè  se  comenesse  un  tal  fattore,  aUora,  soppri- 

sa  risidterebbe  d'un  grado  inferiore  airn"^  mpello  ai 

.),  o  inferiore  diVin^  rispeHo  aieeeiBeientt  (6)  Jlebe  6 

là  ebe  qui  iBuaQzi  aldûaiBO  dtmosirato. 

endo  a  un'applicazione  supfiorremoclieai  UraitideHedue 
i  2^  grado 

>  tti ,  a^  le  radie!  deUa  prima^  1^  risulta^te  sarà 
(Mî+&iai+&i)(t4»a|+6|ai+6t)=o  ,4)  vero 
'oî+bob^(^,(h{^i-]-at)+bob^{ai'^al)i^^^^ 
le  relazioni  tra  le  radici  e  i  eoelBciJLeoli,  si  à 

i,  4]ua4raftdo  la  prima  df  quelle  eguagli^nziei  e  ibotlra^ndonç  il 
.0  d^lla  ^ecoxidia,  ne  risiUta 

^erô  sostituendo  tutti  questi  yaloriin  (19),  s*avrà  finalmenle  per  la 
iiesta  risultante 

-0)  (6oO«-ao6i)*+(Mi-<*ol>i)  (a«6,-6|aO=o. 

436.  Prima  di  esporre  ufi  secandp  metodo  per  la  rfcerca  délia  ri- 
suliante,o  equazione  di  condJzione,  perc/ië due  egnoziont ad 
una  variabile  ammettano  una  radice  comtme,  ei  giot a  dicbiarare 
il  seguente. 

PRiifciPic— Sedue  optitegfua^iotii  Çi(x)=o»ç2(aj)=o,  Çs(a5)=o,ec. 
ammettono  una  radice  comune  a,  questa  dev'eaaer  comime  ancora 
(Mequazione 

(21)  X,Çj(aî)±Xj5Pj(x)=fcXa95(x)=fcec.  =o , 

in  cui  X| ,  X, ,  X^ ,  ce.  sor^  funzimi  arbUrarie  e  irUere  di  x,  o  pure 
smo  costonti. 

In  elTetU,  per  ipotesl,è  f  i(a)=o,  f  2(tt)=o>  c<^*9  ffoin^  sorti  benanehe 
X|f  |(a)=tX  jp2(^)=tX3f  j(a)dbec.=o,  e  peoo  a  è  radice  deUa  (21)  c.  b.  d. 

JISV.  Metodo  di  jbzovt  {xer  determiiiare  la  rieultaote 
di  due  eqaazioni.  —  Sapponiamo primamente le  equazioni  date 
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IM  covFLBiinnro  aoli  blbkinti  d'  aioibbi 

parchè  si  abbia 

ko+  fti+  fc|-f-»«»*+  fc,^=m, 
ft,+2&2+3ft3+-  •  •  •+nfc.=mn-(p+ç+r+ec.). 

5.^  -  La  somma  I  di  ciascuna  funzione  P ,  espressa  pcr  mezzo 
de'  coefflcienti,  è,  corne  sappfamo  (q.®  221)  délia  forma 

Ja^aja,  •  •  •  =  (j^J"  2  ^*  ^^  ^«*  •  •  '  ' 

in  cui  la  somma  del  seoondo  membro  è  una  funiioDe  omogenea  dei 
coefficîenti  ao ,  ai ,  ec.  ;  e  Tespooente  ic  ch*è  il  massimo  ira  quelli 
p,g,r,  ec. ,  indica  il  grado  di  detta  funzione. 
Da  lutte  queste  osservaxioni  risuKa  che,  posto  per  semplicità 


y   ^0    ^f     ^t  ^m 

A^%  a^   ^2  •  •  •  ^fn  =^îr ,  sarà 


(1 6)      1Î=:B(-)  (±y  4„+B(-«)  (±y  4^,+.  .+B(^)4 

oye  le  B  sono  prodotti  analoghi  al  (!!>] ,  ciascuno  composto  de'  soli 
coefflcienti  (6),  e  di  grado  m"^;  ed  in  particolare  B^^^=b^  :  le  A  sono 
funzioni  omogenee  de'soli  coefficient!  (a),  e  i  loro  gradi  rispetlivi  sono 
quelli  dinotali  dai  proprii  indici,  per  modo  che  ciascun  prodotto  A^^^al 
è  una  funzione  omogenea  di  detti  coefflcienti  e  di  grado  n™^  ;  e  ii- 
nalmente  il  peso  di  ciascun  termine  délia  R  è  mn.  Laonde,  eguaglian- 
do  a  zéro  la  précédente  espressione,  ne  consegue  cbe  la  risoltante 
R=o  gode  délie  proprietà  enunziate  nel  teorema,  che  perciô  rimane 
dimostrato. 

4S4.  Ma  possiamo  pruovare  ancora  che  in  detta  risultante  R  i  coef- 
flcienti ifi)  non  si  possono  trovare  elevali  a  un  grado  inferiore  airm*^; 
ne  i  coemcienti  (a)  a  un  grado  inferiore  311*71*°^.  In  elTetti,  se  requano- 
ne  ^(x)=:o  si  riducesse  a  soli  due  termini  qualunque  conseculivi.  sop- 
primendovi  Tegual  fattore  in  os,  che  entrera  in  cotesti  tennioi,  si  ri- 
durrà  in  ogai  caso  a  un*cquazione  di  1  «^  grado 

6^=6,.^, ,  da  cui  si  trae  x=  -^  , 
messo  queslo  valore  neircquazione  ?(x)=o,  essa  diviene 

e  sarà  la  risultante  delle  due  eqaazioni  particolari 

laonde  la  (tl),  visibilmente  omogenea  rispetto  ai  coefflcienti  b,.,  d^^,, 
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deVessere  un  caso  particolar^  <|eUa  risqUaiite  gexM^%  R^o,  dalla 
quale  la  (17)  dev'esscr  dedolta,  ponendo  eguall  a  zéro  lutli  i  coeffl- 
cienti  (6),  ad  ^ccerione  de'due  ftr,*r4.,  ;  e  perd  la  risultame  générale 
non  puô  essEpedi  grade  ioferlere  ail'm"^  jrispetio  a  deiti  eoefflcientî. 
Analogamente  si  dimostra  che  Don  puô  essere  di  grade  inferiore  ai- 
r»"*  rtspello  ai  coeffleieoii  (a). 

Da  eiô  dedueiamo  che  la  riBuUante  generûie  R=o  nûnpuù  eonU' 
nere  oleu»  fatlore  estroMeOj  e  pereià  essa  è  la  fisuUaâfute  genuina 
0  ridûUa.  Imperciocebè  se  coBienesse  un  tal  fattore,  aUora,  soppri- 
mendolo  ,  essa  risidterebbe  d'un  grade  ioferiere  airn"^  rispelto  ai 
coefBcieoti  (a),  o  inlehore  all'm*^  rispeHe  ai^^elSeieDa  (b)\  ilebe  6 
OODtrario  a  jû6  €be  qui  innapii  abbiame  dtmoalrato. 

iSS.  Ten^Qdo  a  un*applieazione  supfiorremoclieai  UraitideHedue 
equaûeni  di  2^  grade 

(18)  ao»HaiX+aj=e ,    b^x^+b^x+by=o. 
Binetando  a, ,  a^  le  radie!  délia  prima^  .1^  risult^^te  sarà 

(19)  bla]al+bob^a,çf^{(ii-]-a^)+bob^(al-^alh^^^  ; 
ma,  per  le  relazioni  tra  le  radid  0  i  eoeiB<vLeoliy  si  à 

qoindi,  qua^caftdQ  la  prima  dt  qvie^to  ^guagli^ni»»  e  ibotiraçndonç  il 
é)ppio  deUa  aescoxidat  ne  risiUta 

e  perô  sostituendo  tutti  questi  Taloriin  (19),  s*avrà  finalmenle  per  la 
cbiesta  risultante 

(20)  (6oO«-ao6t)*+(6o«r|-ao6|)(a,6j--6,a0=o. 

436.  Prima  di  esporre  ufi  s.eco.ndp  metodo  per  la  ricerca  délia  ri- 
suUaote.o  equazione  di  condJïione,perc/ië(Ii^e9tiaziom*ad 
xma  variaMle  ammettano  una  radier  comune^  ei  giova  dicMarare 
il  seguente. 

Pmncipio. — Se  due  o  più  equazioni  Çi(x)=o,  Ç|(aj)=o,  Ça(a5)=o,ec. 
ammettano  una  radice  comune  (x,  queata  dev'esser  eomv/ne  ancora 
alPequazione 

(21)  XjÇ4(aî)±X,y,(ac)=fcX,9a(x)=fcec.  =o , 

in  cui  X| ,  Xj ,  X^ ,  ce.  sor^  funzioni  arbiiTarie  e  inlere  di  x,  o  pure 
sono  costanti. 
Id  elTetU,  per  ipotesi,è  f  ,(a)=o,  f  ,(a)=o,  ec.,  qnkitf  sarà  benanehe 

^i?i(A)=^M2(A)=^^s?d(A)=^<^«=0i  6  P^  A  ^  radiée  délia  (21)  c.  b.  d. 

431*  ITeiodo  di  jbzovt  {xer  determinare  la  rieultaoie 

di  due  equazioni.  —  Sapponiamo primamente le  equasioni  date 
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del  medesimo  grado»  e  rappresentate  da 

Moltiplicando  la  prima  per  bot  la  seconda  per  a^  e sottraendo i  risul* 
tamenli,  s'oUiene  un'equazione  di  grado  (m-l)°*^.  Indi,  moltipHcan- 
do  la  prima  per  b^x+b^ ,  e  la  seconda  per  aoâc+af ,  e  sottraendo  si* 
milmenle  i  risultamenti ,  si  à  una  seconda  equazione  parimenle  di 
grado  (m-l)"**.  Moltiplicando  poscia  la  prima  (22)  per  6oX*4-6|X+5j , 
e  la  seconda  per  a^^+aiX+di^  e  sottraendo  i  risultamenti  s'ottiene 
una  teraa  equazione  ancb*essa  di  grado  (m--1)™®.  Cosl  continûando, 
e  aggiangendo  ad  ogni  volta  un  nuovo  termine  al  molUpUcalore,  per- 
ché s'aumenti  d*una  unità  il  suo  grado,  il  quale  per  altro  non  puô  ec* 
cedere  m-1,  s*avranno  m  equaziooi  délia  forma  qui  appresso  : 


(23) 


•  •  • 


•  •  • 


•  •  •  • 


+fc,«=o , 


h«iX"*-«+h«,a;'^"*+hi,isaî'*"'+-  •  •  -+^««=0  ; 


le  quali,  pel  teorema  qui  innanzi  spiegato,  devono  pur  esse  ammeltere 
la  stessa  radice  comune  che,  per  ipotesi,  ammettono  le  (22).  In  esse 
le  h  sono  funzioni  dei  coefficienli  (a)  e  (6)  délie  date  eqnazioni. 

Ora,  se  si  considerano  le  x^* ,  œ"'*,  . .  x  come  altreltanle  ioco- 
goite  diverse  e  di  primo  grado,  allora  avendosi  il  sistema  (23)  dim 
equazioni  con  m-1  ignote  di  primo  grado,  sappiamo  (E.  nJ^  732}  che 
deT*esserTi  primamente  un'equazione  di  condizione,  che  è 

h||  h^i  ft-ij  .  -  .  h^^ 

hj,  h,î  ht3  .  •  •  ^im 


m 


R  = 


h*Ê   h^  han   •  m  •  h 


«•ai   "SI   '*33 


'3111 


hm»a  »l«t»  limtn.  •   •   •  ils 


=0 


*mi  "ma  "'ms  •  •  •  "'mm 

e  quindi,  le  prime  m-1  equazioni  (23)  potranno  valere  a  determinare 
le  m-1  ignote  x""* ,  ec,  ;  si  che,  messo 

hi,      ?i|2      h|8  .  .  • . .  hf  fg^i 

hjl          hii         ^23  •  •  .  •  •  ftj  m-t 
^31  ^t        '*33 ^im 


(25) 


P  = 


K 


h 


'«-Il     "'«l-lî    '"«-13 


"'«-13     •  •   •   'il 


i  valori  délie  ignote  œ*^' ,  x 


(26) 


Pi 


aî«-«  =  :^,x^»=-p^, 


,  ec.  saranno 

•  •  •  Su  — " 


^«  «»2—  ^«>-» 


X= 


MTODl  DIVBaSI  PBB  TROVARB  LA  BISUtTANM  Dl  DUK  BQUA2I0NI         181 

"*i^  ™<\^™®  sapplamo,  dinota  il  déterminante  P,  quando  la  yerti- 
caie  i"«  SI  rimpiazza  con  quella  de'  lermini 

Pertanto  la  (24),  che  à  funzione  de*soli  coef&cîenti  délie  date  eqaa- 
zioni  (22),  è  la  risultante  ,  o  condizione  perché  queste  ammetlano 
ana  radice  comune,  di  oui  Tultima  délie  (26)  détermina  il  valore. 

438.  Sapponiamo  ora  che  le  equazioni  date  non  fossero  dello  stes- 
so  grade,  e  sieno  invece  le  seguenti  : 

(28)        ^  OoX*+ajac'^+ +a«^a(5*^+ ....  +a^=o  y 


in  oui  è  supposto  m>n.  HolUplicando  la  seconda  per  œ*"^ ,  la  ridu- 
ciamo  allô  slesso  grado  délia  prima,  e  diviene 

(29)  6oœ*+b«aî^*+-  •  •  •+6„cc*^=o  ; 

cosl  la  prima  (28)  e  questa  (29)  si  trovano  nel  caso  esaminato  nel 
n.^  preo. ,  in  quanto  ad  essere  dello  stesso  grado.  E  potremo  anche 
qui^  per  mezzo  di  moltiplicazioni  di  fatlori  in  œ,  ottenere  altre  eqaa- 
xioni  di  grado  (m-l)*"^,  analoghe  aile  (23)  ;  ma  non  ne  avremo  più 
di  n,  perché,  vista  la  forma  délia  (28)  e  seguendo  il  metodo  précéden- 
te, non  si  puô  molUplicare  per  fattori  di  grado  superiore  ad  n  —  1. 
Quesle  equazioni  pertanto  saranno  délia  forma  seguente  : 


(30) 

ne  sono  sufficienli  per  determinare  le  m—l  ignote  af*^^ ,  x"^*  »  •  •  35» 
e  dare  la  condiiioDC  analoga  alla  (24),  mancandovene  altre  m-^n. 
Queste  equazioni  mancanti  si  possono  trarre  dalla  slessa  (29),  sop- 
primendovi  successivamente  ciascuno  degli  m-7i  fattori  (œ),  introdotti 
nel  moltplicare  la  seconda  (28)  peraf^;  cosl  ahbiamole  seguenti 
equazioni  : 

(31)        (  6oX*-*+. . .  .+6,^a;'»-^*+b„ai*'-»-*=o , 

M*+ +6»-|X+6^=o 

che  unité  aile  (30)  formano  il  sistema  di  equazioni  volute  ,  analogo 
al  (23)  ;  e  perô  si  procédera  e  complétera  il  calcolo  come  é  stato  ope- 
rato  sul  sistema  (23). 

j|S9.  Fin  qui  abbiamo  supposto  che  le  date  equazione  ammettes- 
sero  una  sola  radice  comune,  e  abbîam  trovata  questa  condizione  e- 
spressa  dalla  risultante  (24):  ora  cercheremo  le  condizioni  perché 
def(e  eqtbazioni  abbiano  ad  ammettere  1  radici  comuni. 

Per  ottenere  cié  riprendiamo  il  sistema  di  equazioni  (23),  i  cui  pri- 


mi  meifbri  sow  detti  M  Syltkstbé  b  e  t  ut  t  i  a  ni  delle  fbniioiii  9J 
4^,  cd  elimiDiamo  ai*"'  Ira  Fd  prima  e  la  ie<î(mda,  tedi  îk?*^  ed  ar^' 
ira  la  prima  seconda  e  terza»  e  cosi  successiTamente  sino  ad  elioû- 
nare  lutte  le  succedsire  polenze  di  a;,  ed  avremo  il  segueate  sistema  : 


9' o(Xf^^+9\0f^  +p\!/'*"*+ +pV»=0  y 

9\^xf^+9\9:x/^+9'iflf^^+ +p"«^^=o , 

{B)      {  Po<*^x^^+p/'^œ^+p,(«^x'-»+ +Pw<"^>=^ , 


* 


Po**^>a>*+p,^*^^a5fp,<'*'^=o , 

Po<"^^a5+p/^*>=o , 

Po^*-'>=0  ; 

ove  la  prima  equasione  rappresenta  lA  prfoia  (23),  e  rulthoa  è  la  rU 
Mitante  (24).  I  primi  membri  di  queste  nuove  eepiaïioni  sono  state 
cbiamati  dallo  stesso  Stlybstbr  bexuttiani  secondarii  ,  ri- 
spetto  alte  funzioni  f  e  4^  :  essi,  corne  il  medesimo  illastre  Professore 
à  dimoatrato,  e  corne  è  agevole  dimostrare,  sono  idenliei  ai  saoi  ré- 
sidai sempUOcafti  délie  stesse  funzioni  f  e  4».  Ora  se  9=0,  4^=0  aû^ 
mettono  { radici  comuni,  queste  de?ono  esser  pafe  comuni  alFequa^ 
âone  Xf=i:]jL4/=o;  imperoccbè  se  questa  equazione  maocasse  di  uoa 
sola  délie  radiei  comuni  aile  f  e  4^9  e  supponiamo  cbe  questa  radiée 
sia  a^  allora  'X^ia^^àzaMd^  dovrebbe  essere  diverse  da  sero,  il  cbe  è 
impossibilé  essendo  (f(a^=Oy  ^{a^=o  per  ipotesi.  Da  ciô  segue  cbe 
totte  le  equazioni  (23)  derono  ammeitere  lutte  le  l  radici  comuni  aile 
f=:0,  4^=0;  e,  per  uoa  ragione  analoga,  ciascuna  délie  equazioni  (B) 
deve  ammettefè  totte  le  medesime  radici.  Ora  a  partire  dali^equasio- 
ne  po^*^  af^+  eo.  =0,  sino  airoUlma,  i  gradi  di  qoeste  equauoni  so- 
no inferiori  ad  I,  e  perci6  non  possono  essere  Teriflcale  da  l  falori»  se 
non  sono  ideniiicaiwnle  nulle,  il  cbe  richiede»  ed  è  suiBoiente  ehe  sia 

(a)  p,<«Mf=o,  p,("^=ô,  p,(«^=o,  ....  p<'V?=o, 

obenancbe 

(a')      9^^'^-^>  p;"^^^>-o, p^(«^*J=o,  Po<'^>=ô, 

corne  al  n.^  258.  L*uno  0  Tallro  di  cotesii  sisteml,  ciaseuno  di  I  eqoa- 
zioni  fra  i  eoeffloienti  délie  date  equasiûni  f =0,  4^=0,  sono  le  condi- 
ziooi  percbè  queste  equazioni  ammettano  I  radici  comuni.  I  predetti 
sistemi  sonoidentici  ai  due  (8)  e  (80  del  citato  n.^  2S8. 

MM.  Tenendo  all'applicazione  supponiamo  date  le  due  eqoazioai 
di  4^  grade 

e,  appli^ando  il  melodo  qui  Innanzi  espodid,  moItipUclMreaio  la  pri* 
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pa  per  &05  la  seconda  per  a^  e  dottrarreo»  dal  seeCDda  risidUmeiito 
il  primo;  con  ci6  aTremo 


(33) 


{ajb^}sfi+{aj^^x^+{ajb^)x+{ajb^^ , 


OTO  (a^b|)  (ajb^f  ec.  sodo  i  determinanti  aob|— Mi  »  c^obs^^o^*  <^<^- 
Siroilmente  moltiplioheremo  la  prima  per  boOO+b^^  e  la  seconda  per 
^o^+ai ,  e  sotlraendo  i  risallamenti,  atreme» 

Indi  moltiplicando  la  prima  (}2)  per  b^x^+b^x+bf^  e  la  seconda 
per  afflc^+a^x+ctij  e  sotlraendo  risalta 

(35)  (ao55)x»+[(a^64)+(a465)]a5«+[(a,64)+(at6,)]x-Ka,64)=o , 

E  in  fine  moltiplicando  la  prima  (32)  per  b^+b^x^+b^x+b^,  e 
l'altra  per  a^x^-Hiia^+cheX+a,,  e  sotlraendo  s'oitiene 

(36)  {aJb^x^^afi^)Qc^^a^b^)x+{aJ>^)===o. 


Fosto  ciô,  elimioando  fra  le  qualtro  aquationi  (33),  (34),  (35),  (36) 
le  quatlro  potenze  ob^,  »*,  ac*,  œ®,  considerate  corne  aliretlante  fgnole 
a  primo  grado,  si  à  la  risullante  délie  (32)  sollo  la  forma  sepieme  : 


(37) 


(Oo^i)  (ao&î) 

(M*)  (aoftsH(û|6,) 

(flo^a)  (aA)+(»ib4) 
(Oob*)  (ûffc*) 


(floW  («oW 

(a^ft*) +(a,6,)    (o,frJ 
(o,6J         (ajfr^) 


=0, 


d^onde  apparisce  chtara  la  legge  di  formazione  di  questo  déterminante, 
e  in  générale  del  determinanle  (24),  di  cui  il  précédente  è  un  caso 
particolare,  e  cbe  dal  Stlysstbr  è  delto  matrice  bezulliana« 
Jltf .  Dinolando,  in  générale  con  (r^s)  il  binonmio  Ofb^—ajb,  per 
talU  i  Talori  interi  di  r  ed  a,  la  matrice  (37)  puô  essere  scritla  cosi  : 


(01) 

(0  2) 

(0  3) 

(0  4) 

(02) 

(0  3)+(l  2) 

(0  4)+(l  3) 

(i*) 

(03) 

(04)+|l3) 

(1  *)+(a8) 

(24) 

(04) 

(14) 

(2  4) 

(34) 

o  benanche  in  forma  d*  una  maniera  di  piramlde  capovolta,  e  compo- 
sta di  straii  quadratii  cbe  vanno  a  mano  a  mano  impiccolendo  di  di« 
mensioni»  come  qui  appresso  : 


i*  Sirato 


r  Strato 


(01) 

(01) 

(03) 

(04) 

(OS) 

(03) 

(04) 

(14) 

(04) 

(04) 

(14) 

(«4) 

(04) 

(14) 

(«4) 

(34) 

(4«) 

(M) 

(13) 

(23). 
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Similtaiente  nel  caso  di  n=5  si  à  la  plramide 


i*  Strato 


(01) 

(Oî) 

(03) 

(04) 

(0  5) 

(Oï) 

(03) 

(0  4) 

(05) 

(15) 

(03) 

(04) 

(05) 

(18) 

(J8) 

(04) 

(0  8) 

(18) 

(«S) 

(3  8) 

(06) 

(18) 

(«S) 

(38) 

(45); 

(12) 

(U) 

(14) 

(13) 

(14) 

(24) 

(i*) 

(Î4) 

(34); 

2®  Strato 


y  Strato  (2  3); 

formata  questa  piramide  si  puô  agevolmenle  scrivere  la  matrice  bezut- 
tiana  relativa  a  due  equaxioni  di  5®  grado;  imperocchë  gli  elementi 
dei  quattro  lati  délia  matrice  saranno  quegli  stessi  del  1^  slrato  ; 
gli  elemenii  délia  seconda  linea  del  primo  strato  (esclusi  i  due  estre- 
mi  già  scritti)  si  formano  aggiungendo  agli  elementi  délia  seconda  li- 
nea del  1^  strato  (esclusi  i  due  estremi)  rispeilivamenle  quelli  (in  li- 
nea Tcrticale)  della  1*  linea  del  2^  strato,  e  a  quesle  somme  aggiun- 
gendo rispeltivamente  gli  elenaenti  délia  2*  linea  del  3^  siralo»  i  qaaii 
sitrovano  inuna  stessa  verticale;  ec:  cosl  volendo  il  2<^  elemento 
della  2^  orizzontale  della  matrice,  s*aggiunge  Telemento  (03)  della  2' 
orizontale  del  i^  strato  airelemento  (12)  della  f"  orizzontale  del  2* 
strato,  e  si  à  (03)+(12).  Similmeote  se  vuoisi  il  3^  elemento  della  3^ 
orizzontale  s'aggiungono  i  tre  elementi  (05),  (14),  (23),  il  primo  ap- 
partenente  alla  3^  orizzontale  del  1^  stralo,  il  seconde  appartenente  al- 
la 2^  orizzontale  del  2^  strato,  e  il  3.^  appartenente  alla  1*  orizzon- 
tale del  3^  strato:  essi  inoltre  si  (rovano  in  una  stessa  verticale.  For- 
mata la  matrice  bezutliaoa  non  resta  che  sostiluire  ai  simboli  (r  s)  i 
binomii  ajbg—ajbf^  se  occorra. 

Ë  notevole  la  simmettria  di  ciascuno  strato  rispetto  alla  1^  diagona- 
le corne  asse;  e  come  tutte  le  linee  parallèle  alla  2*  diagonale  si  for- 
mino  con  una  stessa  legge»  cioà  ripetendo  lo  stesso  elemento  con  cul 
la  diagonale  comincia. 

In  générale,  se  n  è  impari  =2  2p+l,  la  piramide  finira  con  une  strato 
d*un  sol  termine  (p,  p+1);  e  quando  n  à  pari  =2p,  terminera  con 
uno  strato  di  4  termini 

(p-2,  p-l)  ,  (p-2,  p) 

(p~2,  p     )  ,  (p-l,  p). 

Tolendo  formare  i  divers!  strati,  si  comincerà  a  scrivere  in  una  fer- 
ticale  la  série  (01),  (02),  (03) (On);  poi  si  continuera  in  li- 
nea orizzontale  a  scrifere  (In),  (2n)  •  •  .  •  (n— 1,  n);  finalmente  si 
formeranno  le  diagonali  ripetendo  lo  stesso  elemento  col  quale  co- 
mincia. Nel  2®  strato  la  prima  verticale  comincerà  con  (13)  e  fioirè 
con  (1,  n— 1);  e  Tultima  orizzontale  cominciando  con  questo  elemento 
finira  con  Telemento  (n— 2,  n— 1).  Nel  3*  strato  la  l' verticale  comin- 
cerà con  relemento  (23)  e  finira  con  Telemento  (2,  n-2),  e  cosl  ap- 
presse. 
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HKt.  Hetodo  di  Catlbt.  —  SoppoQendo  che  le  dae  equasioni 
ç(a5)=aoa^+a|0B*'*+ata5*"*+ ....  +a„_iaî+a^=o, 

(j;(x)=feoœ*+&i®*^+6r»*^*+  •  •  •  •  +ftii-faH-6,i=a, 
ammettano  una  radice  comune  œ^ ,  Vequaiione 

?(œ)+X<Kx)=o 

dovrà  pure  esser  yeriBcata  per  lo  stesso  valore  x=Xij  qualanque  sia  il 
coefflciente  X(n.®436);  ora  sia  Ç  un  particolare  valore,  ma  d'altron^ 
de  qualunque,  di  x;  si  determini  X  con  la  condizione  ?(Ç)+X({/(Ç)=o , 
e  queslo  valore  di  X  si  sosiituisca  nella  précédente  equazione,  che 
percià  diTerrà 

?(»)*(Ç)-*(»)t(5)=o. 

6  dovrà  esser  identicamente  verificata,  qualunque  sia  il  valore  Ç.  Ora, 
poichè  posto  in  questa  equazione  os=i  rimane  verificata,  cosi  essa 
6  divisibile  per  x-S  ;  e  fatta  la  divisione  ne  risulterà  un  quosienle 
deUa  forma 

in  cui  Pot  ^fl*  ^^*  so^^  ^ss'  stessi  de!  polinomii  in  x  di  grade  {n-if^; 
e  poichè  quest'equazione  dovi*à  aver  luogo  indipendentemenle  da  i 
dovrannosi  avère  le  n  equasioni 

i^o=o ,  Pi=o , . . . .  P».i=o ,  P^i=o , 

dalle  quali  s*elimineranDO  le  potenze  di  x,  considerate  corne  inco* 
gnite  a  1^  grade,  e  il  risultamento  sarà  la  risultante  richieala* 
EsBMPio.  —  Equazioni  date 

ç(x)=aoX*+a,sc'+a,x*-ha3a;+a4=o , 

la  funzione  <t(^)^(Ji)—^{x)<f{l),  divisa  per  x-^ ,  sarà 

Po5HP|ÇHP2Ç+P5=o ,  essendo 

Po=(ao6,)x»+(ao60»H(ao68)»+{a^t,)» 
P.=(ao6,)x»+l(ao65)+(a,6,)]aî»+[(aA)+(a,fe3)]a;+(a,5,), 

P,=(ao6s^a55+[(ao6*)+(a,65)]x«H-[(a,64)-h(o,65)]aî+(a,64) , 

quindi  ponendo  eguali  a  zéro  coteste  espressioni,  s*ayranno  quattro 
equazioni  con  le  quattro  potenze  x',  x',  x*,  x^;  e  considerate  quesle 
come  alireltante  incognito  a  1^  grade,  se  ne  farà  l'eliminazionei  e  si 
otterrà  la  risultante  richiesta,  che  sarà 


(«064)     ,    (a^h)  («2W        (M*) 


=0. 


eoHnniHiiTo  agu  imbitti  aUi^imu 


Ooeitai  rifoIUAte  fmô  mettent  bentocbe  eotto  forme  più  eonpille, 
corne  pu6  vedersi  nella  Memoria  originale  éel  Catlbt  (  PhUasophkal 
Transa4:iion8, 1857»  pag.  103),  o  pure  oella  pregiatissima  opéra  del 
Prof.  FiBWLBft,  teUtoiaia  Die  Elemente  dernBuertn  Gtomêtiie  md 
der  Âlgebra  der  binaren  fonwi^  pag«  119  e  aeg. 

44S.  Metodo  d'EuLBRo.  —  Neiripolesi  che  le  due  equaxioni 
f(a5>=cr^-Hiia5*^+ata5*"*+*  •  •  • +û«^i05+a^=o , 
4'(aî)=6oaf +b^oif^  +6»  ai^*+  •  •  •  •  +6|i-i  ^+K  =o 

ammeUAOo  uo  faitore  comune  di  1^  grado ,  allora  è  diiaro  cht  moIlH 
plicaodo  la  prima  per  1  rimaDeoti  n-1  fattori  lineari  délia  seconda,  e 
questa  pe*  rimaneoti  m-1  faUori  lineari  xlella  prima,  dobbiamo  otie- 
nere  due  risultamenU  identlei.  Sieno  pertante 

i  prodotti  rispettiyl  degli  n  - 1  fattori  di  ^(x)  e  degli  m—  1  d!  f (x), 
corne  ora  à  detto  :  moiiifylicando  ç(x)  per  Q^  ^(x)  per  P,  e  uguaglian- 
do  i  coefflcieDti  delle  ugtiali  potenze  di  x  oei  due  prodotti^  che  devo- 
no  essere  identici  per  ipotesi,  corne  si  6  dimostrato,  avremom+n 
equazioni  omogenee  e  dî  1^  grado  fra  lem+nincogniie  Po  «Pi  »  ••P^p^î 
9o9  9i  *  •  •  9m^i  9  ^  P^fà  (^*  ^'^  ^34)  il  déterminante  di  queste equa- 
zioni deVesser  nulle  ;  ma  questo  déterminante  rîsnlta  composte  dai 
coeffloienti  (a)  e  (b)  delle  <g{x)  e  (p(x),  quindi  esso  sarà  la  risultaDle 
richiesta. 
EsBMno.  -  Sieno  date  le  due  equazioni  * 

molUplicando  la  prima  per  Po^H-Pi  )  la  seconda  per  9o^+9i  »  e  ogoa- 
gliando  i  prodotti  risulta 


+aoP, 


X*+<XtPo 


aH-Mi  I 


a5+atP,=:bo9oa5»+6,Ço 

e  quindi,  eguagliando  i  coeffiekuti  delle  poteue  egaali  ^  as,  me  ri- 
sulta il  fiisteaia  seguente  : 


«oPi 


-M< 


=0 


«iPo+<»j>t-*iÇ«-Mi=o  > 
d'onde  eliminando  Po  >  Pi  »  9o  >  9f  si  à  la  cblesUi  risiiltaoie 

Oo  0     6o  0 

Oi  ao  &i  bo 
Oi  0%  bt  bt 
0    Oi  Q    b% 

M4«  llet#do  dialiU&o  di  STLV«0iJui.-Queato  terao  melodo 


=  0, 


MBTODi  DIYBBSI  PBB  TBOTABS  LA  BlSUiTAMTK  D[  DUB  BQUAZTONI      S87 

di  trovare  la  risoKante  consiste  nel  moltiplicare  la  prima  equazio- 
ne  9fx]=o  di  grade  m^^  soccessivamente  e  rispetlivamente  per  ûd*^\ 
x"^* ...  09,  dOTen  indicïi  il  grade  délia  seeenda  equazione  ^(x)  =e; 
e  meltiplicare  quesfa  seeenda  equaziene  per  oc"^* ,  oif^^ . . .  x:  in 
qoesle  medo  s'avranne  m+n-2  equazieni,  aile  quali  agglunle  le  due 
date^  s'aTranno  in  lutte  m+n  equazieni  tra  le  m-\-n  potenze  œ*""*^*^  , 
^MrfN^i . .  X,  as®;  e perô,  censiderande  quesie  potenze  corne  altret- 
tante  ignote  a  primo  grado,  ed  eliminandole ,  si  giugne  ad  un'e- 
qoazione  tra  i  coefficienti  délie  equazieni  date  sotte  forma  di  déter- 
minante. Cosl,  date  le  dae  equaiioni 

aoX^+a^x+a2=o ,  6oa?'+6|X+6j=o , 
si  moltlplica  ciascuoa  per  as,  e  si  ànno  le  quattro  eqoaziooi 

a^x^+a^x^+a^x         =o , 

aoX'^-\-aiX+a^x^=o , 

6oûBH6iûc*+6taî         =o, 

hQX'^+biX+b^x^=o  y 

la  cui  elimiûata  considerando  oc',  as^,  at;,  x^  corne  ignote  a  \P  grade,  à 

df^  CL^   d^  0 

0    tto  «1  a, 

&o  ^i  ^1  0 

0    6o  ^1  ^1 

che  non  dilTerisce  da  quella  del  n.®  prec.  se  non  per  le  scambio  délie 
orizzontali  in  Terticali,  come  avoTa  g)à  fatto  osseryare  Caucht  (Exer- 
cices d'analyse  et  de  physique  maihémaihiquejT.i  I,  p.  390), e  per- 
ciô  è  a  quella  identica. 

I  chiar.  prof.  Bobchabdt  (  Cbbllb.  Journal^  t.  LTII ,  p.  183  )  e 
Hessb  (ToBTOLiNi.  AnuaU  di  Matematicay  t.  II,  p.  5)  ànno  anch'  es- 
si  mostrato  cbe  il  melodo  ora  spiegalo  e  il  précédente  di  ëulbbo 
conducono  a  un  identico  risultamenlo.  Noi  rimandiamo  colore  che  vo- 
gliano  conoscere  le  dimosirazioni  aile  citate Opère,  o  alla  nominata  del 
FiEDLEB  p.  107,  oye  troyasi  esposta  la  dimosirazione  del  Bobchabdt. 

44S.  Ricerca  délia  risultante  permezzo  del  massimo 
comune  diyisore.  —  Doyendo  le  due  equazieni  9(x)=o,  4'(^)=o 
ammettere  una  radiée  comune  af ,  deyono  ammeltere  il  faitore  comu- 
ne x-a^  ;  e  perô  se  si  cerca  il  massimo  comune  diyisore  fra  i  due  po- 
linomii  ^{x)  e  ^{x),  e  s'egiiaglia  a  zéro  l'ultime  resto  indipendente 
da  X  ,  s  otliene  un*equazione  tra  i  coeillcienti  délie  9  e  ^  ,  la  quale 
esprime  la  condizione  perché  le  date  equazieni  ammettano  una  radi- 
ce  comune, -yale  a  dire,  in  altri  termini,  che  il  dette  reste  eguogliato 
a  zéro  è,  in  générale,  la  risultante  richiesta.  Ciô  d' altronde  risulta 
dalla  identité  dimostrata  dal  Stltesteb  tra  i  sooi  residui  semplificati 
e  i  bezuttiani  secondarii  (n®  439). 

446.Attebtbnza.-Io  tutto  il  précédente  abbiamo  suppostele  equa- 
iioni date  avère  una  forma  non  omogenea  ;  ma  non  pertanto  i  risul* 

RuBiNi,  CompUmento  d^Algebra,  33 


=  0, 
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tamenti  non  sarannodiversi^se  si  suppongono  ledoe  eqoazioni  espre»- 
se  in  forma  omogenea,  corne  appresso 

soltanio  che  invece  di  eliminare  x^ ,  x^* ,  ec. ,  bisognerà  eUmiaare 

LEZIONË  XXXII. 
Délia  Mminazione  nelle  equazioni  di  grado  superiore  (d  1.^ 

44V.  Parlando  oegli  Elementi  (lez.  LIT)  délia  eliminazione  neUe 
eqtiazioni  di  grado  aiipertore  al  primo,  tratlammo  soUanto  di  alcu- 
ni  casi  parlicoiari  :  ora  riprenderemo  rargomenlo  sotto  un  punlo  di 
vista  più  esteso^  senza  perô  mat  eccedere  i  liroiti  di  quesi'opera,  se- 
condo  il  fine  a  cui  è  destinata.  E  per  dare  un*idea  dello  scopo  delFe* 
liminazione,  consideriamo  due  equazioDi  a  due  ignote.  La  forma  più 
générale  che  possa  avère  uD*equazione  di  questo  nome  è  la  seguente: 

(  4^œ»+(A.y+i't)aî*-*+(4tî/*+A',!/+i''2)x*-*+ec.    ) 

\  +A^ir+  A'«y""'+^VA'+ +^^*^»^    ^' 

in  cui  le  A  sodo  de*coefficienti  costanti,  ed  n  dinota  il  grado  dell*e- 
quazione 

Risolvere  due  di  si  faite  equazioni,  sieno  o  pur  no  dello  stesso  gra* 
do,  e  che  per  breviU  rappresenieremo  cou 

(i)  ?(œ,  !/)=o,    4'(œ,!/)=o, 

vuol  dire  trovare  tutti  i  sistemi  divalori  (x,  j)  che  soddisfanno  a  un 
tempo  quebte  equazioni.  Quiodi  ne  segue  che,  se  ^  è  uno  de'  valori 
di  y  ,  comuni  aile  dette  equazioni ,  sostituendo  nelle  (1)  ^  in  luogo 
di  y  y  le  due  equazioni  risultanli  a  una  sola  igoola  x,  cioè 

(2)  9(x,  P)=o,    4^(05,  p)=o 

dovranno  ammeltere  de'valori  comuni  per  oc  corrispondenli  a 
quelle  ^  àiy  ;  vale  a  dire  le  due  equazioni  (3)  dovranno  ammeltere 
radici  comuni. 

44S.  Per  trovare  i  valori  ^,  bisogna  dedurre  dalle  due  equaziooi 
date  (8)  una  lerza  equazione  conlenenle  soltanio  y,  yale  a  dire  con- 
viene  eliminare  x  tra  dette  equazioni,  le  qoali  devonsi  per  conseguen* 
za  porre  sotto  forma  di  equazioni  ad  una  sola  ignota,  e  sieno 

\  ?(® »2/)=^oaî^+  aïOî^'+Oj 30^*+  •  •  •  •  +ai„.,x+a«=o  , 

in  cui  i  coefflcienti  (a)  e  (6)  contengono  l'altra  iguota  y  (E.  n.®  610). 
Ora  eliminare  x  da  coteste  equazioni  vale  lo  stesso  che  trovame  la  ri* 
sullante,  la  quale  corne  sappiamo  non  contiene  che  aoli  i  coeffleien* 
ti  (a)  e  (b),  cioè  soltanio  Tignota  y.  É  perciô  che  quesrequazione  in 
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y  si  ehiama,  in  qoesto  oaso  dell*eliminazione>  elimin  a  ta  délie  equa- 
zioni  (3),  e  talvolla benanche  equazione  finale.  Trovata pertanto 
reliminata  e  sia  x(!/)=o,  si  risolverà  quesrequazione,  e  supposto  che 
sia  ^  una  sua  radice  si  soslituirà  nelle  due  equazîoni  9  e  4^,  le  quali 
cosl  di^erranno  due  equazioni  con  la  sola  ignota  x,  e  bisognerà  quin- 
di  cercare  quali  sieue  le  radici  comuni  a  coteste  equazioni  ;  supposto 
che  sieno  ^i»  o^, ...  a^,  allora 

(P,  «i) ,  (P,  (h) ,  (p.  a,) ,  . . .  (p,  a*) 

saranno  altrettànte  soluzioni  comdni  aile  date  equazioni  ç(a?,  2/)  =  0  , 
^(sc,  t/)=o.  É  questo  il  principio  teorico  deireliminazione  ;  ma  sono 
necessarie  oiolte  osservazioni  per  bene  porlo  in  pratica. 

449.  Noi  abblamo  tacitamente  supposto  che  le  date  equazioni  non 
contengano  alcun  faitore  comune  funzione  di  una  sola,  0  di  tutte  e  due 
le  incognito  ;  ma  in  générale  non  avTiene  sempre  cosl.  Supponiamo 
pertanto  che  sieno  u,  u\  u"  i  tre  fattori  di  <p(x,2/),  il  primo  dei  quali 
sia  funzione  solianto  di  x,  il  secondo  funzione  di  y,  e  il  lerzo  funzio- 
ne di  a;  e  di  y  ;  e  che  s'ottengono  ordinando  il  polinomio  <p(sa,  y)  se- 
condo le  potenze  di  1/,  e  trovando  il  massiino  diyisore  comune  u,  dei 
coefflcienti  di  y  ;  indi  dividende  ç  per  u,  ordinando  il  quoziente  ri- 
spelto  a  CD,  e  trovando  il  massimo  di?isore  comune  u\  in  t/.  de* coef- 
flcienti délie  diverse  potenze  di  x  ;  e  finalmenle  dividende  quel  primo 
quoziente  per  u' ,  s  avrà  un  secondo  quoziente  u" ,  che  sarà  il  fattore 
inxey.  Fallo  lo  stesso  sul  polinomio  ^{x,  y),  sieno  v,  v' ,  v"  ï 
fattori  analoghi  ^u,u',  u'\  Dopo  ciô,  si  cerchi  il  massimo  divisore 
comune  p  di  u  e  v,  quelle  p'  di  u'  e  v',  e  quelle  f"  di  u"  e  i/';  in  que- 
sto modo,  ponendo 

u  u'  n"  V  v'  v" 

avremo  le  due  equazioni  date  ridotte  alla  forma  seguente  : 

(4)  ?(«,  y)=99yu^UjUi=^o  ,    *(»,  2/)=pp'p%VjVs=o. 

Solto  questa  forma  si  vede  chiaro  che  esse  sono  veriflcate  da  quegli 
stessi  valori  che  veriflcano  una  qualuuque  délie  tre  equazioni 

(5)  p=o,    p'=o,    p"=o: 

ora  la  prima  di  queste  equazioni  è  a  una  sola  ignota  x;  essa  per- 
ciô  arometterà  un  determinato  numéro  di  soluzioni  x^^x^.  ec.  che 
soddisferanno  benanche  le  equazioni  date  ç=o,  4^=0,  ma  ciô  avverrà 
indipendentemente  da  2/,  vale  a  dire  qualunque  sia  il  valore  di  que- 
stlgnota.  La  seconda  (5)  essendo  funzione  délia  sola  y  darà,  all'oppo- 
sto,un  determinato  numéro  di  valori  per  y,ciascuno  de*quall  si  puô 
unire  con  un  valore  qualunque  di  x,  per  ottenere  una  soluzione  délie 
equazioni  date.  Finalmente  la  terza  equazione  (5)  essendo  funzione  di 
entrambe  le  incognito  x,y  h  veriûcala  da  un  indeterminato  numéro 
di  sistemi  di  valori  di  queste  incognito,  i  quali  saranno  benanche  co- 
muni  aile  equazioni  date  f =0,  4^=0.  Pertanto  i  fattori  p,  p' ,  p"  cornu- 
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ni  a  coteste  equationi  dànno  laogo  a  on  numéro  indeterminalo  di  80- 
lazioDi  comuni  ad  esse  equazioaL 

Le  stesse  equazioni  f  e  d^  possono  benaoche  essere  soddisfalte  dal- 
le soIuzioDi  comuni  aile  due  equaziooi ,  cbe  si  ànno  eguagliando  a  zéro 
uno  de*  fattori  ti| ,  i^  »  u, ,  e  uno  degli  allri  V| ,  v^ ,  Vs  ;  perô  devesi 
escladere  il  sistema  [U|=o»  V|=o]  perche  queste  equazioni,  entrambe 
in  x«  non  àano  alcun  faltore  comuoe  in  x,  e  perciô  non  possono  aye- 
re  soluzioni  comuni  :  lo  siesso  av?iene  per  le  alire  due  equazioni 
1^=0,  Vt=Of  cbe  sono  entrambe  in  y^  ne  contengono  alcun  faltore  co* 
mune.Quando  poi  s*eguagliano  a  zéro  due  fattori  (u)e(t)),  uno  de*quali 
contenga  una  sola  incognila,  si  potranno  avère  délie  soluzioni  comuni, 
perché  o  ciascuna  equaziooe  contiene  una  ignota  di  versa,  e  allora  ba- 
sterà  risohere  separatamente  queste  equazioni  ;  o  pure  se  una  soltan- 
to  contiene  una  sola  incognita,  e  allora  si  risolverà  da  prima  quellV 
quazione  che  contiene  solo  un*ignota,  e  trovati  i  valori  di  quest*ignota 
si  sostituiranno  successivamente  neirallra  equazione,  e  s*avranno  i  va- 
lori  deiraltra  incognita. 

Rimane  ora  a  considerare  il  sistema 

(6)  Uy=o  ,    i;3=o , 

in  cui  ciascuna  equazione  contiene  entrambe  leincognite^  ma  non  ànno 
esse  più  alcun  fattore  comune  ;  ed  è  appunto  di  queste  equazioni  che 
bisognerà  irovare  Feliminata  ;  e  le  soluzioni  comuni  aile  (6),  che  sa- 
ranno  in  numéro  determinato,  saranno  benanche  soluzioni  comuni 
aile  proposte  ç=o,  <]^=o. 

Pertanto,  prima  di  cercare  Y  eliminata  tra  due  equazioni,  bisogna 
liberarle  dai  fattori  comuni  a  una  o  ad  entrambe  le  ignote,  per  quindi 
ridurle  alla  forma  delle  (6)  :  se  quesli  fattori  esistono,  allora  le  equa- 
zioni data  potranno  ammettere  una  infinité  di  soluzioni  comuni,  oltre 
al  numéro  limiiato  di  quelle  comuni  aile  (6j  ;  e  se  detti  fattori  non 
esistono,  il  numéro  délie  soluzioni  comuni  sarà  limitato  ;  nel  primo 
caso  si  dovrà  trovare  Teliminata  delle  equazioni  ridotte  (6),  e  nel  se- 
condo  caso  si  dovrà  trovare  direttamente  quella  delle  proposle,  e 
neir  un  caso  e  neiraltro  Teliminazione  si  farà  allô  stesso  modo  »  se- 
guendo  uno  qualunque  de'  metodi  spie^ati  nella  lezione  précédente. 

MO.  Supponiamo  per  primo  esempio  che  s*abbiano  le  due  equa- 
zioni 

che  ordinale  rispetto  a  x  divengono 

(8)  aoX*+a,x+a2=o ,    b^*+biXi-bt=o ,  essendo 

/Qx  (  ^o=a ,  01=2(61/  +d  ) ,  a,=cj/»  +2ey  +[ , 

^^^  \  5o=a',  6,=2(6'2/+d0  ,  6,=cy+2e'î/+r, 

e  comechè  le  (7)  nel  caso  attuale  non  ànno  fattori  comuni,  non  aven- 
do  i  coefBcienti  valori  déterminât!»  cosl  si  traitera  di  trovaroe  Telimi* 
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nala  senza  alcana  riduziooe  ;  quindi  si  IroYerà,  con  ano  qualunque 
de*pietodi  precedentemente  spicgati,  la  risultante  délie  (8),  e  s'avrà 

{boa^-OLob^^+iboai-aobi)  {afi^-biai)=o ,  (20,445) 

la  quale  soslUuendoTi  i  précèdent!  valori  (9)  dinene  : 

(      [(ac')y*+2(aeOy  +{ar)Y  ) 

i  "*f(^  ^y  -^  (^^  ^^  L  +[(5d')  +  2(<ie'ly+(dr)  J  ) 

# 

dove  (oc')  sta  invece  di  ac -ca' ,  e  cosi  per  gli  allri  analoghi  simboli. 
Quest'equazione  perlanio  ë  la  richiesta  elimiData  in  y  délie  due  equa- 
zioni  date  (7)  ;  essa,  corne  chiaramente  si  Tede,  è  del  4^  grade,  cioè 
è  d*un  grado  eguale  al  prodotto  dei  gradi  délie  due  equazioni  date.  E 
parimente  un*equazione  di  4^  grade  in  x  deve  risultarne,  se  invece  si 
elimioi  j/,  ?isla  la  simmetria  délie  date  equazioni. 

Ml.  In  générale  possiamo  dimostrare  la  seguente  proposizione  : 
il  grado  deWeliminata  di  due  equQZùmi^  una  di  grado  m  rUpetlo 
alU  due  ignote  x,  y,  VaUra  di  grado  n ,  è  di  grado  mn  rispetto  a 
una  di  queste  ignote. 

In  eUetli  noi  abbiamo  già  moslrato,  che  la  risultante  délie  due  equa- 
zioni (3)  è  una  funzione  omogenea  de'  coeiBcienti  (a),  (b)  e  di  peso 
mn^  rispetto  agrindici  di  questi  coeflicienti  ;  or,  comechè  ciascun  in- 
dice rappresenta  il  grado  roassimo,  che  à  l'incognita  y  nel  polinomio 
rappresentato  dal  coeiBciente,  cui  corrisponde  queiriodice ,  cosi  ne 
segne  che  rimetlendo  nella  risultante  composta  dai  coeflicienti  (a) , 
(b)  le  corrispondenli  espressioni  in  y^  la  risultante  diverrà  una  fun- 
zione in  y,  e  quesl'incognila  non  potrà  elevarsi  ad  un  grado  maggio- 
re  di  mn.  Del  rimanente  lo  stesso  teorema  ne  Tiene  di  conseguenza 
quando  l'eliminazione  si  fa  con  la  ricerca  del  massimo  comune  divi- 
sore,  e  si  tien  présente  la  proposizione  del  n.^  146. 

M^.  Tutto  ciô  à  luogo  sin  che  si  traita  di  equazioni  generali  ;  ma 
ben  puô  accadere,  io  qualche  caso  particolare,  per  individuati  valori 
de'  coeflicienti  délie  date  equazioni,  che  quel  gradb  risulti  minore  di 
mn,  cioè  del  prodotto  dei  gradi  délie  due  equazioni  proposte.  Or,  in 
simili  casi ,  è  agevole  determioare  l'effettivo  grado  délia  risultante  , 
senza  formare  lo  sviluppo  del  déterminante  che  la  rappresenta.  Noi 
qui  porremo  un  esempio  particolare,  che  sarà  sufflciente  a  mostrare 
la  regola  générale,  che  proponiamo. 

Sieno  le  due  equazioni 

^    ^  l  62a;H&eî»*+o.œ-i-6|=o , 

In  cui  le  (a)  e  (b)  sono,  in  générale,  dei  polinomii,  complet!  o  incom- 
plet!, in  y,  di  gradi  rispettivamente  uguali  a  quelli  de'  corrispondenti 
indici  :  per  modo  che  la  prima  è  del  7^  grado  e  la  seconda  dell'  8.^ 
rispetto  aile  due  variabiii. 
Seguendo  il  metodo  dialilico  del  Syltbster  (n.^*  442)  avremo  sette 
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equ8zioDi,  la  cui  risultante  è  espressa  dal  delerminaote  seguente  : 

a^  a^  a^  0   a^  o   o 

0    (I2  0,^  di  cjr  A3  0 

0    0    a^  a^  éf  0   a^ 

b^  b^  0   bi  0   0   0     =0  ; 

0    63  &e  0   *i  '>    0 
0    0    63  6e  0    b«  0 

0    0    0    &s  bu  0    b| 

il  grado  di  quest'  eqaazione  sari  eTidenlemente  quello  di  qael  ter- 
mine dello  svilQppo  di  questo  déterminante,  il  quale  risulla  di  mas- 
simo  grado  rispetto  a  y,  e  questo  termine  è  appunto  quello  in  caî  la 
somma  degrindici  risulta  massima  ;  quindi  tutta  la  questiooe  ridace- 
si  a  cercare  questa  massima  somma.  Or  è  chiaro  cbe,  se  il  massimo 
indice  in  ciascuna  orizzoniale  si  iroyasse  in  yerticali  diverse,  allora 
la  somma  di  questi  indici  sarebbe  quella  che  si  cerca,  e  sarebbe  per- 
ciô  il  grado  délia  risultante.  Ha  quando  avveoga ,  corne  nel  caso  no- 
stro  appunto  aTviene,  che  grindici  massimi  in  due  0  più  orizzontali  si 
trovino  in  una  stessa  Terlicale,  allora  bisognerà  far  più  di  uoa  di  que- 
«  ste  somme,  scegliendo  sempre  grindici  più  grandi  :  la  massima  Ira 
qoesle  somme  sarà  la  cercala.  Cosi  il  massimo  nella  1^  orizzoniale 
è  4  ;  e  il  massimo  nella  4^  è  6,  il  quale  perô  si  trova  nella  stessa  2* 
verticale  col  primo.  Allora  cominciamo  da  quest'indice  6  délia  4^;  e 
siccome  nella  S*,  6^  e  V  orizzoniale,  ma  in  verlicali  diverse,  si  trovx 
per  indice  massimo  ancbe  6,  cosi  addizioneremo  questi  quattro  6  ;  il 
che  ci  dà  24  ;  indi  bisognerà  prendere  i  massimi  nelle  tre  prime  orix- 
zonlali,  purchè  si  trovino  in  verticali  diverse  datte  già  consid^raie: 
ora  ciô  non  avviene  per  alcuna,  e  bisognerà  prendèfe  â  nella  prima,  3 
nella  seconda  e  3  nella  terza,  i  quali  numeri  aggiunti  a  24  ,  dàn- 
no  32.  Ed  è  cbiaro  che  non  occorre  calcolare  altre  somme,  non  po< 
tendo  giammai  avère  numeri  più  grandi  di  32  ;  imperciocchè  se  pren- 
diamo  i  tre  4  che  sono  i  massimi  indici  detle  tre  prime  orizzontali, 
dobbiamo  escludere  i  tre  6  délia  4^ ,  5*  e  6*  ,e  invece  includere  3, 1, 1. 
Pertanto  il  grado  deireliminala  delle  (11)  ë  soltanto  il  32°''' 

Corne  chiaramente  si  vede,  neireseguire  quesl'operazione,  tratlaU' 
dosi  solo  di  conoscere  il  grado  delVeliminata,  non  è  necessario  scri- 
vere  in  matrice  la  lettera  di  ciascun  coefflciente,  ma  solo  gl'  indici. 

4S3-  Finchè  si  tratta  di  trovare  soltanio  Teliminata  fra  le  due  eqoa- 
zioni  date 

(3)  ç(a5.2/)=o ,    4^(x,t/)=o 

possiamo  fare  uso  indistintamente  d*uno  qualunque  de*  metodi  spie* 
gati  nella  lezione  précédente  per  trovare  la  risultante  ;  ma  quando  è 
questione  di  trovare  le  soluzioni  comuni  aile  (3},  allora  bisogna  ricor- 
rere  a  quello  particolarmente  di  quel  metodi,  che  porge  beoancbe  le 
equaziooi  necessario  per  trovare  dette  soluzioni  comuni,  e  questi  me- 
todi sono  quello  di  Bbzout,  e  quello  del  massimo  comun  divisore,  0, 
ciô  che  è  lo  stesso,  quello  de'  residui  del  Stlvbstbr. 
L*eliminata  ira  le  date  equazioni  (6),  e  che  dinoteremo  con 

(«)  X(2/)=o , 
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&  stata  ottenuta  partendo  dairipolesi  che  ad  un  valore  y^  di  y^  dato  da 
questa  eqnazione  e  sostitufto  nelle  (3),  non  avesse  a  corrispondere  che 
un  solo  valore  comune  a  entrambe  per  x.  Ora  l'equazione  (12)  è  la 
matrice  bezuttiana,  o  Tultimo  res'duo  semplificato  di  Stlvbstbr,  cioè 
il  residuo  indipendente  da  x;  di  modo  che  la  bezuttiana  secondaria 
précédente  alla  (12)»  o  sia  il  penuUimo  residuo  semplificato  eguaglia- 
to  a  zéro,  è  uo'equazione  di  <°  grade  in  œ,  délia  forma 

(13)  rox+y,=o, 

in  cui  y^ ,  F|  sono  funzioni  deiraltra  variabile  y  e  de*  coeiBcienti  (a) 
e  (b)  délie  date  equazioni;  quindi  sostituendo  nella  (13)  in  luogo  di  y, 
successiTamente  ciascuna  délie  radici  yi  «  yt  »  ec.  délia  (12),  aTremo  i 
corrispondenti  valori  di  Xj  i  quali  saranno  in  tutto  tanti  per  quanti 
sono  quelli  di  y  délia  (12),  cioè,  io  générale  mn  (n.^iSl),  si  che  avre- 
mo  mn  sistemi  di  Talori  (a^i ,  yi),  (Xf ,  y^)  ec,  che  soddisfanno  le  pro- 
poste  equazioni. 

Ma  se  una  radice  y^  délia  (12)  posta  nella  (13)  rende  F|=o,  Yf^o, 
allora  yuol  dire  che  le  due  equazioni  date  (6)  per  questo  taie  Talore 
di  y  dlTCogono  due  equazioni  in  x»  che  ammettono  due  radici  co- 
muni  (n.®  439)  ;  e  per  determioarle  bisogna  ricorrere  alla  bezuttiana 
précédente,  o  sia  ali*antlpenultimo  residuo  semplificato,  che  ë  un*e- 
quazione  di  2^  grade  in  x,  cioè 

(14)  Fo  x^+T,  x+Yr=o , 

e  sosiiluire  nelle  Fo ,  F, ,  F, ,  che  sono  funzioni  di  y,  in  luogo  di 
quesfincognita  il  suo  valore  y,. ,  e  cosl  s'avranno  in  corrisponden* 
za  a  questo  ^alore  due  Tslori  per  x*  Ciô  per  altro  à  luogo  sin  che 
quel  Talore  y,,  non  rende  a  un  tempo  Fo=o,  F|=o,  Fs=o;  imperoc- 
chè  in  quesio  caso  le  due  equazioni  date  (6)  per  quel  Talore  y,  diven- 
gono  due  equazioni  in  x,  che  ammettono  tre  valori  comuni  per  que- 
st'incugnita;  e  per  determinare  questi  Talori  bisogna  ricorrere  alla  be- 
zuttiana secondaria  précédente,  che  è  del  3^  grade,  e  cosl  appresso. 
EsBMFio  I.  —  Sieno  date  le  due  equazioni 

(15)  (y-1)  a5V2aî-(5y-3)=o ,    yxV9a5-10y=o , 

le  quali  non  sono  scomponibill  in  fattori,  e  perciô  si  posson  trattare 
direttameote.  Adoperando  il  metodo  di  Bbzovt,  moltiplicheremo  la 
prima  per  y,  e  la  seconda  per  y-1,  e  sottraendo  i  risultamenti  si  à 

(7y-9)aî-(5y«-7y)=o. 

E  similmente  moltiplicando  la  prima  (15)  per  yaH-9,  e  la  seconda  per 
(y-i)x+2,  e  sottraendo  avremo  : 

(5y«^7y)  aî-(25y-27)=o  ; 

queste  due  equazioni  corrispoodono  aile  (23,431) ,  e  Y  eliminala 
quindi  è  la  seguente  : 


(ly  -9  ),  -  (  5y»-7y) 

^  V-iy),  -  (wy  -") 


=  25y*-70y3-126yH414y-243=o , 
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la  quale,  risoluta  e^  metodi  gîà  diehiarati,  à  per  radiei  yst ,  y=3, 

£B|(-^<sk  v^;  e  soslituendo  ciasciuM)  di  quesU  valori  m  «na  qm- 
Df  ne  ddle  pféoedenli  eqjMzioni  in  x,  ai  iro?a  in  corrispoodmxa 
flisl ,  assS ,  a>s=-  (5=F  v/W). 
Pertanto  le  aolutioni  délie  date  equasioni  (f  5)  sono 

l2/=j,    }î/=3.    î  y=|(-l+ v/ï5),    îy=K-*-v/nO. 

EsBM.  IL  —  Abbiansi  le  due  equastoni 

j  a5»+î/5c'-(i/*-!)  aî-(y»-t/)=o , 

le  quall  aono  acoasponibili  in  bilori  corne  seyie  : 

(x+y)  (x»-t/Vi)=o ,    (Î/-.2)  [»^-^(2y-l)x-îî/l;=o  ; 

si  che  per  awre  lé  solaxioni  «oauini  convien  rie(rif ère  i  qoaUro  se- 
gnenti  siatemi  d'equacioni  : 


(i«)  1  , 


(11)  î/-2=o,  aî+2;=o. 

(1»)  y  -2=0 ,  aB>-y*+!=o  ; 

(19)  aj+y=o ,  x*-(2y-l)ac-îî/=o  ; 

(20)  a5»-y*+!=o ,  œi*-(2y-!)aj-«y=o. 

n  slstema  [il]  di  Vunica  soluzione  x=:— 2,  y^2.  Il  sistema  [18}  di 
ire  aolutioni,  cfoè 


y=»,  œ=:v/5;    y=2,  x=K- v^-h3i)  ;    y=2,  a5^K-\/3-3t). 

l\  sistemo  (19)  dâ  due  soluiioni,  cloè  a5=0,  y=0  ;  x=— 1,  y=l. 

Bimane  a  troTare  le  soluzioni  dèl  sisteme  [90)^  e  perciô,  segnendo 
11  metodo  di  Bbzout,  ridurremô  primamente  la  seconda  a  3*  grade 
corne  la  prima,  e  s'avri 

(21)  x'-y*+l=  0,    x«-(2y-l)x*-2y«=o  ; 

indi  elimineremo  7^  e  avremo 

(c)  (iy-i)  a*+%aHy*-l)=o  ; 

pol  moUipIicberenio  la  prima  délie  precedenti  equazioni  per  a}-(Sy— 1], 
e  la  seconda  per  x,  e  aoUraendo  s*avrà 

<*)  iy»*-(y*-l)  x+(9y-l)  (-y'-lM- 

Fatto  ci6  convien  formare  un  sistema  di  qnest*eqnazione  délia  pie- 
cedente  e  délia  seconda  (21)  dîfisa  per  x,  dbe  corrispondono  al  siste- 
ma (23,431),  ed  eliminare  le  potenze  di  x,  il  che  di  la  risaltanle  o 
tlimfamta  segoente  : 

1  -(2y-l)     -2y 

2y-l         2y  ^(yM) 

2y      -(y*-i)      iv'-i)  (2y-i) 


(22) 


=y*(8y»-yVl)=o. 
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Finalmente  eHminard  x^  fra  le  (a  e  (6),  il  che  dà 

(23)  (2î/H3t/»-ïî/-f)Mt/»-l)(4y«-2y44)=o, 

e  quindi,  tro? ate  le  cinqiie  radiei  délia  (22),  due  délie  quali  sono  nuT« 
le,  sostituirle  in  questa  (23)  per  ayerne  i  eorrispondentt  Talori  dl  as. 
4S4.  Sopponiamo  ora  cbe  le  equazioni  date  sieno  tare  côn  tare  fn- 
cognite , 

(24)  Hx,y,z)=o,  Q(x,2/,z,)=o,  B(x,y,z)=o, 

la  prima  di  grade  m™^,  la  seconda  di  grado  n™^,  e  la  tena  di  grade 
p'^^  :  Yolendo  risolvere  queste  eqoazioni,  cioè  volendo  determAicme 
tutti  i  sistemi  di  vdlori  (  x,  y,  x  )  che  le  soiMsfawnOy  converrà  anche 
qui  eseguire  primamenle  reliœinazione,  la  qnale,  com'6  nalnrale  snp- 
porre,  deye  preseolar  più  difficoltà  di  qaella  relatiTa  al  caso  di  dne 
equazioni  a  due  ignote.  Pertanto  dichiareremo  solo  la  ^a  générale  a 
tenere  nella  soluzione  deU'attuale  probiema,  seguendo  il  Poisson. 

Se  in  due  qualunque  delle  proposte  equazioni  (24),  poniamo  la 
prima  e  seconda»  si  suppone  posto  in  hiogo  di  z  an  qjualnnqoe  talo* 
re  comune  a  tutte  tre  le  equazioni,  quelle  prime  due  equaziopi  non 
cont^ranno  che  due  sole  ignote  œ,  9,  e  perô  si  potranno  risolvere 
corne  precedentemente  è  spiegato»  e  daranno  per  queste  ipiote  mn 
sistenu  di  soluzioni  seguenti: 

(25)  (a„  p,),  (a,,  pj  ,  .  .  .  .  (a^  p^), 

essendo  (a)  e  (P)  funzioni  di  2;  sostituiti  questi  sistemi  nel  primo 
membre  délia  terza  (24),  s*aTranno  i  seguenti  mn  polinomii  in  z  : 

R(ai,p„2),  R(ût„pt,2),  R(ex„p5,z)  •  .  .  .  ; 

uno  de*  quali  almeno  devesi  annnllare  per  que!  valore  di  z  comune 
aUe  tre  equazioni  date  ;  quindi  1*  equarione  unica 

(26)  R(a,,  Pi,  2).R(at,  p,,  ;s).R(a5,  P,,  2)  .  .  .  •  =0, 

sarà  r  eliminaia  in  z  di  dette  equazioni. 

MS.  L*  eliminàta  (26)  puè  èssere  formata  in  un  modo  analogo  a 
quello  con  cui  si  forma  l' eliminàta  di  due  equazioni  a  due  taririiiU 
par  raezzo  deUe  funzioni  simmetriche  delle  radiei.  In  effetti,  rappre- 
senti  0  una  quantité  indetermtnata,  I  una  nuova  variabile,  e  ai  ponga 

(27)  t=a5+0y ,  e  quindi  a^t-62/  : 

sostituendo  questo  valore  nelle  due  prime  equazioni  P=o,  Q^ro,  avre- 
mo  due  nuove  equazioni  dello  stesso  grado  primitive^  fra  le  tre  varia- 
bili  t,  y 9  e  z;  e  perô,  eliminando  tara  esse  la  y^  otterremo  un'eqoazio- 
ne»  che  ordinata  rispetto  a  { sarà  délia  forma 

(28)  f^+ir,r>-*+fi,ï^*+. .  •  •+H^,«+H^==o  , 
RuBiifi,  Compietnento  cf  AlgOna.  61 
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in  coi  u>=mn,  e  le  Jï  sono  funsfoni  dèU'indetermiData  0,  déUa  varia- 
bile  Zf  e  de'  coeiBcienli  délie  due  equazioni  P  =  o,  Q  =  o.  Nel  tempo 
stesso,  essendo  (Oiy^t)»  («t»^)*  ^*  ^  sistemi  di  falori  comoni  a  délie 
equaxionf,  e  tenendo  présente  la  relazione  (27),  ne  conseguita  che  le 
radici  délia  (28)  sono  a^+i^^  «  ^+(>?s ,  ^+^^s  «  ^*  Or  sappiamo  già 
Gome  calcolare  la  somma  £,.  (a,+0^|)  délie  poleose  simili  di  quesle 
radici;  la  qualesarà  una  funzione  de'coefficienti  (H)  délia  (28)  e  quin- 
di  ancora  di  z,  di  0,  e  dei  ooelBcienti  délie  equazioni  P=o^  Q=o;  coâ 
ehesarft 

essendo  il  seconde  membre  una  funzione  razionale  e  intera,  che  or- 
dinata  secondo  le  polenze  ascendenti  di  0  sarà  délia  foripa 

in  cui  le  K  sono  funzioni  di  z  e  dei  coeiBcienti  délie  equazioni  P=o, 
Q=o.  Ma  ancora  il  primo  membro  si  puô  syiluppare  secondo  le  po* 
tenze  délia  stessa  indetermioata  0,  essendo  che 

2r(«f+*Pt)==(ai+*Pi7-f-(««+'Pt)'+(«s+«Ps)**+ec. 

=2aî+r(2;a,'--'p,).6+[;i(2;a,'-*PÎ).««+  ec.  , 

e  perô»  essendo  6  una  quantità  iuderminata,  6  necessario,  perché 
questo  STÎluppo  e  il  précédente  sieno  identici,  che  s'abbia  Sa^  ^K^^ 
rZat*^*^i=£i ,  [l\laJ''*^\=K^ ,  ec.  Cooosciute  per  mezzo  di  quesie 
formole  coteste  sommeI,si  poiran  calcolare  le  aUrelaf^f.af'^'J^  ec; 
e  poichè  il  primo  membro  délia  (28)  è  appunto  una  funzione  di 
qneste  somme,  cosi  es^o  si  troverà  espresso  in  funzione  delle  K^ 
cioè  di  2  e  dei  coeiBcienti  delle  equazioni  P=o,  Q=:o,  e  di  quelli 
ancora  deUa  tena  R=o.  In  questo  modo  si  à  Feliminata  (26)  in  z;  ri< 
solvendo  quest'  eliminata,  si  sostituirà  ciascuoa  delle  sue  radici  z, , 
Zf  »  ec.  in  due  qualunque  delle  (24),  che  saranno  in  questo  modo  due 
equazioni  con  due  sole  ignoie,  e  si  risolveraono  come  ne*  n  J  prec. 

U6.  Perô  cotesto  melodo  riesce  laboriosissimo  nella  pratica  ;  e 
d'altronde  yi  à  già  dei  metodi  come  calcolare  diversamente  quesliira* 
lori  comuni,  e  le  stesse  funzioni  simmetriche,  che  entrano  nelia  oom- 
posizione  délia  (28);  ma  crediamo  superflue  il  discorrerne,  vislo  IV 
so  a  cui  6  desUnata  quest' opéra.  Qui  ci  contenteremo  far  soltanto  no- 
tare  che,  mercè  l'use  delle  stesse  funzioni  simmetriche,  e  ragionando 
sidle  tre  equazioni  a  tre  ignote  (24>  si  pu6  dimbstrare  che  Vélimino^ 
ta  rispeUo  a  una  delle  incogniie  e  di  grado  eguale  al  prodotto  dei 
gradi  deUe  date  equazioni  :  questa  stessa  proposizione  si  troverà 
ayer  luogo  per  quattro  equazioni  a  quattro  incognito,  e  in  générale 
per  m  equazioni  ad  m  incognito  ;  tutto  ciô  perô  nel  caso  di  equazio- 
ni generali,  potendo  intenenire  in  casi  particolari  che  air  indicato 
limite  non  si  giunga. 

MSI.  GioTB  notaré  come  l'eliminala  (26)  rlspettoai  coeiBcienti  dél- 
ia terza  equazione  R=:0,  sia  di  grado  mn^  ;  imperocchè  dascnno 
dei  fattori  &(&«  »  ^i ,  z),  ec.  non  contieoe  i  detti  coefBcienti  che  al/ 
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grado,  e  d'allronde  le  funzioni  sîmmetriche,  di  cui  pîù  sopra  si  è  di- 
scorso, noQ  dipendono  cbe  dai  coefflcienU  délie  altre  due  equazioni 
P=o,  Q=o:  ora  i  delli  fallori  R(a|,  Pi,  z)  sono  mn^  dunque  è  vero 
ciô  cbe  si  yoleva  far  notare. 

4SS.  Allorchè  le  tre  equazioni  date  sono  omogenee  rispello  aile  tre 
variablli,  cosi  cbe 

P=a^œ**+aî*^(a,7/-i-a',z)4- +a«i/«-i- +aW«z«=o  , 

Q=M"+aî*"*(6iy-f-6',55)-h +6„y'*  + -^b^\z''  =o  , 

R=CoOcP+a5p-«  (c,y+c',2)-f -fc^ty^  + +0^^)^^^  =o  , 

dividendo  ciascuna  equazioae  per  una  slessa  yariabile,  poniamo  la  z, 

ayremo  Ire  equazioni  conleoenli  I  due  rapporli  —  =u,  —  =i?,  la  pri- 

2  z 

ma  di  grado  m*°^,  la  seconda  di  grado  ?^*"**,  e  la  Icrza  di  grado  p^^ 
rispetlo  aile  due  nuove  yariabili  t«  e  v  ;  si  che ,  diaotando  con 
(aJi ,  y,,  2,),  (aîj,  2/j,  2j),  ec,  0  pure  con  (u, ,  i?,),  (m,,  v^.)  ec.  gli 
mn  sistemi  di  valori  che  soddisfanno  aile  due  prime  equazioni,  questi 
?alori  saraono  pure  comuni  alla  terza,  se 

R(œi,  yo  2,)-  R(Xjj,  y^.Zi) =0  : 

or,  in  questo  caso,  cotesta  equazione  sarà  funzione  dei  soli  coeflicienti 
(a),  (b),  (c),  ec.  délie  date  equazioni  e  sarà  la  loro  risuUante  ,  la 
quale  sarà  di  grado  mn™®  rispello  ai  coefflcienli  (c)  per  le  medeslme 
ragioni  dicbiarate  nel  numéro  précédente,  e  sarà  omogenea  perché 
tali  risuliano  le  funzioni  simmetriche  di  questi  coefflcienli;  e  poichè 
la  medesima  risuUante  si  à  risolvenio  le  P=:o,R=o,  e  sostiluendo  nella 
Q=o,  0  pure  risolvendo  le  Q=o,  P=o,  e  sostiendo  n»*lla  P=o,  cosî 
la  délia  risuUante  sarà  di  grado  mp^^  rispeUo  ai  coefflcienli  délia 
Q=o.  di  grado  np^^  rispetlo  a  quelli  délia  P=o. 

4S9.  In  générale,  corne  chiaramente  si  scorge,  qitalunqv£  sia  il 
numéro  délie  date  equazioni  omogenee  ad  allreltante  variabili^  la 
loro  risuUanle  è  una  funzione  omogeneay  la  qxiale  rispeUo  ai  coef- 
ficienii  di  un'equazione  è  di  grado  eguale  al  prodoito  di  quelli 
délie  rimanenti. 

CAPITOLO  XIL 

Della  eliiiilnazloiio  dei  radleali.  —  Délia  rlsoluxlone  alg^brloa 

délie  equazioae  dl  3^  e  4^  gprado. 

LEZIONE  XXXIII. 
Délia  eliminazione  de'  radical»  da  un'equazione. 

460'  Eliminare  i  radicali  da  un*equBzione  che  li  conlenga  vuol  dire 
irojèformare  queW equazione  dalla  forma  irrazionale  che  à  in  wnal- 
tra  di  forma  razionaXe,  Nella  lezione  LIV  degli  £•  abbiamo  traltati 
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alcool  casi  partioclari  di  qoesl'operazione  ;  ma  ofa  ripreoderaoïo  lo 
stesso  argomeoio  per  trattarlo  in  modo  più  générale. 

461.  AUorohë  da  un*equaxione  si  voglioo  fare  sparire  i  radioali 
che  cootiene,  è  chiaro  che,  sia  direttamente,  sia  in  modo  indirello, 
bisogna  elevare  qaei  radicali  a  potecxa  :  ora  un  radicale ,  corne  sap- 
piamo,  è  capace  di  tante  determinazioni  per  quante  uniti  sono  nel  soo 
indice  ;  e  relevazione  a  poteoza  distruggeodo  apparenteroente  queste 
determinazioni  particolari,  Tequazione  renduta  razionale  deTo  com- 
prenderle  toUe.  Per  lo  che  se  supponiamo  l'eqaazione  data  mossa  sot- 
to  la  forma 

(1)  tt=0 , 

esséndo  per  consegtienza  u  nna  funzione  irrazionale  ;  e  quindi  sosti* 
tuiamo  a  ciascun  radicale  successii^amente  le  diverse  sue  détermina- 
zioni,  atremo  tant!  valori  t^i ,  t^,  u, ,  ec. . .  •  u^^  délia  funzione  u,  per 
quante  sono  le  manière  di  combloare  le  p  determinazioni  di  on  radi- 
cale, con  le  g  d*un  seconde»  con  le  r  d*un  terzo,  ec.  Ora  io  dtco  che 
requazione  renduta  razionale  dev'essere  il  prodotto  di  tutti  i  prece- 
denti  valori  eguagliato  a  zero^  cioè  dev'essere 

(2)  ti,  U|  lia  • .  • .  u^-o. 

In  fatti,  supponiamo  primamente  che  in  u  si  contenga  il  solo  radi- 

cale  va  ,  le  cui  determinazionu  corne  sappiamo (o.^  90)  sono 

p.—         p.—         Py-  p.— 

a^KOf    aya,    a,v/a  ,  ....  o^Ka  , 


essendo  a, ,  a, ,  a, .  •  •  Op  le  p  radici  deirequazione  o^— l=o  ;  qoio- 
di  in  questo  easo  i  valori  Un  ti|,  ec.  saranno  soltantop,  e  la  (2)  sari 

(3)  u,  tit  tl)  .  •  •  .  Up==Q  , 

ed  6  chiaro  che  il  primo  membre  sarà  nna  funzione  simmetrica  dél- 
ie (Xi,  c^ ,  ec. ,  e  quindi  dei  coefficfenli  deirequazione  a;''  —  1  =  o.  E 
proptiamenle,  poichè  i  radicali  cbe  sono  nella  (3)  non  possono  esse- 

re  altrimente  che  le  potenze  successive  deir  nnico  radicale  v  a  cbe, 
per  ipotesi  in  u  si  cootiene.  cosl  à  chiaro  che  nel  primo  membro  (3) 

il  v/^  deve  avère  nel  suo  coeiBciente  una  funzione  simmetrica  di  1* 

grade  délie  a^,  a, ,  ec.  ;  (ka  )  deve  avère  nel  coefficiente  una 
funzione  simmetrica  dei  quadrati  di  dette  quantité  «i ,  a,  «  ^^*  > 

e  in  générale  \Và  )  deve  avère  nel  coefficiente  una  funzione  sim- 
metrica délie  potenze  a^,  a$,  ec.  di  dette  radici;  e  poichè  p«f 
queste  funzioni  si  à  (n.^  190)  6|=o,  a^so,  $,=0, .  •  Sp=pi  cosl  le 

diverse  potenze  det  radicale  k<^9  sino  alla  fp-l)"*^  debbooo  sn- 

nire  dal  prodotto  (3)  ;  e  svanisce  benanche  \V^  )  ,  percha  ugaa- 
le  ad  a»  e  U  suo  coeiBciente  af +a$+ec.=:m,  cosl  che  le  stesse  quan- 
tité a. ,  Os ,  ec.  svaniacoao.  Pertauto  neir  ipotesi  amaieBoa  d*  an 
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sdo  radicale  conteouto  nell'equazion^  (1)  yediamo  che  V  eqaazione 
rendota  razionale  risolta  dalla  forma  (3). 
Ora  suppoaiemo  che  nella  slessa  equazione  data  tt=o  sievi  on  86- 

condo  radicale  V^<  Fatto  sparire  il  primo  radicale  Vu,  al  modo 
anzidetio  ,  ayretoo  invece  d' un'equazione  razionale,  ud'alira  tuita- 

yia  irrazionalev=o,  che  conlerrà  il  radicale  v/b^,  ilquale  si  pu6 
elimioare  da  quest'equazioae  col  metodo  précédente,  e  cosl  ottiensi 
un*equazione  del  tullo  razionale.  Il  medesimo  fagionatnento  puô  esten- 
dersi  al  caso  d*un  maggtor  numéro  di  radieali. 

462.  Passando  aU'applicazione,  supponiamo  che  si  yoglia  rendere 
razionale  reqoazione 

s 

(4)  v/x  +  v/ïr=x-5. 

Biaognerà  prlmamente  porre  quesf  equazione  sotto  la  forma  (1),  cioè 
pasaare  tutti  i  termioi  nel  primo  membro,  e  s'avrà 

v/»"+  v/y -x+6=o , 
e  poichè  i  valori  di  \/x  sono  soltanto  due  +  \/x  e  -  \/x,  cosl  per  eli- 
minare  questo  radicale  convien  formare  il  prodotto  dei  due  faltori 
(  v/ar+  v^-x+6)(-  v^+  y/y'-x-hb)  e  uguagliarlo  a  zéro»  il  che  dà 


(\/y  -œ+6j  -08=0; 


e  poichè  i  valori  di  v/yi  sono  \/y ,  a  y/y^  a^l/jT»  dssendo  a  uoo  dei 

valori  immaginarii  di  \/Tl  cosl  nel  primo  membre  di  quesfequazione 

si  sostituirano  in  laogo  di  \/y  e  successiTamente  detti  Talori ,  e  il 
prodotto  de*risultamenti  s*uguaglierà  a  zéro  ;  cosl  s'a^ri 

[( v/y-a5+6)*-x][(a v^T"-  ;c+6)  -  flc][(a«t/y"-  x+6)*-a5]=o, 

Per  eseguire  questo  prodotto  si  ponga  per  un  momento 

(5)  x-b=p  ,    p*-a5=g , 

cosl  il  primo  membre  précédente,  oaserrando  che  a^=a,  diviene 

(V^*  -2p  v7+g)(  «i*  v/y*-2ap  v/y+9)(a  v^-2a^  v/y+9)  *• 

ora  eseguendo  le  moltiplicazioni,  e  tenendo  présente  che  l+a+a'^o, 
si  troyerà 

y*+2  (3g-4p*)  p!/+q*=o , 
o  vero,  rimettendo  per  p  e  g  i  loro  valori,  s*avrà  flnalmente 

(6)  7/-2  (05-6)  [3a;+(a5-6)^î/+[  (x-6)*-xl*=o , 
e  sarà  questa  la  data  equazione  (è)  renduta  razionale. 
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tes-  Si  pa6  benanche  eliminare  i  radicali  délia  (()  ponendo  sT^ 

=  1,  v/yrsM,  cloè  (*=»,  v?=y .  (+w=x-5  ,  e  si  traitera  quindi  d'e- 
limioare  I  ed  u  da  queste  equazionî,  il  che  agevolmente^otUensi  ;  im- 
peroccbè  elimioando  u  tra  la  seconda  e  lerza  si  à 

{x-h-i)^=y ,  0  Tero  (aj-6)»-3  (x-6)*(+3  (x-6)(M«=y^  ; 

poneodo  per  l' il  sac  valore  x,  risulia 

[3(aî-5)«+a5]H»-6)H3  (as-ft)  x-y , 

quindi  elevando  a  quadrato ,  e  rimettendo  x  invece  di  t^  si  à  fiaai- 
roeote 

[(a>-6)»+3  (x-6)x-i/l*-  [3  (x-6)*+x]x=o  , 

la  quale  sviluppata  trovasi  coincidere  con  la  (6)  anch*essa  sviluppala. 

464.  Col  metodo  ionanzi  esposto  non  solo  si  puô  rendere  raziona* 
le  uoa  data  equazioae  irrazionale;  ma  si  puô  benanche  formare  quel- 
Vequaaione,  che  deve  avère  per  radici  le  diverse  delerminaziofii 
duna  funzione  irrazionale  data.  Cosl  p.  e.  voleodo  troYare  l'equa* 
ziooe,  che  à  per  radici  i  valori  délia  funzione 

0)  aî=t/5+î/ir, 

non  si  à  che  eliminare  i  radicali  da  quesrequazione  ;  il  che  puô  farsi 
0  col  metodo  del  n.^  461,  o  pure  con  quelle  del  numéro  précédente,  o 
in  fine  ne!  modo  spiegalo  al  n.®  622  degli  E.  »  e  in  ogni  caso  si  tro- 
Yerà  Tequazione  richiesta  essere  la  seguente: 

(8)  (x»-a-5)«=27a6x' , 

la  quale  s*eleYa  al  9^  grade,  perché  combinando  le  tre  deteroiinazio- 

ni  di  v/â  con  le  tre  di  y/S*  la  formola  (7)  ë  capace  di  3.3  o  sia  9  Talo- 
ri  (E.  n.*  555). 

E  più  generalmente  Fequazione  che  dà  tulti  i  Talori  délia  funzione 
irrazionale 

n  n  u  n 

x=  \/a7+  \/a7+  v/ô^H-  •  •  •  •  +  V^ 

risulta  del  grade  n*. 

465.  Quesrultima  proposizione  è  vera  sin  che  tra  i  divers!  radicali 
non  deve  esseni  condizione  veruna  ;  ma  se  qualche  condizione  deie 
aver  luogo,  il  grade  deirequazione  razionale  puô  essere  minore  del 
précédente  limite  n^.  Supponiamo  in  fatti  che  s'abbia  la  funzione 

n  n 

(9)  x=  v/à  +  y/F, 

e  si  voglia  cercare  requazione,  che  à  per  radici  tutti  i  possibili  ?alori 
di  questa  funzione  con  la  condizione  che  debba  essere 


(10)  V^x^=c, 


n 


essendo  c  una  quantilà  razionale.  Ponendo  per  un  momento  /a  =  l. 
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vbz=u,  e  facendo  uso  délia  formola  (17,  431)  col  sostiluire  quindi 
X  a  2=t+v,  ed  n  ad  m,  s*otlieDe 

n  _^  fl— 3  •*  —  II— 5  H 4  */— 

ora  tenendo  présente  la  condizione  (10)  e  ponendo  per  semplicilà 
a+{)ê=(I,  s*aTrà  requazione  ricbiesta»  cioè 

(!  !)   ai*-nca^*+n.-^  c»a^-n.-^  .-^  c»a!^Vec.-<ï=o , 

il  cui  grado,  che  dovrebbe  essere  eguale  ad  n*,  è  soltanto  n  ;  e  la  sua 
risoluzione  pu6  otlenersi  ageyolmente  poneodo  x=^z-\-  —  ;  cosi  a'avrà 
per  la  formola  ({8,43i) 


c» 


2*+  —=  =d,  0  sia  z**-d2*+c*=o,  d'onde  si  trae 


a» 


c» 


(12)  z»=|(d+\/di=4c^,    ^  =  Kd- v/d^-ic»)  ; 


Il  


e  qaesie  formole  daranno  con  le loro radici  i  ifalori  di  v^a  e  di  vb  , 
combinandoli  talmente  perôadue  a  due,  che  il  loro  prodotto  risulli 
=c,  secoDdo  la  condiz'one  (10).  Ora  dinotando  con  aunaradice  pri- 
mitua  deirequazione  2*^-1=0,  quelle  délia  (il)  saranno 


05=      v/â"+  y/b  ^ 


(*3)  N    30=  a»v/ô+ a"^*y6  , 


œ=a'^*v/ûr+       av/ô". 


466.  É  da  nolare  che  se  d*'4c^  <o,  i  ?alori  (12)  e  perciô  i  valori 

V^ ,  >/b  sono  îmmagînarîî ,  cioè  délia  forma  V^/M-fci,  \/hr-k\', 
e  perô,  quando  questi  radical!  possono  essere  irasformatt  rispettiya- 
menle  nelle  due  espressioni  p+gi,  p—qU  essendo  p  e  q  qiumlUà 
rcizionali  (E.  n.®384),  il  primo  Talore  x  sarà  reale.  Ma  se  quesi*uliima 

condizione  non  è  veriilcala,  allora  \/h=tki  rimarrà  di  questa  forma,  o 
polrà  trasformarsi  in  p±qiy  essendo  perô  p  e  g  non  più  quantité  razio- 
nali,  ma  quanlità  espresse  da  série  infinité,  corne  vedremo  a  suo  luogo. 
In  questo  caso  non  solo  la  prima  radice  (13)  ma  tuUe  le  rimanenti 
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saranno  reali,  abbenchè  si  presentino  in  forma  immagioaria.  lobtf 
osseniamo  primamente  ehe  poslo  il  yalore  immaginario  a'={L+^y  ne 

Tlene  0^^=-^=— == : =^Vr-5=y^-^>cssendoa*=l^ett*+v*=:i, 

qaiDdi  se  si  pone  v/â"=  vh+ki==p+qi ,  v  6  =  vfo--fci=p  —ci ,  ne 

yerrà  che  le  rimanenti  radie!  sooo  della  forma 

aî=(|t+vi)  (prgt)+(|t-vt)  (p-gi)=2(M)-vg) , 

cioè  reali,  c.  b.  d.  Or  questo  caso  io  cul  il  radicale  \//i=tfe<  oon  paà 
trasfprmarsi  in  p^qi^  con  valori  razionali  di  p  e  g ,  e  non  pertanlo 
tutte  le  radici  deU'equaKione  (11)  sono  reali,  si  distingue  ool  noo^ 
di  caso  irriducibile. 

461.  Se  Dell*equaaione  (H)  si  fa  successiYameate  n=3»  n=4»  ec. 
s'avranno  le  diverse  forme  speciaU  di  equaziooi,  le  cui  radici  possoao 
essere  rappreseotate  da  espressiooi  deHa  forma  (10), 

468'  Trasformazione  delFirrazionale  vadb\/b.  —  Bite- 
nendo  corne  dtmostrata  la  formola  del  binomto  di  Nbwton  nel  caso 
in  cui  Tesponente  sia  fraziooario,  corne  faremo  a  suo  luogo,  aî)biamo 

(14)  v/a±v/S=(o±\/6)i  = 

L      n    o      n     n     a*     n    2n      3n      o*  J 

e  da  questa  formola  deduciamo 

W+\/b+  v^a-v/6"=   v/a  [*+'^-'^^  +  ^^-j  =2a  vT> 

essendo  a  e  p  quantité  razionali  cbe  convien  determinare.  E  perciè 
poniamo  per  sempliciià  a+  \/5=A,  a—  \/6=ft,  e  sarà 

(15)  i/S"+Ï^T=2a|/p',      (16)    »/Âit=V^â?^; 

indi  quadrando  la  (iS),  togliendo  dal  risultamento  la  (16)  moUipUea- 
ta  per  4,  ed  estraendo  la  radice  da  ambi  i  membri  dell'equazione  ri- 
sullante,  ottiensi 

n 

si  che  combinando  le  (15)  e  (17)  risulfa 


n 


a*  -  V^âT"  J*  ûoû  è  altrimeiUe  ftbe 
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irrazionale.  Perlsnto  poniomo 

*i 

(18)  Y=a»-V-pr , 

e  dalle  due  equazioni  précèdent!  s*olterrà 

(19)  Va+^/&=vT(a  +  ^/Y") ,        \/â=V6=\rf  (a-\/7")  ; 

dalle  quali  formole  si  scorge  che  la  trasformazione  degli  irrazioDali 
clie  sono  ne'primi  membri,  oelle  forme  diootate  dai  second!,  puô  aver 
luogo  in  termini  finit!,  quando  a,  ^,  y  risultano  razionali  pei  dati  va- 
lori  di  a,  &,  n. 

Ora  perché  y  sia  razionale  è  d'uopo  seconde  la  (18)  che  — ^^  sia 

una  potenza  n!^^  ;  questa  condizione  puô  essere  adempiula,  dovendo* 
si  delerminare  p,  s)  che  si  farà 

fi^ 

(20)  p*=(a»-6)±«^',  e  risulterà  V^  ^  (a*- 5)=^*=c , 

essendo  c  quantité  razionale  :  cosl  y  sarà  espressa  da 

(21)  T=a*-c , 

e  resta  a  vedere  se  a  puô  e$;sere  razionale.  Per  ciô  si  elevi  a  potenza 
n^  quale  si  voglia  delle  (19),  ed  eguagliando  la  parle  razionale  d*un 
membre  a  quella  delCaltro  risulta 

si  clie  ponendo  in  quest*oquazione  invece  di  y  il  suo  yaiore  (21),  s^avrà 
una  nuova  eqiiazione  con  la  sola  incognita  o(,  e  se  quest*  equazione 
ammetterà  radici  razionaK^  la  trasformazione  surriferUa  potrà 
aver  luogo^  altrimente  no. 
469,  Allorchè  6  è  négative  la  formola  proposla  è  délia  forma  im- 

maginaria  yla±bi,e\^  proposizione  ora  dimostrala  varrà  pure  in 
questo  caso.  In  fatti  si  puô  sempre  supporre 


(22)  VS;TM  +  >/â=6Î=2a\fpT 

perché  negli  SYÎluppi  de'  radical!  spariscono  dal  primo  membre  i  ter- 
mini affetti  dal  simbolo  immaginario  i.  Allora  osservando  che  si  à 

V(a+6i)  (a-6î)=  >/a*+6*,  si  potrà  da  quesVeguaglianza  e  dalla  pré- 
cédente ricayare 


(23)  to^-V^^lM  =  2V7[a*-\F— ^ 
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corne  daUe  (15)  e  (16)  si  è  dedotta  la  (11).  Quindi  le  (22)  e  (23) 
dànno 


v-p-=«+l«*-v-|r-j  »v-r=*-rv-|i-]. 

si  che,  dovendo  i  second!  membri  di  qoeste  eqaazioni  essere  ima»- 
ginarit  corne  i  primi,  è  d*aopo  che  sia 

a*-V'"gi~=-T  »  ealloradà 


n 


y]a+bi=)l^  (a+Y*).    >/a^  =>/T  (a-TO  , 

e  questa  Irasrormazione  sarà  possibîle  in  iermini  /Initi,  quando  per 
valori  dali  di  a,  b,  n  le  quantità  a,  ^,  y  r/suUono  rozionalj.  Del 
rimanenie  il  modo  di  determinare  qaeste  quantità  è  analogo  a  qaeUo 
del  n.*  prec 


LEZIONE  XXXIV. 
Délia  fisoluzione  algebrica  délie  eguaziont  di  3"  e  4^  grado. 

no.  Ua*equazione  compléta  del  3.^  grado  è  délia  forma 

(1  )  oc*+3px*+39a;+r=o , 

doye  il  cofflciente  numerico  3  è  messo  per  comodo  di  scrittura.  Per 
risolvere  qiiest*equazione  s*osserva  che,  se  s'avesse  un'equazione  an- 
che del  3.°  grado  corne  la  proposta,  ma  di  cni  una  radice  fosse  coin* 
posta  d*un  certo  numéro  di  quantité  da  determinare,  allora  si  potreb* 
ber  queste  determinare  con  la  condizione,  che  la  nuova  eqoasiooe 
risultasse  identica  alla  data.  Ora.  comechè  ciascuna  di  queste  eqoa* 
zioni  non  ammette  che  tre  coefiicienti,  cosl  per  stabilire  la  ideotila 
occorreranno  tre  equazioni,  le  quali  non  posssono  determinare  cite 
tre  ignote:  noi  dunque  supporremo  che  una  radice  délia  nuova  eqoa- 
zione  sia  la  seguente  : 

(2)  aj=/H-tt+v , 

essendo  h,  u^  v  tre  quantità  da  determinare.  Per  ciô,  8*devi  a  cobo 
qust'espressione  e  verra 

x*=h*+uHt}H3ft(w+u)*+3A*(u-H?)+3wi;(w+v). 

e  sostiluendo  per  u+v  il  suo  valore  x-h  tollo  dalla  (2),  trasportando 
tutto  nel  primo  membro  e  ordinando,  n'émerge 

aî*-3hœ*-3(tw-h*)a5+3fctw;-M-u*-v*=o  : 
ottenuta  cosi  cotesta  nuova  equazione  di  3^  grado,  la  quale  à  per  ra- 
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dice  la  (2),  bisognerà  reDderla  identica  alla  proposta,  il  che  richiede 
cbe  sia 

Di  coleste  equazioni  la  prima  détermina  h^  elealtre  due,  col  sosti- 
tuire  —  p  in  luogo  di  ft,  divengooo 

(*)  ur=p*-g,    uHv«=-(r+2p»-3pg) , 

ed  elevando  la  prima  a  cubo  si  à 

uH^{p^-qy ,    tt»+v'=-(r+2p»-3pg)  ; 

donde  si  vede  che  u',  v^  sono  radici  d'un*eqaazione  di  2^  grado  délia 
forma 

(5)  z*+(r+2p'-3pç)z+(p»-g)»=o , 

la  quale si  chiama  ridotta,  o  risoWente  delta  proposta  (1),  e  ri- 
soluta  dà 

2=^|(r+2p'-3pg)=4=  J  V(r+2p»-3pg)«-4(p«-g)». 

Or,  se  rappresenliamo  con  jz',  z"  cotesti  dae  valori,  avremo 

(6)  u^=zz\    v»=2", 

ed  è  chiaro  che  è  indifférente  questa  supposizione,  o  Taltra  u'^=:z", 
v^=z':  risolvendo  intanto  le  (6),  e  dinotando  con  u',  u'\  v/"  le  radici 
délia  prima,  con  xf,  i/',  v'"  quelle  délia  seconda,  e  con  a  una  radice 
immaginaria  di  2/'-l=o,  avremo  (n.^  90) 

!s  5  s 

u'=>/2S    u"=a\/zS    u"'=(x}>lz', 

Trovati  questi  valori  per  u  e  v,  si  devono  sostituire  nella  formola  (2) 
insieme  col  yalore  di  h  che  à  -p;  ma  nel  fare  la  sostitozione ,  con- 
vien  prendere  quello  dei  valori  della  prima  linea  (1)  e  quello  délia 
seconda,  i  quali  dànno  un  prodotto  eguale  a  p^— 9,  siccome  indica  la 
relazione  (4);  quindi  osservando  che,  in  virlù  dell'equazione  (5),  di 


cui  2',  2"  sono  le  radici,  si  à  s'z^X  ^2^=  ÂP*-?)'  =  P*  -  9  ;  e  poi- 
chè  inoltre  a  e  a*  sono  diverse  da  1,  montre  a'=l;  cosl  i  valori  (7) 
non  possono  essere  altrimente  presi  se  non  primo  e  primo;  seconde 
e  terzo;  terzo  e  seconde.  Portante  le  radici  délia  proposta  equazione 
(1)  saranno  : 

(8)  \  ay =-p+a  5^+  a*  ^^ , 

x"'=^p+a^^+  a  v/2^, 
in  cui  bisogna  sostituire  per  z\  z!'  le  radici  della  (5). 
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Se  h  proposla  fosse  priva  del  seconde  termine,  eioè  del)a  forma 
(9)      •  a5^+3gx+r=o, 

nelle  radici  (8)  mancherà  il  termine  -p,  e  la  prima  radice,  soslituen- 
do  per  z\  2"  le  radici  délia  (5),  ditiene: 


s 3 


(10)  x'=  i/--ir  +  i\/r»+4g'  +  y-|r-.iVr*+49^ 

Questa  formola  si  denomioa  cardanica,  dal  nome  del  geometra 
italiano  Cardaico,  cbe  la  dette  per  la  prima  YoUn. 

«n.  Essendo  a=|(-1+<^),a*=;-(-l-i^,  le  (8)  possono 
essere  scritte  eziandio  al  seguente  modo  : 

(11)  ^  a/ ==-p-t(V^+ *>/'?) +|.(l7'-.'>fi^^^ 

donde  si  vede  che  se  le  due  radici  z',  z"  sono  reali  e  disuguali,  la 
radice  x'  è  reale,  menlre  le  altre  due  sodo  immaginarie;  e  se  le  due  ra- 
dici z\z"  sono  reali  ed  ej^uali;  sono  tulle  e  tre  reali  le  radici  a5',œ",ac*, 
e  le  x\  d' sono  CRuali.  Ma  se  le  z\  z"  sono  immaginarie,  allora  tuile 
le  radici  x',  x",  x'"  si  preseniano  sotlo  forma  immaginaria,  e  non  pcr- 
tanto,  sappîamo  che  l'equazione  proposla,  essendo  di  grade  impari, 
deve  necessariamente  ammeltere  almeno  una  radice  reale.  Ora  noi 
proveremo  cbe  in  queslo  caço  le  Ire  radici  debbono  essere  tulle  e  tre 
reali:  in  effelli  le  radici  z\  z"  essendo  immaginarie  coniugale  sono 
espresse  rispettivaroenle  da  a+pi,  oL-^i^  essendo  a  e  p  quanlilà  reali 
e  quindi  \xfi.  31) 

essendo  il  e  £  quanlilà  parimenle  reali  ;  laonde 

e  per  conseguenza  le  tre  espressioni  (11)  divengono 

œ'=-p-i-2A,  x"=:-^-i4-BV3,  x'"^ -p-i+By/S  , 

e  perô,  come  volevasi  dimostrare,  tulle  tre  le  radici  son  reali. 

Queslo  caso  in  cui  le  formole  ,  che  dànno  le  radici  in  fanziooe 
de*  coefQcienti,  si  preseniano  sotto  forma  immaginaria,  montre  nel 
fallole  radici  sono  lutte  être  reali,  è  dello  caso  irreducibile, 
(  n.^  463  )  per  la  ragione  che  Timmaginarietà  non  si  puô  fare  spa- 

rire  dalle  formole,  se  non  conlo  sviluppare  la  formola  V  0=1=^1 ,  in  ona 
série,  che  va  aU'infinilo,  come  a  proprio  luogo  vedremo. 
K%%.  Importa  laholta  avère  le  espressioni  délie  radici  z' ,  z"  délia 
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ridotta  in  funzîone  delle  x\  as",  os'"  della  data,  e  oiô  s'oUiene  agevol» 
mente  (*)  osservando  che  (n.*^  74) 

(12)  a'=a«=l ,  a*=a ,  H-a+a*=o  ; 

e  perô,  lasciando  tal  quale  la  prima  (8),  moltipltoando  la  seconda  per 
a^,  e  la  terza  per  a,  addizionaDdo,  e  teoendo  présent!  le  (12),  ne  ri- 
sulta  che  la  stessa  somma  si  puô  scrivere  in  tre  modi  differenli,  corne 
qui  appresso  si  veggoQO  segnati,  cioè 

3 

Similmente  lasciando  tal  quale  la  prima,  moltipKcando  la  seconda  per 
a  e  la  terza  per  a^ ,  addizionando  corne  sopra ,  col  tener  presenti 
le  (12)  ne  risulta  anche  qui  che  la  medesima  somma  puô  essere  scrit- 
ta  in  tre  modi  diversi,  cioè 

3  V2'  =aî'+ax"+aV=a  (a?"  +aaï"'+a*aBO  =a*(af '+ax'  +aV)  ; 
quindi,  elevando  a  cubo  colesla  equazione  e  la  précédente,  s*otliene 

l  27z'=(x'+aa8'''+a*x")»=(a/''+aa/'+aV)Ma/'+ax'+aVy, 
^    ^  f  2l2"=(x'+aaf  +aVO»=(œ"+ax'"+aV  )3=(x'"+ax'+aV)*, 

e  coteste  formole  daranno,  corne  si  voleva ,  i  valori  delle  radici  z' ,  z" 
m  funzione  delle  a:;',  a/',  a/'^  Ed  è  da  notare  corne  i  valori  di  z\  z"  non 
sono  allro  che  du^  soli  di  quelli  che  assume  il  trinomio  œ'+ox^+a^o/". 
allorchè  le  radici  œ' ,  x" ,  x'"  si  scambiano  fra  loro  in  tulti  i  modi 
possibili. 
M3.  Passiamo  ora  alla  risoluzione  delF  equazione  di  V^  grado 

(14)  x*+*pap'+6gxH4rx+s=o , 

in  cui  i  coeiBcienli  numerici  4^  6»  4  sono  messi  per  comodilà  di  cal* 
colo,  e  perché  sotto  la  forma  (14)  converrà  in  taluoe  circosianze  con- 
siderare  Tequasione  di  4^  grado. 

Inlanto  per  risolvere  algebricamente  cotesta  equazione,  seguiremo 
lo  stesso  procedimento  tenuto  per  Tequazione  di  3^  grado  ;  vale  a  dire 
formeremo  una  nuova  equazione  di  4^  grado,  di  cui  una  radice  sup- 
porremo  di  forma  conosoiuta,  cioè 

(15)  aî=/H-w+t;+w , 

essendo  h,  u,  v,  w  delle  quantité  da  determioare  can  la  condizione 
che  la  nuova  equazione  si  idenliflcbi  con  la  proposta  (14).  E  perô, 
portando  h  nel  primo  membro  (15)  e  quindi  elevando  a  quadrato,  ot* 
terremo 

(x-/i)*=uHv*+w*+2(ut?+ww+vw)  ; 
e  similmente  portando  i  tre  primi  termini  del  secondo  meml)ro  nel 

(*)  ToRTOLiNi &allt  rtloalùM  ci\B  pasiono  fra  le  rodtct  delle  equckzio^ 

ni  di  2%  3®  e4^  qrado,  ec.  Memoria  inserita  nc^li  Annali  di  Scienze  Mat. 
e  FUi.  T.  VI.  pag.  433. 
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primo  6  qoadrando,  avremo 

[  (x-h)*-<tt*+«*+w*)  ]*=4  {uv+uw+vwy  ; 

indi  esegoeodo  i  quadrati ,  e  ponendo  nel  risullamento  in  laogo  di 
ti+v+w,  0  suo  Talord  x-h  iratto  dalla  (15),  conseguiremo 

Finalmente  syiluppando  le  polenze  di  x-h^  e  ordioando  requazione 
rispetto  ad  sa,  n^emerge 

e  perché  quest'equazione  fosse  identica  alla  (14}  6  d*uopo  che  s'abbia- 
Do  le  seguenii  eguaglianze  : 

h=-p,    3h*-(u*+v*+w*)=3ç.    h(tt*+v*+w*)-2uvw-fc*=r, 

mercè  le  quali  bisogaerà  determinare  le  h,  u,  v,  w.  La  prima  ci  dà 
Immedialamente  h,  e  sostituito  il  yalore  —  p  di  questa  quantité  nelli 
seconda  e  terza,  deduciamo 


(16)       u*+v*+îv*=3^*-g) ,       (17)    2ww=5pg-2p»- 

e  finalmente ,  ponendo  questi  valori  e  quello  di  h  nella  quarta  delle 
precedenti  eguaglianze,  si  trae 

(1 8)  4(u V+ttV*+i;*«?*)=l  2p*-24p*ç+9ç*+4pr-a. 

Ora  moltiplicando  la  (16)  per  2,  elevando  a  quadrato  e  moltiplicao- 
do  per  2  la  (17),  s*oUiene 

(19)  2  (tt*-H;*+w*)=6  (p»-g) , 

(20)  8uV«^*=2  (3pg-2p»-r)«  ; 

e  da  coteste  eguaglianze  (18),  (19)  e  (20)  si  scorge  corne  2tt^ ,  i\f, 
iw^  sieno  radici  délia  seguente  equazione  del  3.^  grade 

(21)2»--6(p*-ç)2*+(12p*-24p*g+9g*+4pr-8)z+2(3pç-2p«-r)*=:«, 


laqualeèla  ridotta,  o  risolvente  délia  proposta  equazione  (li)< 
Posto  ciô,  dinotiamo  con  z'j  z",  z!"  le  tre  radici  di  questa  ridotti, 
6  ossenriamo  che  il  loro  prodotto 

(22)  2'z"z"'=2(3pg-2p»-r)« , 

qulndi  è  essenzialmente  positive  ;  laonde  di  dette  Ire  radici  ufMèpo- 
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sUiva^  e  le  altre  due  o  sodo  anch'esse  positvoe^  o  sono  négative  en- 
trambe,  o  flnalmente  sono  immagiTharie  coniugaie. 
PertantOy  essendo  2u*=2',  2v^z",  2w*=js'",  sera 

(M)        «=.:^,    ^*^.    .=*f , 

e  quindi  noo  rimane  che  sostituire  qoesti  yalori  nella  formola  (15)  in* 
sieme  col  valore  di  /i=:-p  ;  bene  ioteso  perô  che  conviene  prendere 
ciascuna  teraa  di  valori  (23)  in  modo  cbe  resti  verificata  la  reiazione 
di  segni  superiormente  accennata,  e  che  risulti  in  ogni  caso  adempiu- 
ta  la  coDdizione  (17).  Quindi,  in  ordine  ai  segni  dei  radical!  in  z  non 
si  possono  formare  che  le  sole  quattro  cooibinazioni  seguentl. ,  per 
rappresentare  algebricamente  le  qaaiiro  radici  a/ ,  as^ ,  as''' ,  x*^  délia 
proposta  (U)  : 

x'  =-p+-l-  {^+  y^+  VF^) , 
fi 

œ"=-p+-l-(V?"->/F-s^), 
(24)  <  >^ 

a/"=-p+4=  (\/?^- >/r- v^), 

4M.  Se  le  tre  radici  z' ,  i\  z'"sono  totte  reali,  positive  e  disuguali» 
anche  le  quattro  radici  se  saranno  reali  e  disuguali;  che  se  due  radici  z, 
oitre  di  essere  reali  e  positive  conie  la  terza,  sono  inoltre  uguali,  allo- 
ra,  corne  cbiaro  si  vede  dalle  forroole  (2i),  anche  la  proposta  avrà  due 
radici  reali  ed  uguali  ;  e  supponendo,  pcr  fissar  le  idée  che  sia  i^t  ^ 
le  altre  due  radici  délia  proposta  saranno  reali  e  propriamenie 

05'= -p+  J—  (^  +  2 VF)»  œ' =-p+  -4=  {^  -  2>^) 
>/T  V2 

Se  poi  una  sola  radiée,  e  sia  z\  è  positiva,  montre  le  altre  due  sono 
négative  e  disuguali,  tutti  e  quattro  i  valori  (24)  saranno  immagina- 
rii,  si  che  la  proposta  avrà,  in  questo  caso,  tutte  immaginarie  le  ra- 
dici. Ha  se  le  due  radici  négative  z",  z^'  sono  eguali,  allora  x^  eaf 
saranno  immaginarie,  mentre  x'",  x'"  saranno  reali  ;  si  che  la  propo- 
sta  avrà,  in  questo  caso,  due  radici  realt  e  due  immaginarie.  Final- 
monté  se  la  radice  z'  è  positiva .  mentre  z" ,  z"'  sono  immaginarie 
conlugate,  e  perô  délia  forma  z'!=a+pi,  xf^'^a-^^^  le  x'  e  a/'  saran* 
no  reali,  e  propriamente  se  V(a+^t)=A+£i 

a;'=-^+  -L:  (v/T  +  2A) ,  x"=-.p-h  —i^"  iA). 

v2  V2 

Tutto  dô  è  d*accordo  con  la  teoria  générale  délie  equazioni. 


«18*  Antdle  qai  eomé  nelle  eqQBzloni  df  3^  gràdo  le  radîci  2,  della 
ridoita  possooo  essere  espresse  in  fuaziooe  délie  radici  x  della  pro- 
posla.  In  effellî  addizionaodo  1*  e  2*  (24),  I'  e  3*,  I'  e  4*,  2*  e  3» , 
2*  e  4^ ,  3*  e  4*,  e  dalle  somme  togliendo rispettivamenle  qaella dél- 
ie rimanenti  dae  formole^  ne  risulta 

Cosl  le  radici  z  saranno  eguali  ciascuna  ail*  ottava  parte  di  uno  dci 
ira  &oli  valori  distinli  che  puô  prendere  il  quadralo  della  funzione 
œ'+aJ"-î»"'-x'^,  allorchè  si  permutano  fra  loro  in  tulii  i  modi  possi- 
blli  le  radici  x  della  proposta  (*). 


CAPITOLO  xm. 

Délie   eoBari*B«B>e> 

LEZIONE  XXXV. 
Operazioni  fondamentali  deUe  cùngruénze. 

A yv£RTBHZÀ.  —  lo  tutto  questo  capitolointenderemo  sempre  lelet- 
tere  a,  b,  ec.  rappresentare  numeri  irUerij  a  meno  ehe  non  sia  afver- 
tito  il  contrario. 

aie.  Due  numeri  a  e  b  ,  posiiivi  0  negati?i ,  si  dicono  congrui 
8Ccondo(o  rispeito  a)  un  numéro  positive  chiamato  module, 
quando  la  loro  differenza  algebrica  ê  dMsibile  per  questo  mo- 
dulo.  Nelcaso  opposto  si  dicono  in  congrui  seconde  quel  module. 

Sono  congrui  seconde  il  module  5  i  numeri  —12,  —7,  8,  18*  ec.  ; 
e  sono  incongrui  seconde  le  stesso  module  i  numeri  15,  8,  4,  ec. 

Dinotando  con  k  il  quoziente  e  con  p  il  module,  la  relazione  enun- 
ziata  puô  scriversi  cosl  : 

(1)  a-6=fcp , 

ma  il  Gauss  ,  a  cui  moite  deve  la  teorica  che  andiamo  ad  esporre , 
propose  di  scrivere  la  stessa  relazione  in  modo  più  semplice,  cioè 

(2)  a^b  (mod.  p) , 

sOpprimendo  il  quoziente,  e  soslituendo  al  segno  =  Taltro  =,  iodî- 
cante  che  i  due  numeri  tra*quali  si  trova  sono  congrui ,  secondo  il 
modulo  p ,  messe  nella  parentesi.  L*espressione  (i)  è  delta  percha 
congruenza  (••). 
m*  Secondo  la  précédente  deiinizione  due  numeri ,  che  drrM 

(*)  ToBTOLiNi.  -*  Memoria  eilata. 

{**)  Il  Cauchy^  invece  délie  parole  congruo  e  con^rttenza,  adoperè  quelle 
di  équivalente  ed  equivalenza. 
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per  un  terzo  dàrmo  resii  egualiy  sono  congrui  secondo  questo  ler- 
zo  numéro,  Reci  procame  nie  se  sono  congrui,  divisipèl  modvio  deb- 
bono  dare  resti  eguali  ;  imperocchè  se  a  e  b  sono  i  numeri  congrui 
secondo  il  modulo  p,  ed  r,  r'  i  resti  délie  rispettive  loro  divisioni  pier 
p,  si  à  a=/ip+r ,  6=h'p+r',  0—6=  (ft-h')  p+  {r-r')  ;  e  poichè  a-6 
è  iDuItiplo  di  p  per  ipotesi ,  cosl  risulta  da  quesl'  uUima  eguaglian- 
za,  che  anche  r—f  è  muUiplo  di  p,  cioè  r—r'==kp  ;  ma  r  ed  P ,  e 
quindi  anche  r—r*  sono  minori  di  p,  quindi  quesfeguaglianza  non 
puô  aver  luojço  se  non  è  r-r'=o>  0  sia  r^f' ,  c.  b.  d. 

119.  H  dividendo  ,  e  il  reslo  sono  congrui  secondo  il  divisorè  ; 
imperocchè  se  a  è  il  diyidendo  ed  r  il  resto  délia  divisione  di  a  per 
p,  si  h  a=fcp+r,  0  vero  o-r=^ ,  cioè 

(3)  a^r  (mod.  p). 

4V9.  In  générale  la  relazione  (1),  equiTalente  alla  congruenzt  (2), 
indica  che  b  ed  a  sono  i  resli  delta  divisiooe  rispetliya  di  a  0  b  per  p» 
perciô  i  due  numeri  congrui  a  e  b  si  dicono  r  esid  ui  l'ono  deirallro. 

490.  Sappiamo  che  la  divisione  puô  farsi  con  un  quozieote  per 
difeltOj  0  con  un  quoziente  per  ecce^^so  (E.  n.^  1S8)  :  nel  primo  caso» 
se  p  è  il  divisorè,  il  resto  è  compreso  (ra  zéro  e  p,  e  nel  secondo  tra 
—jP  e  {p.  In  ogni  caso  la  congruenza  (3)  à  luogo  ;  e  il  residuo  del 
secondo  caso,  che  in  valore  assolulo  è  minore  délia  melà  del  divi- 
sore,  si  dice  residuo  minime. 

491.  Due  numeri  s  eh  congrui  a  un  ierzo  c,  secondo  un  mod/u^ 
lo  comunCy  sono  congrui  tra  loro  secondo  lo  stesso  modulo.  In  fat- 
tî  se  cisc  (mod.  p) ,  b^c  (mod.  p) ,  sarà  a=c+A;p ,  b=c-hA;'p,  quindi 
a—b=  (fc— k')p,  0  vero  a^b  (mod.  p)  c.  b.  d. 

Da  ciô  risulta  che  ad  un  termine  d'una  congruenza  si  puà  sosii" 
iuire  un  suo  congruo  secondo  lo  stesso  modulo. 

482.  Un  mimero  è  congruo  di  se  slesso ,  quakmque  sia  il  mo- 
dulo. 

48S.  Due  congruenze^  secondo  un  modulo  comtme,  addiziona- 
te  0  sotlratte,  dànno  una  nuova  congruenzay  secondo  ilmedesimo 
modulo.  Cosl  se  a^b  (mod.  p) ,  e  a=b'  (mod.  p) ,  sarà  beoanche 
a=t:a'=b±b'  (mod.  p). 

Imperocchè  per  ipotesi  a-b=:A;p,  a'—b'^^k'py  quindi  sommando  e 
soltraendo  sarà  pure  a=ta'— (b=tb')^(A;±fc')p,  0  sia,  in  forma  di  con- 
gruenza 

adba'=b=tb'  (mod.  p),  c.  b,  d. 

494.  Uoltiplicando  una  congruenza  per  un  numéro  intero,  si  à 
una  nuova  congruenza. 

In  fatti  se  a=b  (mod.  p),  yuol  dire  che  a-b^fcp  ;  quindi,  moltipH- 
cando  quesfeguaglianza  per  un  numéro  intero  e  qualunque  m,  sarà 
pure  am—bm=kmp,  0  vero 

aw^bm  (mod.  p),  c.  b.  d. 

49IS.  MoUiplicando  per  ordine  quanie  si  vogliano  congruerue^ 
secondo  un  modulo  comune^  si  à  una  nuora  congruenza  secondo 
lo  stesso  modttlo. 

RuBiNi,  Complemento  (VAlgebra.  36 
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Iq  faUi  le  congruenze 

as6  (mod.  p)  ;  a's6'  (mod.  p)  ;  a"=6"  (mod.  p)  ;  ce. 

equivalgono  aile  uguaglianze 

a=b+kp  ,  a'=6'+fc'p ,  a"=6"H-fcfp  ,  ec. 
quindi  molliplicando  Ira  loro  quesle  oguagliaoze  ne  risolla 

aa'a" . . .  =  bVb" . . .  +  HCp ,  o  vero 
aa^a"  •  •  •  ^  bbV  • . .  (mod.  p),  c.  b.  d. 

480.  Elevando  a  potenza  ambi  i  membri  éCuna  congruenzanà 
una  nuova  congruenza.  In  effeiti,  se  nella  congrueoza  precedeoie 
si  fa  a=a'=a",  ec. ,  6=6'=6",  ec,  ne  risulia  a"^b"*  (mod.  p),  e  per- 
ciô  dalla  congrueoza  a^b  (mod.  p)  si  puô  passare  alFaltra  a*  =  b" 
(mod.  p),  c.  b.  d. 

481.  Da  ciô  segue  cbe  se 

f(a5)=aoaî*H-a|CD""'+^  •  •  *+af^^x+a^ 

k  una  fuozione  razionale  e  intera  di  ce,  e  i  coefflcienti  sono  numeri 
interi ;  se  inolire a^b  sono  due  numeri  tali  che 

a^  (mod.  p) ,  sarà  benanche  f(a)^f(b)  (mod.  p). 

Imperocchè  per  ipotesi,  pel  n.^  484,  e  per  ciô  cbe  si  ë  qui  innanzidi- 
mostrato,  si  à 

a^a*=aob'^ ,  a,a*"*=a46'^* ,  . .  .  a^^^a^  (mod.  p) , 

quindi  (n.^  483)  sarà  pure 

aoa*+a4a""*+ +a^=aob*+a,6*~*+ +a^=(mod.  p), 

0  sia  f(a)  ef(6)  (mod.  p),  c.  b.  d. 

499.  Dividendo  ima  congruenza  per  un  qualunque  numéro  prir 
mo  col  modulo  si  à  una  nuova  congruenza  deUo  stesso  modulo.  Ifl 
fatli  abbiasi  la  congruenza 

(i)  ma^mb  (mod.  p) , 

e  sia  m  un  qualunque  numéro  primo  con  p  :  seconde  la  data  con- 
gruenza si  à  ma=mb+kpt  e  quindi  0=6+—  ;  e  poichè  a  e  b  sodo 

fcp 
due  numeri  interi,  anche  —  dey*  essere  intero ,  cioè  m  deve  diri- 

171 

dere  fcp.;  ma  m  non  puô  divldere  p,  perché  primo  con  p,  quindi  de- 

k 
ve  diyidere  k  ;  laonde  —  dey'essere  un  intero  k'^  e  perciô  a=b+i^P) 

0  vero  a^  (mod.  p)  c.  b.  d. 

499.  Dividendo  una  congruenza  per  un  faUore  del  modulo .  si 
à  una  nuova  congruenza^  U  oui  modulo  è  il  quozienle  di  guésft 
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due  numefi.  In  fatti,  ritenendo  la  stessa  congruenza,  (4)  sopponiamo 
di  piu  che  m  sia  divisore  di  p  ;  allora  —  sarà  un  iotero  p' ,  e  perciô 
ragiODando  corne  qui  innanzi,  s*avrà  CL=b+kp'^  o  vero 

a^b  (mod.  p'),  o  sia  Tmod.  —  j  c.  b.  d. 

490.  Poichè  la  coDgraeoza  (4)  équivale  airegaagUaDzaa=b+— , 

la  quale  non  puô  sussîstere  se  m  non  divide  kp,  e  quindi  se  non  di- 
Tide  fc  0  p  ;  cosi  si  conchiude  che  per  poter  dividere  una  congru- 
enza  per  un  numéro  ,  e  avère  una  nuova  congruenza,  è  neces- 
sario  che  questo  numéro  sia  primo  col  modulo,  o  ne  sia  un  di' 
visore. 

491.  Due  eongruenze,  secondo  un  modulo  comune,  possono  es- 
sere  divisibili  Vuna  perVaUra,  solo  quando  i  membri  delta  secon- 
da sono  primi  col  modulo.  In  effelli  abbiansi  le  due  eongrueoze 

(5)  aa'=66'  (mod.  p) ,    (6)  (e6  (oûod.  p), 

e  sieno  aeb  primi  con  p.  Holtiplicando  la  (6)  per  a'  avremo 

oa'=6o'  (mod.  p)  (o.«  484) , 

quindi  paragonando  quesl*  ultima  congruenza  con  la  (5)  ne  risulta 

(o.*  481)  66'=5a'  (mod.  p),  o  ?ero  bV-ba'^kp,  o  in  fine  -i — !^=fc; 

e  poichè  /d  è  un  inlero,  e  p  non  divide  b^  deve  necessariamenle  p  di- 
ifidere  b'—a' ,  per  conseguenza 

a=&'  (mod.  p)  c.  b.  d. 

402.  Se  due  num^  sono  congrui  seconda  due  moduli  diversi 
e  primi  ira  loro,  sono  benanche  congrui  secondo  il  prodotto  di  qv^e- 
sti  moduli.  Cosi,  essendo 

a^b  (mod.  p)  »    o^  (mod.  p'))  sarà  pure 

a^b  (mod.  pp*). 

looperocchè  il  numéro  o— b  essendo  divisibile  pei  due  numeri  primi 
p,  p',  corne  indicano  le  prime  due  eongrueoze,  sarà  divisibile  pure 
pel  prodotto  di  questi  fatiori. 

j|9S.  Se  due  numeri  sono  congrui  rispeito  a  un  prodotto  di  due 
altri^  e  dascuno  de'  primi  ë  divisibile  per  uno  di  questi  failori,  i 
quozienii  saranno  congrui  rispeUo  alValtro  faltore.  Cosi  se 

a^b  (mod.  pp') , 

e  a  e  b  sono  difisibili  per  p,  sarà 

(1)  ±^A(mod.p'). 
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Imperocehè  la  diflèrem»  a-d  esseodo  divisibile  per  pp'  sarè  Amàr 
bUe  pel  îatlore  p,  e  perciè  —  s  o  (mod,  p')  ;  ma  6  è  dmsibilc 

per  p ,  quiadi  —  è  un  iolero  e  si  à  pure  —  =  —  (  mod.  p'  )  :  ora 

sommando  queste  congruenze,  s*ottiene  la  (7),  c.  b.  d. 
JIM.  Risolvere  uoa  congruenza 

(A)  f(aî)=o  (mod.  p) , 

cssendo  \(x)  uo  polinomio  razionale  e  iotero  di  as,  e  i  cui  ooefflcienU 
SOQO  numeri  interi,  vuol  dire  trovare  tutti  quei  valori  di  x  chesoddi- 
sfaano  a  quella  eôngrueaza,  cioè  luUi  quei  numeri  intérim  che  mesÂ 
invece  di  x  rendono  ftx)  divisilnle  per  p. 

Ans.  Sappiamo  già  (o.^  487)  che  se  a  e  &  sono  due  numeri  oon- 
gnii  seconde  il  roodulo  p,  ancbe  t{a)  ed  f(&)  sono  congrui  secondolo 
stesso  modulo;  eperciô,trovata  una  prima  soluziooe  a,  si  possono  avè- 
re tutte  le  altre  dalla  formola  x=a-\-kp,  essendo  k  un  intero  qualun- 
que  ;  il  che  mostra  che  le  soluzioni  della  congruenza  (A)  sono  in* 
finite,  e  in  générale  congrue  secundo  il  modulo  p.  Ora  poichè,  cono- 
sciuta  una  qualunque  di  queste  soluzioni  si  ànno  tulle  le  altre,  cod 
basla  trovare  quelle  soluzioni,  o  sia  guet  valon  di  a+kp  che  cadom 
tra  z^ro  e  p.  Queste  spécial!  soluzioni ,  e  in  numéro  determinalo  si 
chiamano  propriamente  radici  della  congruenza  (A);  esse  sono tn 
loro  dislinte^  comechè  incongrue  rispetlo  al  modulo. 

496*  Seconde  la  deflnizione  del  n.^  494^  si  scorge  chiaro  che  prl 
ma  di  risolvere  la  congruenza  (A)  si  possono  sopprimere  tulti  qoei 
termini  che,  indipendentemente  da  x,  sono  divisibili  per  p;  o  para 
si  possono  soslilutre  ad  alcuni  termini,  degli  altri  più  seroplici,  ma 
che  divisi  perp  dànno  1o  slesso  residuo.  Tra  i  termini  della  prima 
specie  sono  quelli  che  ànno  coefficienti  divisibili  per  p,  e  perctô  si 
possono  sopprimere.  E  qui  è  da  osservare  1^.,  che  se  iuui  %  coefjicidn' 
ti  deiia  congruenza  sono  diiisibili  pel  modulo^  la  congruen:za  avrà 
luogo  Indipendentemente  da  a;,  e  in  tel  caso  si  dice  che  è  identica. 
2®.  Se  tutti  i  coefficienli,  ad  eccezione  del  termine  noto^  sono  divi- 
sibili pel  modulo ,  la  congruenza  è  impossibile. 

491. 1  termini  della  seconda  specie  sono  qnelli  i  cui  coeOicienli 
sono  mas^giori  del  modulo;  in  questo  caso,  si  puô  sosliluire  a  qu^ 
coefficienti  i  loro  residui  minimi,  (n.*  479  e  480). 

199  Similmente  poichè  quando  p  è  primo  con  ce,  as^^'^'^^W 
(mod.  p),  (E.  n*^.  217),  cosl  ogni  esponente maggiore  dip—i,sipuè 
ribassare  al  di  sotto  di  questo  numéro,  sostituendo  a  quell*  espo- 
nenle  il  resto  della  divisione  di  esso  esponente  per  p— 1. 

499.  Se  nella  congruenza  vl  fossero  coefiTicienti  fraz^onarii,  e  coa 
denominatori  non  divisibili  pel  modulo,  si  poiranno  soslituire  coa 

a 
coefficienti  inleri.  In  falti  sia  il  coefficiente  di—'n'i  6  ^  non  sia  mol- 

tlplo  di  p;  se  si  pone  pa'r-py=a , 
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esi  détermina  una  solaziotie  !ti  numeri  inferi  (a^,  y)  di  qoesta  e^ 
quaûoDe,  il  valore  di  tt^  si  polrà  sosliluire  ad  a»;  imperocchè  dalla 

précédente  equazione  si  trae  -^  o  sia  a^o'<~~-p,  e  quîndi,  poten- 

P  p 

dosi  sopprimere  il  termine  divisibile  per  p,  il  numéro  intero  a'^  puô 
sostituire  a^  che  è  fiazionario. 
500.  Più  generalmente  nna  congmenza  a  coefilcienti  interi 

aoaî**+a,flD^*+ajX»-*+ +a^,aî+a„=o  (mod.  p.) 

si  puô  Irasformare  in  un*altra  cfte  avease  per  coefficiente  del  primo 
termim  Vunità,  eper  coefflcienti  degli  altri  iermini  numeri  interi. 
In  Tatti  si  ponga 

e  si  cercbi  quella  soluzione  per  cui  {jl  à  il  più  pircolo  valore  ijl,  ,  allora 
iiiolliplicando  Tequailone  aoP^i"-PJ/i=l  Pcr  a^-  si  à  a<,iJi|a<-a<j/iP=o< , 

d*onde  si  vede  come  sopra  che  il  coefficiente  frazîonario  —  puô  es- 


«0 


sere  sostituilo  dair  intero  |jL|a^:  in  questo  modo  la  proposta  con- 
gruenza  diviene 

ao(aî'*+6|a5"""*+62X*"*+ +ôji-|£c+ô»)=o  (mod.  p.)  o  vero 

(B)      x*+6,a5*-'+62a^V +b^iX+b^  ^o  (mod.  p.) 

èssendo  6|=pi|a, ,  6t=pi|aj , ,  b^=^ia^. 

SOI.  In  iine  si  puô  benanche  da  una  congruenza  fare  Bparire  il 
seconda  terrmine.  Supposlo  iu  falli  datn  la  congruenza  (B)  si  porrà 
ass-jjL  (mod.  p.)  essendo  pi  un  inlero  che  veriflca  i*  equazione 

njjL-p2/=6| ,  ossia  ijl=  , 

e  soatituito  in  (B)  in  luogo  di  x  il  soprascritto  valore,  la  trasformata 
avrà  per  secondo  termine  pyz^*^  il  quale  come  muUiplo  di  p  puô 
essere  trascuralo  (n^.  496).  Ëd  è  da  avTertire,  che  nel  fare  l'indicata 
sostiluzione  si  dovranno  ribassare  al  di  sollo  dip— 1  quegli  esponenti 
che  ne  risultano  maggiori  (n.^  498). 


LEzioNE  xxxyr. 

De/to  fisùhaione  délie  congruenze  di  1®  grado. 

SO^.  Prima  di  passare  alla  tisoluzione  délie  congruenze  di  1^  gra- 
do, importa  premctiere  alcune  proprietà  relative  ai  numeri. 

£  primamente:  se  due  numeri  a,  b  sono  incongrui  secondo  il 
moduio  p,  e  ae  m  è  un  numéro  primo  con  p,  anche  t  proclo((i  am, 
bm  saranno  incongrui  secondo  lo  slesso  mod/ulo.  Imperocchè  se 
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am  e  bm  polessero  essere  coograi  secondo  il  modolo  p,  la  loro  dif- 
ferenza  m(a— b)  doYrebbe  essere  divisibile  per  p.  il  cbe  non  pno  es* 
sere,  perche,  secoodo  Tipotesi,  p  qoq  divide  alcuao  dei  due  fallori 
m  ed  a— 6. 
SOS.  Segue  da  ciô  che  se  si  à  la  série  di  numeri 

(i)  0,  1,  2,  3, p-1, 

che  eviderUemente  sono  incongrui  rispetto  a  p;  e  ciascuno  di  essi 
si  moUiplioa  per  un  numéro  a  primo  con  p,  anche  i  prodoUi  deUa 
série 

(2)  0,  0,  2a,  3a, (p-1)  a 

saranno  incongrui  rispetto  a  p. 

iDolire,  poicbè  i  numeri  délia  série  (l),  sal?o  Tordîne»  sono  i  resli 
délia  divisione  dei  lermini  délia  série  (2)  divisi  per  p  (E.  d.^210),  co* 
si  ctoscuno  di  quesii  termini  à  il  suo  congruo^  secondo  p  neïla  sé- 
rie (1),  e  soltanto  uno\  allriaienti  in  quella  primi  série  ?i  dovrebbero 
essere  termini  eguali,  il  che  non  è. 

sot.  Dinolando  col  noone  di  cl  a  ss  e,  secondo  il  Dirichlbt,  la  ria- 
nione  di  tuiti  quei  nunfieri  cbe  divisi  per  uno  stesso  nuoriero  dàaao 
uno  stesso  resto,  tutti  i  numeri  possono  essere  divisi  in  classi,  le 
quali  sono  la  1*,  2*,  3*,  ec.  secondo  che  i  numeri  che  cotnprenJono, 
e  supponendo  essere  p  il  divisore,  soddisranno  rispelUvaoDienle  aile 
congruenze 

(3)  xso,  œ=l,  œ2, asp-l    (mod.  p.) 

Queste  classi,  com'è  chiaro,  non  possono  essere  che  soltanto  p,  ri* 
spetio  al  modulo  p. 

SOS.  Da  ciô  segue  che  se  da  ciascuna  classe  si  prende  ad  arbitrio 
un  numéro,  si  formera  un  gruppo  di  p  elemenli  incongrui  secoa- 
do  p,  e  ciascuno  dei  quali  avrà  il  suo  corrispondente  congruo,  e  sol 
tanto  uno  ,  secondo  lo  stesso  modulo  p,  nella  série  (I),  la  qnaie 
dallo  slesso  Dirichlbt  fu  detta  sistema  completo  di  numeri 
incongrui ,  secondo  il  modulo  p.  Ne  soltanto  quella  série,  ma 
ogn*8llro  gruppo  formato  al  modo  or  ora  spiegato,  porla  lo  stesso 
nome:  cosl  è  sistema  iocompleto  di  numeri  incongrui ,  secondo  il 
modulo  p,  il  seguente: 

(4)  I,  2,  3,  4 p. 

Non  Y*è  intero  che  non  abbia  il  suo  congruo,  e  soltanto  uno,  se- 
condo il  modulo  p,  in  uno  di  questi  sislemi. 

SOS.  Tborbma.—  Supponendo  essere  a  e  b  due  numeri  dali,  e  p 
un  num^o  primo  con  a,  si  puà  sempi^e  delerminare  per  la  vam- 
bile  X  u/n  ial  valore^  che  Vespressione  ax+b  risulli  congrua  ad  im 
altro  numéro  dato  c,  secondo  il  modulo  p.  In  fatli  sia  r  il  residoo 
minimo  délia  differeoxa  c—b  rispetto  a  p;  allora,  secondo  il  pre- 
cedenle  vi  sarà  sempre  un  valore  œ,  di  x  taie,  che  il  residuo  miolmo 
di  Xi  sia  lo  stesso  r,  secondo  p;  e  perciô  ax^^r  (mod.  p*)»  o  vero 

0X|=c-6  (mod.  p.),  aacj+tec  (mod.  p)  c.  b.  d, 

Ed  è  da  osservare  cbe  il  c  pu6  essere  anche  zero« 
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SOI.  I  Talori  aa5,+5,  aa5,+6,  ax^+b, aXp+b  formeranno 

necessariameDte  un  sistema  completo  di  numeri  incongrui ,  secon- 
do  il  modulo  p,  essendo  cbe  ciascuno  di  quel  valcri  apparlieoe  ri- 
spetlivameote  a  una  délie  p  classi- 

508.  La  relazione  a=b+A^p  fra  dae  numeri  congru!,  mostra  che 
ogoi  divisore  comune  al  modulo  p  e  ad  uno  dei  numeri  a  e  6  è  co- 
mune  pure  alFallro.  Secondo  quest'osservazione  si  possono  dividere 
le  classi,  di  cui  sopra  è  parola,  in  gr u  ppi.  ciascuno  dei  quali  con- 
tenga  tulti  i  numeri^  che  àimo  lo  stesso  massimo  divisor  comune 
col  modulo. 

Ora  per  avère  i  numeri  congrui  secondo  il  modulo  p,  e  che  ànno 
con  qupslo  un  divisore  comune  massimo  8, .  è  d*uopo  sapere  quoi  nu- 
meri cbe  verificano  la  congruenza  a^r  (mod.p)  esseodo  r  il  reste 
délia  divisione  di  a  per  p,  e  taie  perô  da  conteoere  lo  stesso  fattore  S 
che  contener  devono  a  ep.  Il  numéro  r  è  uno  di  quelli  délia  série 
i ,  2,  3,  •  •  •  •  p— 1,  e  quanti  di  questi  termini  ànno  con  p  il  fattore  co- 
mune 8,  altreltante  saranno  le  classi  di  numeri  congrui,  che  ànno  con 
p  lo  stesso  fattore;  ma  detti  termini  sono  tanli  per  quanti  numeri  pri- 

p 
mi  con  -r-  e  a  questo  inferiori  vi  sono,  quindi  altreltante  saranno  le 

dette  classi.  E  perô  quando  S=l,  lo  stesso  modulo  p  indica  quante 
sono  le  classi  di  numeri  congrui  e  primi  con  p. 

509.  Supponiamo  tutlavia  i  numeri  ae  p  primi  tra  loro,  e  nel- 
Tespressione  ax  si  sostiluiscano  successivamente  ad  x  non  tutti  i  nu- 
meri dei  sistema  incongruo  1,  2,  ....  p,  ma  soltanto  quelli  che 
sono  primi  con  p,  e  sieno  quesli  numeri  a,,  a,,  a,,  ec.  ;  i  prodotti 
aa|,  aa^^  aa^^  ec.  saranno  pur  essi  incongrui,  e  primi  con.p  (n.® 
S03);  e  perô  ciascuno  di  detti  prodotti  avrà  il  suo  corrispondente  con- 
gruo  nella  série  ai ,  a,,  %,  ce.  ;  d'onde  poi  segue  che  se  poniamo 

aa^^b^,  aa^^^i  00^=63,  ec.  (mod.p). 

i  numeri  bi^b^^b^,  ec.  saranno  gli  stessi  a|,  a^,  a,,  ec. ,  cor  altro 
ordine  disposli,  si  che  il  prodotto  di  questi  à  uguale  al  prodotto  di 
quelli.  Ora  osserviamo  che  coieste  congruenze  son  tante  per  quanti 
i  numeri  atja^ya^y  ec.  cioè  per  quanti  sono  i  numeri  dei  sistema 
1,2,.  .  •  .  p,  i  quali  son  primi  con  p  e  ad  esso  inferiori:  dinotando, 
eome  è  d*uso,  con  ç(p)  questo  numéro,  e  moltiplicando  le  preoedenti 
congruenze  avremo 

ttiO^a,  •  •  • .  a^'  =6i&î6s  •  •  •  •   (mod.  p) 

ma  i  prodotti  a^a^a^  ••**,  bfij)^  •  •  •  •  sono  eguali,  e d'altronde sono 
primi  col  modulo  p,  quindi  possiamo  dividere  cotesta  congruenza  per 
uno  di  essi  (n.^  488),  e  restera  pure  divisa  per  l'altro,  cosl  che  anemo 

(5)  ^      a^^'^=l    (mod.p), 

d*onde  si  conchiude  il  seguente 

Tborbmâ.  —  Essendo  a  e  p  due  numeri  primi  tra  loro.  se  a  si 
éleva  a  potenza  di  grade  eguale  al  num^o  di  numeri  primi  con 
p,  con(enu(i  nelIa  série  1,2,3,  •  •  •  •  p,  quélla  potenza  divisa  per 
p  darà  per  resto  1.  (B.  n^.  213) 


•* 
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SIO.  Se  p  è  nna  potenza  d*un  numéro  primo  9,  ponîamo  p^g", 
allora  avremo  (E.  10, 208)  9(p)=(g-t)9*"',  e  quindi 

(6)  a(9-*)«"^'-l  (mod.  g»). 
SU.  E  supposto  71=1,  abbiamo  più  specialmente 

(7)  a«-*=  (mod.  q). 

la  quale  formola  è  Tespressione  del  leorema  di  Fbrhat  (E.  tt.**2U). 
5K.  Congruenza  di  1^  grado  a  ua'indeterminata.-Po- 
slo  tuUo  il  précédente,  supponiamo  data  a  risoivere  h  coDgruenia 

(8)  003+6=0  (mod.  p) , 

e  supponiamo  iooltre  che  a  sia  primo  con  p.  In  queslo  caso,  eooie 
abbiamo  dimostrato,  vi  è  sempre  un  valore  di  x  pel  quale  Tespressio- 
ne  ax+b  puô  di%enire  congrua  a  zéro  (  0.^  506  )  :  troTalo  qoesio 
valore,  cbe  soddisfera  alla  congruenza  data,  e  cbe  dinotereoao  coq  So  « 
aliora  ogn'allro  valore  date  dalla  formola  x=^XQ  +  kp  soddi^ferà  alla 
slessa  congruenza.  E  poichè  k  è  indeterminato  si  potrà  sceglierlo  tal- 
mente  che  ne  risulli  quindi  por  x  un  valore  compreso  tra  0  e  p  «U 
quale  non  sarà  che  uno  soltanlo,  e  perciô  la  congruenzi  (8)  ne!  ca- 
so che  consideriamo  non  ammetlerà  che  una  soJfl  radice  (n.^  495) 

Pcr  (rovare  questa  radice  s*osserva  che  la  proposla  congruenza  équi- 
vale airequaz'one  indcterminala 

ax+b=py , 

e  perô  si  troverà  una  soluzione  (x^,  1/0)  di  queàfequazione,  coni  (D^ 
todi  insegnali  negli  Ekmenti  (n.®  46*5  e  seg.),  e  quindi  si  troverà  U 
radice,  opérande  corne  qui  innanzi  è  dette. 

Per  indicare  che  Xo  è  radice  delh  congruenza  (8)  lo  slesso  Gacss 
propose  di  scrivere 

aCo= (mod.  p). 

MS.  Tutte  le  soluzioni  délia  congruenza  (8)  si  possono  otteneit 
benanche  mercë  la  formola 

(9)  œ=  -ba^^^^'  (mod.  p)  ; 
imperocchè  da  questa  si  trae 

aX'\-a^^''^b=o  (mod.  p) , 

0  sia,  poichè  a9^^^{  (mod.  p),  (n,**  509) , 

aaî+6=o  (mod.  p) , 

che  è  eppunto  la  data  congruenza. 
EsEMPio  —  Sia  data  la  congruenza 

(f 0)  3x+4^o  (mod.  10)  : 

poichè  il  numéro  de*  numeri  primi  a  10  e  a  questo  inferiori  è  i 
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co8l  afremo  Iq  questo  oaso  f (p) es f (10)  =?  4,  e  la  forD9ola  (9)  di verra 
xs  -4.3'  (mod.  10),  o  più  semplioemeote  o^â  (mod.  10),  esaendo  2 
il  residuo  minimo  di  4.3'  (mod.  10),  Il  valore  2  è  nel  tempo  stesso  la 
radice  délia  proposla  coDgnienza ,  appunto  perché  è  il  residuo  mi- 
nimo. 

Se  per  risolvere  la  stessa  congruenza  si  facoia  use  deU*  equazione 
indelerminata  aa;+b=py,  avremo 

305-1  Oi/= -4, 

equest*equazionerisoIuta  colmetodo  délie fraxioni continue  (E. n.^469) 
dà  a;=12,  y=i  per  uoa  prima  soluzione,  e  perô  le  diverse  soluzioni 
délia  proposta  congruenza  sono  daie  dalla  formoia  a)=12+10j3,  essen- 
do  z  un*indeterminala  positiva  o  négative.  Da  ciô  vediamo  che  per 
avère  per  x  un  valore  compreso  tra  0  e  10,  bisogna  Tare  jz=— 1,  e 
allora  x=2,  che  è  la  radice  délia  (10)  corne  sopra,  e  le  soluzioni  tat- 
te  sono  comprese  nella  Tormola  x=2+l0fc. 

514.  Supponiamo  ora  che  aep  abbiano  un  fattore  comune  6  ;  in 
tal  caso  la  congruenza  (8)  non  puô  sussistere  se  b  non  à  pur  esso  que^ 
sto  fatlore  :  allora  si  à  pi^p'S,  a=a'S,  b  =  b'8,  e  la  congruenza  (8)  si 
cambia  nella  seguente 

(11)  o'aî+5'so  (mod.p')- 

Dinolando  eon  Xo,  la  radice  di  quesf equazione ,  lutte  le  altre  saran 

4) 

date  dalla  formoia  x^+kp' ,  o  vero  Xo+  -~  fc  ;  or  questa  formoia  dà  S 
yalori  incongrui  seconde  p,  e  soUanto  S,  che  sono 

P  2p  (p-l)p 

onde  ciascuno  di  essi  sarà  radice  délia  (11),  e  quindi  ancora  délia 
proposta  (8),  nel  caso  in  disamina. 

515.  Finalmente  supponiamo  il  caso  in  cui  il  module  p  è  un  nu- 
méro composte,  e  che  a  ë  primo  cou  p.  Per  fissare  le  idée  supponia- 
mo che  sia  p=PiPs ,  e  perciô  si  tratti  délia  congruenza 

(12)  aa5+6so  (mod.  PiPj). 

Siccome  i  yalori  di  x  che  risolvono  questa  congruenza  sono  tali  da 
rendere  Fespressione  ax  +  b  divisibile  per  PiP^ ,  saran  pure  lali  da 
rendere  la  stessa  espressione  divisibile  per  P| ,  il  che  vuol  dire  che 
le  soluzioni  délia  (12)  saran  pure  soluzioni  délia  seguente  : 

(13)  ax+b=o  (mod.  pj). 

Sia  x^  la  radice  di  quest*equazlooe  determinata  coi  metodi  précèdent! 
(n.^  5J2)  ;  allora  tuUi  i  valori  che  soddisferanno  la  (13) ,  dinotando 
con  x'  unlndelerminata,  saran  dati  dalla  formoia  a^Xo-f-PiX'  la  quale 
deve  soddisfare  benanche  la  (12),  e  per  ciô  soslitoendo  si  à 

aa?o+6+ap^'so  (mod.  pj^t) , 
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ma  essendo  Xo  radice  deDa  (18)  dev'essere  aa^o-H^^^iPt  *  <iutedi  so- 
stituendo  e  dividendo  per  p^ ,  qaesta  coogrueoza  di?errà 

e  dinotando  con  x'^  la  radice  di  questa  congruenza,  quella  délia  pro- 
posta (12)  sarà  x=Xo-^p^o* 

SI6.  la  geaerale  si  v^-de  che  la  risolufione  délia  congnieiiza  (8), 
quaodo  IL  module  p  sia  il  produUo  PiPvPk  >  ®  ^  primo  conp,  si  ri- 
duce  alla  risoluzione  di  k  coDgrueoze 

iaœ-h&i  ^0  (mod.  p^) , 
oac+fct  so  (mod.  p,) , 
aa54-6ji-i=o  (mod.  p^. 

E  ben  s'intende  che  i  fatlori  Pi ,  Pt,  ec.  possoDO,  in  ogni  caso,  es- 
sere  gli  stessi  fatlori  primi  del  module. 
EsBH.  —  Sia  data  la  congruenza 

(14)  130^3  (mod.  20). 

Poichè  20=2.2.5,  risolveremo  primamente  la  congnieDza 

(15)  iix=i  (mod.  2),  e  ayremo  3e^1  (mod.  2)  ; 
indi  porremo  x=:l+2x,  nella  (14),  e  riducendo  avremo  : 

(16)  13x4^-5  (mod.  2.5) ,  d'onde  x^^i  (mod.  2.5)  ; 

poi  porremo  a?i=i+2x2,  e  sostituendo  nella  (14)  e  ridacendo  trove- 
remo 

(17)  13x^  -9  (mod.  5),  da  cuî  x,=2  (mod.  5)  , 

e  quindi  Xt=i-\-5x^.  Posto  ciô  dalle  formole  di  sostiluzione  07=1 +2X| , 
a;,=l+2x.,  X2=2+5x3,  si  trae  x=ll+20x5,  o  sia  x=ll  (mod.  20), 
equesla  èla  radice  délia  proposla  (14),  di  cui  leallre  solozionisi 
ànno  dairultima  formola  x=11+20x3. 
Le  congrucDze  (15),  (16),  (17)  corrispondono  aile  (a).  ' 

SIY.  Congruenze  dil^  grade  apiù  indeterminate.-Sia 
date  il  sistema  di  n  congruenze  ad  n  indelerminate 

(jçMa.    x+6.    y+c.   ^+....+  h,    n  +  t.    ^,  ((mod.p), 

(  a„^,x  +6»-ij/  +c,^.,2+.  •  •  •+  h^u  +  t^iS)   ) 

Per  risolvere  queslo  sistema  di  congruenze  si  pongano  le  segueali 
71—1  equazioni  ad  n  indelermioate  Xq,  X|,  X2....x„_| 

t  boX^-hb^x^+biX^+'  •  •  •+&rt-|X^4=o  , 

l  ho^o+'ï'iOCi+hsXjH-  •  •  •+h»_|X,^i=o  ; 

allora  queste  equazioni  si  potranno  risolvere  in  numeriinteri  (B.  n.®  MS 
e  seg.  ),  aggiuDgcndo  la  condizione  che  cotesli  nnmeri  debbano  esstf 
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taUi  primi  col  modulop.  Supponendo  troyati  questi  nameri,  e  che  sie- 
no  rappreseoiati  dalle  stesse  ignote  œ, ,  os^  t  ec. ,  molliplichererDO  la 
prima  congruenza  (18)  per  x^ ,  la  seconda  per  x^^  ec.  ^  e  sommeremo 
i  risullameoti,  tenendo  preseati  le  (19);  ne  risuUerà  la  coogruenza 

(a^^+a^Xji+'  '+o,f^^nr-i)^-K^o'^h^&'  •+<*-ia5«-i=o  (mod.  p)  , 

che,  compendiosamenle  puô  scriversi  cosl  : 

œïaoX^+ïioOîj^o  (mod.  p). 
In  modo  analogo  s'avrà,  tornando  a  scrivere  quesrultima  congruenza 

'      /  xla^Xo+iioX^o  (mod. p) , 
(20)  j  y  ï&oyo+2<oî/o=o  (mod.  p) , 

f  ^ïhoUo+ïioWo^o  (mod.  p) , 

dove  ciascano  de'sistemi  (y^,  t/,  •••î/,»-i)»  (^o«  ^i>  •••^j^-i)*  «c.  si 
détermina  coma  si  è  fallu  pel  précédente  (Xo,  x^j  ...x,^.  Cosl  si 
yede  che  la  risoluzione  délie  n  congruenze  ad  n  incognito  (18)  è  ri- 
dolta  a  quella  délie  précèdent!  n  congruenze  cîascuna  ad  un*  ignota. 

Ora  si  osserya  che  se  i  coefllcienti  l%x^ ,  S^oVo  »  ^^^  "O"  ^^^^  ^^^' 
Xi  primi  col  modulo  p,  ma  supponiamo  che  abbiano  coo  quesio  nu- 
méro e  rispeitivamentei  massimi  faltori  comuni  a,,  a,, ...  0,^,  allora 
le  coogrueoze  (20)  non  poiranno  essore  risolute .  se  quesii  siessi  nu- 
merî  non  dividon  pure,  e  rispeUivamenle£toCOo«  ^^oVo^  ^^* 

Supposla  pertanto  yenficate  quesie  condizioni,  le  (20)  daranno 

x  =  o  (  mod. — j  ,2/  =  6   (mod.  — j  ,  ...u^l  Tmod.  —  j  , 

e  s'ayranno  cosl  a,  radici  x,  a^  radici  y ,  . .  «o,»  radici  u  (o.®  SU), 
le  quali  daranno  quindi  il  sistema  completo  di  soiuzioni  del  proposto 
sisiema  ni  congruenze  (18).  Perô  è  da  riflettere  che  non  ciascuna  dél- 
ie soiuzioni  x,  combiuata  con  ciascuna  délie  soiuzioni  y,  con  ciascuna 
délie  soiuzioni  z,  ec.  délie  (20)  formera  una  soluzione  délie  (18)  ;  e 
puô  bene  avvemre  che  diverse  soiuzioni  del  sisiema  (20)  non  conyer- 
ranno  al  sistema  (19),  appunlo  perché  combinando  una  soluzione  x, 
con  una  j/,  ec.  non  si  à  una  soluzione  di  quest*ultimo  sistema. 
EsBHPio  —  Sieno  date  le  tre  congruenze 

!2flc4*5vH"  2  =  4     ) 
2x+3y+2z  =  7  ',  [  (mod.  12)  (•) 
5ac+  Î/+32  =  6  .  ) 

Formando  i  sistemi  délia  forma  (19),  abbiamo  pel  primo 

5œo+3X|+x,=o ,    a5o+2Xt+3a?,=o , 

e  troyeremo  che  i  ?alori  inleri  che  sodisfanno  queste  equazioni  e  sono 
priini  con  12,  sono  cCo=t,  x,=— 2,  x^\.  Similmente  si  troverâ  t/o=^9 

(*)  Gauss,  Disquiiiiiones  arUhmeticfie,  pag.  29^  ediz.  di  Gottinga  1683. 
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yi=l»  !/f=-l  ;  2o=-13,  2|=s=22,  z,=  -l.  Cosl  che  le  (20)  ûel  ciso 
atUiale  saraono 

4x  =  -4 ,  7y=5 ,  282  =  96  (mod.  12),  o  vero 

aj  =  -i  (mod.  3),  7i/  =  5  (mod.  12),  72  =  24  (mod,  3), 

e  risolute  queste  congruenze  coi  metodi  innaozi  spiegali  si  troverà 

Ora  per  yedere  ia  che  modo  combinare  queste  soluzioai  per  a?ere 
quelle  délie  proposte  congruenze  (21),  si  ponga  iu  esse  œ  =  2  +  3^ 
u=l\i  z=3u,  e  avremo 

51+9t+3uso,  30f6(4-6u^o,  15+l5t+9u^o  (mod.  12) 

0  più  semplicemente ,  dividende  ciascuna  per  3  ,  il  che  pud  farsi 
(n.^  490) ,  aTremo 

19+3«+w  =  o,  10+2<+2uso,  5+5^+3uso  (mod.  4), 

la  prima  non  puô  esser  veriflcata  se  non  ponendo  ii^-f  1  (oiod.  4],  il 
quale  yalore  sosUluilo  nella  seconda  e  tcrza ,  le  veriflca  benanche  ; 
ora  i  valori  (22)  di  x,  cioè  2,  S,  8,  Il  si  traggnno  dalla  relazioneso* 
periore  a)=2+3t,  ponendo  successivaroente  (^o,  1,  2.  3  :  questame- 
desima  sosiituzione  dà  u=i.  2,  3.  4  ;  e  perciô  2^3,  6,  9,  12  *"  que- 
st*ull  mo  valore  non  puô  riient^rsi  per  2 ,  perché  II  quarto  Talore  di 
quest'mdeierminata  6  2^0  (22).  Perlante  le  soluzioni  délie  propo- 
ste (21)  yanno  cosl  combinate 

(a;  =  2  ,5,8,  11,) 

(23)  îî/  =  ",  1»»  in  11  ,>  (mod.  12). 

l  2^3 ,6,9,0     ) 


LEZIONE  XXXVII. 

Prùprielà  generali  deUe  congrvmze  a  unHndeterminala 

e  di  grado  superiore  al  l.^ 

S19>  Una  congruenza  del  grado  n^^  si  pu6  sempre  ridarre  alla 
forma 

(1)   f(x)=aoX'*+ajX*''+a2X*"*+-  •  •  •+a,^,x+a,^  e=  o  (mod.  p), 

essendo  a^,  ai,  ec.  coefScienli  interi  compresi  Ira  0  e  p,  o  pore 
tra  -^p  e  +|p  (n.**  497).  E  si  pu6  benanche  supporre  ao=l,  percbè 
abbiamo  veduto  corne  s*  possa  trasforatare  la  congruenza  (1)  in  un*il* 
tra  cbe  avesse  per  coelBciente  del  primo  termine  l'unité,  e  per  coeffi- 
cîenli  degU  altri  lermini  numeâ  interi  (n.**  SOO).  Orn  supposfo  che  i( 
mod/iUo  p  sia  numéro  primo,  dimostreremo  il  seguente 

Tboeema.  —  La  congruenza  (1)  non  puô  avère  piû  radici  di 
quanie  ne  indica  Heuo  grado  ù. 
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Sfeûo  0^1 ,  o^t  9  û^s  9  •'•  ^n  nameri  ioteri  (Sbbbbt,  Cours  d' Algèbra 
supérieuref  o.®  298)  e  si  divida  successivamente  il  polmomio  f(x) 
per  ac-œ,,  a?— œ^,  ec.  :  sieoo  Ux).  t^(x),  ec.  i  quozienli  ed  ri^rn  ec. 
i  resti  successivi  ;  qnesii'ultiini  sarannoinriipendenti  da  x.  Secondo 
queste  indicazioDi  avreoio  le  seguenti  n  equazioni  idealicbe  : 

f  (x)={X'-x^)  f,(a5)-}-r| , 
f.(ac)=(x-œ,)  f,(x)+r, , 

(2)  <  U{X)=^{X-Xf^)  fi(x)-\^^ , 


n  ' 


f«-i(œ)=(a;-xj  fjx)+r, 

in  cui,  corne  si  sa,  fn(^]=ao.  Molliplicando  qaeste equazioni  rispetti- 
yamente  per 

1,  x-Xi ,  (oî-aj,)  (a;-œ,),  . .  •  (œ-ac,)  (x-œO  . . .  (»-a;^,) , 
e  sommando  i  risultamenti  otterremo 

f(aî)=Oo(aB-aJo)  (x-x^) .  •  ^ .  (x-œ„^)  {x-xj 
-hr^ix-x^)  (œ-ocj) (oc-x^i) 

^       4-r8(x-a3|)(x-Xj) 
4-r2(x-x,) 

se  ora  si  soppone  che  Xi  sia  radice  délia  proposta  congruenza  ({x)&o 
(mod.  p),  devVssere  f(aC|)^o  (mod.  p),  s)  rbe ,  secondo  la  (3)  sarà 
pure  f  |ë=o  (œod.  p),  e  perô  in  Yirtù  delta  prima  reiazione  (2)  a?remo 

t(x)={x-x^)  fi(x)=o    (mod,  p); 

ora,  poichè  il  module  p  è  primo,  questa  congroenza  non  poô  ater 
luogo  se  p  non  divide  l'uoo  o  Taltro  de'  faltoii  x-Xi ,  f|(x)  :  divide 
îl  pnmo  fatiore  per  tutti  i  yalori  di  x  che  soddisfanno  ia  congrueoza 
a;  —  X|  =0  (mod.  p),  i  quali  sono  per  conse^uenza  tutti  congrui  tra 
loro,  né  possono  mai  dare  soluzioni  disUnte,  o  vero  questa  con* 
gruenza  non  poô  dare  che  la  sola  radici  x,  délia  proposta  (1)  :  quin- 
di  se  la  fl)  à  altre  radici,  confiene  trovarle  nella  congruenza  f|(x)~o 
(mod.  p)  :  se  questa  non  à  radici,  la  proposta  avrà  la  sola  X|.  8uppo- 
niamo  intanto  che  l'mtero  x^  sia  una  radice  di  questa  congruenza,  e 
perelô  un'altra  radice  délia  congruenza  (1)  ;  allora  soppres^^i  dalla  for- 
mola  (2)  il  termine  f , ,  e  il  fatiore  x— X|  perche  entramhi  divisibili 
per  p,  e  fatto  quindi  x^x,,  risulta  r^^o  (mod,  p)  ;  laonde  In  yirlù 
délia  seconda  (2),  la  f,(x)=o  (mod.  p)  prende  la  forma 

(x-Xt)  f,(x)  =  0  (mod.  p). 

E  ragionando  corne  sopra  si  conchiude  che  se  fa  proposta  (1)  à  una 
terza  redire,  dislinta  dalle  x, ,  e  x^,  questa  radice  dev*essere  tra  le 
radici  delta  congruenza  f2(x)=o  (mod.  p)  :  si  che  se  supponiamo  che 
Y  intero  x,  sia  una  radice  di  quest'  uliima  congruenza  e  quindi  dél- 
ia (1),  allora,  s^oppressi  dal  secondo  membre  (3)  i  due  ultimi  (ermini 
e  il  prodotto  (x-^i)  (as-Xs),  percha  tutti  divisibiU  per  pf  t  fatto 
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quindi  x^x^^  risnlterà  r^^o  ;  e  secondo  la  lena  (2)  la  t^x)^^ 
(mod.  p)  prenderà  la  forina 

(x-x,)f5(a5)  =  0  (mod.  p). 

Id  générale,  se  ciascana  délie  congraenie 

f(x)=0  9  f|(x)50,  t^(x)^Of  ....  r|^^i(x)=o  (mod.p) 

à  ooa  radice,  e  Fallra  t^^(x)  ^  o  (mod.  p)  non  ne  à  alcuaa,  la  propo- 
8ta  eongruenxa  ne  avrà  n— v  :  e  supposai  qaeste  radici  esser  qaèlte 
dinotate  dal  numeri  o^i ,  a?t ,  •  •  •  Xy  »  s'avrà 

ri  =  o,  n  =  o,  r,=o,  ....  fj^so    (mod.p), 

e  secondo  la  formola  (3)  la  proposta  .prenderà  la  forma 

(4)  f(x)  =  (x-X|)  (x-act)  . . .  (x-x^  ç(x)    (mod.  p) , 

essendo  f  (x)  un  polinomio  taie  che  f  (x)  =  o  (mod.  p)  non  à  alcaoa 
radice. 

Quando  v  =  o  si  vede  chiaro  cbe  f  (x)  è  lo  slesso  f»(x),  cioè  o» ,  e 
allora  risulia 

(5)  f(x)  s  ao(x-X|)  (x-x,)  (x-Xj) . . .  (x-xj    (mod.  p) , 

e  perciô  la  proposta  congruenza  non  puô  avère  altre  radici  oltre ailes 
già  considérâtes  cioè  x,,  x^,  . .  . .  x^»,  c.  b.  d. 

S19.  Segue  da  ciô  cbe  se  una  congruenza  è  verificata  daunm- 
mero  di  vaioH  diaiinti  maggiore  del  6uo  grad,09  essa  è  idenika. 

StEO.  TaoftBMA.— Se  p  è  un  nymero  primo  ed  f(i)  e  9(x)  sono  dw 
polinomii  a  coffficipnti  inieri,  i  eut  rispeiiivi  gradi  sono  tnferio* 
riap^se  inoUre  /(x)  dimde  la  /imzioTiex^*— l4-pç{x),  la  con- 
gruenza  f(x)=o  (mod,  p)  avrà  predsamenie  ia/nte  radici  per  gtMfUe 
unità  vi  sono  nel  sua  grado. 

In  falU  pel  teorema  di  Fbrhat  (n.^  51  i)  la  congruenza 

(6)  x«^'-l=o  (mod.p) 

è  veriflcata  dai  p-1  valori  1,  2,  3 p-l  (n.*»  511)  ;  e  pero  se 

x*^— l+pç(x)=f(x).f4(x),  (  ove  f|(x)  è  un  allro  polinomio  a  coeS- 
cienti  interi)  la  congruenza  (6)  puô  essere  sosliluita  duiraltra 

f(x).f|(x)  =  0  (mod.  p)  (n.*  481) , 

si  che  tutte  le  radici  della  (6),  cbe  sono  appunlo  i  numeri  1 , 2,..' 
(p-l)  saran  radici  dell'una  o  deli'altra  délie  due  congruenze 

f(x)  =  o  (mod.  p)  ,  fj(x)so  (mod.  p)  ; 

ora  la  somma  dei  graHi  di  queste  due  congruenze  è=p  —  1,  ep-i 
sono  benaoche  le  radici  della  (6),  quindi  se  una  di  quesfultime  con- 
gruenze potesse  coniencre  meoo  radici  di  quel  che  ne  indica  il  gra- 
de, l'alira  dovrebbe  ammetiere  più  radici  di  quel  cbe  ne  indîca  il  sso 
grado,  il  cbn  è  contrario  al  leorema  précédente;  quindi ë  vero  ccb-d- 
S!E1*  Teorbhâ.—  Se  /^x)  ed  f^{x)  nono  dtie  polinomii  a  coeffitioA 
tnteri ,  quello  del  primo  iermiwi  essendo  ïunità  ;  e  se  dimdtnàfi 
f{x)  per  fi(z)  SI  à  per  resto  f^{i)  »  le  radici  comuni  oUe  due  eos- 
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grv^nze  f(x)  =  o  (mod.  p),  f^{i)^o{mod.  p)  sararmo  com/wni  be- 
nanche  aile  terza  t^(x)  =  o  (mod.  p). 
Iq  fatU  per  ipotesi 

essendo  Q  il  quoriente  di  t{x)  diviso  per  t^(x) ,  e  quindi  da  cotesta 
eguaglianza  cbiaro  apparisce  che  ogni  valori  di  x  che  rende  dWisibile 
per  p  il  polinomio  f(œ),  e  uno  dei  due  f«(a;) ,  tt{x)j  divide  beoanche 
rallro,  e  perciô  è  vero  c.  c.  b.  d. 

Slt^'  Hercè  questa  proposizione  si  pu&  dimostrare  agevolmente 
Fallra  :  se  ç(x)  è  il  massimo  divisore  comime  de'  due  polmomii 
/(x),  f,(x),  le  radici  comuni  aile  due  congruenze  /(x)  =  o  (mod.  p), 
/^(x)  =  0  (mod,  p)  saran  comv/ni  anche  alC  altra  ç{x)=o  (mod.  p). 

52S.  Nel  trovare  il  massimo  divisore  comune  fra  i  due  primi  mem- 
bri  di  queste  congruenze  ,  cioè  nel  cercare  quel  polinomio  9(x)  pel 
quale  divisl  i  due  polinomii  f(a;),  f|(a?)  ne  risultino  due  resli  nulli,  o 
due  resti  congrui  secondo  il  module  p  .  si  opérera  sulle  congruenze 
dale  la  trasformazione  indicata  nel  n.^  500,  alBochè  i  coefflcienti  dei 
primi  termini  sieno  eguali  a  1,  e  quelli  degliallri  termini  sieno  interi  ; 
c  si  sopprimeranno  benanche  quei  termini  che  sono  multipli  di  p:  que- 
ste stesse  operazioni  si  faranno  sopra  ciascun  reste ,  e  l'operazione 
sarà  terminata  quando  si  sarà  giunti  a  trovare  un  reste  identico,  cioè 
che  à  tutti  i  coemcieoti  divisibili  per  p,  o  pure  un  resto  nuUo  :  Tulti- 
roo  divisore  sarà  il  cercato. 

Per  evitare  coefflcienti  frazionarii  si  potrà,  corne  nella  ordinaria  rf- 
eerca  dei  m.  c.  d.  di  due  polinomii,  molliplicare  il  divideodo  per  un 
convpniente  fattore  ;  ma  si  puô  benanche  e  più  semplicemente  ag- 
giungere  al  coefflciente  dei  primo  termine  dei  dividendo  taie  un  mul- 
tipli di  p  da  risultar  possibile  la  divisione. 

S24.  Posto  tulto  il  précédente,  supponiamo  che  vogliasi  risolvere 
la  congruenza 

(1)  f(a;)  =  o  (mod.  p). 

Siccome  le  radici  di  questa  congruenza  sono  de'  numeri  compresi 
fra  zéro  e  p,  si  iroveranno  necessariamente  tra  le  radici  i,  2,..«p-l 
deir  altra  congruenza 

(7)  05*^-1  =  0  (mod.  p  )  ; 

e  perché  queste  due  congruenze  avessero  radici  comuni,  debbono  am- 
metiere  un  fattore  comune  di  grado  eguale  al  numéro  délie  radici  co- 
muni ;  onde  si  cercherà  il  m.  d.  c.  di  f(a;)  e  x^*—i,  che  chiameremo 
9(fl;),e  le  radici  délia  proposta  saranno  quelle  delle  congruenza  9(x^o 
(mod*  p),  le  quali  saranno  tante  per  qoante  ne  indica  il  grado  v  di 
questa  congruenza,  essendo  che  essa  è  un  fattore  dei  grado  v"*^  della 
congruenza  (7). 
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LEZIONE  ZXXYUI. 
Proprieid  delU  congruenze  bin/Miie. 

SSB.  Le  eoogriieiue  binomie ,  délie  qoali  ora  ci  oecuperano  »  son 
délia  rorma 

(1)  a5*-l=o  (mod.  p) , 

e  p  è  numéro  primo. 

Daln.^  S21  discende  immediatameote  la  proposizione  segueote: 
essendo  p  un  numéro  primo^  le  radici  comuni  aile  due  congrwnse 

(a)  x"-l  E^  0  ,  (mod.  p)    x^'-l  s  o  (mod,  p) 
êarcnmo  comuni  benanche  alla  terza 

(b)  x^-1  =  0  (mod.  p) , 

êetùèil  massimo  divisore  comune  di  n  e  v. 

la  fallî,  in  questo  caso  œ*^— I  è  il  m.  d.  c.  dl  œ*— 1  e  »**— 1. 

Reciprocamenle  dascuna  radies  délia  (b)  è  comune  aile  (a)  ;  in- 
peroccbè  per  ipotesi  n=a>r»\  v=(i>v',  qoindt  se  a  è  una  ra<tîce  di  (b) 
sarè  a^>^l  (mod.  p),  e  per  conseguenza  ancora  o^'s  t  (mod.  p), 
€^^'^l  (mod.  p).  0  sia  a^^l  (mod.  p),  a^^l  (mod.  p),  e  perd  a  èae- 
cbe  radice  délie  (a). 

S!M.  Seconde  si  è  mosirato  net  n.^  S24,  per  troTare  le  radici  délit 
congruenza  (1)  bisognerft  trovare  il  m.  c.  d.  de' due  binomii  x*^-l  c 
ocf"^— 1,  il  quale  ugoagliato  a  zéro  darà  le  radici  délia  (1)  :  ora  I.*- 
Se  71  è  primo  «ron  p— i .  quei  binomii  non  possono  avère  allro  fatlore 
comune  che  x—l,  e  perciô,  in  qaesto  caso,  la  (f)  airà  la  sola  radiée 
1.  2.' —  Se  n  è  divisore  di  p— 1,  allora  œ*-!  sarà  divisore  di  a^ 
e  perô  la  (i)  ammetterà  ,  m  questo  caso,  n  radici.  3®.  —  Finalœeo- 
te  se  n  e  p— 1  ànno  un  diviser  comune  ca^  e  sia  n=v()i>,  p—f  =irb),  al> 
lora  il  m.  d.  c.  Ira  i  due  binomîi  daii ,  che  sono  05*^  —  1  ,  ac*^  — I  è 
af^^ f ,  e  perci6  in  questo  caso  le  radici  dalla  proposta  ooDgmenit 
saranoo  le  co  delIa  congruenza  x^— Iso  (mod.  p),  essendo  ca  divisori 
di  p— 1.  Da  lutto  ciô  risuita  che  poss'amo  nella  congruenza  (1)  sap* 
porre  sempre  Vesponente  n  divtsore  dî  p  ^  1 ,  potendosi  ogo'altro  caio 
ridurre  a  questo. 

snf .  Noi  pertanto  supporremo,  a  meoo  cbe  non  s'avrertisse  il  oa» 
trario,  che  nella  congruenza  (i),  il  eut  modula  è  nmmero  primo,  il 
grado  n  è  divisore  di  p-i  ;  e  con  qoesta suppositiooe  passare- 
mo  a  diroostrare  lalune  proprielà  di  quella  congruenza. 

TcoRBMÂ  I.  —  Se  a  è  radiée  de/la  corï^pruenza  (1),  qualtmquèp^^ 
tenza  dia^  oil  suo  residuo  sarà  radiée  deUa  sUssa  congruensa. 

In  fatli,  per  ipotesi  «^=1  (mod.  p),  quindi  a'^l  (mod.  p)  o  vero^ 
clô  ch'  è  lo  stes<^o,  (a*)"=l  (mod.  p)  ;  ma  se  p  è  il  residuo  di  flt*ri- 
spetto  a  p,  si  à  a'=p  (mod.  p),  quindi  anche  p*=l  (mod.  p). 

GoROLLARio.— Ciascun  termine  délia  série  a,  a*,a',ec.  o  il  suo^^ 
siduo  minime  è  radice  délia  congruenza  x"^l  (mod.  p). 

St^.  Teorbbu.  -  Se  a  è  radtce  deUa  congfmen^a  (I),  elapii 
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piccola  potenza  di  a  congrua  ad  1  è  a^  ;  o  vero,  in  altri  termine,  se 
a  non  ë  radice  comune  a  fàn'cbUra  congruenza  délia  ste^sa  forma 
délia  (1)  e  dello  stesso  modula  p,  ma  di  grado  inferiorey  le  n  radi- 
ci  distinte  deila  (t)  saranno  le  potenze  a,  a* ,  a', .  • .  a°. 

Id  falti  neiripotesi  ammessa,  e  per  un  teorema  dimostrato  negli  E. 
n.^  215,  le  potenze  di  a,  le  quali  divise  perp  lasciano  per  reste  1  sono 
a*,  a**,  a**,  ce. ,  e  quelle  che  dànno  resii  diversi  sono  a* ,  a*,  a*, .. 
a"^,  i  quali  resli  si  riproducooo  periodicaroente  ;  dunque,  ad  a^  =  i 
soslituendo  a%  che  per  ipotesi  è  pure  congrue  ad  1 ,  si  à  che  i  termini 

(2)  a,  a*,  a«  .  ...a*=i 

sono  iocongrui ,  e  le  loro  potenze  n^  sono  congrue  ad  1 ,  cioè  detti 
termini  sono  le  n  radici  distinte  della  congruenza  (1),  c.  b.  d. 

Ai  termini  della  série  (2)  si  possono  sostituire  i  loro  residui. 

529.  Posto  ci6,  analogamente  aile  equazioni  binomie«  si  chiama  r  a- 
dice  primitiva  d'una  congruenza  della  forma  binomia(i),quella  ra- 
dice a,  la  cui  piu  piccola  potenza  congrua  ad  1,  seconde  il  module  p, 
ë  a*^  ;  e  perô,  in  virlù  del  teorema  précédente,  o^ni  radice  primUiva 
dà  colle  sue  successive  potenae ,  dalla  V  alla  n*"^ ,  le  n  radici  dt« 
sUnte  della  congruenza. 

Le  radici  primitive  della  congruenza  x^*^i  (mod.  p)  si  dicono 
radici  primitive  del  numéro  primop. 

Essendo  a  radice  primitiva  della  (1)  e  perciô  a*^  la  più  piccola  poten- 
za di  a  congrua  ad  1  seconde  il  module  p,  si  dice  che  a  appar fiene 
aire^ponen^e  n,  rispetto  al  modulo  p.  Ora  abbiamo  (o.^  509)  a^^^^s  1 
(mod.  p),  e  poicbè  le  potenze  di  a,  le  quali,  oltre  aU'uniià,  dànno  per 
residuo  1,  seconde  il  modulo  p,  sono  a*^,  a^*,  a^,  ec. ,  cosl  si  vede 
che  f  (p)  è  une  de'  numeri  n,  2n,  4n,  ec.  o  sia  è  un  mulliplo  di  n  ; 
e  reciprocamente  Vesponente  al  quelle  ^  rispeita  al  modÀilo  p,  ap- 
partiene  un  numéro  qualunque  primo  con  questo  modulo ,  è  di- 
visore  di  ç(p). 

SSO.  Se  a  è  radice  non  primitiva  della  congruenxaos'Bl  (mod.p), 
ed  ë  comune  a  una  congruenza  x^=l  (mod.  p),in  cui  v<n,  sarà  pure 
comune  a  una  terza  congruenza  a;^=l  (mod*  p),  ove  oi  ë  divisore 
di  n;  imperocchë  in  questo  case  a^^-l  ë  fattore  di  a^— 1. 

5SB.  Quando  nella  congruenza  (1),  in  cui  Tesponente  n  ë  divisore 
di  p--t ,  awiene  che  n  ë  numéro  primo,  la  sua  risoluiione  non  puô  far- 
si  dipendere  da  congruenze  di  grade  inferiore,  e  per  ciô  le  sue  ractici, 
esclusa  la  radice  1,  saranno  lutte  primitive.  Ha  quando  n  ë  scompo- 
nibile  in  fattori,  le  radici  della  proposta  dipenderanno  da  quelle  di 
altrellante  congruenze  della  stessa  forma,  per  quanti  ^no  i  fattori  pri- 
mi  diversi  nei  quali  n  si  scompone. 

In  fatiî  supponiamo  n=^q^r^  •  •  •  •  s^,  e  formiamo  le  seguenti  con* 
gruenze : 

è  chiaro  primamente  che  se  a  ë  una  radice  della  ptima  di  queste 
congruenze,  ^  una  radice  della  seconda,  ec. ,  e  una  radice  dell*  olti- 
ma,  sarà 

(*)  ap e 
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ttoa  radice  délia  proposia 

(0  05»=»^^"*' . . .  •  W  (naod.  p)  ; 

imperciocchè,  per  ipotesi 

(5)  ««^1 ,   ^'•'=1 e*"=l  (mod.  p) , 

e  perciô  aocora 


(mod.  |>) , 


(-') 


î>-/. 


=e*=l , 


e  flnalmente,  moltiplicando,  (a^  .  .  .  .  £)"=!  (mod.  p),  quindi  èTero 
che  la  (4)  è  radice  délia  proposta.  Ora  io  dico,  che  ponendo  néOa  (1) 
wna  voUa  successivamente  le  q^  radici  a  délia  prima  congruema 
(3),  indi  in  dascun  risuliamenio  ponendo  successivamente  le  r^ 
radici  ^  délia  seconda,  e  cosï  aj>pres80,si  ànno  tuile  le  radici  deUa 
(1).  In  fatli  i  valori  in  questo  modo  oUenuti  sono  q^r^ . . . .  a^,  o  sU 
n,  che  è  il  grado  délia  (1):  inoltre  dico  che  tutU  questi  yalori  sono 
incoDgrui  ;  imperocchè  supponiamo  che  ye  ne  potessero  essere  ad- 
tanio  due  congrui,  e  sieno 

(6)  a'P' 6'=  a"P" 6"  (mod.  p), 

allora  osser?ando  che  a',  a"  sono  radici  distinte  délia  prima  (3)«  e  le 
a',  ^',  • . .  s' non  sono  lutte  rispettiYamenle  uguali  aile  ÔT,  ^''^ .  «i^,  ele- 
veremo  la  (6)  alla  potenza  r*^. . . .  8^,  e  tenendo  présente  che  in  liiti 
délie  stesse  (5),  esclusa  la  prima,  si  à 

(P' . . . .  B'Y^-  •  •''==(p". . .  •  ey^*  ••••*'  (mod.  p)  , 

risulterà  <x!^^  •  •  •  «^  s  a'^^  •  •  •  *^(mod.  p);  e  poichè  le  due  radici  distiofe 
a',  a"  si  possono  esprimere  per  mezEo  di  due  potenie  a^'^y  ^ 
d*una  radice  primitiYa  a  délia  (1),  essendo  h^h'  ciascuno  minore 
di  q\  cosl  l'ultima  congruenza  puô  essere  scritta  come  segue 

ai^h^r^., .  »^sa*'^^ •''(mod.  p)  , 

0  vcro  a*'**  •  •  •  •  =1  (mod.  p);  da  ciô  segue  che  a,  radice  délia  ac^^s! 
(mod.  p),  per  ipotesi,  è  pure  radice  délia  précédente  coDgroensiie 
quindi  anche  deli*  altra  as^l  (mod.  p),  in  cui  ca  è  il  m.  c.  d.  di  ^ 
e  di  hr^ ...  s^:  ora  questo  m.  c.  d.  ë  inferiore  a  q\  perché,  al  più,  put 
essere  uguale  ad  h<q\  quindi  ne  risulterebbe  che  a  non  è  più  radi* 
ce  primitiya  délia  (3)  contro  V  ipotesi  (  n.'  S28  e  529  ].  Perlaolo  i 
menzionati  valori  délia  (4)  sono  le  radici  tutte  délia  proposta  (f  ). 

SS2.  Se  a,  6 e  sono  radici  primitive  rispeitivamenle  deifc 

(3),  la  (4)  sara  radice  primitiva  délia  (1). 
In  fatU,  se  ciè  non  è  yero,  allora  il  yalore  (4)  deVessere  radkedi, 
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una  DuoTa  congruenza  af**  ^  (mod.  p),  essendo  cd  diTfsore  di  n,  per 
modo  che  Ira  i  divisori  primi  di  n  doyrà  esserveoe  almeno  udo»  che 
sia  conienuto  in  u»  un  numéro  di  vol  te  minore  di  quelle  che  è  conte- 
nuto  in  n:  poniamo  quindi  iù^q^'^r^ .  •  •  •  a^i  e  avremo 

(ap.-.e)^^'"*'**---=l  (mod.p); 
ma  dalle  (3)  si  à  (P ...  e)*  ""''**•••  •  *''=1  (mod.  p),  quindi  dividen- 

do  queste  congruenze,  ne  risulta  a^  *"***'  =1  (mod.  p),  d*onde 
consegue  che  a  è  radiée  comune  délie  due  congruenze 

x«^=I ,      x«^"*  "^^  •  •  '"si  (mod.  p.) , 

6  perclô  ancora  ddi'aUra  af^'^  =  1  (mod.  p)  (n.«  525),  il  che  non 
poà  essere,  essendo  a  radiée  primitiva  délia  prima  di  queste  con- 
gruenze, e  g^*"*<g\  Laonde  è  vero  che  se  se  a,  p, . . . ,  6  sono  ri- 
speitivamenie  radici  primilive  délie  (S),  Tespressione  a^  .  •  • .  e  à 
radiée  primitiva  délia  congruenza  (i),  c.  b.  d. 
SS3.  Posto  ciô  dimoslreremo  la  proposizione  seguente  : 
Tbobbha.  —  fasendo  o  divisore  di  p~l,  le  radici  primUive  deUa 
congruenza 

(1)  a^^l  (mod.p) 

» 

sono  tante  per  quante  ne  indica  il  numéro  f  (n)  de*  numeri  primi 
con  ne  a  quesio  inferiori. 

Supponiamo  da  prima  che  sia  n=q\  essendo  q  numéro  primo. 
Poichè  ogni  radice  non  primitiva  délia  congruenza 

(1)  x^  s  1  (mod.  p) 

è  beoanhe  radice  délia  congruenza 

05^=1  (mod.p), 

essendo  &>  divisore  di  g^  e  perciô  di  q^~\  perché  è  numéro  primo; 
cosl  la  medesima  radice  sarà  pure  comune  alla  congruenza 

05*     si  (mod.  p)  ; 

ma  le  g^*^  radici  di  questa  congruenza  sono  benanche  radici  délia 
(7);  6  siccome  tuite  le  radici  della  (1)  sono  q\  cosi  le  primitive  sono 

Sia  ora  n=^qh^. . .  8\  essendo  g,  r, ....  s  numeri  primi:  allora  i 
numeri  délie  radici  primitive  deUe  congruenze  • 

(3)              x«^al,    af*sl,....x'*'  =  l  (mod.p) 
saramiorispettinifDeMtecjf^M ^j'^'^P j^  V^^^  P^  i^^* 
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prec  le  radici  primitiTe  délia  (1)  osservando  che  q^^  •  •  ' .  ^=n, 

saranno n r  I — r)(*"'7"  )  *'••  (*^T")  »  ^  ^'*  ®^^^'  ^^* 
10,889),  c.  b.  d. 

LEZIONE  XXXIX. 
Délia  risoluzione  dette  congruenze  hinomie. 

SS4.  Consideriamo  primamenle  la  congroenza  bioomia 

(a)  ai*  =  1  (mod,  p) , 

in  cui  p  è  UQ  nomero  primo,  e  possiamo  supporre  cbe  n  sia  un  no- 
mero  primo,  o  la  potenza  d*ttQ  numéro  primo  (n.^  531)  e  divisore  di 
p-1  (n.«  526). 


Per  risolvere  quesla  congruenza  basta  porre  asu  '^ ,  purchè  u  sia 
un  numéro  non  divisibUe  per  p.  In  fatti,  con  questa  sostiluzione  la  (a] 
diîiene 

(6)  wP-*  =  1  (mod.  p), 

e  questa  congruenza,  finchè  u  è  primo  con  p,  è  yeriBcata  seconda  il 
teorema  di  Fermât  ;  quindi  la  (a)  rimane  pur  essa  verificata.  Ora  siar 
una  radiée  primitiva  di  p,  e  avremo 

u^r^  u^r^j  u^r^  f  ....  ttsr*^  (mod.p)  : 

qaesti  valori»  che  sono  le  p— 1  radici  délia  (b],  non  tutti  debbono  es- 

t± 
sere  sostituiii  oeila  forœola  ccsu  '^  per  avère  le  radici  délia  (a),  le 
quali  sono  soltanto  n  ;  ma,  esclusa  la  radiée  1,  basta  prendere  perx 


(c)         f  *  ,     f^  •'  ,     1^^  ,  . .  .  f^»-'>^  (mod.  p)  ; 

in  fatti  questi  n-l  îalori  sono  efTettÎTamente  distinti,  perché  se,  es- 
sendo  h  ed  h'<h  due  numeri  ciascuno  inferiore  ad  n,  si  potesse  avère 

f^^  sr*  •* ,  sarebbe  pure  r^*^^^  =  1  (  mod.  p  ),  cd  r,  radiée 

primitiva  délia  (6),  sarebbe  pure  radice  délia  congruenza  r^*-*^ 
si  (mod.  p)  di  grade  inferiore  a  quelle  délia  (b)  »  ciô  che  non  pai 
essere  (n.^  528).  Inoltre 


ec.  ec. 

Dunqae  i  valori  délia  série  (c],  o  i  loro  residui  minimi  sono  le  n- 


DBLLA  USOLUZIONB  DlLtB  GONOHUINZB  BINOMIB 


301 


did  della  (a),  esclusa  la  radiée  1.  Ed  è  da  ossenrare  che  iii?eoe  délia 
radiée  r  si  paô  prendere  una  qualanque  délie  radici  T,r^i  •  •  •,  ^^• 
SSS.  Da  eiô  che  abbiamo  esposto  riâulta  chiaro  che  per  risohere 
la  congruetiza  (a)  occorre  conoscere  le  radici  primitif e  de'oume- 
ri  primf.  Noi  qui  non  possiamo  che  porre  una  tabella  contenente  le 
radici  primitive  minime  de'  numeri  primi  al  di  sotlo  di  100. 


Nomeri  primi      3 

5 

1 

11 

13 

n 

19 

23 

29 

31 

37 

41 

Radici  primitive 

2 

2 

3 

2 

2 

3 

2 

S 

2 

3 

2 

6 

Numeri  primi 

43 

47 

53 

S9 

61 

67 

11 

13 

19 

83 

89 

97 

Radici  primilive 

3 

5 

2 

2 

2 

2 

1 

5 

3 

2 

3 

S 

EsBMPio.  —  Sia  data  a  risolvere  la  congruenxa 

OB^sl  (mod-  31). 

• 

Abbiamo  che  9  divide  36,  cioè  n  diYide  p— 1  ;  quiodi  bisognerà  tro- 
V8re  una  radice  primitiva  di  37,  e  perciô  basterà  prendere  la  più  pic- 
cola  ,  che  ,  secondo  la  tabella  précédente  è  2  ;  si  che  le  radici  della 
proposta,  indusa  la  radice  1,  saranno  le  potenze 

2*,  2«,  2",  2",  2*%  2",  2»,  2« ,  2»«, 
0  più  semplicemente  i  loro  residui  minimi  rlspetto  a  37  , 
16,  -3,  -il,    9,  -4,  10,  12,  7,  1. 
SS6.  Abbiasi  ora  a  risoWere  la  coogruenza 

(1)  x*  =  il  (mod.  p), 

essendo  p  numéro  primo.  Corne  è  chiaro  il  numéro  A  deV  esser  con- 
gruo ,  secondo  il  modulo  p ,  con  qaalcuno  dei  numeri  della  série 
r,  r^^  r^j  . . .  .  r^* ,  in  cui  r  è  radice  primitiva  della  congruenza 

(2)  ac^-'  =3 1  (mod.  p)  : 

in  altri  termini,  le  congruenze  (i)  e  (2)  devono  ammettere  délie  radi- 
ci comuni.  Ora  se  n  e  p— 1  àuno  un  massimo  divisore  comune  co,  sarà 
n=vb>,  p-l=:ic(i),  ove  V  e  ic  sono  due  interi,  e  le  congruenze  (i)  e  (2) 
diverranno 

(3)  x^  =  ii,    05^^  =  1  (mod. p), 

e  dovranno  essere  yerificate  da  uno  stesso  valore  di  a;,  perché  la  con- 
gruenza  (i)  possa  essere  capace  di  risoluzione.  EleTando  la  prima  (3) 
alla  potenza  ic,  e  la  seconda  alla  polenza  v,  avremo 

ajVT«  =  j^t  ^     aj^u»  ^  I  (njQ  j^  pj  ^  q^jndi  A»  =  1  (mod.  p),  o  yero 


(*) 


0)   _ 


A    s  1  (mod.  p)  ; 
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6  qaesta  è  la  eondizione  perché  la  (1)  possa  essere  risodila. 
Quando  ë  ?eriflcata  la  eondizione  (4),  le  radici  coinuni  aile  (1)  e(!), 
6  perciô  ancora  le  radici  délia  proposta  congraenza  (1)  saranno  Unie 
per  quante  ne  indica  co.  Per  delerminarle  si  cerchi  quel  faloiediit 
che  veriflea  la  congruenxa  vu^  I  (mod.  ic) ,  o  sia 

(5)  ntt  =  l  (mod.  p-1); 

imperocchè  cod  avremo  nu=^h  (p-t)+w,  c  perô  a^=aB*^^^^***s3?» 
(mod.  p)  (n.^  498);  ma  in  virtù  délia  (I)  x^^A^  (mod.  p),  quindi 

(6)  af^Sil»  (mod.p) 

sari  It  eongruenxa  che  darà  le  cti  radici  délia  (1)  nel  caso  che  coasi- 
deriamo. 
SSl.  AUorchë  n  è  divisore  dl  p-1 ,  la  eondizione  (4)  dit iene 


0)  A  *  =i  (mod.  p) , 

e  quando  quesla  à  verificata  la  proposla  (I)  avrà  tuUe  le  n  radici  di- 
stinte ;  nel  caso  opposto  non  ne  ammetterà  alcuna. 

539.  Finalmente  se  n  e  p— 1  sono  primi  ira  loro,  sarà  co=i,  la(i} 
diviene  A^^*=i  (mod.  p}  ed  è  sempre  Tcrificala,  secondo  il  teoretu 
di  Fbrvat,  essendo  che  A  non  è  difisibile  perp,  aitrimente  la  eca- 
gruenza  data  si  ridurrebbe  ail'  altra  x*=  o  (mod.  p).  Nel  tempo  stes- 
so  la  (6)  riducesi  ad 

(8)  a;  =  A*  (mod.  p), 

e  dà  il  ?aIore  deirunica  radice,  che  puô  ammettere  in  questo  caso  la 
proposta  congruenzB  (1). 

SS9.  Posto  ciô,  osserveremo  che,  trovata  una  radiée  a  della  coo- 
gruenza  (6),  si  possono  ottenere  tutte  le  rimanenti  moltiplicando  a  per 
le  0)  radici  della  congruenza 

(9)  a«=l  (mod.p); 

imperciocchè  sappiamo  che  se  r  è  una  radice  primitiva  di  qnesta  eoa- 
gruenza,  tutte  le  sue  to  radici  sono  r,  r*,  r',  • ..  f^l  ;  ora  moM- 
plicando  i  termini  di  questa  série  per  a,  le  radici  della  (6)  saranaoi 
termini  della  série 

ra^  T^a^  r^a^  ....  r^osa , 

0  i  loro  residui ,  perché  ciascuno  di  questi  yalori  soddisrà  la  (6)  ed 
essi  sono  tutti  tra  loro  diyersi  (E.  n.*  élO). 

S40*  Supposta  yeriflcata  la  eondizione  (4),  e  perciô  supposlo  esse; 
re  II)  divisore  di  p-1,  poniamo  p— t=(i)^  ;  allora  è  facile  assieorafit 
che  diyidendo  x***  — 1  per  x^—A  si  à  per  residuo  A'-l,  il  quale  è  di- 
visibile  per  p,  secondo  la  stessa  relazione  (4).  Da  ciô  segue  che  len* 
dici  della  congruenza 

(10)  x^  =  A  (mod.p) 
sono  comuni  alFallra 

(11)  x^  =  1  (mod.  p),  0  Tero  a^  s  1  (mod.  p). 
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Ora  se  r  è  ndice  primitif  a  di  questa  congraenza  ^  r"  sarà  radice 
primitiTH  délia  congraenza 

(12)  œ'sl  (mod.  p); 

altrîmenti  se  8*af esse  r^l  (mod.p)^essendo/i<t9  sarebbe  parimen* 
te  r^sl  (mod.  p),  cioè  la  radice  primitiva  r  sarebbe  pure  radice 
d'uoa  congrueoza  di  grado  ioferiore,  il  cbe  non  puô  essere.  Pertanto 
le  radici  délia  (12}  saranno 

(13)  r^,  r»***,  r^, r'^sl, 

e  siccome  la  poteoza  t™'  di  ciascuno  di  questi  yalori  è  congrua  ad  1 

(mod. p),  ed  A^l  (mod.  p),  sarà,  per  consegaeoza,  A  congroo  a  uno 
de*  valori  (13),  poniamo  A^r^  (mod.  p),  ove  k<t  :  eosl  la  (10)  di« 
viene  a5'*^**^(mod,  p)  ;  e  supposto  scsr*,  sarà  r**^*"^  (mod.  p),  o 
▼ero  r"^**«^1  (mod.  p)  ;  ma  r^fel  (mod.  p)  per  ipoiesl,  ed  r  ô  radi- 
ée primitiva,  quindi  oi(s-/i}  deve  essere  un  mulliplo  di  iot^  o  sia  de- 
v*essere 

(13)  s=&4-W, 
e  perciô  oissr*  (mod.  p]  diîiene 

(14)  aj=r*+*'(mod.p). 

Questa  formula  darà  lutte  le  radici  délia  (10),  ponendo  successif  a- 
mente  h=Oj  1, ....  oi-1  ;  e  perô  le  radici  della  coogruenza  10  (rimet- 

tendo  per  t  il  suo  yalore  (- — j  saranno  i  termini  della  série 

(15)  'r,r     «>,    r      «>,.... r  a>^ 

0  i  loro  residui,  essendo  r  una  radice  primitiva  del  module  p  nu^ 
mero  primo. 

S41.  Siccome  A^t*^  (mod.  p),  cosl  ktù  è  Tesponente  di  quella  po- 
tenza  d'una  radice  primitiva  di  p,  la  quale  divisa  per  p  dà  per  reslo 
A  :  quest'espooente  fu  dal  Gauss  chiamato  indice  di  il ,  e  disse 
b  a  s  e  la  radice  primitiva. 

Inoltre  poichè  Um  à  divisibile  per  co,  cosl,  trovato  l' indice  di  il, 
se  esso  non  è  divisibile  per  (o,  la  proposta  congruenza  non  potrà  ri* 
solversi.  Ora  eu  ë  divisore  di  p— 1  per  ipotesi,  quindi  la  condizione 
ora  cennata  équivale  alla  condizione  (4). 

Essendo  la  base  una  radice  primitiva  del  numéro  primo  p,  ne  se- 
gae  cbe  uno  stesso  numéro  A  avrà  tanti  indici  divers!  rispetto  a  p,  per 
quante  sono  le  costui  radici  primitive.  E  più  generalmente,  dinotan- 
do  cona  la  base,  e  con  i  T  indice  corrispondente  al  numéro  il  ^ 
av remo  per  deOnizione  a^A  (mod.  p)  ;  ma  sappiamo  (n.^  498)  che 
rindice  i  puô  essere  aumentato  d*un  multiple  qualunque  di  (p— 1), 
senza  che  la  congruenza  si  alteri,  quindi,  restando  la  sle8$a  base» 
ad  vn  medesimo  numéro  corrispondono  infimti  indici^  conteoutf 
nella  formola  i+A(p-l),  e  perciô  sono  congrui  seconda  il  moduio 
p— 1.  E  per  ciô  che  si  prende  Tiodice  minime,  il  quale  è  uno  de'nu- 
meriO,  1,2,  «op-l. 
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Si  paô  d'altroDde  age?olmeiite  calcolare  riodice  i'  relafivo  a  ma 
base  a' ,  qaaDdo  si  conosca  Tindice  i  dello  stesso  numéro  A  rispetio 
ad  un*altra  base  a,  seconod  lo  stesso  module  p.  Imperocchè,  per 
definizione  deVessere  a'^W  (mod.  p),  a^A  (mod.  p)  ;  e  chiamando 
e  riodice  délia  nuova  base  rispetto  alla  primiUya  «  dev*esser  benao- 
cbe  a^^a'.  Da  qaeste  tre  coogruenio  si  deduce  af^a'^^a^ ,  tfoade 

si  Irae  ei'=<,  e  quindi  i'=  — . 

542.  Sieno  ora  i  e  £  due  numeri;  i,  i'  grindici  corrispondeoti»  e 
«a>  riodice  del  prodotto,  avremo  a^= 1,  af^^B  (mod.  p):  moltipli- 


cando  le  prime  due  coo^raenze  si  à  a^^^AB  (mod.  p],  e  perôi+i'o 
il  suo*  residuo  rispetto  a  p— 1  è  l'iodice  di  AB^  quindi  ind.  i^nd.i 
+iad.  £,  0  vero»  in  générale,  tïndice  cl*un  'ptodoUo  di  più  iMmeri 
non  diviUbili  per  p  è  con^ruo  alla  somma  clegfrindtct  de'  fafiori , 
riapelto  a  p-1 . 

E  per  conseguenza  l'indice  d  una  potenza  d'un  numéro  wm  dtti- 
atdîle  pel  numéro  p,  è  congruo  al  prodoW)  deU'eaponente  per  Fin- 
dice  del  numéro,  seconda  p-1. 

Inoltre,  esseodo  -^  B=Aj  avremo,  come  si  à  dimoslralo , 

A 

ind.  -g  +  ind.  B^ind.  A   [mod.  (p-1)  ] ,  o  Ycro 

ind.  -5-  s  ind.  A-înd.  B   [mod.  (p-1)  ] , 
Ji 

quindi  Vindice  del  quoziente  di  due  numerî  non  dimsibili  pel  wl- 
m^o  p  è  congruo  y  aecondo  il  m^dvlo  p— 1,  alla  differenza  {raria- 
dtce  del  dividendo  e  quello  del  divisore. 

Come  si  scorge  queste  proprielà  sono  ansloghe  a  quelle  de'  logi< 
ritmi ,  e  perciô  permettono  di  formarsi  délie  tavole,  in  cui  in  corri- 
spondenza  di  ciascun  numéro  vi  sia  l'indice  rispetio  a  ciascun  mo- 
dulo  date  ;  e  a  indici  dati  vi  sieno  in  corrispondenza  i  numeri. 

513*  Hercè  quest'algoritmo  degrindici  si  puô  ridurre  la  rîsoluiio- 
ne  d'una  congrueoza  binomia 

(1)  05*  =  4  (mod.  p), 

a  quella  d'una  congrueoza  di  1^  grade,  e  d'un  module  più  piecolo.  In* 
peroccbè,  prendendo  gl'indici  da  ambi  i  membri  (i),  s'avrà 

(o)  nind.  o^nd.  A ,  [mod.  (p-1)  J , 

e  perciô  avendosi  una  tavela  degl'indicijla  risoluzione  délia  congruea- 
za  binomia  proposta' si  trova  ridotta  alla  risoluzione  délia  eongraei- 
za  (a),  che  e  di  r  grade. 

Se  n  è  primo  con  p-i  l' incogoita  ind.  x  non  puô  avère  che  m 
sola  radiée  (n.^  512)  e  perciô,  la  (1)  non  ammetterà  essa  pure  cheoaa 
sola  radice.  Ma  se  n  e  p— 1  ànno  un  roassimo  divisore  comune  fi,  al* 
lora  se  8  non  divide  benanche  ind.  A,  la  (a)  sarà  impossibile,  e  la  (i) 
non  ammetterà  alcuna  soluzione  ;  se  poi  S  divide  ind.  A,  la  (a)  amoel- 
terà  5  radici  e  altreltanle  ne  ammetterà  la  (1). 
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•  Allorchè  n  è  divisore  di  p-l,  e  la  condiitone 


(4)  A»  si  (mod.  p) ,  (n.^  536) 

perché  la  coDgnienza 

(1)  se*  s  A  (mod.  p) 

possa  ammettere  radici  è  veriBcata,  il  numéro  di  quesle  radici  è  n. 
Ora  esseodo  A  il  residuo  di  af^  diviso  perp,  e  nei  tempo  siesso  radi- 

ce  délia  congroenza  x  "  si  (mod.  p)  y  ne  segue  che  una  radice  di 
qaesta  congruenza  è  il  residuo  della  potenza  af^  divisa  per  p  ;  e  re- 
ciprocamente  il  residuo  délia  potenza  a^  divisa  per  p  è  radice  della 


congruenza  x     r^  1  (mod.  p). 

Da  ciô  segue  che  se  p  è  un  numéro  prtmo,  c  p— 1=2Pq>.  t^ s*, 

in  cui  q,  r, ...  s  sono  pure  rmmeri  primi^  le  radici  non  primitive 
della  congruenza 

(16)  x*^=l  (mod.  p) 

sono  residi^  di  quadrati^  o  di  potence  q^^ ,  o  di  potence  r«« ,  ec. . 
0  di  potenze  s"^.  Reciprocamente  ogni  numéro  rcbiduo  d'  una  di 
queste  potenze  è  radice  di  una  délie  segu^nii  congruenze  : 


(17)  x"^=l,  X  ^  =1,  x'^=l ,  • .. .  X  '  =1  (mod.p), 

ma  non  è  radice  primiliva  della  con^iruenza  (16) ,  cioè  del  nU' 
mero  primo  p.  lo  fatti  le  radici  non  priiçitive  della  (16)  sono  co- 
muni  ad  una  almeno  délie  congruenze  (17)  (n.^  S31),  e  quindi  sono  i 
residui  o  di  x* ,  o  di  x^ ,  o  di  x*" ,  ee. ,  o  di  x*.  Reciprocamenie  i  re- 
sidui  d*una  di  queste  potenze  sono  radici  d*una  délie  congruenze  (17), 
e  perciô  non  sono  radici  primitive  della  (16)  (n.^  528). 

Inoltre  siccome  le  radici  d^lla  prima  (li)  sono  i  residui  de*  qua- 
drati,  quelle  della  seconda  sono  le  radici  délie  potenze  q™^ ,  ec. ,  cosi 
fra  i  numeri  1,  2, 3, ...  p— 1,  che  sono  tutte  le  radici  della  (16),  v6  n*à 
una  meta  che  sono  residui  di  quadrati,  una  g™^  parte  di  quelli  che  sono 
residui  di  potenze  q^^ ,  ec. 

54S.  Osserviamo  in  fine  che  la  congruenza  (16)  puô  scriversi  cosl  : 

(x  *  -n  ^x^+l)=  0  (mod.  p) , 
la  quale  si  scinde  nelle  due 

(18)  X  *^-l  =0  (mod.  p) ,  x^^+1  =  0  (mod.  p); 

eiascuna  di  queste  à  i(p—l)  radici ,  che  son  pure  radici  della  (16). 
Ora  eiascuna  radice  della  prima  (18)  è  il  residuo  d*un  quadrato,  e  per- 
ciô si  chiama  residuo  quadrato;  e  eiascuna  radice  della  secon- 
da (18)  non  puô  essere  residuo  d'un  quadrato ,  e  quindi  si  chiama 
non  residuo  quadrato. 
Pertanto  un  numéro  dato  a  sarà  residuo^  o  non  residuo  quadra 
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fo ,  fispetto  a  un,  numéro  primo  p ,  uecondo  che  la  diistrione  di 
a  per  p  dd  per  residuo  +1 ,  o  -1 .  E  rappresenUndo,  secondo  pro- 
pose Leoendib,  cod  ( — j  cotesti  residui ,  le  dette  eondinoni  sono 
espresse  dalle  uguaglianze 


(i)-'-  if)-'- 


Quando  p  è  délia  forma  4i+l,  siccome  o**=(— a)** ,  i  daenumeria 
e  —a  sono  ad  un  tempo  residui,  o  ad  un  tempo  non  résidai  quadraU. 
Ma  se  p  à  délia  forma  4i+3,  allora  osservaado  che  (— a)**^=-  r^, 
aoo  de'  due  uameri  a,  o  —  a  sarà  residuo,  e  Taliro  non  residao  qoar 
drato. 

Finalmente  se  a  e  6  sono  entrambi  résidai,  o  enlrambi  non  residm 

quadrati,  devesi  aTere 

a*       =±1,  6*      s±l,equiDdi(o6)*       =+1  (mod.p), 

si  che  in  questo  caso  il  prodotto  de*  due  numeri  a  e  6  è  residuo  qoa< 
drato.  Ha  se  mentre  a  è  residuo  o  non  residao ,  Tahro  6  è  non  resi- 
duo 0  residuo,  le  coogruenze  precedenli  divengono 

a        =±t  ,  6*      ==f1,    {àby      s=-l  (mod.p), 

e  perô  in  tal  caso,  il  prodotio  de*  due  numeri  a  e  b  è  non  residao  qoa- 
drato.  Tutto  ci6  si  esprime  scrivendo 

if) = if)  if)  '  *  "««"^ 

i'T')<f)if)if)-- 

StO*  Resterebbe  a  considerare  il  cbso  in  cui  il  module  p  è  un  na- 
mero  composte,  ma  per  non  uscire  dai  limiii  impostici,  rimandiamo 
chi  ne  è  vaghezza  di  approfondire  questa  importante  teorica  deî  na- 
meri ,  aile  opère  nriginali  dei  Gauss  ,  DlsquisUiones  arUhmeticae\ 
Lbgbndeb  ,  Théorie  des  nombres  ;  Libei  Mémoirt^  de  MalhèmaJA- 
ques  ;  Jacobi,  Giornale  di  Cebllb.  e  Canon  ariUimeticus  ;  Cacght, 
Eoœrcices  de  math4m(Uiques ,  e  Mémoire  sur  la  théorie  des  nom- 
bres ;  PoiNsoT,  Refleodons  sur  la  théorie  des  nombres  ;  Dieichlbt  , 
Giornale  di  Cebllb  ;  Kumhee  ivi  ;  e  ai  tratti  soeciali  di  ScHôm.», 
Vnbestimmte  Analytik;  Schvaez,  Ekmenle  der  lahlen-Theoris . 
Sbeebt  ,  Algèbre  supérieure  (2.*  ediz.)  ;  Dieichlbt  ,  Forlesun^ 
der  ZablentAeorie,  ec« 
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GAPITOLO  XIY. 

LEZIONE  IL. 
De/ln(2toiiî,  e  derivate. 

S41.  Cbiamasi  forma  (*)  ana  funxione  di  due o  più variabili,  ra- 
zionale,  m(era  ed  omogeneay  a  coefficienti  interi  :  cosl 

sono  forme  diverse. 

Le  forme  si  distioguono  pel  grade,  che  à  quelle  stesso  délia  fun- 
xione  che  rappresentano  ;  e  pel  numéro  délie  variabili  che  eotrano 
nelia  funzione  ;  cosl  che  si  dicono  binarie»  ternarie,  ec.  secon- 
de che  coniengono  due,  tre^  ec.  variabiii.  La  prima  (I)  ë  una  forma 
binaria  di  2%grado,  o  quadrfitica  ;  la  seconda'  è  una  forma  bioa- 
ria  di  3®  grade,  o  eu  b  i  c  a  ;  la  terza  à  una  forma  lernaria  quadratica. 

In  générale  una  forma  binaria  del  grado  riT^  è  della  forma 

(2)  ç(x,y)==aoX*+a|OB*^y+a,af'V+ — +û«-ixy*^+a„î/*  , 

d*onde  si  vede  che  i  suoi  lermini,  ad  eccezione  de*coef&cienti  rispel- 
tifiy  sono  quegli  stessi  della  potenza 

(3)  (x-H/)*=a?'+tix*^î/+[îlx^V+ +nœy*-*+y*  ; 

quindi  si  è  cooTenuto  apporre  ai  coefflcienti  ao  «  ai ,  ec.  délia  (i)  ri- 
spetti?amente  i  coefflcienli  numerici  i ,  n ,  ^j ,  ec.  dello  sTiluppo 
di  (x-fi/r  9  erappresen tare  la  forma  binaria  di  grade  n"^  con  la  se- 
guenie  segnaiura  del  Gatlbt  : 

(*)  (ûo^aifOi-  ••a»)(a5,y)*; 

cosl  che  in  particolare 

(Oo,  a, ,  a,)(x,  y)*=aaX»+2a,xî/+Oiy2 , 

(Oo,  a,,  a,,  Oa)(x,  î/)'=Ooa5*-h3a,x*i/+3a,xy'+a5y* ,  ec. 

Quando  i  coel&cienti  numerici  non  sono  pîù  quelli  dello  SYlluppo 
della  potenza  del  binomio,  allora,  corne  propose  lo  stesso  Catlst,  8*a« 
dopera  il  simbolo  seguente  : 

(5)  (ao,a,,a„...a^ïx,y)*; 

cosl  che  (cio ,  ail  (^ ][ x,  y)*=apX*+a,xy+a,y* ,  ec. 

Similmenie 

(a,  6,  c, . . .  )  (x,  y,  zf,  (a,  6,  c  . .  •  Jx,  y,  z)* 

O I  matematiei  inglesi^  a proposu  del  Catuit,  usano la paroia  qui ntic 
per  dinotare  la  forma. 
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sono  i  simboli  per  rappresentare  le  forme  ternarie  di  grade  n"* ,  e 
propriamente  nel  prioio  i  coeiBcieDti  a,  b,  c  ec.  si  soppongono  pre- 
ceduU  daicoefflcienti  numericidello  SYiloppo  délia  poleoza  (x+y+zf, 
e  nel  secondo  no.  (*)  Aaaloghi  simboli  si  ànoo  per  le  forme  qQate^ 
narie,  quinquenarie,  ec. 

519.  TalYolla  in  iuogo  de*  simboli  ora  spiegaii,  suolesi  adoperare 
il  segno  sommatorio  £  ;  ma  per  far  use  di  questo  segno  con?ien  rap* 
presentare  le  diverse  yariabili  con  una  medesima  lettera,  munita  d*oa 
indice  :  cosi  in  Iuogo  di  rappresentare  con  œ,  j/,  z  tre  ? ariabili  diver- 
se si  rappresentano  con  x^^Xu  x^.  Ora  una  forma  quadratica  di  que- 
ste  tre  variabili  à 

axl-^bxl+cxl+idx^Xi+ieXiX^+ifx^x^ 
=aXfXi+boD^'^cx^x^'^2dx^Xi+2eXiX^+2fXxX^ , 

e  per6,  se  rappresentiamo  i  coeiBcienti  letteraii  a,  b,  ec.  con  una  mt- 
desima  lettera  a,  p.  e. ,  munita  di  due  indici  corrispondenti  a  qoelli 
délie  X  cbe  accompagnano  quel  coefiQciente,  la  précédente  espressio* 
ne  potrà  essere  scriita  corne  segue  : 

+aisX|X8+ai3X|û?3+aisfl?ta;s+a2,av3C3 , 
0  vero  simbolicamente  cosi  : 

purchè  si  dieno  ad  /i  e  i  i  Talori  1.  2,  3,  considerando  come  egoal! 
du  ^  ^1  •  ^18  ^<hi9^s^<hti^  si  tovm  la  somma  di  tutti  i  termini 
cbe  cosi  s'otiengono. 

In  générale,  il  simbolo  (6)  rappresenla  una  forma  quadratica  n*^', 
cioè  di  n  ?ariabili,  se  ciascuno  degrindici  h,  i  si  suppone  capacedi 
poter  prendere  tutti  i  Talori  i,  2,  3..  n,  e  se  nel  tempo  stesso  si  coq- 
siderano  come  uguali  i  coelficienti  a^^ ,  a^. 

Similmente  una  forma  cubica  n^'^*  si  rappresenla  col  simbolo 

(7)  ^<^hnfl^h^i^k  f 

purcbè  si  dia  a  ciascuno  degrindici  h,  ij  k  tutfi  Yalori  da  1  ad  n,  e 
si  riienga  cbe  il  coefficienie  aj^  non  cambia  valore  permutando  gHa- 
dici.  E  cosi  appresso. 

Negli  sviloppi  dei  simboli  (6)  »  (7)  e  loro  analoghi  entreranno  i 
coeiBcienti  numeriri  binomiali,  ed  è  perciô  cbe  tal  fiata«  si  poneia 
mostra  questo  coefflr^iente,  yariabile,  in  générale,  da  une  ad  un  altro 
termine,  e  cosi  una  forma  binaria  délie  variabili  x,  j/  e  di  grade  n"* 

(*)  Il  Caylet  propose  primamente  di  adoperare  il  segno  ][  nel  caso  chei 
coefflcienti  délia  forma  fossero  stati  quelli  dei  biuomio,  e  il  segno  ][  nel  caso 
contrario  ;  ma  quindi,  per  maggior  commode,  propose  la  segnatura  spien- 
ta  nel  testo  (Crblls.  —  Journat  fur  die  reine  und  angewandte  mathemime, 
vol.  47. 


si  rappresenta  parimente  bol  segoente  simbolo  : 

(8)  5CI  %»*"¥• 

S40.  Âbbiasi  la  faDzione  omogenea  e  a  coefflciente  reali 

(9)  tt=Ooœ"+a|a5*"  V+ttfa5*"*!/*+  •  •  •  •  +a^2/*  : 

poniamo  x=4yf  e  si  à 

sieno  (f  »  ^,  •  •  •  •  ^n  le  radici  deirequazione  f*+*it*^+ .  •  •  •  +6^=0, 
e  sarà 

f  +  6,1"-'+.  •6„=(<-t.)  (t-r,) (WJ. 

quindU  dinotando  con  (Xj^,j/jk)  îl  sistema  corrispondente  a  f^  in  virtA 
délia  relazione  x=ty^  per  modo  che  a;jt=tft2/ik  §  ^arà 

0  YOEO,  facendo  sparire  le  frazioni,  sarà 

qaindi  rimettendo  per  u  il  polinomio  (9),  s^iluppando  il  secondo 
membre,  e  paragonando  i  coeiBcienti  délie  uguali  potenze  di  a;  nei 
due  membri,  dedurremo  le  seguenti  eguaglianze  :    . 

^    ^-^(XJ.yat, . . .  y^    . 

<»o  î/iî/îWa  1  -  •  yn    ' 

«o    ""     yiytVs  •  •  •  y»  '    «o     j/iy^vs  • .  •  y»  ' 

o  vero,  salfo  un  fattore  comune,  avremo  le  seguenti  equazioni: 

(10  5^=î'*î'^»"î'«'  «i=-2a?iyiys-yii ;  «t==t2®4»ty8-..y»- 

^•••••••••••9   0||=^X|Xf«X/5«»»«l/ii« 

Dopo  ci6  avremo,  seconde  la  (10)  e  la  prima  dl  queste  eguaglianze 

=ao(ac*+  ^  a^*y+  ^  ^•-y+.  ...+?•  y») 

^(y^x-x^y)  (yiaj-x,y)  (yjX-ajjî/).  •  •  •  (y„a>-aj,y)  ; 

sLecondo  questa  forma  une  qualunque  de*  sistemi  (x=x^ ,  y^y^)  » 
(x=Xt ,  y=ys)»  ^*  rende  ti=:o,  e  si  chiama  perciô  radiée  di  que- 


«t 

_  235,35,?/,  . 

•  •y» 

Oo 

2/i2/tys  • 

•  •y» 

«• 

^^^X^XfX^  • 

•  '""^n 
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st*  equazione.  Ne  bisogna  dimenticare  cbe  ciaseuno  de'sistemi  X|:yi, 
^s-2/s9  ec.  è  radice  dell'equazione 


cioè  della  funzione  u  eguagliata  a  zéro  e  divisa  per  ajif^'. 

550.  Dérivât  e.  —  Se  abbiasi  una  qualunque  funzione  razionale 
e  intera  d' un  qaalanque  namero  di  variabili,  e  sia 

(12)  tt=f(a5,  y,  2,  ec.)  ; 


6  si  supponga  obe  una  sola  fra  lutte  le  variabili  resti  taie,  mentre  le 
rimanenti  ritengooo  valori  costanti,  allora  la  funzione  u  puô  rigoar- 
darsi  corne  un  polinomio  d*una  sola  variabile,  e  prendendo  in  qu^ta 
ipotesi  il  primo  derivato  di  questo  polinomio  (n.^  114),  s'ottiene  una 
nuova  funzione  contenente,  in  générale,  lutte  le  medesime  variabili 
primitive,  la  quale  si  cbiama  derivataparziale  délia  f\mzionexii 
ri&peiio  a  quella  vartabite,  in  ordine  alla  quale  si  è  fatla  la  deri- 
vazione. 

Per  indicare  questa  derivata  parziale,  supposto  cbe  la  derifaûone 
siesi  fatta  rispetto  a  x,  suolesi  adoperare  uno  qualunque  dei  soguenii 
simboli  : 

in  oui  le  lettere  d  e  D,  ebe  precedono  la  lettera  dlnotante  la  funzione 
0  la  variabile,  sono  semplici  caratieristicbe  e  non  faUori. 
Gosl,  posto  cbe  sia 

(13)  u=ia6X^+aiy^'raiZ^-\-2a^xy+2aiXZ+tasyz , 
sarà  (n.^"  114) 

fin 

(14)  {  v!y  =Vy=-^s  D,«  =  2a,y+2a5JB+2a52  , 

dflD 

u'.  H  f'^  =  —  ^J>^u  =  ia^-^^a^xHisy. 

ISSl.  Se  quindi  da  ciascuna  derivata  parziale  di  1^  ordine,  corne 
quesle  ultime,  si  voglia  prendere  una  seconda  derivata,  si  rUleltera 
cbe  ognuna  di  esse,  in  générale,  è  funzione  di  Ire  variabili,  e  per6 
questa  seconda  derivazione  puô  essere  fatta  rispetto  a  ciascuna  dt  que- 

(*)  Fâremo  uso  de!  segno^per  indicare  che  i  due  simboli^  o  le  due  espres- 
sioni  tra  quali  si  troya^  possono  essere  l'ona  alFaltra  sostitaite.  In  altri  tei^ 
mini  quel  segao  sta  invece  délie  preposizioni  o  vero,  o  sia. 
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ste  variabili  separatamenle.  Gosl  p.  e. ,  la  prima  délie  tre  precedenti 
derîTale  (U)  si  puô  deriyare  noTeiIamente  sia  rispetto  ad  as,  che  a  y, 
e  a  2.  Nei  primo  caso  il  simbolo  di  quesla  seconda  deri?ata  è  if^^g  « 
0  anche  ii^<  nel  seconde  6  u''g^ ,  e  nel  terzo  è  u^^^^  ;  per  modo 
che  la  successione  delle  due  letiere  messe  corne  indici,  indica  appan- 
to  rispeilo  a  qaaie  delle  variabili  ordinatamente  e  successWa mente 
si  fanoo  le  due  derivazioni  délia  funiione  primitiTa  u.  Oueste  nnoTe 
derifate  tt'^a^ ,  ec.  sidicono  derUate  parxiali  di  2^  ordine. 
Invece  di  u*"^  si  suole  scrivere  benanche  r^s  o  T^^^t  ;  o  pore 

d^  dHi 

^ ,  0  in  fine  H^^u  ;  si  che  tt''a»^u"a.er'xaB^«^ 5^ = D*« «.  Si- 

milmente  ti'^^  s  r^ = ^  a  DJ^  u. 
In  générale  uno  qualunque  de'  simboli 


Indica  che  la  Tunzione  dinotata  da  u  0  da  f  à  stata  derifata  m+n  Tolte 
di  seguito,  cioè  m  voile  rispeilo  aile  Tariabile  a;,  e  poi  n  f oite  rispet- 
to alla  y,  e  il  risultamento  di  quesfoperazione  si  chiama  deri?ata 
parziale  deir ordine  (77H-n)'"^ 
EsBVFio.  -  u  =  aoX«+3a,a5'î/+3a,a5î/*+a3î/» , 

tt"aey  =6a|X  +6a,î/ ,  vT^  ^ia^x  +60,2/, 

ftS2.  GioTa  fin  da  ora  osservare  corne  le  due  derîyate  di  2^  ordine 
^"xv  ^  ^"yx  abbiano  un  medesimo  falore  ;  vale  a  dire  che  la  seconda 
derivata  délia  funzione  u  delle  due  variabili  x^y  h  sempre  la  stessa 
ron  qualunque  ordine  si  faccla  la  successi?a  derivazione  rispetto  al- 
l'una  e  poi  rispetio  all'altra  yariabilé.  La  ragione  di  questo  fatto  è  che 
le  due  dprivazioni.  Tuna  rispetto  ad  as,  l'allra  rispeilo  a  y,  sonoindi- 
pendenti  Tuna  dall'allra,  e  perô  si  possono  eseguire  con  queirordioe 
che  si  Tuole,  e  il  risullemento  sarà  sempre  lo  stesso. 

5SS.  S'abbia  il  prodolto  ti=a^as* ,  il  quale,  eseguita  la  moltiplica* 
zione,  di? iene  as*"^^ ,  e  la  sua  derivata  ë 

(1 5)  tt'=(m+n)  aB'*'*^'=(ma5+»ia(î)aB'''^*^* 

=(mx+na5)cc*^a5'^=mx*^a5*+waî*ac*~*  ; 

ma  se  nel  prodotto  indicato  x**a(^  si  consideri  il  fattore  as*  come  una 
costante,  e  si  prenda  la  deri?ata  rispetio  all'altro  faitore  as**  ;  0  pure 
si  consideri  as^  come  costante  e  si  prenda  la  derivata  rispetto  airaliro 
fattore  x" ,  si  à  rispettivamente  97ix"*~^as* .  nas^of^ ,  e  la  somma 
di  cpieste  due  espressioni  è  mas*^x**+nas*as*^,  che,  secundo  V  e- 
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spre88ione|(15),  h=u'  (*)):  quindi,  se  vogliasi  la  derivato  (ftmpro- 
doUo  di  due  potenze  délia  stessa  variabUe^  noa  è  neeessario  ese- 
guire  prima  la  moUiplicazioDe  ed  avère  una  sola  poteoza,  ma  si  poè 
derivare  rispeUo  a  un  faitore^  coiisiderando  Valtro  come  una  co- 
stante^  e  similmente  derivar  questo^  considerando  ii  primo  corne  tuta 
costaniej  e  finalmente  prender  la  somma  de'  risuUamerUi. 

SSt.  Quindi,  se  un  polinomio  si  debba  molliplicare  per  mi  mono- 
mio,  e  poi  se  n*abbia  a  prenderejla  derivata,  non  occorre  esegaire  h 
moltiplicaxiODe,  ma  basta  preoder  d'ogni  prodotto  indicato  la  deritata, 
alla  maniera  esposla.  Cosi,  se  il  polinomio  u=aoX'+afla^+a,x+<is 
s'abbia  a  molliplicar,  poniamo,  per  x* ,  e  del  prodoUo  debbasi  pren- 
der la  derivala^  si  puô ,  seoza  eseguir  la  moltiplicaziooe ,  prender  h 
deri?ala  de'  termini  aJ3lfix^,a^x'^*Ja1fDx\  a^x* ,  secondo  la  regob 
superiore^  e  indi  fare  la  somma  de*  risultamenli,  il  che  dà 

3aoaj*x*+2aoa5*x4-2a4aBaî*+2a4X*x+ajaj*+2a2a5x+2a3X 

=(3aoX*+2a4X+a^*-f  (OoQ5'+OiX*+o,x+a8)2x ,  o  sia 

(t4X*}'=tt'X*+tt{X*)'  , 

in  oui  (lix*)'  dinota  cbe  devesi  prendere  la  derivata  di  uod^ ,  (a^)'  in- 
dica  la  derlvala  di  x* ,  cioè  2x. 
Dopo  ciô,  se  abbiansi  due  polinomii 

tt=aoX*+a|X"^'+a,a[?^*+*  •  •  •+a«i-i»+a«i , 

i?=6oX"  +64  x*^  +6jX*-* + .  •  •  •  +b,^  x+6»  , 

e  si  YOglia  la  dériva  ta  del  prodotto  uv,  è  chiaro  che,  senza  esegairli 
moltiplicazione ,  si  polrà  operare  egualmente ,  come  nel  caso  prête* 
dente,  cosi  che  se  poniame 

(16)  z=i4V ,  sarà  s'=ii't?+v'tt  ; 

vale  a  dire  che  la  derivata  del  prodoUo  di  due  polinomii  éCunasIiÊt' 
sa  variaJbile  s'ottiene.  prendendo  la  derivata  di  ctoscun  polinom 
e  moUiplicandola  per  Valtro,  e  quindiprerulendolasornmade'àm 

prodotti. 

555.  Se  V  rappresenta  una  funzione  d'un'altra  variabile  che  nonsii 
la  X,  mentre  u  è  tutlavia  funzione  di  x ,  e  8i  vuole  la  derivata  (i»/, 
allora  neirapplicare  la  regola  précédante  s'avrà  per  derivata  soltanW 
u'v  ;  imperocchè  la  derivata  di  v,  rispeUo  adx,  che  non  entra  in  t, 
non  puô  essere  aUrimente  che  zéro. 

556.  In  générale  se  s,  t,  u,  v,  ec.  sono  diverse  fanzioni  délia  stes^ 
sa  variabile  x,  e  si  voglia  la  derivata  del  prodotto  sluv... ,  applicande 
la  regola  del  n.^  554  col  supporre  questo  prodotto  come  formate ii 
due  soli  fattori  s  e  tuv... ,  e  poi  il  prodotto  tuv,.. ,  come  formatoda 
due  fattori  t,  e  tiv..- ,  e  cosi  appresso,  si  troverà 

(17)  (stuT;....)'=s'twt;..,+8t'uv...+stu'«+..,. 

(*)  Avvertiamo  che  se  una  funzione  u  non  dipende  che  da  una  soUn- 
riabile.le  sue  derivaie  le  rappresenteremosemplîcemente  con  u',  vf^  v^.ec 
trascurando  la  variabiie  al  basse  délia  iettera  ;  ma  talvolta  sarà  assoloti- 
mente  neeessario  aggiugnere  questa  variabile  per  migliore  iulelligeiui> 
come  in  seguito  yedremo. 


DiPimnONI^  B  DXBIVATI  SIS 

» 

Ml.  Sia  tt=«* ,  e  v=af  ;  sarà  u  =  ai*** ,  e  quindi  v'^,  =  mnoB^**^ 
stunaj"**^  aî*"*=ma5*<*^'^rMc"^  ;  o  vero,  sosUluendo  nel  primo  fat- 
tore  iQ  laogo  di  a;*  la  sua  équivalente  espressione  v,  sarà 

(1 8)  ti'a;=mD*^* .  na^* . 

Ora,  come  chiaramente  si  vede^  il  primo  di  questi  fallori  è  la  dériva- 
ta  délia  potenza  v^ ,  e  il  secondo  è  quella  délia  potenza  a^  ;  vale  a 
dire  che,  esseudo  per  ipotesi  u=^  ,  il  derto  primo  fatlore  è  il  valore 
di  u'^  ,  e  similmente/essendo  i;=:af ,  il  seconde  faltore  è  il  valore 
di  v'x  ;  quindi  la  formola  (18)  puô  essere  scrilta  cosl: 

/lAv  /      /    /  dti     du  d« 

09),.  «'«=«'.  «'-oP^redi  =  5^55- 

Più  generalmenle  se 

(20)  u=by+b^'rr^+' . .  •+6«^i«-f  6« , 

(21  )  »=aoX*+a4x"^'+  •  •  •  • +Ofl^ia;+a^  , 

si  à  pure  u'gr=u'^v'   o  altrimcnte  3-=-r  t-  »  «  l'ano  e  Y  altro  di 
"^  *     '   *  dâs    dv  dx 

questi  simboli  indica  che  essendo  u  tma  fy,nzione  razionale  e  irUera 
deUa  variabile  v,  e  questa  una  similè  funzione  de^a  variahUe  x , 
se  si  voglia  la  derivata  di  u  rispeito  ad  x,  non  occorrerà  eliminar 
prima  v,  per  esprimere  immediatamente  u  per  mezzo  di  x,  ma  baste- 
rà  prendere  la  dériva^  di  u  rtspe^to  a  v,  quella  di  questa  funzione 
rispeito  alla  variaMle  x,  e  moUiplicare  ira  loro  qv£Ste  due  dériva- 
te,  per  poi,  se  si  voglia  o  si  possa,  elimiuarne  v  e  avère  Tespressione 
io  X.  • 

SS9.  Quando  u  è  una  funzione  di  Vy  mentre  questa  è  una  funzione 
di  X,  come  nel  caso  ora  considerato,  si  dice  che  u  è  una  funzione 
di  funzione  di  x,  e  quindi  la  regola  précédente  si  enunzia  altri« 
menti  ancora,  dicendo  cbe  la  derivata  d'una  funzione  di  fv/nzione 
è  uguale  al  prodotio  délie  derivate  di  ciascwna  funzione^  Titpetio 
alla  variabile  da  cui  immediatamente  dipende. 

5SO.  Suppooiamo  ora  che  in  una  funzione 

(22)  u  =  f(x,  y) 

la  y  sia  essa  slessa  una  funzione  délia  medesima  variabile  x.  e  con- 
sideriamo  un  termine  qualunque  Ax^y^  (*)  délia  Tunzione  (22).  Yo- 
lendo  la  derivata  di  questo  termine  rispetto  alla  variabile  x ,  seuza 
fare  la  sostituzione  della  funzione  di  x,  cbe  rappresenla  j/,  si  dovrà 
considerare  il  predetto  termine  come  il  prodotto  di  due  fattori  in  x, 
eseguire  la  regola  del  n.^  553,  vaie  a  dire  derivareil  fattorex^, 
considerando  l'allro  y*  come  costante,  e  quindi  derivar  questo  oonsi- 
derando  il  primo  come  costante  ;  perô  nel  prender  la  derivata  di  y* 
rispetto  ad  x,  bilognerà  tener  présente  la  regola  del  n.^  prec. ,  vale 

(*)  Intendiamo  sempre  che  t(Xy  y)  sia  un  pdinomio  razionale  e  inl^ro  di 
X  eu  y«  e  che  y  sia  eguale  ad  un  altro  polinonûo  razionale  e  iutero  di  op. 
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a  dire  bisognerà  prendere  la  derivata  di  y*  rispetto  ad  y,  la  qoaleè 
jty^*  9  ^  moltiplicarla  per  la  prima  derivata  di  y  rispetto  ad  ac,  cheè 
dinotata  da  j/'g^  :  in  questomodo,  rappresentàndo  con  (ilxV/x^^^^ 
rivata  del  termine  Aa^f/^  »  avremo 

Ora,  opérande  in  questo  modo  sn  ciascon  termine  délia  (22),  bensi 
f ede  che  avremo  una  somma  algebrica  dî  termini  analoghi  al  prioN 
de'  due  del  secondo  membro  deli*eguagUanza  précédente,  i  quali eo- 
stituiscono  la  derivata  dalla  funzione  (22)  considerandovi  x  costante, 
la  quale  derivata  è  dinotata  da  f^  o  da  u'^  ;  e  un*  altra  somma  di  ter- 
mini analoghi  al  secondo  termine  di  deuo  secondo  membro,  i  qoali 
costituiscono  la  derivata  délia  medesima  funzione  u  rispetto  atlaia* 
riabile  y,  la  quale  è  rappresentata  da  f',^  o  da  Uy ,  moltiplicatapelfatr 
tore  y'sB*  Pertanto  la  derivata  délia  (22j  rispetto  ad  x,  nell*ipotesi  b(- 
ta,  cioè  cbe  sia  y  funzione  di  x,  è  indlcata  simbolicamente  da 

(2»)    ^      r.+f,y.^«'.+u'^'.sg+^|. 

5BO*  Sappiamo  (n.^  30]  che  se 

è  un*equazione  che  devesi  veriflcare  qualunque  sia  il  yalore  dix.o 
vero  se  è  un'egwa^ionc  identica^  dev'essere  j1o=-A,=.  .  .=A.=o;(ïr, 
siccome  nella  derivazione  rispetto  a  x  questi  coeiBcienli  rimangOM 
inalterati,  cosi  le  derivate  successive  saran  pure  nulle,  e  perô  ddb 
précédente  equazione  identlca  si  traggono  le  altre 

(9t\  yn(n-l)iloaf-*+(n-l)  (n-2)  4,05^+.  .+2^,^.4=0 , 

^    '  V«-l)(«-2Moa!^+(»^-l)(r^-2)(n-3)l,JB^+.+3.2i,^^ 

S61.  Supponiamo  ora  che  s'abbia  l'equaiione 
(25)        f(x,  î/)=oX+a,a!^'y+  •  • +a,^xif^*+any,=o  ; 

• 

risolvendola  rispetto  ad  y  avremo  y=9(x),  e  sostituendo  questo  n- 
lore  nella  stessa  equazione  (25)  il  risultamento  f  [x,  f  (x)]=o,  cooei 
chiaro,  dev'esserc  un*equazione  identica,  e  perô  (n.®  pre.)  cone^ 
avran  luogo  pure  le  sue  derivate  successive 

t  «  [35»  ?  (œ)  1=0,     f  X  [x ,  ç  (x)  ]=o,  ec,  o  vero 

t  «  (»»  y)=o  »  f'x  (35 ,  y)=o ,  ec. 

La  prima  di  queste  equazioni,  secondo  la  formola  (23)  si  pa6  scri- 
vere  cosi  : 

(26)       .  f'x+ryy>o. 

Qnanto  alla  seconda  osserveremo  che  essa  è  la  secouda  derîfata  dél- 
ia (25)  0  vero  è  la  prima^erivata  délia  (26)  rispetto  ad  x,  e  per  kr 
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maria  bisognerà  considerare  1^  che  f^. ,  Vy  sono,  in  générale,  fantio- 
ni  di  entrambe  le  variabili,  e  perô  nel  prenderne  le  rispetiive  dériva- 
te,  bisognerà  tener  présente  la  formula  (23)  ;  2^  che  tW^  è  un  pro- 
dotto  la  cui  derivala  dev'essere  presa  secondo  la  regoia  del  n.^  553. 
Quindi  avremo 

Ôra  le  due  derivate  seconde  f^ ,  Ty^^  (n.^  532)  rappresenlano  la  stes- 
sa  cosa,  e  perô  quesÇuIlima  equaziooe  puô  essere  scritta  ancora  cosi 

r'xx+2r'^  !/'x+i"y,  y^Wr^  2/>o. 

Similmente  si  potrebbero  trovare  i  simboli  per  rappresenlare  le 
equazioni  derivate  di  ordine  superiore  délia  (25). 

562.  In  générale  se  s'abbia  un'equazione 

(21)  f(ii, ,  w,, ttn)  =  o, 

• 

în  cui  le  U| ,  t/| ,  .  •  .  .  u^  rappresenlano  funzioni  razionali  e  intere 
délie  variabili  indîpendenti  x, ,  œ^ ,  . . .  oOn ,  e  si  suppone  xbe  una 
sola  per  volta  di  queste  sia  ^ariabile,  mentre  le  altre  sono  coslanti, 
allora  la  (27)  è  nel  caso  d*un*equazione  idenlica,  e  perô  la  sua  deri- 
vata  rispetto  a  questa  variabile  dev'essere  nulla  ;  si  che  insieme  con 
la  (26)  avran  luogo  le  seguenti  allre  n  equazioni  : 

(28)  <    *!   S     ^   ^î  •ii'*»fc      » 

le  quali  soglionsi  benanche  scriyere  cosi  : 

àt^àu^      df^&u^  df  iUn_ 

dit,  diT,     dtij  dX|  dt4«  dx,  ""    ' 

^  du,      df  du,  df  du^^_ 

(29)  {  du4dxi"*"du,dâci"*"'''''^dû;»dx,"^' 

df  du,  .    df  du,  df  du. 

dU|  dx,^     du,  dx«  du^  dx« 

563.  Per  un'appllcazione  délie  formole  precedenli,  cercbiamo  la 
derivala  del  déterminante  P  di  ordine  n™^,  ordinalo  secondo  gli  ele- 
menli  délia  orizzontale  r™^.  cioè 

(30)  P=A^i  Ofi+A^  Ort+*  •  •  •+i4r,  0^8+'  •  •  •+-^  ^m* 

Supponiamo  primamente  che  gli  elemenii  a, ,  a, ,  ec.  sieno  Tuno 
daU'altro  indîpendenti ,  e  cercbiamo  la  derivata  di  P  rispetto  aH'ele- 
mento  o^^  :  per  ciô  osserviamo  che  niuno  de'complemenii  ^,, ,  1,., ,  ec. 
contiene  alcuno  degli  eiementi  o^i  9  o^ ,  ec.  »  e  perô  nel  prendere  la 
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derWata  del  second©  membro  rispello  ad  n,.,  non  s'avrà  che  la  derin- 
ta  del  solo  lermine  A„  Or*  i  «he  conlieoe  o^,  corne  faltore  ;  le  deo^ 
degli  allri  termlni  saranoo  nulle  (n.**  555)  ;  e  poichè  (a„)=l,  sari 

dP      ^ 
(31)  -^=Ar.. 

quindi  ae  gli  eicmentt  d'un  déterminante  sono  Vuno  dalIaUro  itidi- 
pcndenK,  ta  derivata  di  questo  déterminante  rispetto  a  un  quoluti- 
que  elemento  è  il  complemento  algebrico  di  quesCelemento. 

Più  generalmente,  siccome  il  prodollo  di  m  elemenli,  presi  in  om- 
zonlali  e  verticalî  diverse,  moltiplicalo  pel  complemento  algebrico  di 
questo  prodotto ,  è  una  parle  del  déterminante  (E.  n.**  669) ,  cosl 
avremo  • 

in  cui  8  è  la  caratterisllca  del  minore  H,  il  quale  non  contiene  alcaoo 
degli  elemenli  che  gli  fanno  da  fattori ,  e  questi  non  entrano  ne'  1er- 
mini  che  seguono  al  soprascritto  :  si  che  prendendo  le  successive  de- 
rivale  rispello  a  ciascuno  di  detti  elemenli,  avremo  : 

<»>      d.,.,dC-^°>.^°'-"'°- 

Scambiando  Ira  loro  due  o  più  dei  primi,  o  dei  secondi  indici  nel 
prodotlo  o,  ,  . . .  o.  .  ,  Il  termine  risultanle  ,  indipendeniemenle 

dal  segoo,  ipparterrà'artnedesiino  minwe,  e  perô  «""îspon^erà  «jj 
stesso  minore  H;  si  che  opérande  si  fatli  scambu  negl  indici  deldfr 
Dominatore  (32),  il  valore  di  quella  formola  nmarrà  lo  slesso,  cpott» 
conservare  o  mulare  il  segno,  seeondo  che  il  numéro  degli  scao.ba 
operati  è  pari  o  impari  :  cosl  per  un  solo  scjmbio  tra  r»  ed  r, ,  si  » 

d»p  d*P  

^"^     dor,.,  do,,^ . . .  do,^..=  "  da,,.,  do,,., . . .  da,,.^' 

M4.  Supponiamo  ora  il  déterminante  P  espresso  solto  la  fon» 
sommaioria 

P=2±o„OaOs, o,, ,  (E.  n.»  639) 

e  eli  elemenli  a.. ,  o„ ,  ec.  sieno  délie  funxioni  d'uda  slessa  TaridJ 
fe  X  vSdo  S  quSo  caso  la  deri,aia  di  P  rispetto  ad  x  bisogneri 
for  capo  délia  regola  del  n.»  556,  e  avremo 

+  (  Z=ta„atta8j ...  -^j  • 
ora  col  solilo  scamblo  degl'indici,  ciascuna  di  queste  somme  diîie» 
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lo  stesso  determinanle  P,  quando  yï  si  cambia  rispettivaroenle  la  pri- 
ma, 0  la  seconda,  o  la  n^  orizzontale  di  élément!  nelle  loro  rispetU- 
Ye  derivate  rispetto  a  x.  Cosl  supposto 


P=£=ba||a22(i33 ,  si  à 


daii  dai,  da,j 

a„   a„   ai3 

, 

ûfi    û«    û« 

àP 
àx" 

ûx    dx    dx 

ÛM      «îî     «13 

+ 

dOji  da„  da,5 
dx    dx    dx 

+ 

Oji   aj,    a„ 
daji  da,,  do,. 

^1    (ht    ctjs 

O'àl     Ctsî     «ss 

dx     dx    dx 

SUS.  Posto  ciô,  sieno  u, ,  ti, ,  ...  u^  délie  funzioni  d'una  stessa 
Tariabile  x,  e  dinoliamo,  in  générale,  con  Uf^  la  derivata  8^^  délia  fun- 
sione  u^  :  si  formi  il  déterminante 


(35) 


V  = 


«1 

tt« 

«» 

• 

• 

••«• 

«Il 

t*»l 

«M 

• 

• 

••«M 

«lî 

t         • 

«Il 

•        • 

«»» 

•              ■ 

• 

• 

•             •             • 

«1,11-1  «1,11-1  «S,«-l  •  •  •  •  «»,|»-1 


e  se  ne  voglia  la  derivata  rispelto  ad  x  :  questa  s'oUerrà  agevolmente 
dalla  formola  (34),  la  quale  col  sosliluire  a  quegli  elemeoli  (a)  questi 
démenti  (u),  si  ridurrà  al  solo  ultime  determinaote ,  percliè  lotii  gli 
allri  precedenti  a  questo  avranno  sempre  due  orb.zoniali  identiche,  si 
che  avremo  per  la  cbiesta  derivata 


(36) 


àU 
àx 


«I 

«H 


«1 

«M 


«, 
«Jl 


•  •  •  •  Un 

•  •  •  •  ^«1 


11 
11 


i,n^t  ^t^nr-t  ^ 


s,i»-i 


i«ii 


11 


l,n 


^i.n 


t  •  •  •   w 

•  .  •  .  ti 


ll,fl 


d'onde^  si  yede  che  per  avère  questa  derivata  bisogna  nel  proposto  de- 
terminaDte  V  mutare  gli  elementi  deirultima  orizzontale  nelle  loro  ri- 
spellive  derivate. 
ses.  Te  or  e  ma  d'EuLERO.  —  Sia 

^37)  u=f(X| ,  X, , . . .  x^ 

una  funzione  omogenea  di  m  yariabili  e  di  grado  n^^  :  dinotando  con 
I  una  Dtftva  variabile  indIpeDdente  dalle  prime,  a?remo  per  definizio- 
ne  (q.^  15,  i^)  ideolicamenie 

(a)  f(te, ,  fx, ,  . . .  txj  =  I*f(X| ,  X, ,  . . . .  xj  , 

quindi  avran  luogo  le  successive  derivate  di  quest'  identité  (n.^  562): 
facendo  la  prima  derivata  rispelto  a  t,  e  dopo  la  derivazione  ponendo 
1=1,  ayremo  la  notevole  relazione 

la  quale  porta  il  nome  di  teorema  d*EuLER0  rispelto  aUefunziani 
omogenee* 
Siinilaaei^te  derivando  due  volte  di  seguito  la  (a)  e  dopo  la  dériva- 
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liooe  ponendo  1=1,  si  troyerà 

in  cui  il  segno  £  sta  per  iodicare  le  somme  dî  talU  i  termioi  «nalogbi 
a  qoelli  che  seguono  quel  segno. 

Potrebbesi,  volendo,  continuare  la  derivazioDe  al  modo  indicalo,  e 
s*avrebbero  naove  formole  indicanU  alireltanii  teoremi ,  relattvi  alla 
funzione  omogenea  u. 

561.  Formola  diTiTLOR  perlo  syiluppo  di  F(x+h,  y+fc)> 
essendo  F(ûs,  y)  una  fuotione  razionale  e  iatera  di  xe 
y.  —  Supponiamo  dapprima  che  la  sola  x  cresca  d'una  quanlilà  inde* 
terminata  h,  e  la  t/  rimaDga  costante;  allora  per  la  formola  di  TAnoa 
(n.^  116)  avremo 

(40)        F(aî-hft,t/)=F(œ,t/)+F',(a;,y).h+iP^(a5,y).ft*+ec  ; 

quindi,  facendo  crescere  la  y  d*uii'aUra  indeterminata  fc,  ammo 

(4i)  F(œ+ft,y+k)=F(x,y+fc)+Fyx,y+k)./i+iF',,(x,2/+fc).h*+ec.  ; 
ma  per  la  slessa  formola  del  n.**  116,  si  à 

F'    (x,î/+fc)=F     (x,y)+¥\    {x,y).k+{F'„    {x,y).k*    +cc., 
F",  (x,y+k)=P.  (x,y)+P^  (x,y).k+ir'^  (x,y).k*    +ec., 

ec*  y*******  ec*  I 
laonde,  sostitueodo  questi  valori  ia  (41)  risulterà 

(42)  F(a+h,y+k)=F(x,y)+F'Ja;,y).*+JF"^((B,y).M+ec. 

-l-r'y(x,y).k-f  r^{x,y).hk-hec. 
+iF''îfy(aj,y).fc»+ec.. 

Qaesla  formola,  che  andavamo  cercando,  è  uQ'esiensioDe  di  queUa 
del  Tatlor  relativa  ad  una  funzione  d*  una  sola  yariabile  (n.^  116); 
ed  è  manifeste  che  puô  essere  analogamenle  estesa  ad  una  fanzlooc 
razionale  e  intera  di  qualunque  sia  numéro  di  variabili.  Cosl  perb 
funzione  di  tre  yariabiii  F(x,  y,  2),  si  à 

(43)  F(œ-*-h,  y+k,  2+l)=F+F'^./i+FVfc+F',.l 
+4(P'«D-h*+2F''^.hfc+F''^.fc*+2F'xz*W+2FV.kI+F''„.t«)+ec. 

in  cuiy  per  sola  comodità  di  scriltura^  si  è  scritta  nel  secon<!o  mem- 
bro  la  sola  carailerislica  F,  ommetlendo  le  yariabiii. 
Le  formole  (42),  e  (43)  soglionsi  scrivere  ancora  cosl  : 

(44)  F(xH-A,y+k).=F+3^  ft  +  _fc^_(_  ft«^.2__  kk  4-  ^i 

dP         dF         dF 

F(x+h,y+ft,3+l)=F+^.  /i+  — .  h  +  — .  J 

2  Vdas^  ûxdy         dy^  ûxdz  ùydz       < 

+  ec. 


'-K-^yO^U-^^^^'-y' 
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Se  in  qaeste  formole  si  considéra  il  numéro  roesso  in  testa  alla  ca- 
ratteristica  dcome  un  esponente,  si  vede  bene  che  la  quantité  moltipli- 

1  dP       dF 

cala  per-^èilquadratodelbinomio-pfi+-pftnella  formola  (44), 

«  *f 

dF        dF        dF 
e  quelle  del  trinomio  i-h+^-k-f-rl  nella  formola  (45).  E  se  si 

dœ       dy        d2         .  ^    ^ 

continuano  gli  sviluppi  si  troverà  un  terzo  polinomio  moUipIicato 
per  -^  cbe  sarà  il  cubo  di  detto  binomio  nella  (44) ,  o  di  detto  tri- 
nomio nella  (45) ,  e  cosl  appresso.  SI  che  le  due  formole  precedenti 
possono  essere  scritte  compendiosamente  cosl  : 

(45)'  F(x+h,  y+k,  z+V)  = 

ày      àz/ 

1  patto  perô  che,  dopo  eseguiti  gli  sviloppi  délie  potenze,  Tesponente 
di  d  si  consideri  corne  un  indice,  o  sia  corne  un  numéro  iodicanle 
quante  sono  le  derlvazioni  a  fare. 

Gîova  nolare  che  il  simbolo  (  r-  +  t-  +  ec.  j   F  dinoli  la  stessa 
•  \dcD     dy         / 

operazione  (la  derivazione)  ripetuta  p  volte,  derivaodo  cioè  prima  la 
fuozione  data  F  rispelto  a  ciascuna  yariabiie  ,  poi  derivando  questo 
primo  risultamento,  quindi  derivando  il  secoondo,  e  cosl  appresso. 

S69.  Per  un*applicazione  délie  precedenti  formole,  consideriamo 
Tequazione 

(46)  a5'*+aia5*"*+a2a;'^*+  •  •  •  •  +a,^^aî+(ï,i=o  ; 

ponendovi  ac+X  in  luogo  di  x  diviene 

(46)'  «^^(ai-HiXjaB"-^  [a,+(n-r-i)Xa,+i  n(n-l)X«]a5*-*+ec.=o. 

Sia  inoltre  ç(a| ,  o^ , ...  aj  una  data  funzione  dei  coelBcienli  dél- 
ia (46),  e  mutando  a^  in  a«+Af ,  o,  in  o^+Z^  9  ec.  quella  taniione, 
seconde  la  formola  (45),  diviene 
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qoindi,  se  si  Taole  Fespressione  di  f  relativa  airequazione  (Uy,  te- 
stera porre  in  questa  formola  in  luogo  di  b| ,  bj ,  ec.  rispettivameole 
nX,  (n^l)  aiX+l  n(n— i)  X' ,  ec. ,  e  ordioando  il  risultamenlo  rispet- 
to  aile  potenze  ascendenti  d!  X  s'avrà 

(48)  9+X  (n^  +  (n-1) a,  ^  +  (n-2)a,  ^  +  ec.)  +X\ecO+cc., 

Posto  ciô,  supponiamo  che  9  sia  una  funzioi^e  délie  differeoie  dèlk 
radici  délia  (16)  prese  a  due  a^  duc,  ed  espressa  per  mezzo  de*  coeffi- 
cienti  deir  equazione  data  ;  allora  siccome  quesle  differenze  non  si 
allerano  se  ciascuna  radiée  si  aumenti  0  diminuisca  d*uQa  quanlità 
grande  0  piccola  che  fosse,  anche  la  funzione  9  deve  rimanere  inalte- 
rata  passando  alla  trasformata  (46)'  ;  •  perè  in  questo  caso  doyen- 
dosi  la  (48)  ridurre  a  9,  à  necessario  che  sia 

(49)  n  ;g-  +  (n-l)  a.  ^  +  («-2)  a,  ^  +  ec.=o , 

e  questa  è  una  condizione  alla  quale  deve  soddisfare  la  funzione,  9  per- 
ché possa  riœanere  immuiata,  quando  si  fa  la  surriferila  sostitmiODe. 
D*aItronde  si  dimostra  che  detta  equazione  non  sollanto  è  necessario, 
ma  ë  pure  sufficientey  perché  quand'essa  ë  verificata  SYanîscono  dal- 
la (48)  tutte  le  potenze  di  X. 

EsBHPio.  —  Yogliasi  calcolare  il  prodotto  de'  quadrati  délie  diife- 
renze  délie  radici  d'un'equazione  di  3^  grade.  Chiamando  se, ,  (r,,X) 
le  radici,  il  prodotto  îndicato  sarà  (aj|-flD,)*(3C,— a;j)*(3Cj— 053)* ,  U^P»- 
le  espresso  in  funzione  de*  coeiScienii  deirequazione  sarà  di  4*  gra- 
de, e  di  peso  6  (n.<*  225  e  226)  ;  cioë  sarà  délia  forma        ^ 

<fz=Aal+Ba^a^a^+Ca^Q^^+Dal+Eala\ , 

essendo  il,  P,  ec.  de'  coeilicienli  da  determinare,  e  a, ,  o^ ,  a,  i  coet- 
ficienlî  della  dala  equazione  di  3^  grado.  Ora  applicando  la  fomt)- 
la  (49)  al  nostro  caso  in  cui  n=3,  si  trova  * 

(2il+35)a5a,+(2B+9C)a,aJ+(B+6D+6i?)a|a,+(C+*J5)a»oî=o, 
e  doTendo  essor  quest'equazione  identica  dev*essere 

C+4B=o ,  J8+6D+6E=o ,  2B+9C=o ,  2il+3B==o 

0  sia  C=-4E ,  B=liE ,  D=-iE ,  i=-2lJE;  ;  si  che  sostitueodo il 
9  risulla  <f=E{-ilal'\^^ia^(lfa^-ia:fl^'-ial+a\a'\). 

Per  determinare  E  si  osserverà  che  se  una  délie  radici  è  nulla  aD- 
che  il  loro  prodotto  05=0;  sia  p.  e.  Xi=o.  allora  il  prodotto  délie  dit* 
ferenze  de'  quadrati  diviene  (Xi—x^*x^x\  ;  ma  nel  tempo  stesso  af= 
—  (X4+Xj),  a^=XtX^ ,  e  quindi  (x,-œ2)*=aî-4a,,  e  (x,  —  ac,)^BÎ«{ 
=  aî(aî-4aj).  Or  ponendo  a^  =  o  ntlla  précédente  ç  risulla  ç= 
JB(aJ-4ai)a} ,  quindi  dev'essere  E=l,  e  perô  il  prodotto  cercatoè 

ala\+l  80,0,03-40  J-4ajaî-21  oj . 

IS60.  Allorchè  il  primo  membre  della  (46)  à  per  coeOicienti  qoei 
del  binomio  di  Newton  ,  cioè  è  della  forma  a^x^  +  na^  oc^^y-fec. , 
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la  sostiluzione  di  x+X  in  luogo  di  x  ia  questa  fèrmola  eambia  fl 
coefflciente  aiio  aj+Xa^,  il  coeiliciente  a^  in  Ot+SaiX+ao^',  e  cosl  ap- 
presso;  si  che  se  si  à  una  funzione  f  de*  coefficienli  di  detta  forma, 
questa  fanzione  dopo  l' indicata  sostituzione,  e  stando  alla  formola 
(45)  diviene 

(50)  ç+X  (<»o5|-  +2^«dJ ■^'^-do'  '*"^®')  "^ ^*(®^0+ec. , 
e  la  condizione  perché  9  resti  ioalterata  sarà 

(51)  tto—^ +204:7^ +3a,T^+ ce.  =  0. 
^  da,  dttj         da^ 

Se  iovece  si  à  Tequezione 

(52)  ao-HMi,y+  [J)  a^i/+  •  •  •  • +[;]a«-,!/'*"*+na^i2/*"*+a,jr=ô , 

e  si  pone  y+k  in  luogo  di  1/,  i  coelficienti  Oq  ,  a, ,  o^  ^  ec.  divengono 
rispettifamente  ao+na,X+ec.,  o,+(n-1)a,X+ec.,  as+(n-2)a3X-fec. , 
ec. ,  si  che  una  funzione  9  de' coemeienii  a^,  a^^  ec. ,  dopo  la  del- 
ta sostltuzione,  e  per  la  formola  (45)  diviene 

9-f X  (^na^  ^ -f  (n-1)  «13--  +  (w~2)  «ts  j^-  +  ec. J+X*  (ec.)+ec. , 

«  perô  perche  9  resti  inalterata  6  d'uopo  che  soddisfi  la  condizione 

(53,        na.  '£. + (n-1)  a.  |t  +  („-S,  -H^  +  «•=.. 

La  funzione  9  soddisferà  questa  condizione,  se  rappresenta  una 
fanzione  délie  differenze  délie  radici  délia  (52),  per  mezzo  de'  coeffi» 
cienti,  le  quali  sono  inverse  délie  radici  di  quella  già  considerata 

(54)  aoa5"+nO|X*^+  R]  0505*"*+ •  •••+[?]  (V-tœ*-fna,^^x+a^=o. 

m^.  Ora  supponiamo  che  il  primo  membre  (54)  0  il  (52)  sia  un 
polioomio  omogeneo,  e  s'a^bia 

(55)  aoX*+nO|  af^*y-^  [J]  a,  od^V+-  •  •  •+wai>-i  »!/*"•+ a,^2/*=o. 

Bisolyendo  queslequazione  rispetto  a  x  :  1/,  le  sue  radici  saran  quel- 
le  délia  (54),  e  risolvendola  rispetto  a  y  :  x,  le  sue  radici  saran  quelle 
délia  (52);  si  che  la  9  délia  (51)  applicaia  airequazione  omogenea 
(55)  rappresenterà  per  mezzo  de'  coel&cienti  uoa  funzione  délie  diffe- 

X'    ac"  xY-y'x"  .    x^    xf' 

renze  — : — j. ,  ec. ,  0  vero     ^  ,  .f — ,  ec. ,  essendo  — r,  -^  ec, 

y'    y"  y  Y  y    y 

le  radici  délia  (55)  risoluta  rispetto  a  xiy.  Ora  una  funzione  di 
queste  differenze  liberata  da  fratli  conterrà  i  prodotii  dei  détermi- 
nant! a/t/'-i/'aj" ,  ec  moltiplicali  per  certe  poleoze  di  j/' ,  î/'  ,  ec.  Per 
contro  la  9  délia  (53)  rappresenterà  per  meuo  de*  coefflcienti  una 
fanzione  de*  prodotti  degli  slessi  déterminant!  moltipllcati  per  certe 
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potenze  di  x' ,  a/',  ec.  ;  essendo  che  in  questo  seeondo  caso  le  radici 
sono  -^  ,  zjt  ^  ôc. ,  cioè  inverse  délie  précèdent!. 

Quindi  una  funzione  de'soli  delerroinanti  x^if-y^x"  ^  ec.  nonmol- 
tiplicali  per  alcuna  délie  potenze  délie  xl ,  x"  >  ec. .  0 1/' ,  t/",  ec.  deve 
soddisfare  a  entraœbe  le  condizioni  (51),  (33)  perche  resli  inalteraU 

os  1/  se         t/ 

dopo  la  sostiluzione  di  — h X,  0  —  +  X  in  laogo  di  —  ,0  — ;oTero, 

y  x  y        X 

(supponendo  che  x  si  debba  dividere  per  j/,  e  y  per  x),  perché  resU 
ina1<erata  dopo  la  sostiluzione  di  x+X,  0  j/+X  in  luogo  di  x,  0  y. 

sn.  Ê  buono  notare  che  una  funzione  simmelrica  délie  radici  dél- 
ie equBzioni  (54)  e  (52),  espressa  per  mezzo  dei  coefficienti,  è  omo- 
genea  flncbè  non  è  %=^i  ;  nel  caso  opposto  non  è  più  omogenea,  ma 
si  puô  renderla  taie  (n.^  227)  ;  perô  se  per  formare  una  funzione  sim- 
melrica délie  radici  deirequazione  omogenea  (55) si  divide  delta  eqaa- 
zione  per  a^y^ ,  e  si  forma  la  corrispondenie  funzione  simmelrica 

dm 

délie  radici  dell'equazione  non  omogenea  x*  +  — ^x^^+cc-,  încuii 

rappresenta  x:y,e  il  coefficiente  del  primo  termine  è=  1,  mentre 
gli  altri  coefficienti  sono  frazionarii.  si  renderà  omogenea  la  tao* 
zione  trovaia  molli plicandola  per  a^,  essendo  mil  grado  délia fao- 
zione  (n.®  cit.)  e  s*avrà  la  funzione  simmelrica  dell*  equazione  omo- 
genea (35). 
AUo  slesso  modo  si  forma  la  funzione  simmelrica  espressa  dalle 

x'    x" 
stesse  radici  — ^ ,  — ^ ,  ec.  ;  vale  a  dire  ponendo  nella  corrispondeoie 

funzione  simmelrica  délie  radici  x' ,  x" ,  ec.  deirequazione  non  omo- 
genea, invece  di  quesle  radici  le  precedenti  frazionarie,  e  poi  libefaa- 
do  la  funzione  da'fratli,  corne  nel  n.^  précédente. 


LEZIONE  XLI. 
Dèl  discriminante. 

512.  Se  d'una  forma  d*un  qualunque  numéro  p  di  varîab  li  edi 
qualunque  grado  n,  si  prendano  le  p  derivate  parziali  di  1^  ordinee 
s*eguagliano  a  zéro,  Veliminata  di  questo  sistema  d*  equazioni  i 
dette  dal  Sylybstbr  discriminante  della  forma  data.  Cosl  per  la 
forma  binaria  quadratica 

(1)  u=aoX*+2a|Xj/+aj2/* , 

si  à  u'3c=OoX+a,y=o ,  i6'y=a,x-l-a2i/=o  ;  e  Veliminata  di  quesle  cqua* 
zioni  essendo  aQa^-ai=Oj  il  discriminante  A  della  (f  )  è 

(2)  A=Ooa,-aî , 

il  quale  fa  dette  déterminante  dal  Gauss  (*). 

{*)  Gav&s.  —  DisquisUiones  arit/imeUcae,  §.  154. 
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SimilmeDte,  le  derivate  paniali  délia  fuDzione  ternaria 
(3)  u=aoX*+a|t/*+OjJS*+2a30Bt/+2a4œz-}-2a5Î/2 , 

eguagliate  a  zéro,  sono 

e  la  loro  eliminata  ë 


=aooî+aiaî+ajaî-(«oa4a,+2o3a405=o , 


«o  »5  ^4 

a,  tti  Oj 
a^  a,  0, 

quiadi  il  discriminaDte  della  (3)  è 

(*)  A=:aoaî+a,aî+ajo;-aoa,cF,-|-2asa4a5. 

SIS*  Avendosi  un'equaziooe  a  due  variabili,  doq  omogenea , 

(5)  Ay^+2Bxyi-Cx^+Wy'\-2EX'{'F^o , 

si  puô  sempre  renderla  omo(?enea,  ponendo  x:z  ^y:  z  in  laogo  di 
Xj  y  :  cosl  si  à  Ay^+2Bxy-{-Cx^'^2Dyz+2Exz+Fz^=o  ;  e  il  discrimi- 
nante di  quesl'equazione  si  dice  pure  discriminante  della  proposta  (S), 
c  si  à  ponendo  nclia  formola  (4),  a^-C,  a^^A^  o«=^,  <»3=*j  a4=J&, 
Os'^Dy  onde  risulta 

(6)  l=il£*+CD*+rB*-ilCF+2B£D. 

Allorcbè  questo  discriminante  è  nullo.  il  primo  membro  della  (5)  è 
scomponibile  in  due  fattori  razionali  di  i®  grado.  In  effetti ,  ordinan- 
do  questa  equazione  rispetto  ad  y^  si  Irova 

Bx-{-D      I     , s- 

(1)      2/=-  —^ "^  ~Â  V^(**-^C)œ*4-2(BD~4JB)a3H-D*-AF ; 

la  quflnlità  sotlo  il  radicale  sarà  un  quadrato ,  se  si  à  identicamen- 
te  (BD  -  ilEj*-(B*-AC)(D*-AJF)=o,  o  vero 

(8)  A£*+CD*+FB*-ACr+2B£P=o , 
allora  le  espressioni  (7)  risuUano  della  forma 

î/=  - -~— ± -L  (ftoc+fc) , 

0  vero  Ai/+6a;+c=o ,  At/+6'x-f c'=o  ;  c  queslî  sono  i  duc  fatlori  in 
che  si  scompone  la  (5),  nel  caso  in  cui  la  condizione  (8),  che  secon- 
de la  formola  (6)  è  il  discriminante  della  (5)  eguaghato  a  zéro,  ë  ?e- 
riGcata  ;  ma  delli  fatlori  sono  razionali,  quindi  ë  vero  c.  c.  b.  d. 
Abblasi  ancora  la  forma  binaria  cubica 

(9)  u=aoXH3atac*î/+3a,jaîî/*+a3î/5  ; 
le  cui  derivote  parziati  eguagliate  a  zéro  sono 

aoX*-h2a4X2/-ha,i/*=o ,    a,x*4-2a,aîj/+a8j/*=o , 
e  la  loro  eliminata  ë  (aoa3-0|a2)^-i(a4-aoat)  (a{-a,a3)=o  ;  onde  il 
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discrimioante  délia  forma  cubica  (9)  è 

(10)  4=(aoa3-a4ax)*-*  (oî-a.o,)  (a;-a,as). 

SM.  SuppoQiamo  finalmeote  ché  s'abbia  la  forma  bioaria  di  4* 
grade 

prendendo  le  derivale  rispetto  a  x  e  a  i/,  ed  eguagliandole  a  lero , 
avremo  le  due  equaxioni  omogenee 

adoperando  il  metodo  dialilico  (a.'  444)  Iroveremo  che  la  loro  elimi- 
naia,  solto  forma  di  déterminante,  è 


d  = 


a^  3a^  iOf  O)  0  0 
0  Qq  3a|  ia^  a^  o 
0  0  Oq  3a|  30^  CI3 
ai  Sot  Sa^  04  o  0 
0  Cl  Sa^  3^5  %  0 
0      0     a|  Soj  3a3  a^ 


=  0. 


Perottenere  ageyolmente  lo  sviluppo  di  questo  déterminante ,  à 
STolga  secondo  i  prodotli  di  minori  di  3.®  ordine,  segueudole  oorme 
spiegale  negli  Elemenii  n.^  663  ;  cosl,  rapi^esenlando  con  numtfi 
ordioali?i  le  verticali  cbe  si  prendono  in  eiascun  minore ,  quindi  Sfi- 
lappando  quesli  minori,  e  ridueendo  i  termini  simili  si  iroverà  : 

1=(123)  (456)^(124)  {3S6)+(125)  (346)-(126)  (345) 
4-(134)  (256)-(135)  (246)+(i36)  (245)+(145)  (236) 
-(146)  (235)+(t56)  (234)-(234)  (156)+(235)  (146) 
-(236)  (145)4.(345)  (l26)-(346)  (125)+(356)  (124) 
--(245)  (136)+(246)  (135)~(236)  (134)-(456)  (123)= 


Or  aggiugnendo  e  togliendo  il  binomio  27a|-l08a|a^a3  »  si  pQÔi 
quesi'ullima  espressione  dare  la  seguente  forma  : 

(12)  A  =  (3aî-4a|a5+a^a4)*-27(aoaja4-aoaJ-oJa4-a5-|-2a,ajaJ*, 

ed  ë  questo  il  discriminante  délia  forma  (11).  Sotto  questa  elegaatis- 
sima  forma  fu  daio  dagriiluslri  geomelri  Boolb  e  Catlbt. 

jSVS.  I  discriminanti  (2),  (10),  (12)  si  presentano  nella  risolasloie 
délie  equaziooi  di  2^  ,  3^  e  4^  (srado  a  un'ignota ,  e  si  moslrano  soUû 
il  segno  radicale;  ond*è  che  si  dicono  benanche  discriminanti  di  dette 
equazioni.  In  effetti,  se  Tequazione  à  di  2^  grado 

(13)  aoX*+2a|X+a3i=o , 
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si  â  subito  a;=  -  ■^=^—  v/oJ-acOg  •  e ,  come  chiaro  si  scorge  ,  la 

qnantità  solto  il  radicale,  ad  eccezione  del  segno,  è  lo  stesso  discrimi- 
nante (2)  délia  forma  binaria  quadralica  a^x^i-ia^œy+a^y^ ,  alla  qua- 
le  si  puô  sempre  ridurre  il  primo  membro  délia  (13)  ponendovi  x:y 
in  luogo  di  x.  Pertanlo,  se  il  discnminanle  aoai-aî=o,  la  (13)  awâ 
le  atie  radici  eguali. 
STO*  Se  Tequaztone  è  del  3®  grado 

(14)  aoX*+3a4xH3aja5+a5=o , 

divisa  per  a^ ,  e  poslo  per  seraplicilà  0|  :  a^=p,  a^  :  a<>=q,  a,  :  ao=r, 
diviene  x^+Spx*  +  3gxH-r  =  o,  e  le  due  radici  deUa  risolvenie  sono 

(15)  2=  - 1^  (r+2p*-  3pg)=fci  ^(r+2p»-pç)*-4(p«-g)»  (n.^  470)  : 

ora  la  quantllà  sollo  il  radicale,  rimellendo  per  p,  ç,  r  i  précèdent! 
Talori,  e  cacciando  fuori  del  radicale  il  denominalore  aj,  diviene 

(a*a5+2aî-30oa,a,)*-4(aj-aoa2)»  ; 
0  sia,  sviluppando  la  quanlilà  in  parenlesi , 

donde  si  vede  che  quesrespressione,  a  parte  il  fatlare  aJ,  coïncide  col 
discriminante  (10).  Inoltre  risulta  che  quel  discriminante  puô  essere 
indicato  eosl  : 

(t6)  a;A=(a;as+2oî-3aoa,aj)*-4  (aJ-aoOj)». 

Quindi  se  A=o,  le  radici  (15)  divengono  eguali,  e  in  tal  caso  anche 
due  rndici  délia  proposta  (14)  divengono  eguali  (n.®  412)  ;  laonde 
Vesser  nullo  il  discriminanle  délia  cubica  aoX*+3a,x*+3ajtXH-83=o 
indica  che  due  almeho  délie  ire  radici  sono  eguali. 

E  saranno  tulle  e  tre  uguali ,  se  aj=ftao ,  aj=/i'ao ,  ay=Ji^a^  ,  nel 
quai  caso  è  —h  la  radice  iripla  délia  proposla  equazionc. 

SIV.  Finalmente  coosideriamo  Tequaztone  di  4^  grado 

(*  V  aoX*+4a4xH6ajX*+4asœ+a4=o , 

te  qualc  col  poire  a^  :  ao=p ,  a^  :  ao  =  î ,  «3  :  ao  =  r ,  a^  :  Oo  =  «  » 
diviene  x*+px'+6(/x*+4rx+8=o,  e  la  sua  ndotia  è  (21,113) 

(18)  z»«6  (p*-g)z*+(12p*-24p*g+9ç*+4pr-s)z-2(3pq-2i)»-r)*=o, 
ebe,  ponendo  per  semplicilà 

-2(p*-g)=P,  12p*-24p^g-h9q*+4pr--«=30,  -2(3pç-2p*-r)»=:lï . 

si  cangia  nella  spguenle:  z^+iPz^+^Qz-^-R-p.  Ora  (  ToaTOuia, 
Mem.  cit  a  pag.  211)  la  ridolla  di  quesrequaziône,  paragonando  con 
le  (1)  e  (3)  del  n.''  410,  si  trova  essere 

yV(ll+2P-3P0j/+(P2-O)3^o , 
e  rimelteodo  per  P,  (?,  B  i  loro  précèdent!  valori,  diviene 
(1  »)        î/H2(ça-r*-ç»-^*s+2pgr)î/  +  4f  (3g^-4pr+«)«=  0. 
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Se  questa  ridotta  à  radici  eguali,  anche  la  (18)  e  la  (11)  ammelleran- 
DO  almeno  due  radici  eguali.  Ma  la  (19)  avrà  eguali  le  sue  radici,  se 
la  quanlltà  solto  il  radicale  nelFespressione  délie  radici  svanisce:  qae- 
sta  quantità,  rimeltendo  perp,  g,  r,  s  i  loro  superiori  valori,  è 

21  (a^>04a4-a^aJ-aJ--aîa4+2a4aja3)*---(3a*-*a,a5-Hioa4)' , 

e  corne  si  vede  essa,  indipendentemente  dal  segao,  è  il  discriminan- 
te (12)  della  forma  binaria  di  4.^  grade. 

Pertanto,  Vesser  nullo  il  discrimincmie  deWequazione  di  4*  jro- 
do  aoX*+4a|X*+6a2X*+4a5X+84=o ,  indica  c/ie  due  almeno  deUe  $w, 
radici  sono  eguali, 

Saranno  tutte  quattro  rguali,  net  easo  ia  cui  sia  a^=aJh^  ai=ajk\ 
ayr^a^h^ ,  a^=aoh* ,  e  il  valore  di  quesla  radice  quadrupla  sarà-/i. 

SIS.  In  conclusione  perché  le  equazioni  di  2^ ,  3^  e  4^  grado  om- 
meUano  radici  eguali,  è  duopo  che  il  discriminante  corrisponden- 
te  sianuUo.  Yedremo  in  brève  (n.^  S83)  che  questa  proposizione  è 
vera  qualunque  sia  il  grado  deirequazione. 

jSVO.  Il  discriminante  d'una  forma  quadralica  di  n  variabûi,  i 
ra/ppresenlaXo  da  un  déterminante  simmelrico.  In  faiti,  senza  tema 
di  ledere  alla  generalitâ,  consideriamo  la  forma  ternaria  quadratiea 

a„  x*+aii  i/*+a55  2*+2a„  a;y+2a,8  xz-{-2a^^  yz. 

Le  tre  derivate  parziali  di  questa  funzione  eguagliate  a  zéro  sono 

a„x+a„i/+a„2=o ,  ai2Xi'a^iy+a^^z=o ,  at^x-i-a^^^y+a^z^o , 

e  la  loro  eliminata  è  il  déterminante  simmelrico 

ail  ai2  ttij 
«Il  (^1%  <*«    =  0. 

<*I5    <hs    «53 

590.  Dopo  i  precedeuli  esempii,  passeremo  a  moslrare  alcuoege- 
nerali  propriété  de'  discriminanti.  Da  prima  osserveremo  che  se  n  è 
t'I  grado  deUa  forma  u  di  p  variabili,  il suo  discriminante  è  unal- 
Ira  funzione  omogenea  de'suoi  coefjicientij  ed  è  di  grado  p(n— 1)^'. 
Impercioccbè,  essendo  il  discriminante  Teliminata  tra  le  p  derivate 
parziali  della  proposta  funzione  u,  ciascuna  délie  quali  è  omogeoea 
e  di  grado  n-\^  cosl  esso  (n.^  459)  deve  contenere  i  coeOicienti  di 
ciascuna,  elevati  a  un  grado  eguale  al  prodotto  délie  rimanenti  equa- 
zioni, cioè  al  grado  (n-i)^*  ;  ma  inoUrei  coefflcienli  di  ciascuna  de- 
ri?ata  sono  quegli  stessi  della  data  funzione  t^,  elevati  a  1.^  grado 
corne  in  questa  funzione  ;  quindi  il  discriminante  contiene  detij  coef- 
flcienli elevali  al  grade  p(n— i)*^*.  Seconde  questa  formola,  il  discri- 
minante della  forma  binaria  di  grado  n^^  è  2  (ti—  1),  e  quello  d*uni 
forma  ternaria  è  3  (n— 1)*. 

591.  Tboreha.  —  Leliminata  della  forma  binaria 

(20)  u=(a, ,  a, ,  .  •  a„)  (x ,  y)'' 

e  délia  sua  derivata  parziale  w\  è  uguale  al  prodotto  del  discrimh 

nanie  deUa  funzione  u  moUiplicato  per  Sq  ;  e  Veliminaia  di  u  ed  u'^ 

è  uguale  al  prodoUo  dello  ste>so  discriminante  moUiplicato  per  a.. 

In  effelti,  sappiamo  che  il  discriminante  di  li  è  Telimmata  Ira  le  dne 
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u  0=0»  u'y=o;  per  modo  cbe  se  le  radiei  (x',t/'),  (of^y^  ec. 
délia  prima  di  queste  equasioni  si  sostituiscono  nella  seconda,  o  red- 
procamente  le  radici  di  queste  si  sostituiscono  nella  prima,  il  risulta- 
mento  è  appunto  il  discriminante.  Inoltre  abbiamo  pel  teorema  d*  Eu- 
lbrO  (n.^  566)  nu=xu'a.+j/u  y,  quindi  soslituendo  in  quest*identità 
le  radici  (x' ,  j/0  «  (^S  !/0  »  ^*  '  ^  dinotando  con  u  y^ ,  u'm„  ec.  ciô 
cbe  difiene  u  y  per  queste  sostituxioni,  e  con  u, ,  u,, ,  ec.  ciè  cbe  di- 
viene  u,  avremo  nU|=t/Vy^ ,  ^'^éFl/'^'uu^  ^^iaFI/^'^V"  ^-  ^  quindi. 


ora  il  primo  membre  di  quesrequazione,  eccettuato  il  coefficiente  nu- 
merico  n*,  ë  Teliminata  di  ii«=o,  u'=o;  e  nel  seconde  membre  il  pro- 
dotto  tf^fjf"  •  • .  =ao  (^'^  S49),  montre  Taltro  prodotto  à  il  discrimi- 
nante di  u.  Similmente  si  dimostra  cbe  Teliminata  di  v=o,  Uy=o  è 
'  il  prodotto  del  medesimo  discriminante  molUplicato  per  a«,  c.  b.  d. 
882.  Tbouuia.  -  n  discriminatUe  délia  forma  binaria 

u=(ao ,  a^ , . , .  a J  (X,  y)° 

*=(Xi  Ji-yi  x,)*(X|  Ys-Yi  x,)»  . . . . ,  esscmto  (i, ,  y,) ,  (x, ,  y^.  ec. 
i  sMemi  di  valori  che  annuUano  la  proposta  forma. 
In  eflèltiy  seconde  il  significato  di  questi  valori,  dev*essere 

t*=(yta5-X|î/)  (yfn-x^)  (y^so-x^y)  ec.  (n.*  549)  ; 
quindi,  prendendo  la  derivata  rispetto  ad  a?,  s'a?rà 

^'apyt  O/tœ-act»)  (î/saî-œsî/)  ec.-ft/,  (y«x-aî,y)  (y:fD-xa)  ec.+ec. 

Or,  se  in  questo  secondo  membrp  poniamo  as=sC| ,  2/=j/|  resta  solo  il 

{)rimo  prodotto,  montre  tutti  gli  altri  s*annullano,  perché  ànno  per 
àttore  yiX— sC|i/.  Similmente  ponendo  x=X2 ,  y^yt ,  rimane  il  solo 
*  secondo  prodotto,  e  cosl  via  via  ;  laonde  il  prodotto  dei  risultamenti 
délie  sostituzioni  dei  sislemi  (X| ,  j/,) ,  (x, ,  y^) ,  ec.  invece  di  x^  y 
inu^sarà 

ViVi  -  Vn  (yîa5f-»îyi)*(î/a^f-»8Î/iy  •••  (!/«Xi-x^,y  ec. , 

e  perô  eguagliando  a  zéro  questo  prodotto,  e  osservando  inoltre  cbe 
yiVî  •  •  y»=ûo  5  avremo  ao(t/tX,-x,y,)*(î/5aj.-X32/i)*  ec.=o,  cbe  sarà 
(7,  e  8,432)  l'eliminata  o  ri&ultante  di  u=o,  e  u'^^^o  ;  quindi,  divi- 
dendola  per  a^ ,  avremo  il  discriminante  4  deUa  proposto  funzio- 
ne  u  (n.®  prec.)  cbe  sarà  ={x^yt•-y^x^^x^y^-y^x^y  ce. ,  c.  b.  d. 

CoKOLL.  -  Il  discriminante  A  deUa  forma  {b^  ,  a, , aQ)(x,y)'' 

deve  soddisfare  le  due  equaaUmi  caralteristicbe  se^uentt: 


na,  ^  +  (n-l)  a,  ^  +  (n-2)  a,  ^  +ec.=o,  (53,569). 
Imperoiocchè  esso  è  funsione  dei  soli  determinaDti  atyt-VvUtt  9c, , 
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eper«,  p«r  Gi6  obe  d  stabi  aoslnto  ki  loa  d«I  b.^S74^  tfatte 

si  dgfQBO»  esBdre  teriflcale  daOa  fuoztone  A. 

.  aM.  Poickè  20i  :  Vi  »  ar^  :  sft  9  eew  sodo  le  radici  (« ,  f^^  te»di|- 

ir«quari0MfD.<'949), 

Sirk  0itf4|2^f9  OBi^yti  6C.y  e  il  diserimiBanto 

A=<a?iyî-yi«i)*(a5î!/s-iri»»)*  ec., 

O8ser?aiid0  che  etasmios  deUe  lettere  a>i ,  ^tj  »  ®^«  ^t>^^  ^^^^  ^Ue 
te  9iMto  pn)dotto,  diwrrà 

0  È%  paichè  yiVt ...  Vir^a^  »  diyerrà 

(21)         ûS^^  («.-«,)V.-«sy» ....  ih-4,f ....  (<-4-^.)"  î 

quesfespressione  sr  chiaina  difloriminaato  deireqoazione  a  un'igna- 
Ui  a^("+a|f^*+*  *  *  •+apsso  ;  esso  corne  si  ¥ede  è  ufuate  ai  pr^diA' 
io  de*  Qtiodrafî  délié  cb/ferenze  d^  rodicf»  o  3ta  al  termine  noU 
deWeqmziime  ai  quadrati  dette  differenzej  moUipliccOa  peut  la  po- 
tenza  2(n— 1)'^*  del  coeffUnenle  del  primo  termine  deWeqtmziane. 


Da  cià  aegae  che  ae  U  dteeriminanle  d!un^^wizione  e^  ao'ignola 
(a^,  ai  ....anXx,  i]°=o  ë  niMOy  questa  equazione  avrà  necessano- 
menie  radici  eguaif. 

SMt  Tbqusma.  -  Il  diêcriminarUe  del  prodaUei  di  due  f<mne  ^ 
narie  è  uguale  al  prodoUo  de"  dUcriminanti  di  queste  forme,  e  del 
giAidrato  dMa  loro  eUminato. 

la  tttenU  aieso  le  due  forme 

H  Idro  prodotto  sarà  una  fiiozlone  w,  che,  eguagllata  a  sero,  avrè  per 
radici  tanto  quelle  délia  u=Oj  quanto  quelle  délia  v=o,  e  perù  U  di* 
scriminaute  di  w,  dovendo  essere  il  prodoUo  de' quadrati  délie  dift- 
renze  {Xiyt—y^OD^  ec.  délie  radici,  coDterrà  i  quadrati  délie  differen- 
ze  dene  radici  délia  ii^o,  e  quelli  delle  differenze  délie  radi<â  délia 
t)=^,  vale  a  dire  il  discriminante  di  u ,  e  il  discriminante  di  v;  e  flnal- 
mente  conterrà  i  quadrati  délie  differenze  tra  le  radici  di  u=^  e  quel' 
le  di  D=±o,  cioè  (n/  432)  il  quadrato  deireliminata  di  queste  due  eqoi- 
iloni  ;  onde  è  vero  c.  c.  b.  d. 

58S.  CoaoLLÂRio.  —  Se  la  funzione  data  6  délia  forma  (oe— a)ç(£]^ 
11  8U0  discriminante  è  uguale  al  discriminante  di  9(20)  moltipltcato  pâ 
quadrato  di  f  (a).  In  eiletti,  se  ai  ^,  y,  ec*  aono  le  radici  di  9(0;)=^, 
quelle  di  (x-a)f(â8)t=o  saranno  a,a,^, y,  ec. ,  e  perd  il  discriminanle 
di  (x-a)^{x)  è  uguale  ad  (o-P)'(a-Y)*(a-8)» ....  x  («-?)*(«— t)*  «: 
ora  fl  primo  di  questi  prodotti  è  =  [f  (a)]* ,  e  il  second^  è  il  discri- 
minante di  ^x). 

S86«  TBoasvA.  -  il  discTiminante  detla  forma 

u«(a«,a4...aBÏx,  y)" 
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è  deUa  forma  a^  ?+at.|  A,  e^sendo  f  ima  fimzUme  dei  coeflicienH 
dî  u,  e  A  il  discriminante  di 

f(x ,  y)=(ao ,  . . .  a„.,  ï  X ,  y)«-*! 

In  eiTetti,  se  nella  fuDzione  data  si  pone  a^=o^  essa  diviene 

35(^0  •  •  •  <»i*-iï» ,  y)*^  ,  cioè  (œ-o)  f(a; ,  y) , 

e  quindi  il  discriminanle  sarà  (n.^  pre.)  A  [f(o,  y)]*  ;ma  f(o,  2/)=a^, , 
quindi  questo  discriminante  sarà  o^,  Â.pr  è  chiaro  che  a  questo  me- 
desimo  risuliaroento  si  deve  giangere  se  si  pone  a^=o  nel  discrimi- 
nante délia  data  funzione  u^  e  perô  questo  discriminante  deve  aver  la 
forma  a^f +a^i  A,  corne  si  voleva  dimoslrare.  Con  lo  stesso  ragiona- 
mento  si  pruova  che  il  medesimo  discriminante  di  u  è  délia  forma 
Oo9+ûî  Aj ,  esscndo  A,  il  discriminante  di  (a, . . .  a,»  X  ^5  j  2/)*^'. 


LEZIONE  XLir. 

Délia  sosliluzione  Uneare. 

S91*  Si  chiama  sostituzione  lineare  quellacbe  si  fa  in  una 
funzione  di  n  variabili  a^i ,  a?^  »  X3 . .  • .  sc^  ,  quando  a  queste  si  so- 
stituiscono  altre  n  variabili  j/i ,  i/t ,  i^s  •  •  •  J/nt  connesse  con  le  prime 
mercè  le  seguenli  n  equaziooi  lineari  : 

Supponendo  risolute  queste  equazioni  rispetlo  aile  y,  si  à  pel  deter* 
minante  del  sistema  (E.  n.®  721) 

(2)  M^l±b,,b^^ 6„^, 

che  si  cbiama  déterminante  0  ancbe  modulo  deUa  sostituzione.  £ 
percbè  non  risullino  indeterminati  i  yalori  di  t/,  à  d*uopo  che  esso 
non  sia  nuUo,  finchë  le  x  si  suppongono  poter  essere  qualuuque, 
cioè  si  suppongono  tra  loro  indipendenti. 

S99.  Quando  il  module  M  ë  uguale  ad  1,  la  sostituzione  lineare  si 
dice  unimodulare,  secondo il  Sylybstek. 

Finalmentesela  sostituzione  lineare  è  cosl  condizionala,  chela  som- 
ma de'  quadrati  délie  n  yariabili  primitive  abbia  ad  essere  egualealla 
somma  de* quadrati  délie  nuove  yariabili,  cioè  che  debba  essere 

(3)  a5Î+aj;+-  •  •  •+cc;=yî+yî+-  •  •  ^+yl , 

allora  la  sostituzione  lineare  (1)  si  dice  più  particolarmente  sosti- 
tuzione ortogonale. 

S99.  In  ordine  aile  sostiluzionî  lineari  v'à  parecchle  proposîzioni, 
e  noi  qui  ne  mostreremo  le  più  important!,  seoza  mai  uscire  dai  li- 
miti  assegoatici  in  quest*opera. 

RufiiNi,  Complemento  d^Alge^a.  43 


(4)        { 
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Tborbva.  —  Se  un  sistema  di  n  furizioni  lineari  di  àUrelUmlt 
variatnli,  si  tr  as  forma,  mercèuna  soslituzione  lineare,  in  un  nw- 
vo  sislema  ;  {{  déterminante  di  questo  è  vguale  alprodoUo  dei  ck- 
terminante  del  sistema  dato  pel  modula  délia  sostitaziane. 

Supponiamo,  senza  nulla  derogare  alla  geaeralitày  cbe  s*abbiaDO  le 
tre  fanzioni  lineari 

W3=a3ia5|+a3,Xj+a35Xs , 

il  cai  déterminante  è 

(5)  A  =  2=ta„Oj,a33>. 

Se  nelle  (4)  s!  sostituiscono  aile  x  le  loro  espressioni  in  y  Iralle  dal- 
le (1),  e  accomodale  al  caso  di  ire  variabili,  avremo  le  nuove  espres- 
sioni 

(6)  \  ^*'^^"  ^*"'"^"  ^*"^^"  ^*  '  ^^'^^^  ^*"^^"  î'*"**^"  ^*  * 
in  cui  c„=an6j,+a„6j|+o,363, ,  c«=a„6„+au6„+a„63, , 

vale  a  dire  cbe  ogni  coeiQciente  c  s*ottiene  mx>Uiplicando  gli  elemeHr 
H  d'un'orizzonlaîe  di  A  per  quelli  d'una  verticale  del  modulo  (2) 
délia  sosiituzione,  il  quale  nel  nostro  caso  ë  M^làzb^^b^Jb^^;  Tor- 
dine  délia  orizzontale  è  indicato  dal  primo  indice  di  c,  e  gvei- 
lo  deUa  verlicale  dal  seconda. 

Ora  il  déterminante  dei  sistema  trasrormato  (6)  ë  C  =  £=^c«,c„Cn. 
e,  in  virlù  délie  precedenti  relazioni  tra  ^!i  elemenli  a,  5,  c,  e  deUâ 
moUiplicazione  de'  delerminanii  (E.  n.^  697],  risulta  C=MA^  ondeè 
vero  c.  c.  b.  d. 

SOO.  Teorkma.  —  In  ogni  sosiituziarhe  oriogonale  la  sonuM 
de*  quadratî  degrli  elemenii  d' nna  verticale  çtialungu^  è  uguak 
ad  1  ;  e  la  somma  de'prodoUi  degli  elemenli  di  due  verlicali  è  ugu^ 
le  a  zéro. 

In  effetti  la  soslituzione  lineare  (1)  sarà  ortogonale,  se  tra  leant- 
cbe  e  le  nuOYe  yariabili  à  luogo  la  retazione  (3);  vale  a  dire  cbe  la  (S) 
deve  ridursi  a  un*identità  ponendovi  per  le  x  i  corrispoodeoti  valo- 
ri  (!)  ;  laoode,  eseguendo  questa  sostituzione ,  eguagliando  i  coeS- 
cienti  dello  stesso  quadrato  t/^,  o  y\,  ec.  ne'due  membri,  e  poneodi 
eguali  a  zéro  i  coeflicienti  de*prodoUi  y^y^ ,  j/|i/s,  ec.  s*otiengoiiok 
seguenti  uguaglianze  : 

le  quali  dimostrano  il  teorema. 

In  générale,  dinoiando  con  r  ed  s  due  indici  di  versi,  clascono  dd 
quali  puô  prendere  tutti  i  valori  1,  2,  3  ...  n ,  e  senza  mai  cbe  il 
Talore  dir  sia  e^^uale  a  quelle  di  a,  le  formule  precedenti  possoQ* 
essere  compendiate  nelle  due  seguenti  : 
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Ed  è  ohiaro  che  se,  reciprocamenle,  queste  eguaglianze  sono  ve- 
rificate  pe*  valori  div  eds  egiMli  a  f,  2,  3 .... n,  essendo  sempre  r 
diverso  di  s,  la  rt^lazione  (3)  rimane  Teriflcata  per  mezzo  délie  formo- 
le  (1),  e  perô  lasosiiluzione  è  ortogonale. 

S91.  Elevando  a  quadralo  il  delermmante  (2)  délia  sostiluzione  H- 
neare  gli  elementi  principali  avran  la  torma  dei  primo  membro  délia 
prima  di  coteste  eguaglianze  (7),  e  gli  allri  eiemenli  avrao  la  forma 
dei  primo  membro  deila  seconda  (E.  n.^  699,)  ;  laonde  se  la  sostitu- 
zione  è  ortogonale  ciascuno  dei  pnmi  elementi  sarà  eguale  a  1,  mon- 
tre gli  allri  saranno  nuUi,  secondo  le  formole  (7),  eperô  al  preceden- 
le  teorema  succède  il  seguente 

CoROLLARio.  —  II  qitadrato  dei  determinanle  d'una  sostUuzione 
ortogonale  è  itguale  alVuniià. 

Swt,  Quiodi  ne  conseguita  che  il  valore  dei  déterminante  d^una 
sostiluzione  ortogonale  èuguale  a+i  o  a— 1.  E  poichè  un  détermi- 
nante non  fa  che  solo  cangiar  di  segno,  quando  si  mutano  i  segni  a 
tulti  gli  elementi  d*una  sua  linea  ;  e  inollre  se  questo  cambiamento  si 
opéra  sul  déterminante  Jlf  (2),  le  formole  (7),  che  caratterizzano  la  so- 
stiluzione oriogonab',  restano  inalteraie  ;  cosl  ne  segue  che  se  nel 
déterminante  d'una  sostiluzione  ortogonale  si  mutano  i  segni  de-- 
gli  elementi  duna  qualunque  linea  (o  più  generalmenle  d'un  nume* 
ro  impari  di  parallèle)  la  sostiluzione  rimarrà  tutlavia  ortogonale^ 
e  solo  cambierà  segno,  e  non  valore,  il  déterminante  délia  sostilu- 
zione primitiva. 

jSOS.  Tborbma.  —  In  unn  sostiluzione  ortogonale,  ilprodotto  dei 
determinanle  délia  sostiluzione  per  un  qualunque  suo  elemenlo 
pareggia  U  complemerUo  algebrico  di  quest elemenlo. 

In  efTetti,  dinoiando,  corne  al  solito,  con  £,.,  il  complemento  alge* 
brico  di  b^i  >  abbiamo  (B.  n.^"  682) 

^  ^  U„  «H+&îf  Bu+  •  •  •  •  +Kr  ««1=0  ; 

da  quest*ultima  relazione  paragonala  alla  seconda  délie  (7),  le  quali 
SDSsislono  insieme  con  queste  ultime,  ben  si  scorge  che  i  complemen- 
ti  Bi, ,  Bi, ,  ec.  sono  in  un  rapporto  costante  co*  corrispondeoti  ele- 
menti b|, ,  6,, ,  ec.  ;  si  che  ,  dinotando  con  X  cotesto  rapporto  si  à 
Su—^^u  «  B^g^lb^f ,  ec,  e  quesii  valori  sosiituiti  nella  prima  (8),  e 
teneodo  présente  che  per  la  prima  (7)  b%+bîi+ec.=1,  dànno  X=#,  e 
perù  S|f=:^b|f ,  B2g=Mbig ,  ec. ,  c.  b.  q. 

S9I.  Tborbma.  —  La  somma  de'  quadrati  degli  elementi  d'una 
qualunque  linea  dei  déterminante  délia  sostiluzione  ortogonale  è 
tiguale  a  1  ;  e  ilprodotto  di  due  orizzontali  qualunque  è  nul/o. 

In  elTetti,  ordmando  il  déterminante  (2)  secondo  gli  elementi  délia 
orizzonlale  a™* ,  abbiamo 

b,i  1^,1+brt  B,2+-  •  •  •+b^  »«»=*>  e  quîndi 
Ki  Bn+hn  B,,+-  •  •  -^b^  B.„=o.  (E.  n.o  682) 
Or  la  sostiluzione  essendo  ortogonale ,  abbiamo  pel  leorema  prec. 
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£^i=JlfbH  9  ^rt=^rt  »  ec«  >  quindi,  sostituendo  nelle  precedenli  egu- 
glîanze,  ne  verri 

595.  Teoebma.  —  la  ogni  sostiluzione  orlogonale  il  prodoUo  del 
déterminante  délia  sostitxizione  perun  suo  qualunque  minore  ^k 
ti^ale  al  complemenlo  algebrico  di  questo  minore. 

la  effeUi,  abbiamo,  ia  générale^  per  la  sostitnzione  lineare,  chefl 
déterminante  M  della  sostiluzione  è  il  suo  reciproco  JV^  sono 

quiodi,  rappresentaodo  con  N^  un  qualunque  minore  di  questo  déter- 
minante e  con  Mcj^  il  complemento  algebrico  del  minore  omoooioo 
M^  in  M,  abbiamo  (E.  n.^  707)  lV^=M**^J«fc«  ;  ma  poichè  la  sosUtu- 
zione  ë  ortogonale.  si  à  in  générale  Brg=Mbff  (n.^  593),  cod,  sosti- 
tuendo nel  déterminante  reciproco  iVagii  elementi  B  coteste  espres- 
sionî,  ne  risulterà  JV^  =  M^JIf^ ,  e  ponendo  questo  valore  nella  pttr 
cedente  eguaglianza  ne  risulta  ûnalmente  M  M^^Mcn ,  c.  b.  d. 

596.  Teobeha.  —  iVel  déterminante  d'una  sostitnzione  ortog(h 
nale^  la  somma  de'  quadrati  de'  minori  d'una  sua  m>airice  qualuft- 
que  è  uguale  alCunità. 

In  efleiti,  sieno  ST^ ,  M"^ ,  M'"^ ,  ec.  i  divers!  minori  che  si  pos- 
son  formare  in  una  matrice  di  m  parallèle  del  déterminante  iif  délit 
sostituzione;  e  sieno  M'en  ?  ^'cm  »  ^"c«  *  ®^'  *  rispetlivi  complemeoti 
algebrici  :  avremo  pel  teor.  prec.  MU'^  =  M'en  »  **' «  =  *"» ' 
MM"^=M'"cn  9  6<^*  ;  Quindi,  moUiplicando  coteslt^  eguagliniize  rispd* 
tivamenie  per  M ,  h" ,  M!" ,  sommanilo  i  prodotti,  e  osservando  che 
^m  ^'e«+^m  ^'c«+ec-=:ilf,  Bvremo  M'\+M\+ec,.=  \,  c.  b.  d. 

^91.  tiiova  notare  che  se  una  dHta  funzione  u  délie  variabili  aH* 
x^ ,  ec. ,  mercè  la  sostiluzione  lineare  (1)  si  à  trasformata  nelle  noo- 
7e  Yarlabili  y^ ,  2/29  •  *  !/»  <  allora  rimeUendo  in  questa  trasfiirmata,ii 
luogo  délie  y  i  loro  ?aluri  tralti  dalle  stesse  (1),  si  de?e  necessarii- 
mente  ricadere  sulla  funzione  primitiva.  Questi  ?alori  y  ,  dedotti  al 
modo  indicalo,  sono  della  forma 

(9)  liyr=B^f  «i+Bir  a5t+  •  •  •  •  +B«,  x^ , 

e  siccome,  quando  la  sostituzione  ë  ortogonale  (n.^  593) 

(10)  B^^'=Mb^r ,  B^rizMb^  . . .  B^^Mb^^ , 
cosi  la  formola  précédente  diviene 

(1 1)  2/^=64,  ^&K  X2+ •  •  •  •  +6«.  oc. , 

donde  si  scorge  che  se  una  fimzione  à  subita  una  sostiiuzione  of^ 
togonale^  e  si  voglia  ritornare  alla  medesima  funzione^  basia  ehi 
le  nnove  variabili  y  sieno  ialmente  espresse  linearmente  tn  funsiow 
dette  primitive  x,  che  per  una  qiialunque  variabile  y^  i  eoefjicienH 
di  Xf ,  x, ,  . .  Xq  sieno  rispeliivamente  gli  elementi  della  verUciBU 
r™^  del  déterminante  deUa  primiliva  sostituzione.  Da  ciô  segae  eltf 
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il  déterminante  délia  noova  sostituxione  à  per  oriuontali  ordinala- 
mente  le  verticali  del  déterminante  délia  primiti?a  sostituxione. 

Reciprocaoïente  se  la  sostituzione  lineare  (t)  è  iale  che  i  valori 
che  si  traggono  per  le  y  soddisfanno  la  oondizione  ora  enwnziata 
ed  espressa  dalla  formola  (1 1),  la  808liiv>zi(me  sarà  oriogonale.  Im- 
perciocchè,pcrchè  qnella  formola  coïncida  coq  la  (9),  che  è  quella  che 
si  trae  dalle  (1),  è  d'uopo  che  abbian  luogo  le  relazioni  (10),  le  quali 
moltiplicate  rispettivamente  per  b^,. ,  bf^  «  ec.  e  addizioaate,  teneado 
présente  che  6,,.  B,^+6jyB,y+ec.=ilf,  dànno 

e  similmenle  moltiplicate  rispetlivamente  per  b^^ ,  bgf  «  ^^'  i  addizio- 
nate,  e  tenendo  présente  che  6,,  B^^+b^,  B2,,+ec.=o,  dànno 

(*  3)  6|,  frli+6tr  6ta+  •  •  •  •  +6nr  ^né^^' 

Or  quesreguaglianza  e  la  précédente  caratterizznno  appunto  la  sosti- 
tuzione  ortogonale. 

S99.  Pertanto  la  sostituzione  lincare  (1)  è  ortogonale,  se  sono  ?e- 
riBcale  queste  eguagiianze,  daodo  ad  r  e  a  s  i  valori  1,  2,  3  ...  n, 
senza  mai  dare  io  stesso  valore  a  r  e  ad  s  nella  eauaglianza  (13).  Or 
la  (12)  dà  luogo  ad  n  eguaglianze  &7,+ec.  =  1,  bf^+ec.  =  1,  ec. ,  e 
la  (13)  dà  luogo  ad  allre  ^n^n—i)  eguaglianze,  per  quante  sono  le 
combinazioni  a  due  a  due  ;  si  che  in  tuUo  s'avranno  n+  ^n  (n— 1),  o 
Tero  \  n(n+l)  relazioni  fra  gli  n*  coeflicienti  b  délia  sostituzione,  e 
perciô  n^-{n  (n+1),  o  vero  J  n  (n-1)  di  delti  coelDcienti  restano  ar- 
bitrarii. 

Inoliretutte  le  allre  relazioni  trovate  nei  numeri  589  e  seguenti,  es- 
sendo  slate  dedotle  dalla  supposizione  che  la  sosiiluzione  fosse  orlo* 
gonale,  e  che  perciô  avesser  luogo  le  sopra  indicate  ^n(n+l)  relasio- 
dI,  cosl  lutte  le  altre  che  si  traggono  dalle  proprietà  dichiar»te  ne- 
gVindicati  numeri  devon  tenersi  corne  conseguenze  di  quelle  prime  : 
Taie  a  dire,  che  in  générale  il  numéro  deUerelazioniessenzialmen' 
te  dtsttnte  fra  gli  n*  coe//ictenti  delIa  sostiiuzione  ortogonale  è 
4n(n+l). 

SOS.  Per  mostrare  con  qualche  esempio  Tapplicazione  délie  pro- 
prietà fin  qui  trovate ,  supponiamo  che  s*abbia  una  funzione  di  due 
soie  variabJli,  u=^f{Xj  t/),  e  adoperando  la  sosUiuzione  lineare 

il  déterminante  di  quesla  sostituzione  sarà  Jif=a&'— ba'. 
Se  la  sostituzione  è  ortogonale,  allora  de?*essere 

(  o»+a'«=1 ,    b«  +b'*=l ,    ab  +a'b'=o ,  (n.*  590) 
fa)         \  aHb«  =1 ,    o'»+b'*=l ,    ao'+bb'  =o ,  (n.*  593) 
(  Jir=(ab'-ba')«=l ,  (n.^  591,  corol.). 

Di  tutte  coteste  equazioni  perô  sole  tre  sono  le  veramente  distinle. 
Cosl,  verifleate  le  prime  tre,  moltiplicando  tra  loro  le  prime  due  e  dal 
>rodotto  sottraendone  il  quadrato  délia  terza.  s*ottiene  Y  ultima  egua- 
jlianza  (ab'-baO*=l  ;  la  quale  sviluppata ,  e  tenendo  présentée  la  re- 
lazione  ab+a'b'=o,  puô  prendere  le  due  seguenti  forme  : 

(b»+6'«)  o»+(a«+o'*)  b*=l  ;  {b^+b'^)  a'^+ia^+a'^)  b'»=l , 
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cbe,  iD  virtù  délia  prima  e  seconda  délie  précèdent!  eguagliaoïe,  si 
riducono  ad  a'+b'=l,  a'^+V*=^l,  e  sono  la  quarla  e  la  quinla.  Fmil- 
mente,  moUiplicando  ira  ioro  queste  due  eguaglianze  e  dal  prodolto 
sottraendo  la  (a6  — ba')'=1,  dope  averne  sviluppato  il  primo  merobro, 
8*oitiene  aa'+bb'=o,  che  è  la  sesia  dclle  (a).  Pertanlo  fraiqaallni 
coefflcienti  a  ,  a' ,  b  ,  b'  délia  sostiluzione  ortogonale  ,  essendoiitre 
relazioni  dîstlnle,  uno  sollanto  di  es>i  è  arbitrario. 

600.  Sia  in  seeondo  luogo  la  funzione  u=f  (œ,  j/,  z)  di  tre  varia- 
bili,  e  la  sosliluzioae  lineare 

ac=aaî'+bî/'+c2' ,  t/=o'a5'+b'î/'-f c'z' ,  2=a"x'+6"t/'+(fs'. 

11  déterminante  di  quesla  sosUtuzione  sarà  Jlf=:£=i=a'b''c'%  eselaso 
stiluzlooe  è  ortogonale  avremo  le  segueali  relazioai  : 

a»  +0'*  +a"*  =1 ,  b^+b'^  +b"*  =1  .  c*  +c'»  +c^  =1 , 
ob +o'b'+a"b"^o ,  ac^-a'c' -i-aV'=o  ,  bc  +b'c'+bV=o; 
(14)  la^  -^-b^  +c*  =1  ,  a'^+b'*  +c'*  =i ,  a"^  +6"*  +c'^  =1, 
aa'+6b'+cc'  =o ,  aa"+bb"  +cc"=o,  aV4-b'b"-fcV=o, 
Jlf=a(b'c"-c'b")-b  (a'c"-c'a")+c(a'b"-b'a")=  =^1 . 

Di  tutle  coteste  equazioni  basta  che  sieno  veriQcale  sollanto  sel, le 
prime  sei  p.  e.  $  per  trovarsi  veriûcale  le  rimanenti.  £  saranno  pan 
Teriflcate  le  segneoti  : 

Jlfa=b'c''-c'b'',--Jlfb=a'e''-c'a'',Mc=a'b''--b'a'',ec.  (n.^  î» 
.--.         j  (^^'  -^^'  )*+(ac'-ca'  )*+(bc'  -cb'  )*=!  , 
y^^i         <  ^ab''  -ba"  )*+(ac"-ca"  )*+(bc"  -cb"  )*=1 , 

(a'b"-b'a")«+(o'c"-cV;*+(b'c"-c'b")*=l. 

601.  La  sostiluzione  liaeare  si  presta  con  vantaggio  nella  Inste* 
mazione  délie  forme,  volendo  da  una  data  forma  ricavame  uD'aim 
che  abbia  a  soddisfare  a  cerie  condizioni.  Una  di  quesle  trasforo* 
zioni  è  appunto  quella  in  oui  da  uoa  forma  quadratica  di  grado  n* 

(16)  tt=2a^,x^,,    {arr=a„) 

ai  voglian  fore  sparire  i  quadrati  :  la  soluzione  di  questo  problafl 
à  roolto  imporlanle  neirapplicazione  delfalgebra  alla  geometria,  eai 
qui  porremo  quella  dalane  dainiluslre  prof.  Brioschi  (*). 

La  trasformata,  che  dalla  (16)  devesi  dedurre,  mercè  una  sosl* 
zione  lioeare 

(17)  œ^=b„  yi+brt  !/f-i-  •  •  ^-^b^ !/r+  ••••+&«  y»  » 
in  cui  r=l,2,3...9i^  deve  aver  la  forma  seguenle  : 

n 

(18)  «=<Ziyî+gïî/»+-  •  •  •+<z«!/î=2j,9'î't*  ; 


1 


e  si  tratta  di  determinare  i  coeiScienti  b  délia  sostiluzione  in  moài 
che  quesla  trasformala  possa  axer  luogo.  Perciô  s'osserva  che  per  p* 

(*)  Giomale  di  malematiche  ad  usa  degli  sludenti  délie  UniversUà  itife 
ne.  -—  Geouajo  63^  pag.  26. 


J 
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sare  dalla  (16)  alla  (18)  convien  fare  sparire  tatli  i  termini  conteneoti 
le  Yjriabili  asi ,  x^ ,  ec.  x^  prese  a  due  a  due,  vale  a  dire  bisogna  che 
sparissero  ^^^(n— 1]  termini  ;  il  che  ionporta  soddisrare  ad  altreltante 
condizioni  tra  i  coeiBcienti  b  délia  sostituzione  ;  ma  questi  sono  n*  y 
quindi  ne  rimangono  ^n(n+l]  arbitrarii.  Quesli  coefficient!,  che  pos- 
sono  essere  presi  ad  arbilrio,  si  scelgono  in  guisa  che|n(n— 1)  di  essi 
rappresentati  in  générale  da  b,., ,  sien  quelli  pe'quali  sKr^  ed  r=i, 
2,  3, . .  n,  e  abbiano  un  valor  nullo  ;  i  rimanenti  n  rappresentati  da 
b„  si  suppongono  essere  ciascuno  eguale  ad  t. 
Poslo  ciô,  il  déterminante  della  sostituzione  6 

secondo  Tipotesi  fat^a  su  i  vatori  délie  b  ;  e  dinotando  con  fi^,  il  corn- 
plemento  algebrico  di  b^, ,  si  à,  secondo  la  stessa  ipotesi , 

(19)  B^=1  ,  B„=o ,  finchè  8<r. 

Ora,  se  nella  (16)  si  sostituisconb  aile  yariabili  x  i  loro  corrispon- 
demi  valori  dati  dalla  formola  (17)  per  T=i,  2,  3  . .  n,  e  quindi  s*  i- 
dentiflca  il  risultamento  con  la  trasformata  (18),  si  trova,  dal  parago- 
ne  de'  coefflcienii  de'prodotti  e  delle  potenze  deUe  stesse  variabili  i/, 

(20)  Cirbu+c^rbu+  •  •  +c„Ai=o ,  (21)  c„.6|,.H-c„A^+  • .  +c,»,6^=g, , 
essenck),  in  générale , 

inoltre  la  (20),  per  sKr,  dà  |n(n-l)  equazioni,  in  virtù  delle  qoali 
spariscono  dalla  trasformata  tutti  i  termini  contenenti  i  prodotti  t/|t/J, 
2/i!/s»  c<^)  c  Is  (^^)  ser?e  a  dare  i  coefficîenti  degli  n  quadrati  2/?,t/|,  ec« 
dopo  che  si  saranno  determinati  i  rimanenti  coeilicienti  b,  che  non 
sono  soggetti  aile  sopraindicate  condizioni. 

Portante  poniamo  nella  (20)  s=l,  2, ...  r— 1,  r+1  . . .  n,  e avremo^ 
insieme  con  la  (21),  e  senza  tener  conto  de'  Taiori  di  quel  coeifideoti 
b  ,  che,  secondo  l'ipotesi  fatta ,  sono  nulli  o  pure  eguali  ad  1 ,  il  se- 
guenie  sistema  di  n  equazioni  : 

6„  C|,+6ji  c^+  •  •  •  •  +ft,j,  c,„=o  , 

quiodi,  ricavando  il  valore  di  c,,. ,  senza  tener  conto  delle  ipotesi  su- 
periori.  otterremo  (E.  n.""  620)  c^^j^B^  ;  cosl  la  (22)  diviene 

e  ponendo  s=1,2.3...r,  e  tenendo  qui  présent!  le  dette  ipotesi  e  per 
eiô  le  formole  (20)  e  (21),  e  che  M=t ,  avremo  le  seguenti  r  equazioni  : 


«ff6|f+«lr6ff+*  •  •  •  +«iw^6|ii^îr; 


336 


OOHPUnCBIfTO  AGU  ILBlflNTI  D' AUOBBA 


laonde,  poneodo 

(23)  A^=î=i=a„(Hi  *.^arry 

oiterremo  dalla  risoluzione  delle  precedenti  equasioni , 

ia  cai  A^  è  il  complemento  algebrico  di  a^.  E  poichè,  secondo  l'ipo- 
tesi  6rr=l»  a?remo  floalmente 

Ora  nella  formola  générale  di  sostitaziooe  (17)  tutti  i  termini  preee- 
denti  quello  cbe  conliene  y^  svaniscono,  in  yirlù  dell'ipotesi  su  i  ta- 
lori  de*  coeiBcienti  b^,  per  a  <  r,  e.  il  coeiBciente  di  y,  è  1  :  gli  àltri 
coefflcienti  si  àooo  dalla  secooda  delle  due  ultime  formule,  poneodoii 
r+1,  r+2, ..  n.  ia  luogo  di  r,  ed  r  in  luogo  di  a,  quindi  si  à 


•  •  •  • 


(21)       »^,+  f^î,,^,+^*y^,+ 

nel  tempo  siesso  con  questa  sostituzione  la  trasformata  (18)  difieoe 


(25) 


EsBH.  —  Sia  la  forma  temaria  qaadratica 

(26)  w=a|  ,a?î+2o,2a5,aj,+2a„œiX3+a,,x5+2a2sav»j+a33a?J . 
Faceûdo  nella  formola  (24)  r=l,  2,  3,  avremo 

(27)  œi=!/i+  -r  2/t+  x^  Vs  i  a[J,=2/,+  -r^'  y, ,  x^=^^, 

A|  A^  '•f        4^ 

e  tenendo  présente  che,  in  générale,  a^^^a^ ,  avrem  pure 

Os,  a^i 


il..= 


JS 


A»»—  "• 


'23 


Cil  a^ 


=<*Jl«3t-^l«ïl=«l2^3-û|3«n  J 


=  -(«Ha3ï-«^3i«it)=  -(<»nÛ23--a«a,|) , 


flsi    »3Ï 

e  le  formole  (27)  divengono 


Pertanto ,  sostituendo  quesli  valori  nella  (26) ,  spariscono  i  dopfi 
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prodotUy  com*è  agevolc  veriGcare,  e  s^otticne 


r-/ï     •.« 


il  ohe  concorda  con  la  formola  (2S). 


LEZIONE  XLIII. 
Del  Jacobiano  t  deli'Essiano.  —  Teoremi  sulle  funzioni  omogenee. 

602.  Se  si  à  un  sisleœa  di  n  funzioni  u« ,  Uj, ...  u,^  di  altrettante 
Tariabili  a?| ,  x^ ,  ...  a;^ ,  e  si  voglia  indicare  che  della  funzione  U|.si 
deve  prendçre  la  prima  derivata  rispelto  a  ce, ,  si  scrîve  w„.  Posto 
ciô,  il  segtiente  déterminante  delle  prime  derivate  délie  u, 


(0 


J= 


t^H    tl|j    M|3    ...    f/iu 

Mj,  Wjj  ttjj   ..•   l/.j„ 


^'ni  ^nî  '^»3   •••   W 


nn 


si  chiama  jacobiano  del  sistema  délie  n  funzioni  U| ,  u^^  Us,  ...  i/n, 
dal  nome  deUImmortale  Jacobi,  che  Tusô  il  primo. 

eos.  Se  in  queslo  jacobiano  le  funzioni  U|,  Vgt  ec.  si  suppongo- 
no  essere  le  derivale  successive  d*una  slessa  funzione 

(2)  u=^{Xi,Xi,x^y  ...xj 

delle  91  variabili  iodipendeoti'a;«  ^x^,  . . . .  x^ ,  per  modo  che  sia 
u^=zu'jg  ,Wi=u'a.  ,....tt„=u'aî  ,  allora  è  chiaro  che  w„=u"jp  jp  , 

^jt=^"x  X  »  ce. ,  e  in  générale  ûr,=,u"x  x  ='*"«  x  =^«f  (q-"  552)  In 
questo  caso  il  déterminante  (1)  prende  la  forma  simmetrica 


(3) 


//  = 


«Il  '^li  ^«  ••••  Wift 
w„  w„  w„  ....  î^ 

t/ftf  U^^  Uf^   ....  Wn^ 


,    (Ur,=U„y 


Esso  si  cbiama  essiano  della  funzione  u  (2),  dal  nome  delHIlu- 
stre  geomelra  Hessb. 

EsBMPio.  -  Sia  t^a^a5î+3a,xJX|+3ajX,xî+a5a;^ ,  avremo  : 

ti,  =3aoa;*+6a|X|œ2+3a2XÎ ,    w,|=6aoX|+6a4Xj . 

nt?l  tempo  stesso  ir=ti|«n22-«it^2i  ?  ^  sostitoendo  i  précèdent!  valori 
rîsulla  per  Tessiano  della  forma  cubica 

36  {a^x^'\-a^Xf)(a^Xi+a^x^)-Z6  (ajX,-f-a,x,)* 

RufiiM*  CompUmentù  éPAlgebra  43 
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«04.  Tboebma.  -  Se  s'abbiano  n  funzioni  u, ,  u, ,  ...  D,dial« 
treUatUe  variabili  X| ,  x, . . .  x^ ,  e  sim  tra  loro  connesse  mercè  vna 
rélazione  9  (u, ,  u, , ...  u„)  :=0f  il  jacobiano  di  coteste  funzionii 
ideniicamente  nullo. 

lo  effelli  ,  aveado  luogo  T  equazione  <p  (w, ,  Wj,...i*J=o, 
avran  pur  laogo  insieme  con  queslo,  aoche  le  seffueaU  n  equanou 
(n.*562): 

?ii,  ^i2+?ii,  ^trf- H-9i»  ^iit=o  • 


ora  il  delerminante  di  questo  ststema  6  lo  stesso  jacobiano  J,  cou 
la  sola  differenza  che  le  orizzoatali  si  trovano  mulalo  nelle  verlicali; 
e  d'altroDde  esso  è  nu)lo  (  E.  n.^  734  ),  quindi  il  leorema  è  Tero. 
MIS.  Supponiamo  cbe  fra  le  Ire  funzioni  u,  v,  w,  abbia  loogoli 
rélazione  ?  (u,  v,  w)=o,  mcnire  poi,  in  générale,  w,  u,  w  sono  fun- 
zioni délie  variabili  indipendenli  x,y,z.  Supponiamo  che  nella  u  ooa 
manchi  la  variabile  x  ;  allora  si  potrà  immaginare  che  requaziooe, 
che  esprinae  essere  u  una  funzione  di  quesla  variabile  x,  e  in  géné- 
rale délie  due  rlmanenii  y,  2,  sia  risoluia  rispetto  a  x,  si  cbe  quesb 
?ariabile  sarà  aliora  una  funzione  di  u  e,  in  générale,  délie  altre  due 
variabili  y,  jz,  e  si  polrà  inlendere  quesla  nuova  funzione  sosUinib 
nelle  due  v,  w  in  luogo  délia  x  che  rappresenta  ;  per  modo  chev.w 
si  polranno  considerare  corne  funzioni  di  u  e,  in  générale,  dellealtre 
due  variabili  2/,  z.  Supponiaoao  quindi  che  nella  funzione  v  noanniH 
chi  la  variabile  y  ;  allora  si  potrà  inlendere  che  requazîone  la  quaie 
indica  essere  v  funzione  di  u,  y,  2,  sia  risoluta  rispetto  a  y,  e  sia  s(h 
sUluilo  il  suo  valore  nella  terza  funzione  w,  la  quale  cosl  non  conteirà 
più  ne  X,  ne  y,  e  sarà  una  funzione  di  u,  v  e  z.  Con  queste  Irasfor 
mazioni  avremo 

(4)  tt=f,  (Xj  y,  z) ,  v=f,  (tt,  y,  z) ,  w=f,  (u,  %  z)  , 

vale  a  dire  che  nella  u  non  mancherà  x,  nella  t;  non  mancherà  j/,  e 
nella  w  non  mancherà  2. 

Posto  ciô,  prendiamo  le  derivate  parziali  di  coteste  funzioni,  eos- 
seriiamo  cbe  la  u  è  funzione  di  as,  y,  z  ;  la  v  è  funzione  di  y.  ::  e  di 
u  che  è  funzione  di  x  ;  e  iinalmenie  la  w  è  funzione  di  2,  di  v  cheè 
funzione  di  y  e  2,  e  di  ii  che  è  funzione  di  œ,  y .  2  ;  laonde  \%vew 
sono  funzioni  di  funzioni,  eperô  nel  derivare  bisognerà  lenerpreseB- 
le  la  regola  del  n.^  558. Ora  per  dislinguere  le  derivaie  u'^ ,  «y , <• 
di  u  rispetto  a  x,  ad  y,  0  a  z,  che  si  ànno  quando  la  derivazionesi  b 
sulla  primitiva  formola  che  esprime  essere  u  funzione  di  a?,  y,  z.iA 
quelle  derivate  che  si  ànno  dopo  faite  le  sopraindicate  trasformazioQi, 
chiuderemo  in  parentesi  queste  seconde  derivate,  e  scriveremo<ttV; 
(tt'y),(n'^)  ;  e  similmenle  faremo  per  î;  e  w.  Cosi  pure  chiudereoo  il 
parentesi  le  derivate  di  tf  rispetto  ad  n,  dl  w  rispetto  a  t^  e  a  v.  Con 
questa  convenzione  la  prima  formola  (4)  derivata  rispetto  ad  xadsf 
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e  a  2,  dà  rispellivamentc 

la  sûcooda  darà  [n.^^  538) 
e  flnalmenle  la  tcrza  darà 

In  queslo  modo  il  jacobiano  è 

e  questo  secoado  déterminante  ë  il  prodolto 


1      0      0 


(u'j  K)  (^',) 


,  onde  J=(u'x)(0(w".). 


SOS.  Il  précédente  ragionamenlo,  come  chiaro  si  vede,  puô  esse- 
re  applicalo  a  un  qualunque  numéro  n  (ii  funzioni  ii« ,  u^ ,  ec.  di  al- 
trellante  yariabili  Xi  ^x^,  ec,  e  quiudi  possiamo  stabilire  il  segueole 

Tborema.  —  Abbiansi  le  n  fwnzioni  u^ ,  Uj ,  ...  u^  délie  n  varior 
bili  indipendcnli  x, ,  x, ...  x^ ,  e  sia  u,  la  fanzione  in  eux  non  man- 
ca  X,  ;  si  ricavi  da  questa  fanzione  il  valore  di  x^  in  funzioue  di 
Uf  y  x^  ,  x, ,  ec.  e  si  sostituisca  nella  funzione  u, ,  c/ie  sia  qnella  in 
cui  non  abbia  a  mancare  x^ ,  dopo  la  précédente  sosUtuzionc  ;  si 
ricavi  da  questa  funzione  U  valore  di  x^ ,  cite  sarà  e^presso  in  fun- 
zione dî  U| ,  u, ,  Xs ,  X4 ,  ec.y  e  si  sosliiuisca  nella  funzione  u^ ,  la 
quale  sia  quetla  che  nqn  manchi  di  x, ,  dopo  faita  la  précédente 
sostituzione  ;  e  cosi  si  conlinui,  sino  a  sostiiuire  il  valore  di  Xq.«  , 
espresso  in  funzione  di  u, ,  Uj ..  u^., ,  x„ ,  nella  funzione  u„ ,  che 
si  suppone  non  mancare  di  x„ ,  dopo  fatla  ques!a  sostituzionc.  In 
questo  modo  possiamo  considerare,  generalmente  parlando  e  im- 
plicitamente , 


r 

U|  funzione  di  x, ,  x, ,  x, ,  ...  x^.^ ,  x„  , 

Ut  »  B  U|  ,  Xj  ,  X3  ,  ...  X„_,  ,  X|,  , 

Uj        a         »  U| ,  Uj  ,  Xj ,  ...  x^, ,  x„  , 


u. 


»  Uij«ï>Ua>  --"ii-i.^»; 


e  racc/iiudendo  in  parenlesi  le  demolc  par^iali  di  U| ,  u^ ,  ec.  cosi 
irasfarmale,  si  à 


(S) 


J--=(Ulf)(Uïl)("53)-.-   (O- 


(*)  Ë  baono  notare  che  in  queste  egaaglianze  i  simboli  che  sono  ne'  se< 
condi  membri  di  queste  equazioni  sono  la  stessa  cosa  di  quelli  de'  primi 
membri^  perché  la  prima  formola  (4)  mostra  che  per  la  u  non  si  c  fatta  al* 
tana  tradformazione  sulle  equazioni  primitive^  come  si  ô  faita  per  v  e  w. 
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60V.  Dopo  ciô,  possiamo  dimdstrare  la  segueote  proposiâone  re* 
ciproca  di  quella  del  n.^  604. 

Tboebma. — Se  iljacobiano  del  sistema  di  n  funzimii  u, ,  Ot ,  *•  u. 
a'annulla  idenlicamente,  coteste  funzioni  non  possono  eBsereM- 
pendenti. 

Id  effetti,  secoodo  la  proposizione  précédente,  il  jacobiano délie 
date  fuDzioni  è  quelle  indicato  dalla  (5),  e  quindi  se  J=o,  devesi  De- 
cessariamente  annuUare  uqo  almeno  de'  fatiori  del  seconde  membro. 
Ora  («44),  (i*,t)»  •••»  (^ii-t  •  «-1)  non  possono  esser  nolii ,  perché 
(tiit)  coûtiene,  seconde  ie  trasformaKioni  operate,  la  Tariabi]ex«;iiB 
coniiene  Xf ,  e  cosl  appresso  ;  quindi  Tuliimo  Tatlore  (u^  dev^esser 
nullo ;  il  cbe  importa  cbe  la  u^,  espressa  in  funzione  di  u^ ,  Vt  ••  Vi 
é,  in  générale,  di  x^^  derivata  rispetio  a  questa  variabiie,  dia  per  ri- 
sultamento identicamente zéro;  quindi  dev*essere 

«n=f  (w«  >  %  ...  tt^O  ,  0  vero,  ç  (W| ,  u,,  ...  u^. ,  tt.)=o, 

il  cbe  già  prova  renunzialo  teorenia. 

Ha  potrebbe  avvenirc  cbe  le  funzioni  u^, ,  li^ ,  Tatte  le  trasbima- 
zioni  indicate  nel  n.^  prec. ,  abbiano  a  risuilare  enlrambe  indipes- 
denli  da  a5„^,  x„  ;  allora  dev'  essere  identicamente  (u,j_j ,  ,^i)=Oî 
(ti^)=:o ,  il  cbe  dà  luogo  a  due  equazioni  fra  le  funzioni  date  ii„  tt^.. 
u^;  e  cosl  appresso.  Quindi,  in  qualunque  caso,  se  il  jacobiano  di 
queste  funzioni  è  nulle,  esse  non  sono  tra  loro  indipendenti,  c.  b.d 

e08.  Poicbë  il  teorema  ora  dimostrato  esiste  egualmente  cbe  il  s» 
reciproco,  possiamo  tener  pure  corne  dimostrate  le  proposiziooi  in- 
verse, cioè  se  D  funzioni  di  altretlante  variabili  sono  Ira  loro  vk- 
dipendenti  il  loro  jacobiano  non  puô  esser  nullo  ;  reciprocameoie. 
se  questo  non  è  nullo,  le  date  funzioni  sono  ira  loro  i'miipendenli. 

HOB.  Tboebma.  —  Se  délie  fun^zioni  omogenee  ad  alirettante  tn- 
cognite  s'annullano  per  un  medesimo  sistema  di  vcdorij  quesii  on- 
nulleranno  pure  il  jacobiano  délie  funzioni,  E  se  quesle  funziffl^ 
sono  dello  stesso  grado^  il  medesimo  sopraindicato  sistema  dtDO- 
lori  soddisferà  pure  le  derivate  parziali  del  jacobiano. 

Supponiamo,  senza  derogarc  alla  generalilà,  cbe  si  trattasse  ditre 
sole  funzioni  Vf ,  t^  >  1/3 ,  a  tre  yariabili  x^^x^,  ce,,  e  di  gradi  rispel* 
tivi  n' ,  n" ,  n'"  ;  e  poichè  le  funzioni  ii| ,  Uf,  u^  sono  omogenee  aTie- 
mo  pel  ieorema  d*EuLBBO  (n.^  566) 

w,4X4-fu,,a5t+ttisa5j=n"  u^ , 

e  da  coteste  equazioni  si  vede  immediatamente,  cbe  se  si  à  ad  on  les* 
po  ttfso,  t/2=o,  tis=o,  il  Icfto  déterminante ,  cbe  è  appunto,  secoodi 
la  definixione,  il  jacobiano  délie  funzioni  u^^  u^,u^^  è  nullo.  lool- 
tre,  dinotando,  come  al  solito,  con  V^^  il  complemento  algebricoi 
u,4 ,  con  (7|2  quelle  di  u,, ,  ec. ,  e  risohendo  il  précédente  sislefli| 
rispetto  ad  x«  a?remo 

(1)  ]x^^Uiin%+  l/,in"ti,+  V^^n'^u^. 

Supponiamo  ora  cbe  n' ,  n" ,  n'"  sieno  eguali ,  e  sia  n  il  loro  nMi 


j 
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comune  :  se  si  prendono  le  derivate  d'ambi  i  membri  rispetto  ad  x^ , 
quiodi  ad  a^ ,  e  ad  X3 ,  e  si  tien  poi  présente  che  J=:o,  si  à  (o.®  554) 

^iJ'xMf^iiyx^nu,HVi,y^^nu^^U^,y^nu^^^^ 
ma,  per  la  teorica  dei  determinanli  [E.  n.'  66S  e  681) , 

quindi,  in  virtù  di  quesle  identità ,  e  nella  medesima  ipolesi  che  sia 
u,=ti2=U3=o,  le  Ire  precedenli  eguaglianze  divengono  J'jp  =0,  J'^  =0, 

J'x  =0»  ^  indicano  che  le  derivate  parziali  del  jacobiano  sono  anch*es- 

se  nulle,  c.  s.  d.  d. 

MO.  Rappresenli  u  uoa  Tunzione  omogenea  délie  n  variabili  x^ , 
Xfy  ..  a?«  ;  dinoti  u,.,  la  derivata  seconda  parziale  di  u  presa  rispetto 
a  a?^ ,  e  quindi  rispeilo  a  x, ,  0  all'opposto.  Secondo  il  teorema  d'Eu- 
lero  (q.^  566],  se  m  à  il  grade  délia  funzione,  abbiamo 

(8)  UiX^+u^x^+  •  •  •  •  +u^Xn-=mu  ; 

ma,  osservando  che  ciascuna  délie  derivate  ti| ,  u^ ,  ec.  è  essa  stes- 
sa  una  funzione  omogenea  di  grado  m-1,  si  puô  applicarle  lo  slesso 
teorema,  e  per  conseguenza  avremo  il  seguente  sislema  di  n  equazio- 
ni  lineari  rispetto  aile  variabili  x^  .x^,  •••  x^  : 

(9)  ^  Wi,œ4+w„x,+.  •  •  •+ti2n«,i=(»?*-^)Wî , 

il  oui  déterminante  ë  appunto  Tessiano  (3)  délia  data  funzione  u. 

SU.  Coosiderando  simuUaneamenle  la  (8)  e  le  (9)  abbiamo  9H-t 
equazioni  ad  n  incognito,  e  perô  in  tal  caso  il  déterminante  di  tulti  i 
coefiBcienti  di  cotesle  equazioni  dev'esser  nullo  (E.  n.^  132).  Per  scri- 
vere  più  commodamenle  questo  déterminante,  pooiamo  per  semplicità 

(iO)  ;;iZi  =  «o 

ces)  il  secondo  membro  délie  (8)  diviene  (m-i)Uo.  In  qaesto  modo 
rindicato  déterminante  eguagliato  a  zéro,  e  soppressovl  il  fattore  m— 1 
comune  ai  termini  deirultima  verticale,  è 


(H)  fl  = 


«• 

«1 

«* 

••• 

«• 

u, 

«H 

U|t 

•  •• 

«m 

• 

«M 

•             • 

«M 

• 

•  •  • 
• 

•      • 

=0, 


^n  '*•!  '^•l  •••  t*iiii 


ut 
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in  cui  il  complemento  algebrico  del  primo  elemcDto  Vo  è  appunio  Tes- 
siano  (3)  ;  quindi  se  pooiamo 


(«o) 


ll.= 


0     ti.     Ui 


V. 


I        U{       ...     «u 


^n^nt 


Uns  •••  U 


nn 


reqaazione  précédente  dîYiene 

(11)  HUo-fJïo=«, 

e  s'a  cos)  ana  rel^zione  assai  semplice  fra  Tessiano  e  il  deleraiioaD- 
te  Ro  9  che  è  ciô  che  divieae  il  déterminante  B,  quando  si  pone  egu^ 
le  a  xero  il  suo  primo  elemento. 

6n.  Poichè  il  dcterminanle  fi  è  nullo  ed  è  simmetrico ,  aache  il 
suo  reciproco ,  che  dinotcremo  con  Jl' ,  ssrà  nullo  e  sioametrico 
(E.  n.*  708,  III).  Rapprcsentiamo  con  UfelJ„\ complementi  aliçebri- 
ci  e  rispeltiîi  delle  due  funzioni  v^  e  u^^  nel  déterminante  R\  per 
modo  che  seconde  questa  convenzione  U^  indicherà  Tessinao  (1), 
corne  qui  innanzi  abbiam  fatto  osservare  ;  in  questo  modo  avreoio 

If  v^  r, ...  u^ 


B'= 


v,u,. 


K 


2« 


V. 


m 


VnVnX 


^nt  ••■  ^nn 


=  0, 


quindi  sarà  (E.  n.«  710) 

61S.  Tborema.  —  Se  nel  deierminanie  R  ë  nullo  il  complemen- 
to  d'un  elemento  qualunque ,  sarà  nullo  il  eomplemento  d'ogn^al- 
iro  elemento. 

In  effelti,ponrndo  nella(8)invece  dimurespressione(m— t)Uo(lO), 
e  quindi  ponendo  in  essa  e  nelle  (9)  Xo  in  luogo  di  —  (m— 1),  lutte 
quelle  equnzioni  divengono 

t/oûCo+tti  aîi+Wi  a52+'-+tt.  œ.=o , 

«2a?o+ti,ia;4+u„x,4-  •+ît2»x«=o , 
•    f*..*.»     •••• 

quindi  (E.  n.""  736) 

(12)  «0  :  œ,  ;  «4  :  ec.=ir  :  Pj  :  o,  :  ec.=i7/.  Uni  u^^:  ec.  ; 

0  anche,  per  ciô  che  abbiamo  dimostrato  nel  n.®  prec. , 

(13)  0?^  :  œ,  :  05,  :....:  Xn^sfïï.yflhi'.sflht: ...  WûT.  ; 

e  perô  si  fa  manifeste  che,  essendo  nullo  uno  qualunque  de*  comple- 
menti U,  sono  nulli  ancora  i  rimanenti,  c.  b.  d. 
ei4.  CoROLLARio.  —  L'essiano  Hè  il  complemen toalgebrico  di  ii«. 
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e  qoindi  si  pu&  stabilire  cbe  se  Vessiano  délia  funzione  omogenea  a 
è  nvUo^  pure  U  complemento  algebrico  iïogn'aUro  eUmento  del  de- 
(erminanle  R  è  nvUo;  e  reciprocamente. 

eu.  D3lle  propomoni  (12)  si  à,  io  générale^  œ^lXr^H:  V^ ,  e 
riroettendo  per  Xo  il  suo  valore  — (m~1),  rjsulta 

(U)  U,=  — %H. 

Similmenle  dalle (13) s*àXo:x,.=VH:  ^JW-y  ^ol^t-ylÏÏ'.yTfL  i  equîn- 
di,  mohiplîcando  per  ordine  quesie  proponioni,  e  teaeodo  présente 
che  yfU^ss  =  ^n  >  s'oliiene  xj  :  x^,=H  :  O'^ ,  da  oui  si  rica?a 

616.  Tborbma.  —  Se  Vessiano  d'una  funzione  omogenea  è  iden- 
ticamenle  nuUOy  e  talé  pure  il  complemenJlo  d*un  elemenlo  guatei- 
voglia  ;  sarà  pur  nuilo  il  complemento  di  qualunque  aliro  ete- 
mento. 

In  eiTelli,  se  il  determioante  H  è  nullo,  nullo  ë  pure  il  suo  recipro- 
co,  ed  îQoUre  Rli  eiemenli  d*una  qualunque  lioea  di  coteslo  reciproco 
sono  proporzionali  agli  omonomi  elemeaii  di  qualunque  altra  linea  ; 
quindi  essf  ndo  nullo  uno  qualunque  degli  elementi  di  delto  recipro- 
co ,  0  sia  il  complemento  d'un  elemenlo  qualunque  di  H ,  son  pure 
nulli  tulli  gU  altri  eiemenli  del  reciproco  ,  o  vero  i  complementi  di 
luUi  i  rimanenti  eiemenli  di  H^  c.  b.  d. 

61V.  Gio?a  da  uUimo  notare  che  essendo Tessiano  il  jacôbiano  dél- 
ie prime  derivate  parziali  délia  funxione  u  ;  e  poichè  quando  ira  gli 
eiemenli  del  jacôbiano  v*à  una  relazione ,  questo  è  nullo  (n.^  604) , 
cosl  consegne  che  se  (ra  le  derivate  prime  d'una  funzione  omoge* 
nea  vi  sia  una  partlcolare  relazione  j  Vessiano  di  quesla  funzione 
dev' essore  ideniicamente  nuUo. 


LEZIONE  XLIV. 
Degl  invarianli. 

616.  Abbiasi  una  forma  d'un  numéro  qualunque  di  variabili 

(1)  u={ao ,  rt| ,  «2 ,  ..•  )  (x,  y,  z, ...  ) , 
la  quale  mercè  la  sostiluzione  lineare 

aj=X,Af  jtjY+v^Z+ec- ,  i/=X,X+my-fVtZ+ec. ,  z^Xj-f'jtjY+VjZ+ec. ,  ce 
divenga 

(2)  U={A^,A,,A^,...){X,Y,Z,...). 
Nel  lempo  stesso  sia 

(3)  9(^0)  ct|,  a, ,  .. ..) 

una  funzione  qualunque  de'  coefllcienti  délia  u,  e  si  formi  Tanaloga 
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funzione  f  (io  «  ^i  *  ^x  «  •••  )  <^ol  coefflcienti  délia  irasformata  V\  se 
risulta 

(4)  ç  {Âo ,  il ,  il, ,  ...  )=*»"  Ç  K 1  ûi  »  Oî  —  )  f 

essendo  M  il  modulo  délia  sostituzione  (n.®  587),  e  |x  an  intero,  la  Iùd- 
zione  f  si  dice  invariante  délia  forma  u. 

OlO.  Quando  pL=:o ,  allora  ,  qualunque  sia  M ,  la  (4)  dmene 
f(Aof  il  ^ec.)  =:f  (a^ ,  ai ,  ce.)»  cioè  in  questo  caso,  rinyarlanle rima- 
ne  inalterato  dopo  la  sostituzione,  e  si  dice  invariante  assololo. 

Anche  inalleralo  rimane  rinvariante  quando  la  soslituz*one  ë  uni- 
modulare  (n.^  588),  perche  allora  M=t. 

620.  Più  generalmenle,  se  si  à  un  sislema  di  forme  délie  med^ 
sime  variabili,  e  si  fa  una  soslituzione  lineare,  i  coeiBcienti  Oot  ai«^; 
bo  9  {'i  •  6c.  ;  Co ,  C| ,  ec.  délie  rispettive  forme  divengono,  poniaiDO. 
ilo  t  i|  >  ec.  ;  £o  9  £|  9  ec.  ;  Co ,  C| ,  ec.  ;  se  si  à  una  funxione 

(5)  ç  (tto ,  a, ,  ec.  5o ,  fc| ,  ec.  Co ,  c, ,  ec.) 

de*  coefflcienli  primitivi  taie,  che  nel  sostituire  in  luogo  di  essi  i  nuo- 
vi  coefficienti  A,  B,  Cy  ec.  délie  trasformate,  risulta 

(6)  (f{Ao ,  ec. ,  *o  >  ec. ,  Co,  ec.)=M»^ 9(ao ,  ec. ,  b^ ,  ec. ,  Co ,  ec), 

la  funzione  9  è  un  in?a  riante  del  dalo  sistema  di  forme. 

Queste  deflaizioni  sono  le  stessese  le  forme  si  cambiano  in  eqn- 
zioni. 

021.  Sopponiamo  che  s*abbia  la  forma  bioaria  quadralica 

il  cul  discriminantcèaoa2-aî(n.®  572).  Poncndo  nella(7)a5=X|X+mï, 
2/  =  X,X  +  |jL,r,  si  à  la  Irasformata  U=  A^X*  +  2A, AF  +  A^Y*  ,  otc 

(8)  \  ^o=Oo^î+2a|X4Xj^+a,X* ,  il,=aoiAÎ+2a|[i|iJ4+ajjjLÎ 

(  i|=aoX,jt|+a|(X,;x,+M2)+chi^iI4  » 

e  ponendo  nel  discriminante  aoC^— af  in  luogo  di  Oo ,  a, ,  a,  ,  quesi 
valori  di  A© ,  4, ,  A,,  ottiensi  A©  Aj-AJ=(X4iJL,f-|jL4XJ*(aoa,— a*),  qaii- 
di  il  discriminante  a^Oi—af  è  un  inyariante. 
Abbiansi  per  secondo  esempio  le  due  forme 

ti=aoXH2aiacj/+a,i/2 ,  v^boX^+U^xyi-b^^ , 

e  sia  I=:aobi-^boaf-ia^bi  ;  fatta  la  sostituzione  lineare  le  trasfarnnfc 
saranno 

l7=AoX»+2A,Xr+A,P .  y=BoA»+2B|Xr+Bj,P . 

in  cui  i  coefficienti  (A)  sono  gli  slessi  (8),  e  i  (B)  si  deducon  da  qadi 
mutandovi  le  (a)  nelle  (6).  Dopo  ciô  se  nella  funzione  1  si  sosttté 
scono  aile  (a)  e({>)  grindicali  valori  délie  (A)  e  délie  (£),  s'oUieiM 

AoB,+Bo4,-2A|B|=(X,{jL2-jiL,X J5(ao6,+6oaî-2a.6|  ) , 

quindi  la  funzione  I  è  un  inyariante.   , 

et2.  Il  determinanle  d*  tm  sistema  di  equazioni  lineari  i  A 
imarianie  •  la  fatti,  senxa  ledere  alla  généralité^  possiamo  ooosi* 
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rare  due  sole  equazioni  lineari  ^LtiX+at^y^o  ,  attX+affy=o ,  il 
cai  delermiaanie  è  D=l^a^^all,  Ora  con  la  sostituzione  lineare  i 
coeiBcienti  a^  ,  ec.  divengono  rispellivamente 

onde  il  déterminante  del  sistema  trasCormala  sarà 


X,a„+X,a,8    ix,a„+ma42 


X,  X 


s 


1^1  I^ 


Git   et 


12 


a„  Ojs 


=  *D, 


ove  Jlf  =  (Xiii^-I^f ^s)  modulo  délia  sostituzione,  e  perô  il  déterminante 
De  un  invaiianie  c.  b.  d. 

62S.  Se  una  forma  ammelte  più  d*un  invarianfe,  si  puô  determi- 
nare  agevolmenle  il  suo  invariante  assoluto  (n.^  619].  In  fatli  sieno  f 
e  ^  due  invarianti  délia  forma  dala  ;  essi  dopo  la  sostituzione  lineare 
diverranno  JVf ,  M^^  ;  elevando  il  primo  alla  potenza  g™^  ,  il  secon- 
de alla  potenza  p™^  e  dividende  i  risultameoti,  s'ottiene  9^:  ^^  ;  que- 
slafuDzione  quindi  essendo  indipendente  dal  module,  è  la  stessa  pri- 
ma e  dopo  la  sostituzione,  e  perô  ë  un  invariante  assoluto. 

eu.  Tboeeva.  —  La  risuUante  di  due  forme  binarie  è  un  invor 
riante. 

Sieno      u=aoOc^+aiC(f^y+  •  •  •  •  +a^^xy^*+a^=iO , 
v=b^  +6|X"'*Î/+-  •  •  •+b»-i  (By"'*+6^î/»=o , 

due  equazioni,  la  cui  risullante  sia  r-  Avremo  : 

u=:ao{ylX'-x^y){y^x-Xty) =0 , 

v=bo(y'X'-x'y){y"x-xf'y) =0 , 

r  =ao'*6o**(œ,y'-î/i»')(œ,/-î/,as'0 =0  ;  (n.^  432) 

ponendo  x^k^X+i^iY,  y^'k^X-^^iijY,  le  funzioni  u  e  v  si  trasformano 
in  due  nuove  funzioni  V,  Y,  lali  che  il  faltore  t/^cc-x^/  di  u  diviene 

[l.yi-'k^i)  X-(i4aî^Hiy<)  F  in  ^U , 

e  il  faltore  y^^och-x^^y  di  v,  diviene 

(X,î/(')-X,œ(<))X-(|i,a;(<)-jii,2/(*^)  Y  in  Y, 

quindi  le  radici  délia  l^=o  saranno 

\y\-\x^  '  X,yj-X,a;j  '  "  *  Xjî/„-Xjœ«  ' 
e  quella  délia  Y=o  saranno 

^l^m[   ]hx"-v-iy"        ]hx^*^''V'iy^''^ 

e  perô,  prendendo  le  diOerenze  a  due  a  due  di  queste  radici,  la  risul- 
lante B=o  di  l/=o,  Y=o,  sarà 

B=aX(^iP^2-Mî)"^(œ,î/'-!/ia5')  (x^f-Vt^* .  .  =0 , 

RuBiNi,  Complemento  iPAlgebra.  ^ 
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e  paragonando  questo  valore  di  il  col  superiore  di  r ,  si  dedoee 
B=(X,[^-|i|X2)"^ ,  laonde  r  è  un  iavarianle,  c.  b.  d. 

e2S.  CoROLLARio.  -  R  discnminante  d'una  forma  binaméim 
invariante  ;  in'pert  iocchè  esso  ë  Telimiuata  fra  le  due  derWaie  par* 
zlali  fiella  data  fuoiiine. 

626.  Tediamo  da  ciô  che  ogni  forma  binaria  deve  amm^Vm  d- 
meno  un  invariance,  che  è  il  suo  diseriminanle  ;  ora  Tedremocbe 
le  binarie  quadralica  e  cuMca  non  poêsono  ammetlerne  più  di  uno. 
Id  faiU  se  ciascuna  di  queste  forme  ne  ammett^sse  due,  alloraais- 
meiterebbe  pure  (d.^  623)  un  in?ariante  assoiuto  (f{ao  ,  a^ ,  ec.)= 
f  {Ao  ,  il, ,  ec.)  ;  ma  questa  relazione  indipendente  dal  modulo,  cioè 
dai  coefllcienli  délia  sostiiuzione  ,  non  pu6  sussistere  :  imperoeekè 
sia  in  générale  la  forma  binaria  di  grado  n"^ 

e  ponendo  a^X^X+jx,  F ,  2/=AjX+|jLjy ,  avremo 

in  eui  i  coeiBcienti  (il)  sono  funzioni  de*  coelBcienti  (a)  e.de'qaatlii 
X, ,  |JL| ,  Xf .  (il  ;  e  siccome  tutli  i  lermini  sono  n+1,  cosl  atremoal- 
Iretlaiite  equazioni  fra  gli  n+1  coeOicienli  (A),  i  cuefflcienti  (a),  e 
X, ,  pii ,  X^ ,  1x2  ;  si  che  eliminando  questi  ultimi  quaitro,  nmarniDi» 
n— 3  equazioni  indipendenti  fra  i  coelBcienli  (a)  e  (il)  ;  quiodi  se 
n=2,  0  71=3  non  s*à  alcuna  di  tali  equazioni,  e  pprô  in  questi  cas 
non  6  possibile  avère  la  relazione  9  (Gq,  a^,  ec.)=f(^o<  ^îj  ec.),ODde 
resta  provato  che  le  forme  binarie  quadratica  e  cubica  non  possooo 
avère  più  d*un  invariante. 

Con  un  ragionamenlo  analogo  si  dimoslra,  che  le  forme  quadratîcbe 
e  d'un  qualunqtie  numéro  di  variabili  non  possono  avère  altro  invi- 
riante,  che  il  solo  discriminante. 

Da  ciô  risulta  benanche  che  una  forma  binaria  delTordineiT 
Tion  à  in  générale,  che  n  — 2  invarianti  di8tinti\  imperocchèpff 
quesla  specie  di  funzioni  non  si  ànno  che  n—S  relazioni  dislintetni 
suoi  coei&cienli  e  quelli  della  trasformnta,  ciascuna  délie  qualièa 
invariante  assoiuto  (n.^  619)  perché  è  indipendente  dal  moduloddb 
sostiiuzione;  e  poichè  da  due  invarianti  ordinarii  si  puô  sempre  d^nr* 
ne  uno  assoiuto  (  n.^  623  ),  cosl  il  numéro  degli  invarianti  ordiotri 
deve  essere  almeno  uno  di  più  del  numéro  degli  assoluti,  eioè  defes* 
sere  n— 2. 

02V.  Quando  si  sappiauninvariante  d'unaformaySipuôoUenen 
unaserie  d'invariantidisistemidi  forme  simUijdoè  deUostessogr^ 
do  della  data.  Infatii  supponîHmo,  per  fissar  le  idée,  che  s'abbia  la  for 
mabmaria  quadralica  aoX'^+Za^xy-ha^y^,  il  cui  discriminanteao(HHi^ 
è  un  invariante.  Se  insieme  con  quesla  forma  consideriamo  raltn 
boX^-^-^b^xy+b^y^ ,  egualmente  binaria  e  quadratica,  e  operiamoa 
enirambe  la  sostiiuzione  lineare ,  esse  diverranno  rispeitivameo!^ 
AoX^+iA^XY+AiY^ ,  JBoX*+2ff,XY+5,P.  Ora  se  molllplichiamob 
seconda  forma  data  per  un*arbilraria  fc,  e  aggiungiamo  il  prodotloill 
prima,  e  sul  risullamenlo  {ao+kbo)x^+2 {a^-\'kb^)xy-\'{a^'\'kb^ï 
facciamo  la  slessa  trasformazione  lineare,  egli  è  cbiaro  che  avren» 

(Ao+kBo)  X*+2  (il,+fcB,)  XY+{Aj,+kB^)  P , 
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e  pereiè  Ira  il  disorimloante  (inTariante)  di  questa  trasformata,  e  quel- 
le délia  précédente  forma  avrà  luogo  la  relazioDe  identica 

allora  syiluppando  e  ordinando  rispetto  alFarbitraria  k,  s*avrà  un  po- 
linomio  in  k,  che  dev^essereidenlicaniente  nullo,  si  che  dovranno  es« 
ser  nalli  i  coefflcienti  dtlle  diverse  potenze  di  ft,  e  perciô  s'avrà 

délie  quali  relazioni  le  prime  due  già  si  sapevano,  ma  la  terza  è  un 
invarianle  del  sistema  délie  due  forme 

(11)  OoX*+2a,Gcy+aj^2/' ,    b^'^+ib^xy-^-b^yK 

Or  com'è  cbiaro  la  relazione  (9)  non  è  altro  che  quella  tra  Tinva- 
riante  délia  forma  dala  a^x^+ec.  e  quelle  délia  trasformata  ilo^*+ec. 
quando  ai  coef&cienli  a^  ,  ec;  Aq  ,  ec.  si  sostituisre  rispettivamente 
a^+kb^,  ec.  ;  Ao-\-kBo  «  ec.  ;  e  î  second!  membri  (10),  intiipendente- 
mente  da)  quadrato  M^  del  module,  sono  inyarianli  di  ciascuna  délie 
for<ne  (1 1)  i  pnmi  due,  e  il  terzo  è  un  invariante  del  sistema  di  que- 
sie  forme  ;  d*allroode  detti  secondi  membri  sono  i  coef&t.ienti  délie 
potenze  di  k  nelle  sviluppo  del  seconde  membre  (  9  ),  che  è  l'inva- 
riante délia  forma  GqX^  +  ec.  quando  in  luogo  di  Qq  ,  ec.  si  pêne 
Oo+ft&o  ,  ec.  ;  quindi,  siccome  il  ragionamento  précédente  è  indipen- 
denle  dal  grade  d^-lla  forma,  cosl  pnssiamo  st«bilire  la  seguenle  re- 
gola  :  conoscendo  un  invarian'e  I  délia  forma  aoX"+ec. ,  e  volendo 
formare  dogli  invarianîi  d'I  8i4ema  (HoX"H-ec.  ;  b^x"+ec  )  basterà 
soslituire  nelVinvnrianie  dato  ao+kho  ,  84+kbi ,  ec.  m  luogo  di  «o  « 
a|,  en.;  e  ordinare  il  risuUamento  secondo  le  potenze  di  k  ;  ctoacun 
coelfici'nte  di  ques^indeterminata  sarà  un  invarianl'*^  che  appar^ 
terra  alla  forma  dox"  +  er.,  sp  coniiene  i  soli  coefflcienti  di  questa 
forma  e  apparierrà  al  sistema  (boX"+ec.  ;  boX°+ec,),  se  contiene  i 
coi'fficienti  (a)  e  (b). 

Osserviamo  cl)e«  seconde  la  formola  di  Tatlok  Tindicata  sostitu- 
zione  nelilnvariante  /  dà  per  coefflcienli  délie  potenze  successive  di  ky 

cosl  che,  opérande  suirinvariante  I  délia  forma  a^af^+ec.  con  claseu- 
no  dî  questi  simboli,  otleniamo  degrinvarianli  del  sistema  (a^Tf^-j-ec.  ; 
b^af-^ec).  Ora  i  simboli  che  seguono  il  primo  indicano  npetizioni 
délia  stessa  operazione  indicata  dai  primo  (  n.®  567  ).  Se  poi  ope- 

riamo  sopra  un  invariante  del  sistema  col  simbolo  Co  t— +ec.ri- 

petotamente  otterremo  de'  noovi  invarianti,  che,  in  (fenerale,  appar- 
terranno  al  sistema  ternnrio  {aoa5*-fec.  ;  6o^*+ec,  ;  CoCC*+ec.). 

•29.  Tborbia  —  Ogni  funzione  simmetiica deUe  radici d'unie- 
quazione  è  un  invariante,  purchè  ogni  radiée  entri  (o  stesso  nu- 
méro di  voUe  ntlla  ftmzione. 


s 
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Iq  fatti  una  foDsione  qualûnqoe  délie  radio!  Si ,  Of ,  ec.  dWeqn- 
lione  ordiDaria,  si  riporia  al  caso  d*  un*  equaâone  omogeoea  poôei* 

doii  —  ,  — ,  ec.  rlspettivamente  in  luogo  di  ai ,  o^ ,  ee.  ;  e  (pM 

liberando  da'  fratli  ;  cosi  Tespressione  diviene  ana  funzione  dd  delo^ 
minsDli  x^y^-xa/i,  ec. ,  roolUplicata  per  cerie  polenze  del  prodotti 
de*deQOaiinatori  y  (q.<^  570).  i  quali  saran  tanli  per  quante  sono  le  ndh 
ci  cbenoa  entrano  nella  funzione.  Or,  solo  quando  enlrano  lutte len- 
did,  quesla  funzione  puô  ridursi  a  contenere  soltanio  i  detti  detemâ' 
nanti  sen7.a  alcuua  polenza  di  j/i ,  ^2,  ec. ,  e  perô  soltanto  alloradelli 
funzione  ë  un  invariante  (n.^cit  ).  Gosl  per  una  biquadratica  la  funzio- 
ne £(a4— Oj),'  applicata  alla  stessa  biquadratica  resa  ooaogenea,  cd 
moUiplIcarlâ  per  a},  o  sia  per  yf  t/J  y*  j/J,  diviene  Syjyî  (x,î/t-»i«A 
e  perclô  contiene  délie  potenze  di  1/3094,  onde  non  puô  essere  iûti- 
riante.  Ma  lo  slesso  non  accade  per  la  funzione  S  (oit—oL^)\fti-^ 
délia  stessa  biquadratica,  perche  conla  solila  trasfotmazioneeriJi* 
zione  diviene  Mxiyt—yiX2)\Xiy^—y^x^)*f  e  non  contiene  che  i  soï 
déterminant!  x^y^—yiX^,  ec. ,  onde  e  un  invariante,  c.  b.  d. 

M9.  Se  nella  forma  binaria  iA=aoX*-hna|a5*"'i/+PC.  si  poney=ï 
x=:X  +Xr,  il  module  délia  trasformazione  sarà  =1,  e  perô  Han- 
rianto  /restera  inalteralo  ;  or  la  précédente  sostituziooe  équivale  1 
porre  as+Xy  in  luogo  di  x\  e,  supponendo  y=l,  la  sostituzionex+l 
dovrà  fare  rimanere  inuUerato  l'invariante  ,  il  quale  doYrà  rimaafit 
benanche  inallersto,  se  invere  si  pong»  y  +  X  in  luogo  di  y  ;  laonde 
rinvariante  deve  soddisfare  le  due  condizioni  (51  e  53,  S69) 

(12)  «oT— H-Za,  :t— +  3a2  3— +ec.=o;  na, —-+(n-l)c4-T—+cc.=o, 
^    '   "da,        'do,       ^da^  '       do©  'do, 

délie  quali  la  seconda  si  trae  dalla  prima  mutando  Oy  in  a,^^;  eperi 
nella  praiica  si  puô  far  uso  indisllntamente  delPuna  0  del  Paîtra,  iHff- 
chè  perô  la  u  sia  scritta  simmeiricamente  rispetto  a  os  ed  y,  aiBadiè 
non  cambi,  fatta  astrazîone  dal  segno,  quando  si  muta  Oy  m  o^i^lQ 
venta  questo  scambio  di  coefflcientl.  quando  la  u  è  simmetrica,  coni- 
sponde  a  scambiare  se  in  y  e  reciprocamenle,  il  che  équivale  a  fare 
una  sosiituzione  di  module  =—1,  cosl  che  Tinvariante  d'Ella  trasfor* 
mata  sarà  eguale  è  dello  siesso  segno  0  di  segno  contrario  a  quelio 
délia  forma  primitiva,  seconde  che  la  polenza  del  modulo  ,  la  quak 
moltiplica  rinvariante  dopo  la  sosiituzione,  ë  di  grade  pari  o  impari* 

4ISO.  Tborbma.— Supponendo  sempre  una  forma  binaria  di  gra- 
do  n*^ ,  e  dinolando  con  0  il  grado  d'un  suo  invariarUe  rispefio  oî 
coeffidenti ,  quest  invariante  sarà  fsobartco,  e  il  peso  sarà  {  ni* 

In  fatti  ponendo  Xx  invece  di  as  nella  forma  u,  senza  mutarey,  si  opfr 
ra  una  trasformazione  di  modulo  X,e  perô  un  invariante  diu.  dopoquelta 
trasformazione,  resta  immutato,  ad  eccezione  d'un  fatiore  X^.  looltit 
porre  Xx  in  luogo  di  x ,  vale  lo  stesso  che  moltiplicare  le  radici  di 
ti=o ,  0  sia  moltiplicare  i  coefficienti  successivi  rlspettivamente  ptf 
le  successive  potenze  1® ,  X  ,  X* ,  ec.  ;  si  che,  conforme  al  dimostraU 
nel  n.^  226,  il  peso  di  ciascun  termine  deirinvariante  è  costante,  doi 
l'invariante  è  isobarico.  Ma  operando  la  trasformazione  acceonala  ifl 
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I  fine  del  numéro  précédente,  il  coefflciente  Oy  diviene  a^»^ ,  senza  che 
!  rin?arlante  si  alieri,  quindi  se  dinoUamo  ôon  a,  ^,  y»  ^<^*  grindici  d'un 
termine  dellMnvarianie  deY*essere 

a-hP+Tf+ec.=(n-a)+(n-p)+(n-Y)-fec , 

ese  si  suppone  che  le  potenze  in  ogni  termine  sieno  scomposfe  nei 
loro  faltori  semplici,  allora  essendo  0  il  grado  deirinvariante,  i  ter- 
mini  monomii  del  primo  membro,  come  i  binomii  del  secondo  nella 
précédente  eguaglianza  saranno  0,  onde  avremo  2(aH-P+lf+.*)=^9  ® 
a+P+Tf+ec. ,  cioè  peso  deirinvariante  =  Jn9,  c.  b.  d. 

4ISI-  Risulta  da  questa  proposizione,  che  il  prodôtto  nO  è  pari;  si 
che  n  e  0  non  possono  essere  enlrambi  impari;  e  perô  una  forma 
binariadi  grddo  impari  non  puà  avère  invariantidi  grado  imparù 

032.  Per  fare  un'appiicazione  délie  due  precedenli  proposizioni, 
supponiamo  che  si  voglia  determinare  un  invariante  di  3®  grado  délia 
funzione  binaria  biquadratica  (a^ ,  a^ ,  a^ .  a^ ,  a^)  {x,  yy.  Pel  teo- 
rema  del  n.^  630  V  invariante  cercato  dev*essere  isobarico  e  di  peso 
:;=|.  4.3=6;  si  che  supponendo  ciascuna  polenza  dei  coeOBcienti 
scomposta  ne'  suoi  futtori,  l'invariante  cercalo  dovrà  aver  la  forma 

A  a^ajflf^+B  a^a^ai+C  a^a^a^-^-D  a^a^a^-^E  a^a^a^^ 

i  cui  termini  sono  tanti  per  quante  le  manière  di  spezzare  il  numéro  6 
ÎD  3  parti  ;  e  in  générale  per  quante  sono  le  manière  di  spezzare  il 
peso  dellinvarianie  in  tante  parti,  quante  ne  indica  il  grado  dello 
slesso  invariante. 

Ora  per  determinare  i  coeRlcIenli  A,  B,  ec,  opereremo  sul  précé- 
dente con  la  pririia  délie  formole  (12)  del  n.®  629,  e  otterremo 

(2B+2il)  a4a^Oo+(D+6C+4il)  ajttjiOo  ) 

+  (2D+4B)  aja4aj+(6f;+3D)  a,04a|       )      ' 

laonde  se  determiniamo  il  coefflciente  A  ponendo4=l  (*),  s'avranno 
gli  altri  coefflcienli  eguagliando  a  zéro  quelli  délia  précédente  equa- 
zione,  e  risuiterà  B=  -1 ,  D=2 ,  C=  — i ,  jE?=  — i ,  e  perô  Tinvarian- 
le  cercato  sarà  aoafa^+2a^a^a^—a]ai-aool—al. 

SSS*  Dal  précédente  esposto  risulta,  che  i  coefficienti  A,  B,  ec.  da 
determinare  sono,  in  ciascun  caso,  tanti  per  quanti  ne  indica  il  nume- 
ro  V  di  manière  di  spezzare  il  peso  ^  On  in  6  partie  in  modo  perô  che 
Qfuna  debba  eccedere  n.  Ora  nel  fare  la  derivazione  indicata  dalsim- 

d 
bolo  Oo  -j — h  ec. ,  il  peso  viensi  a  diminuire  d'un'unità,  di  modo  che 

1  numéro  de'termini  del  risultamento  sarâ  tanto,  per  quanto  ne  indica 
I  numéro  v'  di  manière  di  spezzare  ^  On— 1  in  0  parti ,  ciascuna  délie 
{uali  non  ecceda  n— 1.  Laonde  questo  risultamento  conterrà  nltrettanti 
roeflirienti,  funzioni  degli  A,  B,  ec. ,  che  uguagliati  a  zéro  dânno  le 
^quazioni  per  determinare  questi  ullimi;  e  perô  se  v'>v,  la  formazio- 
li  del  proposto  invariante,  generalmente  parlando,  è  impossibile;  se 

(*)  Ponendo  invece  A  eguale  a  un  allro  numéro  qnalunqne,  l'invariante 
rovaio  si  troverebbe  moUiplicato  per  questo  stesso  coefflciente. 
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v'ttv,  DOQ  si  puà  formare  cbe  on  solo  ioTariante,  e  se  v'<v,  si  poirllor- 
mare  più  d*un  iovariaate  dei  grado  assegnato. 


LEZIONE  XLV. 
Ccvcariante  —  Emanante  *—  Controvariante  -«  EveiiamU. 

.  Cotariante. —  Abbiasila forma 
(1)  u=(a,6,c,  ....)(x,y,z,  ••..)* 

del  grado  ti^^ ,  e  di  qualunqae  numéro  di  variabili.  Sia  inoltre 
(î)  9  (a ,  6 ,  c ,  ec. ,  oc,  2/,  z,  ec.) 

una  funzione  omogenea  ianto  rispetto  ai  GoeiBcienti,  cbe  aile  ywàA 
délia  forma  (1)  ;  questa  fuozione  (2)  sarà  un  covariante,  se  iras- 
formando  linearmente  la  u»  e  sostlueodo  i  coeffici<^nli  A,  B,  ecek 
varîabili  X,  7,  ec.  délia  trasformaia  nella  funzione  f ,  ribulta 

ç  (i ,  B ,  C ,  ec. ,  X.  r,  Z,  ec.)=Jf**<p  (a,  6,  c,  ec. ,  ac,  i/,  2,  ec), 

in  eut  JV  rappresenta  il  module  délia  sostituzione,  e  (jl  un  inlero. 

Come  per  grinvarianli,  cosl  pure  pei  coyarianli  si  possono  avereco- 
variaotl  d'an  sistema  di  forme  dello  stesso  o  di  diverso  grado.  Inolut 
pu6  notarsl  cbe  se  la  funzione  f  è  di  grado  zéro  rispelto  aile  wibî- 
li,  la  précédente  definiz'one  rientra  in  quella  deirinvariante  (n.*  62II)' 

•SS.  Tbokbha.  —  Un  invariante  d'un  covariante  d'una  dola/br- 
ma  è  pure  invariante  di  questa  forma. 

Imperocchè  trasformando  linearmente  la  forma  data  aos^+ec.  évt 
ne  AX*  +  ec.  ;  e  similmente  un  suo  covariante  a'x^  +  ec.  divieBi 
A'X^+ec.  ;  inoltre  l'inyariante  del  covariante  dovendo  essere  uDabn- 
zione  dei  coefficienti  di  questo  covariante,  devesi  avère 

?  (A' ,  ff ,  eo.)=JPç  (a' ,  6' ,  ec.) , 

oveffè  il  module  délia  sostituzione.  Ora  i  coefBcienti  A',£See. 
sono,  in  générale,  délie  funzioni  dei  coefficienti  A,  S.  ec.  moltiplieak 
per  cerie  potenze  del  module,  come  parimente  i  coefficienti  a\  6\et 
sono  analogbe  funzioni  de'  coefficienti  a,  6,  ec.  ;  quindi  sostitaendi 
nella  précédente  relazione  invece  di  A\  B' ,  ec.  ^a'  jb'  n  ec.  dem 
funzioni,  rlsullerà  ^  (A,  B,  C,  ec.)=Jir4;  (a,  6,  c,  ec),  cioè  s'afri* 
invariante  délia  forma  data,  c.  b.  d. 

Similmente  puô  dimostrarsi  cbe  un  covariante  cTun  covarias^ 
duna  data  forma  è  covariante  di  questa  forma. 

6S6.  Tbokbha.  —  Una  funzione  simmetrica  composa  délie  èf 
ferenze  fra  le  radici  a  due  a  due^  e  le  differenze  tra  VincogniH^^ 
una  0  jdU  radici  ë  un  covariante,  purchè  ciascuna  rodice  eniri^ 
stesso  numéro  di  voUe  nella  data  funzione. 

Cosl  £  {0(i''Ci^)\ùL^—a^)^  è  un  covariante  d'una  cubica.  La  difflosk» 
zione  è  analoga  a  quella  del  n.^  628. 

4IS9-  Ora  pasaeremo  a  trovare  un  sîmbolo  d'operaxione  pel  caloi 
d'un  invariante,  o  covariante  d*una  forma  binaria  di  qusdttnqoe  gni^ 
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E  per  ciô  osserveremo  da  prima  che  dalle  fiormole  di  trasfonmizione 
(3)  x^l^X-hv^^Y ,    î/=    X,  jï+m  Y  si  trae 

MX=y^  05-11,  y  ,  MY=  -Xj  aj+X,  y  , 
esseDdo  Jf  il  modulo  X|m-|i|X2.  Derivaado  queste  formole  s^oUiene 
--d^  _.dX  ^dy       .       -_dY    . 

*ds=«*«'  «d^=-«'"  "ds=-^'  *dï;==^'î 

ma  la  fonna  bioaria  ti=f(i»,  y)  trasformata  diviene 

t(k,X+v.J,  X,A+|Ji,Y)=F(X,  Y)=P, 
du    dO.dX     dl^dy     I    /dU        dU    \      ,    ^  ^.^^ 

dtt_dPdX    àUdY_i_/àU        dU    \ 
ày'^àX  ày'^ûTûy'^  M  \    dX^'^^ûY  ')  ' 

le  qoali  formole  possono  essere  scrltte  cosl  : 

dtt_  1  r.  dU        /    dP\i     du_  1  n   du        /    dPxi 

""dS-¥L^*dY"^'^rdi;J'  d^~¥h dY^»"* r  dxj J  î 

laonde,  a  parte  il  fattore  -^  ,  le  derivate  3-  e  —  t-  si  trasformano  li- 
*^  Jlf  6y       ôx 

nearroente  con  la  slessa  regola  con  la  quale  si  trasformano  a;  ed  y*  E 
quiadi  segue  che  se  una  fuozione  bioaria  u  =  f  (x,  y)  trasformata  li- 
oearmente  divieoe  V=¥{X^  Y],  allora  io  virtù  délie  precedeoii  forme- 

le,  sarà  f  (5^ , -J^)  = -ijF  (^, -^)  .essendonilgradodel- 

la  u  ;  quindi  f  (  j- ,  —  -p  j  è  un  covarianle  0  un  invariante,  seconde 

che  le  due  derivate  t-  .  —  sono  fnnzioni  di  x  ed  y,  0  sono  costan- 

dœ  '  01/  ^  ' 

li.  Più  distinlamente,  se  in  una  forma  bioaria  poniamo  in  luogo  di  «  e 

y  i  simboli  d'operazione  -r-t-T-t  olteoiamo  una  formola  simboUea 

dy       dx 

di  operazione,  la  quale  applicata  sulla  stessa  forma,  0  sopra  un'altra 

simile  prodoce  un  invariante,  perché  le  derivate  —  ,  — saranoodel- 

]o  stess*ordine  che  è  il  grade  della  data  forma,  e  perciô  eseguite|le 
derivazioni  ogni  derivata  che  entra  in  quel  simbolo  risulterà  eguale  a 
un  coefficiente  della  forma  data,  si  che  il  risultamento  deiroperaxione 
sarà  una  certa  funziooe  de^soli  co^flicienti  della  forma  proposta,  e  sarà 
ctel  2^  grado  mpello  a  detti  coefficienii.  Che  se  poi  coq  la  slessa  for- 
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mola  simbolioa  si  opéra  sopra  una  forma  anche  bioaria,  ma  di  gnfe 
superiore,  ctae  non  sia  uo  covariaote  délia  prima,  s*otUeae  an  cou* 
riaole  del  sisteœa  délie  due  forme  ;  e  se  la  seconda  forma  dî  gndi 
superiore  è  un  covariante  di  questa,  il  risultamento  sarà  pure  an  eo- 
variante  délia  forma  data.  In  fine  se  ad  x  e  j/  si  sosUiùiscono  ndh 

du       du 
forma  data  i  Talori  di   3~  ^  -  ^9  ^^  ^9  ^^  générale,  un  covarianiei 

EsB.  1.^  —  Data  la  forma  qoadratica  u  =  aoa^+2a4an/+(byVe» 
stituendOTi  a^j^-^âZ  iQ^<)<^  di  x.e  1/  si  à  il  simbolo  d'openoone 

/     d*    ^       d*  d*\ 

(4)  (^-d^-^-d-^+^^d-^j^- 

Ora  se  con  queslo  simbolo  s'opéra  su  la  stessa  forma  dala  s*ottiac 
4  (a^a^-aj),  quindi  aoat— a^  è  un  invariante  di  quella  forma,  eoae 
si  sapeva  (n.®  621).  E  se  con  lo  stesso  simbolo  s'opéra  sDllafonoa 
b^ccV26«a!ii/+{>9t/'  simile  alla  data,  si  à  2  (aob^  "  2a,6|  +  b^a,),  00k 
Oo^t— 2a,b«+boai  è  un  invariante  del  sistema  (aoos^^-ec. ,  6oac*+ae.), 
il  che  pure  si  sapeva.  Se  poi  r on  lo  siesso  simbolo  (4)  s*  opéra  sdb 
cubica  aoX*+3aia;*î/+3ajaîy*+a3Î/*  s'otliene,  ad  ecceziooe  d*  a 
coefficiente  3,  ao(a3iœ+a5i/)-2a,(a,a5+a,î/)+a,(aoa5+a,t/) ,  cioè» 
covariaote.  In  fine  se  nella  stessa  quadratica  u  si  sostituiscono  Inii' 

ri  di  AT  ô  ~  J"  Invece  di  x  e  y,  s*  olliene,  ad  eccezione  del  eoel- 

flcienle  4,  ao  (o,aB+ajj/)*-2a|  (aoX+a,2/)  (a,x+ajy)-f-aj  (a^x-\^f^ 
il  quale  non  è  pcrô  un  covariante ,  perché  A  scinde  in  duefotUR 
cofl  :  (a^a^-a*)  (aoX*+2a,œî/+a,t;*),  cioè  è  il  prodoito  délia  stos 
forma  data  pel  suo  invarianie. 
EsEM.  2.®-Abbiasi  la  forma  hiquadratica  (ao...aJ  (x^yY:  lafonM* 

la  simbolica  cbe  si  trae  ponendovi  t^  ^  "  x~  ii^  luogo  di  a;  e  y  è 

d*     I       d*     .^    ,    d*       ,        d*  d* 

"^^d^*  "*^'  d^cte  "^^^ Vd^*  ^^""^  5^»+"**  to»  • 

e  applicala  alla  stessa  forma  dà  T invariante  aoa4-4a,a,+3aJ,  ilqtf- 
le  e  del  2®  grade,  rispelio  ai  coeiBcienti. 

In  générale  una  forma  binaria  di  grado  pari  ammette  un  tRM- 
rtan/e  di  2^  grado  rispetto  ai  coeffidenti,  corne  sopra  è  dimosUato* 
Cosl  per  la  hinaria  (a» ,  a,  ...  o^J  (ce,  t/f^  Tinvariante  è 

Paragonando  questa  formola  con  la  S^^^ns^^— ec.  del  n.^  2SS,à 
conchîude  la  proposizione  se$;uente  :  la  somma  deUe  potenzeïïF 
délie  radici  deWequazione  aiquadraii  délie  dilferenzeèrincari» 
tequadratico  délia  funzione  (s©  ,  s, ,  ...  SjnJ  (x,  y)*". 

EsBH.  3.^  —  Per  la  forma  binaria  cubica  (a^ ...  a,)  (sa,  y*)  il  sifr 

bolo  tfoperarione  è  a,  ^  -3a,  ^  +30.5^.  -o,^, .  e  appt 
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cato  alla  stessa  tonna  d&  per  risultamento  zéro.  In  générale,  ae  la  for* 
ma  btnaria  è  di  gtado  impaH,  qwl  Hmbolo  Saperdzionef  dedéitù 
dalla  stessa  forma  e  ad  ^sa  appticatOf  conduce  a  un  risuUamento 
nuUo  identicameTUe. 

Âpplicaodo  lo  siesao  précédente  simbolo  alla  forma  (b«  ».  b^)  (x^y)^^ 
simile  alla  data»  si  à  il  seguenie  inyariante:  aobs—boO^-iiaJi^^M 
del  aistetna  délie  due  forme  simili  (ao—o,)  (x,yy,  (60 —^s)  (^^Vn 
ohe  poi  s'annuUa  quando  queste  due  forme  coincidooo  in  una. 

•S9.E  m  a  nan  te.-DQesistemi  di  variabiH(a?,j/,z,ec.))(^'>y'9^>^0 
ai  dicono  coKredienti,  allorchè  sostituendo  ad  x,  ee.  le  formole 
X|X+mY+VfZ+ec. ,  ec. ,  ancbe  aile  x'y  ee.  sMnteadono  soatitaite  le 
formole  X|X'+iJi,r+V4Z'+ec. ,  ec. ,  Ora  se  in  una  forma  u  si  sostiloi- 
sce  x+kaf  ad  x,  y+ky^  ad  y,  ec. ,  e  si  sviluppa  seconde  la  formula 
di  TATLoa  (o."^  Soi),  i  coemdenti  délie  poterne  di  k  ànno  la  for- 

^^V^di'^d' '^^j  ^' ^ ^ ^® *^' ^f^^)» {^9 y' 9 ^\ ôc.) sono 00- 

gredienli  )  detli  coeiBcienti  prendooo  il  nome  di  émana nti  délia 
data  forma  u,  e  sono  il  'primQ^  tecondo,  ec.  seconde  cbe  p=f  »  2,  ec. 
•S9.  Posto  ciô,  iïfjpd  enyommX^  è  un  eovarianle  deUa  corrfepon* 
ctente  forma.  In  falti  osserviamo,  che  se  in  u  si  pone  x+kx^  iovece 
di  as  «  e  poi  ad  X  e  x'  si  sostituiscono  XfX+oc. ,  X|X'+ec. ,  qael  pri- 
mo  X  diviene  X,X+|t, y+v,Z+k  (X|X'-i-ii,F+v,Z')  ;  e  se  invece  sosli- 
tuiamo  in  u  la  formola  X,X  +  ec.  ad  x ,  e  pol  pooiamo  X  +  kX'  inve- 
ce di  X,  ec. ,  lo  stesso  x  diviene  X,(X+fcX')+|ii,(r+kF)+v,(Z+fcy) , 
ora  questo  risultamenio  è  ideniico  al  précédente.  Lo  stesso  ragiooa- 
mento  vale  per  y^  z,  ec.  Quindi  se  u  si  trasforma  linearmente  in  U^ 
tanto  varrà  porre  x+fcx' ,  ec»  in  luogo  di  x ,  ec.  in  u ,  quaoto  porre 
X+kX' ,  ec.  iûvece  di  X  nella  trasformata  V;  per  consegoenta  1  due 
risultameoii  dovranoo  essere  identici,  e  perciô  saranno  Ira  loro  eguali 
i  coeiBcienti  délie  uguali  potense  di  k,  0  vero  sarà 

poslo  X|X+ec. ,  invece  di  x,  ec. ,  e  X|X'+ec. ,  inyece  di  x' ,  ec.  :  al- 
lora  il  primo  membre  di  questa  formolà  è  un  émanante  ;  e  poiehè  la 
relasiooe  précédente  è  quella  de'covariaoti,  quindi  h  vero  o*  c.  b^  d. 
eiO»  In  virtù  délia  précédente  relaiiône  possiamo  stabilire  la  pro- 
posizione  seguente  :  se  in  un  ema/nantê  ai  conatderino  x' ,  y' ,  ee. 
corne  «orioUK,  e  x,  y,  ec.  corné  coatanti,  ogni  invariante  di  quel- 
Vemana/nte  $aTà  un  covarianie  deUa  forma  primUiva. 

In  fatti  la  formola  i?=  (^'t""*"®®'/  ^^^^  d^"*"^*  ^^  ^^  ®^*' 

nante,  se  trasfonnando  Ibnearmente  x,  1/,  ec. ,  si  Irasformano  lioear* 

dT 
mente  ancbe  x' ,  j/'  ;  e  il  risuUamento  sarà  délia  forma  X'^  ^â^p'''^* 

(b.^  prec.).  Ora  se  la  trasformaiione  di  x%  j/S  ec.  soltanto  Irasforma 
RoBUif,  Cùfnptem/snio  df  AlgBbra  45 


384  OOMniWBnO  AOLI  BLBlfBIITI  d'aloibea 

la  fiioxione  oc^  -^  +ec.  io  q^X!^  +  ee. ,  ne  segue  che  i  cœffiàeaf 

9o  >  ce.  devono  essere  tali  fanzioni  di  x,  y,  ec. ,  che  trasformandoS- 

d'F 
nearmente  quesle  variabili,  qaei  coeiBcieDtideYonsi  matare  in  -r=^,ec 

Ha  un  ioyarianle  /  di  £,  considerata  E  corne  funiione  délie  sole  larâ* 

bili  x\y'  i  ec. ,  è  una  taie  funzione  de*  coefBcienli  go  >  ®<^m  die^ 

ferisce  per  una  potenza  del  modolo  da  una  simile  funzione  foroB^ 

dai  coefflcienii  de)la  trasfonnala  17,  i  quali  sono  i  coeifideDU  <;«,ee. 

quando  x,  ec.  si  mutano  in  X,X+ec. ,  ec. ,  e  che  sono  propriameote 
^p  jj 

-rz^s  ,  ec.  «  corne  abbiamo  mostrato  ;  laonde  rinvariante  J  è  una  tak 

funzione  di  -r-«  ^«  >  cbe  trasformando  linearmente  x'  «  ec.  diffinri 
dar  ^pjj 

per  una  potenza  del  module  dall*anaIoga  funzione  in  — ^^  ec.,  epert 

sarà  un  covariante  della  forma  data,  c.  b.  d. 

•41.  Combinando  questa  proposizione  con  quella  del  n.^  631  pas- 
slamo  foimare  de*  covarianti  d'ordine  superiore  al  2*^  per  le  binirie. 
In  htti,applicaDdo  Tiavariante  a^a^—a^  della  binaria  quadratica  aD'e 

manante  dl  2*^  grade  a/*  ^  +2x'i/'  j^+y  *  ^^ ,  si  à  la  foronli 

d^A  dMi     /  dhb  Y 

pei  covarianti  di  forme  binarie  di  grado  superiore  al  2.® 

Similmente,  essendo  aoa^'-^a^a^+ial  un  invariante  della biqoadn- 
tica  (Go ,  • .  • .  a*)  (x,  yy ,  e  applicandulo  all'emanante  biqumiralico 

(;gf^+yf  _  j  u,  si  irova  la  formola 

d*u  d^_i    d*u     dh^        /  d*u  y 
dx*  di/*      dx'dy  dxdy'       Vdx^dyV 

pe'  covarianli  délie  binarie  di  grado  superiore  al  4^  ;  e  cosi  appres» 
EsBMPio.  -  Sia  la  cubica  u=^(%,  •••  a,)  (x,  y)^:  appHcandoilâfr 

bolo  (6)  avremo:  (Ooaj-aî)  x*+2.t(OoOi-a40»)  xy-hCaiOs-c}) j* 

cbe  sarà  un  covariante  di  2®  grado  della  proposta  cubica. 
Similmenle  per  lâ  biquadratica  (ao,  ...  a^)  (x,  i/)*applicandok 

stesso  siœbolo  (6)  si  trova  il  seguente  covariante  di  4^  grado  : 

(OeOt-ai)*  x*+4  .  ^a^Gfr-a^a^)  x*t/+6  .  ^{aoa4+2a|a5--3o})xy 

+4  .  iia^a^-ata^)  xy^+ia^a^-ùDy*. 

M2.  Reciprocamente  da  questi  covarianti  possiamo  oltenered^ 
grinvarianti  della  forma  primitive,  formando  gHovarianli  di  essicr 

d** 
varianti  col  simbolo  a^  — p  +ec.  (n.^  637),  ove  p  à  il  grado  del  000- 

if 

riante.  Gosl  appUcando  questo  simbolo  al  précédente  covariante  dit' 
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g  radOy  s'otliene  il  seguenle  iavariante  di  3^  grado  : 

délia  biquadratica  (a^^ ...  aj  (x,  y)*. 

M8.  njacobiano  (Tun  sislemà  di  fimzioni  u,  y,  yv,  ec.  di  a(- 
tretUmte  variabiii  x,  y,  z,  ec.  è  un  covanante  del  sistema.  In  fatli 


Iztu'gpV'yW^  ec,  cbe  è  appunto  il  jacobiano;  d*aUronde  questo  deter- 
nante  è  un  inYarianle  del  delto  sistema  di  Tunzioni  lineari  (n.®  622), 
qaindi  è  un  covariante  del  sistema  di  fanzîoni  ti,  v,  ec.  c.  b.  d. 

Quindi,  conoscmti  due  covarianti  f „  f^  d'una  binarUiy  si  puà 
avère  un  nuovo  covariante  délia  stessa  forma ,  mercë  la  for- 

-    dç,  dç,     dçi  dçj 

dx  ûy      dj/  dx 

etê-  Pemano  d*una  forma  u  d*un  qualunque  numéro  di  va- 
rioMi  x« ,  X2 ,  X3 ,  ec.  è  un  covarianle  detta  forma.  In  fatti  il  se- 
conde émanante  délia  forma  u  è 

w,ja5'*+ti„T/'*+îi5s2'*+ec.+2  u,j(»'y'4-2  u,s»'2'+2  tijsj/'^z'+ec. , 

OTe,  in  générale,  Ur,  =  u^^.  a.  ,  e  il  discriminante  di  questa  f oniione 

r     t 

quadratica  à  il  segaente  déterminante  simmetrico  (n.^  579)  : 


**ii  ^n  ^is  •••• 
Wfi  «'ït  ^ti  •••• 
w»i  Wm  ^3  •••• 


.  (Wr,=t»,,) 


il  quale  è  appunto  Tessiano  délia  forma  data  (3,  603). 

eis.  Abbiam  dette  negli  Elemehti  (n.^  730)  cbe  i  due  sistemi  d*e- 
quazioni  lineari 

(8)  S=X,Ç  +X,>j  +X5Ç  ,  H=jjL,Ç+|jijij+jjL3!: ,  Z=v,Ç  -fv^i]  +V3Ç 

sidiconoTuno  derivato  deiraltro,  0  anche  aggiunto  Tunoairal- 
iro  ;  e  inoltre  fra  le  variabiii  di  questi  sistemi  à  luogo  la  relazione 

(9)  xÇ4l/>i+2§=XS+rH+ZZ. 

Ora  i  due  sistemi  di  variabilî  (x,  t/,  2),  (Ç,  1],  ()  cbe  si  trasforma- 
ffio  a  un  tempo  per  mezzo  dei  due  sistemi  derivati  (7),  (8)  si  dicono 
controgredienti. 

e46.  Sia  u  una  funzione  délie  variabiii  x,  y,  z,  la  quale  trasfor- 
mata  mercè  le  formole  (7)  diviene  una  funzione  délie  variabiliX,  Y,  Z, 
ciascuna  délie  quali,  in  Tirtù  di  dette,  formole  è  una  funzione  di  x,2/,z, 
e  reciproca mente  «iascuna  di  queste  variabiii  à  funzione  di  quelle  tre; 
laonde  nel  prendere  le  derivate  parziali  délia  funzione  u ,  rispetlo  a 
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X.  y,  Z,  s'aTrt  (n.*  558) 

_d_  _  d  dx     A  ày     d    djs  ^ 
di""dâD  dX"^dy  îx'^àz  dï  ' 

ma  secondo  le  (7)  «'  *  ^  =^i  »  jf  =^2  '  dl  "^^^  •  quindi 

dX     •  dx     '  dy     '  dz 

d_d  d         d  cld.d  d 

.     àf^^'  à^'^^d^'^^  di  '     dZ "''*  d5  ^^*  d^ "^^^ Tz  ' 
e  da  qoeste  tre  eqoazioni  paragonale  aile  (8),  dei^uciamo,  secondo  h 

A  A  A 

definiiione  del  n.^  précédente,  ^^^T'  >'â~  9^  ^^^  eontrogredienli 

di  X,  y,  z. 

641.  GontroYariante.  —  Sia  la  funzionèooa^+ec.,  che  trasfor- 
mata  con  la  sosUtuzione  (7)  diyiene  iloX*+ec.  ;  e  nel  tempo  siesso 
abbiasi  la  funzione  ç  (a^ ,  a^ ,  ec.  Ç,  >],  ec.)  de'  coeiScientI  délia  <bu 
funzione  e  délie  variabiii  S,  )],  (,  che  si  tnisformano  eon  lasostitniio- 
ne  aggiunta  0  reciproca  (8)  come  à  detta  dal  SAuioif  ;  con  queste 
doe  sosUtuzioni  la  f  dtrerrà  9  (A^,  A^ ,  ec.  S,  H,  Z»  ec.)»  e  se risolti 

9  (iio ,  i*i  *  ôo.  S,  H,  Z,  ec.)=Jlf»'?  («0 1  «f  »  «<^-  f  5»  ^»  Ç-  ««•)' 

OTC  ir  è  il  module  délia  sosliiuzione  (7),  0  (8),  la  funzione  f  prenk 
il  nome  di  controvariante. 

•49.  Evettante.  -Posto  tutlociô,  passiamo  a  mostrare coin 
per  mezzo  (Vv/n  invariante  dCuna  forma  si  passa  farmare  un  eoi- 
trovarianie  deUa  stessa  forma.  Sia  data  la  forma 

u=aoX*-ffkij  x""*2/+nft|  af^a+RJo^  x^V+^c-  ; 

e  trasformala  con  la  sosUtuzione  lineare  (7)  divenga  Ao^c^+ec.  ;  al* 
lora  è  ehiaro  che,  tenendo  présente  la  relazione  (9)^  la  frasTormUi 
di  aoaf+ec.-fft  {xl+yri+zl^  sarà  A^^-^tc-^-k  (XS+rH+ZZ)';e 
perô  se  9  (A^ ,  A, ,  B| ,  ecO^^Af*^?  (<^o  *  <Zi  1  ^i  »  ec.)  6  la  condisooi 
alla  qoale  deye  soddisfare  un  invariante  délia  forma  data  OoX^-fcCM 
un  invariante  délia  nuoya  forma  aoX*+ec.-|-fc(xÇ+ec.)*  dovrà  SM)dé 
sfare  alla  condizione 

9  (ii<r*-kE'^ ,  ilt+feH'*+ec.)=M»*9  (ao+kV ,  a,+fo)«+ec.)  : 

ora  quesi'equazione  deve  ayer  luogo  qualunque  sia  fe,  quindi  i  eorft 
cienti  délie  uguali  potenze  di  questa  quantità  ne*  due  membridftfotf 
essere  uguali  ;  cosl  che^  essendo  Ck^  un  termine  del  primo  meattbr^ 
sarà  JT^cfc''  il  termine  analogo  nel  secondo  membre,  e  dOTrà  esM 
C=M^c  ;  ma  c  è  una  funzione  délie  yariabili  ^,  ij,  ec. ,  e  de'csel* 
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f  (a^,  a|,  ec.)  délia  forma  data  a^+ec.  »  e  sTolgendo  la  f  (ao+2^S*,  ec.)^ 
coa  la  formola  di  Tatlok  (q.^  567),  i  coefficienli  di  k  Dello  sviloppo 
aaran&o  deUa  forma 

e  perô  sarà  questo  un  simbolo  di  operaziooe  per  trovare  de'controva- 
riaDti  d'una  forma  aoX"+ec.  di  più  Tariabili,  conosceodo  un  invariante 
di  detta  forma.  Il  simbolo  (10)  fu  deito  émettante  dal  Stlvbstbb, 
ed  è  il  pnmo,  secondOy  terzo^  ec. ,  sècondo  che  p=l,  2,  3,  ec. 

E^BJi.  -  Si  sa  ohe  un  invariante  della  bioaria  OoX'+SaiXy+Otî/^ 
à  il  Btto  difloriminanle  a^flf-af  ;  quindi  operando  su  questa  formo- 
la eol  Bimbolo  P  ^  +&j  :?^  +ij*  ^ ,  s'olUene  a,5»-  iaM + ajfi^ , 

dao       utti       Qor 

çhe  è  per  ^nseguenza  an  conirovariaote  della  proposta  forma. 

Similmente  il  disorimioante,  e  percià  un  invariante  della  ternaria 
quadratica  *^ 

è  ls^^al+a%al'k'atal-aoaiat-2a^a^a^  (n.^  512);  si  che  operando  su 
esso  col  primo  evetlaote 

^  dl      •  dl  .  ^  dl   .      dJ  .  ^^  di      .  d/ 

s*otiiene  il  seguente  conirovariaote  di  detta  ternaria  quadratica 

(aJ-Hi,aj)  Ç'-KoJ-OoOji)  îî*+(tt;-o,04)  ^+i{ata^-a^as)  in 

+2(aia4-aoOi)K+2(aoa5-aja4)  i)?. 

•4fl.  Ora  &remo  due  osservaiioni,  e  sono  le  seguenli:  1*  i  coeiB« 
cienti  de1I*evettanie  non  sono  quelli  del  binomio*  come  nella  forma 
data  ;  i*  se  si  voiesse  dall'invariante  I  della  forma  u  dedurre  quello 
del  sislema  composlo  da  questa  forma  e  dall'altra  {xi'\^+zlf  = 
Ç*af -HiÇ*"'îiac*~*î/+ec.  si  dotrebbe  operare  suirinvariante  /  col  sim- 
bolo g*  ^+ee.  (n.^  627),  doè  con  lo  stesso  simbolo  (i0),il  quale  per 

ci&puèessereconsideratosiacomeun  controvariante  della  forma  te,  sia 

corne  un  invariante  del  sistema  di  qi^esta  forma  e  della  (x^+iPl+^O^  ; 

ond*è  cbe  la  teoria  de*controvaiianti  puô  essere  compresa  in  quella 

degrinvarlanti  (Salkon,  Higher  Alg.  p.  105,  2^  ediz.). 

eSO.  Da  un  controvariante  possiamo  trarre  un  simbolo  di  ope- 

razione  per  formare  covarianii  o  invarianti;  o  pure  direttamen- 

te  on  controvariante .  e  reciprocamente.  In  fatti  per  potersi  dire 

che  V  (  ^  »  ^9  oc.  9  iy  1] ,  ec.  )  &  un  controvariante  ,  le  variabili 

S,  q«  ec.  devono  esser  capaci  di  subira  la  trasformaiione  reciproca  (8); 

f)    il 

e  poiebè  questa  stessa  trasformazione  subiscono  i  simboli  y-^^-f  ec. 

dpp  ay 

cône  rîmdta  dalle  formole  del  n.®  646 ,  cosl  si  puô  in  un  coatrovan- 
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ante  d'ana  data  forma  sostitoire  cotesti  simboli ,  e  s*afrà  allmm 
simbolo  d*operazione,  il  qaale  non  carobia  con  la  trasrormasiooe,  e 
applicalo  alla  siessa  forma,  o  ad  un  suo  covariante  »  conduce  a  im 
covariaDte,  o  a  un  inTarianle,  secondo  che  il  risultamenlo  conlieoe 
Tariabili,  o  pure  costanli.  Se  poi  in  u  invecè  de*simboli  d'operaâime 

y-  9  ec.  sostituiamo  i  valori  effettiTi  di  -- .  ec.  IralU  dalla  siessa  for- 

ma,  0  da  un  suo  covariante,  non  possiamo  oltenere  altrimente  cheiao 
covariante,  esseodo  le  forme  di  grado  superiore  al  1^. 

E  poiehè  la  relazione  ira  le  yariabili  x ,  j/ ,  ec.  e  le  controgT^ 
dienii  g,  i),  ec.  è  reciproca,  si  puô,  reciprocamente  al  dette  qui  io- 

naozi,  sosUtuire  in  un  covariante  d*una  data  forma  i  simboli  t?  »  t:* 

dÇ    01] 

ec.  iovece  di  x,  y ,  ec. ,  e  cosi  s'ottiene  un  simbolo  d'operaâone» 
che  applicalo  a  un  controvarianle  darà  luogo  a  uncontrovariante, 
0  ad  un  invariante 

6S1*  Per  le  forme  binarie  le  operazioni  precedenti  s!  possono  ra- 
dere  più  semplici,  imperocchèin  questo  caso  le  formole  di  IrasfomM* 
zione  direlia  e  reciproca  sono 

x=>,x-hit|r,     1/=  XjX+pL,r, 

e  queste  seconde  possono  essere  scritte  cosl  : 

(11)  Jf>j=X.H+m(-.S)  ,  -.JIfÇ=X,H+pL,(-S)  ; 

or  dal  paragone  di  queste  due  formole  con  le  prime  due,  che  dàono 
xey.  scorgiamo  che,  ad  eccezione  del  faitore  costante  JH,  le  due  va- 
riabili  )]  e  —  S  si  Irasformano  con  la  medesima  resola  che  \e  xey\ 
ciô  cuuuuce  a  slabilire  la  proposizione  .che  nelle  forme  binarie  tco- 
varianti  non  sono  in  sostanza  disiinti  dai  controvarianti  :  e  per 
f^rino  se  una  qualunque  funzione  omogenea  f  (x,  y)  trasfonnaU  li- 
nearmente  diviene  9(X,Y);  allora  la  f  (q^  -  ^),  secondo  le  fornio- 

1 

le  (11)  diviene  j^  <^  (H,  -a);  essendo  n  il  grado  délia  funzione  ;  la- 
onde  se  la  funzione  f(x,  y)  è  un  covariante,  cioè  è  taie  che  non  dif- 
ferisce  dalla  sua  Irasformata  in  X,  Y  se  non  per  una  potenza  del  mo* 
dulo  Jtf,  anche  la  f  (v],  --  §)  non  differirà  dalla  sua  irasformata  in  H 
e  —  B  se  ooQ  per  una  potenza  dello  stesso  module,  e  perd  sarà  no 
controvarianle. 

LEZIONE  XLYI. 
Délia  forma  canonica. 

BSt.  Si chiama  forma  canonica  quella alla  qnale si  puo  rido^ 
re  nna  data  forma  di  qualunque  numéro  di  variabili,  senza  perdere 
punto  la  sua  généralité:  cià  richiede  che  la  forma  canonica  non  ooo- 
tenga  mené  coslantt  arbiirarie,  sia  implicitamente  che  esplidlamea* 
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e,  di  quanlc  ne  deve  conlenere  la  foi  ma  data  nel  caso  g^nenlfl.  Pepft 
ion  sempre  avviene  che  una  forma  la  qaale  contiene  il  numéro  d^  cp- 
stanti  délia  forma  générale,  possa  essere  una  forma  canonica  di  que- 
Ua  forma  générale  ;  potendo  avvenire  che  leeqaazioni,  che  si  stabili- 
îcono  ptT  ideniificare  la  proposta  alta  irasformata ,  comunque  in  nu- 
nero  suiBcieDte  per  determinare  le  costanti .  sieno  di  tal  n^iur^  da 
ion  poter  esser  veriflcate  tulte  per  uno  stesso  sisteina  di  Yalorî  ^\ 
ietle  costanti  :  ciô  p.  e.  avvieoe  nel  caso  deireqqasione  4!  2*  grado 

1)  (x-a)*+(2/-P)*=te+my+n , 

£|  quale  contiene  è  yero  5  costanti  per  quante  deve  contçnerne  on*e- 
]uazione  générale  di  questo  grado  ax^+bx}/+cx+d2/+cx-(-l=o  ;  ma 
nianto  la  (1)  non  pu6  esser  identiiicata  cun  quest*ullima  equazio- 
le,  poicbè  i  coefficienli  di  x* ,  y*  ed  asy  in  queirequazione  sono  ri- 
>peliivamente  f ,  1  e  zéro,  e  ànno  perciô  valori  assegnati. 

La  irasformazione  d*una  forma  générale  alla  sua  forma  eanonfca, 
»*esegue  con  le  formole  délia  trasformazione  lineare,  perché  eon  que- 
ila  le  relazioni  tra  invarianti,  o  covarianti  restano  inatterate  :  d'onde 
>oi  segue  che  in  certi  casi  la  trasformazione  puô  fi^rsi  in  inflniti  modi 
orne  andremo  qui  appresso  a  dichierare. 

•SS.  Supponiamo  primamente  che  si  traUt  délia  binaria  quadra- 
ica  (Oq  ,  Oi ,  a,)  (x,  ;/)*  :  questa  con  la  irasformazione  lineare  puà,  esh 
lere  trasformata  neiraltrapiù  semplice  A^-fY^,  essendo  X,  Fi  due  bi- 
lomii  IiX+n^iy,  liX+m^y  ;  ma  quesla  trasformazione  puô  esser  fatta 
n  in&niti  modi  ;  imperocchë  la  trasformata  X^+Y^  contiene  4  costanti 
I  «  ^1 9  Is?  ^1 9  c  P^r  poter  soslituire  la  proposta  non  deve  coptener- 
16  che  tre:  si  che  una  di  quelle  quatlro  puô  esser  prcsa  ad  arbitrio, 

quindisi  determînerannu  le  altre  tre,  ideniificando  lé  due  forme, 
n  générale  una  forma  quadratica  di  miariabili  contiene  |  m  (m+1) 
ostanli,  e  perciô  puô  essere  ridotta  in  infinité  guise  a  uu'altra  foiT 
aa  composta  délia  somma  di  m  quadrati;  imperciocchè  vi  saranno  in 
nesta  m'  costanti,  quindi  ne  rimarranno  \{m-^)m  arbitrarie.  Per 
Itro,  comunque  questa  trasformazione  possa farsi  in  inflniti  modl,pur- 
uttayolta  il  segno  di  ciascuna  quadrato  délia  trasformata  non  è  atbi- 
rario  :  cosl  se  una  data  binaria  quadratica ,  puô  trasformarsi  u^\h 
t»+Y*  ,  non  si  puô  pure  trnsformare  nelFallra  D*— F*  ;  imperocchë 
oeste  due  forme  per  rappresentare  la  slessa  forma,  doyrebbero  es- 
ere  id^entiche,  e  ciô  non  puô  aver  luogo  perché  ^  +  F^  si  8Copip9fi9 
1  faltori  immaginarii,  e  IJ*— F*  in  fattori  realL 

Consîderiamo  in  secondo  luogo  la  ternaria  cobica  :  essa  contie- 
e  dieci  costanti ,  e  perciô  puô  essere  ridotta  alla  forma  canonica 
:'+F'+Z'  +  6XXYZ.  essendo  X  una  costante  arbitraria  ;  in  fatti.  le 
uantilà  X,  F,  Z  rappresentano  Ire  trinomii  lineari.  ciascuno  de^quali 
[intiene  tre  coslanti  arbitrarie ,  quindi  tutti  insieme  ne  contengon 
ove.  aile  quali  aggiunia  la  X,  abbiamo  le  10  costanti  necessarie  per 
ssere  générale  la  forma. 

Consîderiamo  ancora  la  ternaria  quadratica,  la  quale  contiene  sei 
istanti  arbitrarie  ;  essa  puô  essere  ridotta  in  infinité  guise  alla  forma 
*+F^+Z^ ,  che  contiene  nove  coslanti  ;  ma  se  la  data  ternar*a  è  ri- 
ucibile  a  questa  forma,  non  si  puô  pure  ridurla  alFaltra  D^+F*— ?P; 
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peroecbè  dovrcbb' essere  idenUesmente  X*+y*+Z»=D»+f*-IP, 
0  sia 

e  ponendo  'k^x+]kiy-\-^iZ=o ,  X,x+ijl2J/+Vj2=o,  il  primo  membrosiri- 
durrà  a  una  quaiiliià  positiva,  corne  somma  di  tre  qoadrati,  e  ilse- 
conrlo  a  uQa  quaalità  essenzialmente  negativa,  il  che  non  puôessere. 
nu,  Poslo  ciô  passeremo  a  dimostrare  la  proposizioae  seguente 
doTuta  al  Syltestbr  :  ogni  forma  binaria  di  grado  impari  2n>l 
puà,  in  générale,  essere  ridotta  a  una  somma  di  n  potenze  delio 
8le88o  grado  2n-l  di  binomii  lineari  ;  vale  a  dire  che  puà  essere 

(2)  ^a  xP-»^  y»»=2;  (liX+roiy)P  , 

ptifc^è  sia  p  un  numéro  impari  :=  2n  —  1 ,  e  che  i  prenda  itUJli  i  va- 
Ion  0,1,  2,  3,  .••  n-1. 

Questa  proposizlooe,  teoricamente  parlando,  è  vera,  perché  ilûn- 
mero  délie  coslaati,  che  entrano  nelle  funzioai  rappresentate  dai  dœ 
membri  delfequazione  précédente,  ë  1o  stesso  per  entrambe,  cioë2»; 
ma  vedremo  che  laWolta ,  potrebbe  la  trasformazione  non  riusdre. 
Bagioneremo  sopra  la  binaria  cubica  (a^  •••  a^)  (ce,  j/)',  senza  che  per- 
ciô  le  conclusiooi  sieno  meno  generali.  In  queslo  caso  p«^rtaoto  dcTesi 
dimostrare  la  possibilità  di  trasformare  quella cubica  nella  sommai 
due  cubi,  cioè  in  modo  da  rendere  idenlicamente 

(3)  aoa5H3a,ac*t/-f3ajxyHfts2/'=(Ioœ-i-mo2/)'H-(l4œ+m,t/)». 

Syiluppando  le  potenze  ed  uguagliando  i  coefBcienti  de'terinini  simii 
ne'  due  membri,  si  ànno  le  seguenti  eguaglianze: 

e  per  provare  che  la  trasformazione  (3)  puô  aver  luogo ,  convien  ot- 
strare  che,  in  générale,  si  possa  mercè  queste  ugaaglianze  deienv- 
nare  le  costanli  lo  »  ^o  ?  ^  »  ^i*  ^^^  ^^^  pongasi 

(5)  f7io=ao^o  i    wii=aili , 
e  le  (4)  diverranno 

(6)  iî+IÎ=Oo ,  (toll+oi,ll=a^ ,  ajlj+aîlî=a, ,  aîïj+afjf^o,: 

or  considerando  {J,  l\  corne  due  incognito  a  i^  grado,  beo  si  vedeck 
se  per  determinare  queste  ignote  si  adoperano  le  prime  ire,  olei^ 
lime  tre  délie  (6),  dovremo  in  ogni  caso  avère  un*equazioDe  dicoidi' 
zione  :  queste  condizioni  sono  le  seguenti  : 

M    1  tto 

(7)  Oo  ai  Oi    =iioao+ilia|-fil2aj=o  , 


\ 

1 

o„ 

«0 

«1 

Oi 

«i 

«î 

0, 

i 

1 

a* 

«0 

«1 

a, 

«5 

«î 

«s 

(8)  Oo  «I  Os    =io^i+-A|Cti+^ta3=o  9 

aj  aj  a, 
ove  le  (A)  dinotano  i  rispetti^i  complementi  algebrici  délie  (a),  Ossfi^ 
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1 

1 

1 

a« 

«1 

A» 

«5 

aî 

2* 

z    è  nullo,  quando  supponrï 


Tiamo  ancora  che  il  déterminante 


::;  =  tto ,  o  pure  2  =  a,  ;  si  che,  in  quesia  ipolesi  avremo  Tequatione 
-^o+^i^+iljZ^^o,  che  aggiunla  aile  due  precedenli  rormano  il  seguen- 
te  sislema  : 

il  quale,  eliminando  A^^  k^^  il^*  ^^  ^^^%^  alla  condizioue 
(9)  tto  a,  Oj   =0. 

«1    «2    «3 

Mercë  quesfequazione  di  V"  grado  si  determiDeranno  i  due  vatori  di  z 
dinotati  da  o^  e  a,  ,questi  valori  si  sostituiranno  nelie  prime  due  (6)  , 
e  si  risolveranno  quelle  due  equazioni  consideraodovi  IJ,  If  corne  due 
ignote  lineari  ;  indi  Irovati  i  Yalori  di  Iq  e  l,  si  sosliiuiranno  nelle  (5) 
insieme  con  quelli  di  Oq  e  Sf ,  e  s*a¥ranno  qutUi  dl  m^  ed  mj.  Ci6  pro« 
va  che  la  trasformazione  puô  eseguirsi  sin  che  si  ànno  valori  finit! 
per  1^1 1',  (*)  il  che  à  luogo  quando  il  déterminante  ai-a^  délie  prime 
due  equazioni  (6),  dalle  quali  sono  stati  ricavati  i  valori  di  IJ  ed  i^  , 
non  risuUi  nuUo  ;  ciô  vuol  dire  che  per  la  possibiittà  delto  irusfor- 
mazione  le  radici  deirequazione  (9)  devono  essere  disuguali. 

6SS.  L'equazione  (9)  portail  nome  di  canonizzante,  essendo 
che  serve  a  determinare  la  forma  canonica  délia  binaria.  À  detta  equa- 
zione  si  posson  dare  allre  forme,  le  quali  come  vedremo  ci  porgeran- 
no  un  altro  mezzo,  onde  determinare  i  binomii  lineari  délia  forma  ca- 
se 
nonica.  Ed  in  vero  poniamo  primamenle 

e  ne  risulterà 

(10) 


inluogodizneUa(9), 


a. 


œy  X' 


a, 


a*   a 


=  0 


era,  come  osservô  il  Catley,  si  à  per  la  teorica  délia  molli plicazione 
de'  determinaoti 

1  0  0  -** 

X  y  0 
0  X  y 


y^-xy  X* 


a«  a, 


Om    a, 


a^ 
% 


y 

a 
a 


0  0 

ajoc-l-ajy  a^x+a^y 


quindi  dividendo  primo  e  secondo  membro  per  y^  risulla  il  primo  de- 
terminante  del  primo  membro  eguale  al  deleni)inante  dei  secondo 
membro  soppressevi  1"  verticale  e  1^  orizzontale;  quindi  la  (10)  puô 
essere  rappresentatabenancbesotlo  la  seguente  forma  : 

ttoX+a^y    a^x-ha^y 
(41)  =0. 

a,cc-|-ajy    a^x^a^y 

(* j  Le  costanti  Iq,  li  dovranno  aver  sempre  almeno  un  valore  rcale^  per- 
ché dipendooo  da  equazioni  di  grado  impari. 
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Poslo  ciô  si  ponga 
(12)  Uo^kx+moV  ,    ti,=l,x+miy , 

in  modo  che  sia 

prendeodo  le  Ire  derhate  di  2^  ordine  di  qaest'equ&zione,  e  tenenilo 
présente  che,  in  virtù  délie  (12),  {u^y^  =  h ,  Wy  =w»o  •  (t*i)'x='i. 
(Wi)'jptn, ,  troyeremo  : 

laonde  il  déterminante  (9)  diviene 

e  scomponendo  queslo  déterminante  in  déterminant!  a  linee  sempfr 
ci  (E.  n.^  692)  si  troverà  che  tutti  questi  determinanti,  ad  eccezio- 
ne  d*un  solo»  s'annullano  identicamente,  e  risulta  {l^mi  —  m|L|)%»,. 
Quindi  il  prodolto  {x^-X^y)  (x+k^y)  dei  due  fattori  lineari  in  die 
si  scompone  il  primo  membro  (11)  è  proporzionale  al  prodoUot^u,; 
e  perô,  una  voila  risoluta  la  canonizzanle  (11),  si  potrà  prenderepei 
lio  e  u,  i  due  fattori  corrispondenti  allé  due  radici,  moltiplicafi  cii- 
scuno  per  una  costante  diversa,  vale  a  dire  si  puô  porre 

OoxH3a,û5*2/+3a3iœj/Ha32/»=Ao(x+Xo2/)H4«(»+X,î/y, 

e  quindi  si  traitera  di  determinare  le  sole  A^^  A^j  il  che  puô  fais 
eguagliando  soltanto  i  coemcienti  di  x^  e  y^, 

EsBHPio.  —  Sia  ac*  —  3x*y +  6x*y  —  2t/*  la  cubica  data  :  in  qnesli 
caso  la  (10)  è  œ*-2i/*=o,  si  che  i  fattori  binomii  x+koVi  ac+3^iy,  sofifi 
x-y\l2  ,  x+y)li  ;  quindi  ponendo 

a5'-3x*2/+6x*2/-2j/»=ii»  (x-j/y/ï  )*+A|  (x-^-y^i  )* , 

e  paragonando  i  coefflcienli  di  x*  e  y* ,  si  à  A^i-A^^l,  ilo— il|=»i 
d'onde  si  Irae  A^=Ui+yJi),A^=U2-yli),  e  perô  x»-3x*y+6xV^ 
=Î-(2+>/1)(x-î/>/2)VK2-n/2)  (x+ysHy. 

eSH-  Se  il  metodo  qui  innanzi  esposto  si  vuole  applicare  alla  fe" 
ma  binaria  di  grado  pari  2n,  per  trasformarla  in  una  somma  di  n  po- 
tenze  di  grado  2n,  si  giunge  a  un'equazione  di  condizione.  PoniaffiS 
esempio  che  si  voglia  trasformare  una  biquadratica  in  udh  soniiB 
di  due  quadrati;  allora,  corne  è  agevote  veriûcare,  inyece  délie  qualtri 
equazioni  (4)  ne  avremo  cinque,  cioë 

e  ponendo  tHo^OoIo  9  mi=a|I| ,  s*avranno  cinque  equazioni  analogke 
aile  (6),  le  quali  cinque  equazioni  combinate  corne  quelle  (6),  m 
prendendo  la  prima,  seconda  e  terza;  poi  la  seconda,  terza  e  quaru: 
e  flnalmente  la  terza,  quarta  e  quinta,  dùn  luogo  aile  tre  equaiioai 

A^QQ-rA^a^-^A^ax^o  ,  Affli-^A^a^-^Aïa^^o  ,  A^a^+A^a^+A^a^^o. 
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]aUe  quali  elimioando  A^j  A^^  A^  si  à  la  condizione 

Oo  tti  flj  j 

[13)  0|  aj  a^   =  aoata3+2a|aja3-ao0|-a4aj-û5=o. 

^2  a,  04 

Juando  quesrequazione  6  ^erificata  si  potranno  combinare  due  qua- 
unque  délie  tre  precedenti  equazioni  con  Taltra  ^o  +  A^z-\'A^'^=o , 
orne  ai  d.^  654,  e  s^Qvrà  la  canonizzante  per  ridurre  la  biquadratica 
Oo , ...  a*)  (x,  î/)*  alla  forma  (loaî-HWojf)*+(l|a5+m|i/)*.  Queslo  stes- 
;o  ragioDamenIo  si  puô  applîcare  aile  binarie  di  6^ ,  di  8®  grado,  ec. 
SSV.  lotanlo,  quaado  la  précédente  condizione  non  è  ^eriflcata^  si 
>uà  la  biquadratica  ridurre  alla  forma  u^+d^+6Xu*v*  ,  essendo  utv 
soliti  binomii  lineari,  e  X  un  altro  coei&ciente  da  determinare.  In 
ai(i  sia 

uv={l6X+moy)  (Ux+m^y)={A^  »  ili ,  -Ai)  (x,  yy , 

isseado  io=Ioli  »  iA^=lffln^'\-moK  >  ^^t  ==  ^o^i*  ^i  ^9^^^  sairidenttlà 

dp, ..  a*)  (x,  î/)»=u*+v*+6Xw*«*colsimbolo(ilo,il„il2)  {jz^-^  y 

snendo  présente  che'per  essere  u  =  toX  +  moy ,  v  =  liX+m^y^  si  à 

fi     ,     du  dv     ,      dt)  ,   . ,         ,_    ..   •   u  1 

-  =  L  »  T-  =  Wo ,  -;-  =  li  >  -r-  =  Wi  ;  cosi  si  trova  che  il  simbolo 
X  dy  '  dx  dy 

perativo  applicato  ai  termini  u^  e  v*  conduce  aile  due  espressioni 

^  quaU  sono  identicamente  nulle  in  virtù  de*  soprascritli  valori  di  A^^ 
4  ,  A^»  Applicando  io  stesso  simbolo  al  termine  GkuH^ ,  si  à  per  ri- 
illamento 

48X  [A^m^,m^-At  {lo'ni^+mJ^)+AiloQuv=^ii.V<{AoA^-A])uv, 

Liindi,  se  si  pone  8X  (i4oil|-At)=X'  ;  si  opéra  con  la  stesso  soprain- 
cato  simbolo  sulla  biquadratica;  e  si  pone  in  lu^^go  di  uv  la  sua 
pres^ione  (^o*  -^i»  ^tX^  »  y)^i  avremo,  sopprimeodo  il  fatlore 
i ,  rideotilà 

loa,-2il|at+Ajao)x*+2(i^a3-244(^+i,a,>xy+(4oa4--2A4a5+/ljat)î/* 

=  X'  {A^x^+2A,xy+A^y^) , 

ide  ne  seguiranno  le  uguaglianze  seguenti  : 

IAoCLi-^iA^a^+AiOo^^'Au , 
iloa5-2il,Oj+Aja|=X'A, , 
Aoa4-2il,a5-HAjaj=X'4, , 

ille  quali,  eliminando  A^,  A^^  A^ risulla Tequazione 

Oj— X'  a,         o^j 

a^       a,         Oi-X' 
X'*— (aoO^-aïaj+Soî)  X'-2  {aQata^^ia^afa^-aoal-a^a'i''al)^OJ 
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cbe  serre  per  determinare  X'.  Pre^a  uoa  qualunque  délie  radidfi 
quesl'equazione  si  soslituirà  nelle  (14),  c  si  determineranno  i  rappc>itl 
di  due  dei  coefficienii  A^^  A^^  A^eâ  lerzo  ,  con  cbe  restera  deierm- 
Dalo  benanche  il  prodolto  uv=  A^  ac^+2ii|  xy+A^  y*  •  e  quiodi  di- 
scao  de*faUori  u,  v;  e  finalmente  dalla  relazione  X'=8X  (io^fil) à 
trarrà  X  ;  dopo  ciô  la  forma  caoenica  uHv^+6Xu^*.  alla  quale  si  h* 
duce  la  biquadratica  (ao*.a^){x,y)*,  resta  determinata.. 

Perianto  si  puô  osservare  cbe  nel  caso  in  cui  la  forma  data  èdi  gra- 
de pari  la  riduzione  alla  forma  canonica  puô  farsi  in  più  modo  (inlft 
modi,  in  générale,  nel  caso  délia  biquadratica)  ;  menlre  perleforoK 
di  grado  impari  la  riduzione  si  fa  in  un  modo  soltanto.  InoltreTaiy- 
mo  termine  délia  cubica  in  X'  è  appunlo  il  primo  membro  délia  cor- 
dizione  (13)  necessana  perche  la  biquadratica  potesse  prendereli 
forma  canonica  u^-j-v^  ;  col  fatto  quando  quella  condizione  è  verifiab 
una  radice  X'=o^  quindi  anche  X=o,  se  non  ë  iloAt— il^  =o ,  e  il  ter- 
mine fiV  sparisce  dalla  forma  u*-}-î)*+6Xu-t;*. 

USII* Non  iratteremo  11  caso  générale  délia  binaria  {a^.ai..){x,yT^ 
pel  quale  rimandiamo  airimporlantissima  opéra  del  Salmon  giîcita- 
ta,  e  la  quale,  in  générale,  ci  à  stata  di  guida  nella  precedenie  espo- 
sizione  délia  teorica  délie  forme.  Ci  duole  cbe  i  limitidiqw 
st'opera  non  ci  permettano  ira  tiare  con  tuila  quella  estensione  che  ri* 
chledequesta  nuova  Algebra,  la  quale,  come  si  è  yisto,  diffeiiste 
dairAlgebra  comune,  o  antica,  se  voglia  dirsi,  in  ciô,  che  quesla,p' 
ncralmente  parlando,  si  propone  di  irovare  i  valori  di  una  o  più  qasQ- 
tità,  cbe  debbono  soddisfare  cerle  equazione,  sia  condizionatamente. 
sia  senza  albuna  condizione;  o  determinar  le  forme  di  cerle  foDKoai 
che  devono  soddisfare  condizioni  date  ;  mentre  Y  Algebra  nuoTa  ^ 
propone  il  seguenie  problema  :  dafo,  in  générale,  un  sistema  dififf- 
me,  deiermiiiar  dette  nuove  espressioni  dei  coefjicienlù  o  deUe  oUrf 
/brme,  che  reatino  invaricUe^  ad  ecceziane  d*un  coe/^Sctente,  éof 
operaia  una  soBtituzione  lincare  qualunque  suUe  forme  primilm^ 

L*importanza  di  quesle  nuove  (eoriche  si  fa  manife^^la  nelia  ris^ls- 
zione  délie  equazionij  nella  teorica  dei  numeriy  e  nello  siudio  ddk 
Geome/ria,  la  quale  oramai  puô  voramenie  dirsi  un  coroltoriodrf- 
VAlgebra,  secondo  Tespressione  di  uno  de*  principali  fondaiori  ()ei 
nuova  Algebra,  il  Stlybsteb.  Ci  basti  far  nolare  1.^  cbe  la  trasfo^B^ 
zione  délie  coordinate  è  una  Irasformazione  lineare  ;  2^  che  una  ki 
ma  binaria  di  qualunque  grado  eguagliata  a  zéro  rappresenla,  incofit* 
dinate  omogenee,  una  série  di  punii  in  linea  relia,  o  una  série  direik 
cbe  partODO  da  uno  stesso  punio,  o  in  Une  una  série  di  piani  chep» 
sano  per  una  retta  ;  e  perô  ogni  invariante  di  quella  forœa  essea^ 
indipendente  dalle  costanti  délia  soslituzione,  indicherà  una  propridi 
di  uno  qualunque  deUre  delli  sislemi,  la  quale  avrà  luogo,  qualuD(|i> 
trasrormnzione  di  coordinate  vog|ia>i  fare. 

Cbiudendo  qupsi*argomento  raccomandiamo,  a  chiunque  vogliai^ 
profondire  lo  studio  nelle  nuove  teoriche,  primamenle  la  sull<dife 
opéra  del  Salmon  ,  o  il  Sunto  délia  1*  edizione  di  délia  opéra  flU 
dal  Bbllavitis;  non  che  Topera  del  Fibdlbk,  già  nominata  (o.SS^ 
e  p(>i  le  oper»'  origin?»li  del  Sylvester,  Caylet  ,  Robbrts  ,  Saij«* 
Arouhold,  Brioschi,  Hbruitb,  Battaoluvi  ec,  consacrate  nelû^ 
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drige  Maihematical  Journal  ;  nel  Quarterly  Journal  ;  nel  Phylo- 
jphical  Magazine;  nel  Giornale  di  Crbllb  ,  negli  Annali  dd 
oRTOLiNi;  nel  Rendiconto  dPÏÏAccademia  délie  Scienze  di  Napoli  ; 
nel  Giornale  di  Maiematiche  di  Napoli. 


CAPITOLO  XV. 


Bella  Maaiera  dli  lietorailBare  naa  fniimioiie  ékt  dl«v«  MméêiUkrm 

Uilaae  «•■dlsloal. 

LEZIONK  XLVII. 

Delerminazione  dTuna  funzione  inlera  d'una  o  pià  variàbilij  conoscendo 
un  cerlo  numéro  di  particolari  valori  di  deila  funzùme. 


K  Interpolare  vuol  dire  determinare  una  funzione^  cono- 
cendone  un  certo  numéro  di  valori  particolari  ;  perô  questo  pro- 
iema  générale  6,  generalcnente  parlando,  indelerminato  ;  e  perché 
1  interpolazione  poiesse  divenire  determinata,  con?iene,  ollre 
e'valori  particolari,  che  de?e  prender  la  funzione  per  particolari  va- 
)ri  délia  variabile.  stabilire  anticipatamente  la  condizione  che  la  fun^ 
ione  richiesta  abbia  ad  essere  intera,  e  di  toi  gradOj  che  U  numS" 
0  dei  8Uoi  iermini  sia  quanto  il  numéro  de'  valori  particolari 
aH. 

1q  fatti  sia  u  la  chiesta  funzione  di  x,  la  quale  pe'  yalori  x^x^, 
^  . . .  X||  assume  i  valori  particolari  ii« ,  u, ,  . .  .u^\e  rappresenti 
x)  una  funzione  inlera  délia  medesima  variabile,  la  quale  per  ime- 
esimi  valori  di  x  assuma  i  medesiroi  precedenti  particolari  valori 
i  u  ;  allora  perche  queste  due  funzioni  u  ed  r(x),  che  sarauno  dello 
tesso  grado  n"*^  sieno  idenlicamenle  uguali ,  basta  che  il  numéro 
e*  valori  particolari  pe'  quali  divengono  eguali  sia  superiore  al  loro 
rado,  0,  reciprocamente,  questo  grado  sia  inferiore,  almenoperuna 
nilà.  al  numéro  di  deiti  valori  (n.®  1S9),  e  perciô  U  numéro  de'  ter* 
Qini  délia  funzione  u  sarà  n. 

4MO.  Perianlo  una  funzione  inlera  u  di  grado  n  sarà  completa- 
lente  determinala,  se  si  conoscono  n+1  valori  particolari 

I)  M^,  «,,  u,,  ..  .  ti^,, 

orrispondenil  rispettlvamente  ad  altrettanti  particolari  valori  di  ocr, 
de  indicheremo  con 

*)  Xq    j      iA/|    i       X^    f       •     •     •      «Cji* 

r  per  determinare  la  forma  générale  di  u,  o^^serviamo  che  se  gli  n 
)lori  u, ,  ti,  ,  ...  u^  suppongansi  nuHi ,  la  funzione  u  di  grado  n  , 
ovendosi  annullare  per  gli  n  valori  particolari  x^^Xfj  . ..  x^,  sarà 
alla  forma 

t4=k(aj-x,)  (x-ajt)  . . .  (x-xj,  (n.«  152) , 

ove  k  rappresenta  un  coefflciente  costanie,  che  si  puô  determinare 
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con  Valtra  coadizione,  che  pcr  x=Xq  dcbba  esser  tt=u^  ;  cosl  aYrcmo 
e  dividendo  quesl'eguaglianza  per  la  précédente  equszîone  ,  si  à 

Sîmilmente  se  si  suppone  che  tulli  1  valori  (1),  ad  eccezione  dcl«- 
condo  fi| ,  0  del  lerio  u, ,  ec.  sicno  nulli ,  ne  irarremo  con  un  idca- 
tico  ragionamento  ,  le  seguenii  formole  analoghe  alla  précédente, 

(x  —  Xo)  (x-x^)  . . .  (x— x^) 

'  (X|-Xo)  (X.-Xj)  .  .  .  (X|-X») 

_     (x  -  Xq)  (x  -  xQ  . . .  (x  -  X J 

(4)  ^  ^-Wj  ^^^_  ^^j  ^^^_^  xy)...  (Xj-  xj  ' 

ec 

__       (x   -  Xq)  (x  -  X|)  .  ■  .  (x  -Xn-t)    ^ 

■"  " (x.-  Xo)  (x„~-  X,) . . .  (x^-x^,) 

Ouîndî,  se  ▼aolsî  che  la  fanzione  u  acquisU  ciascuno  de*  valori  (1),  è 
d'uopo  che  essa  sia  la  somma  délie  varie  espressioni  (3),  (4),  cioè  sia 

_     (x  -x,)(x  -Xt)..(x  ~xj       (x  -Xo)(x  -x^)>.(g  -xJ 

(5)  ^-^•(Xo-X.)(Xo-XJ)..^Xo-X^)       •(x,-Xo)ix,-Xj)..(x,-xJ 

(x  -XqXx  -x,)».^  — x«^) 
'^^*(x^-XoXx„-x,)..(x^-x^' 


I  due  membri  di  questa  formola  sono  idcnlicamente  uguali  ;  iœperoc- 
chè  il  primo  per  ipotesi,  e  il  secondo  per  la  sua  forma,  divcngoe© 
eguali  per.  i  medesimi  valori  (2)  inieri  délia  variabile  :  or  questi  fi- 
lon sono  w,  menire  il  secondo  membro  è  di  grado  n  —  1 ,  quin-li  pd 
teorema  del  n.®  159  delti  membri  sono  «df^nticî^  e  perô  la  fornaola  (S) 
è  quel  la  che  si  cercava:  essa  è  dovuta  a  Lagrangb. 

EsBHPio.  —  Si  voglia  quella  funziono.  u,  che  pei  valori  interi  0,14 
délia  variabile  diviene  in  corrisponden'/u  2,  5,  4.  Abbiamo  in  queslo 
caso  Xo=0,  X|=l,  Xt=2  ;  e  «0=2,  W|=.'»,  Us=i  ;  quindi  la  formota 
(5)  dà  per  la  chiesla  funzione  u=  —  2x*-h5x+2. 

esi.  Se  nelia  formola  (5)  si  suppone  ti=x"*,  in  cui  m  dinota  nn  ot- 
intero  non  maggîore  di  n, allora, com'è  ehiaro  ,  Uo=x", «1=057 ^^c.» 
e  quIndI  sostiluendo,  avremo  per  valori  di  m  non  maggiorî  di  n»  b 
seguente  equazione  identica  : 

..x^     Jx  -xO(x  -x,)..(x -xJ    ^(x  -Xo)(x  -xO..(x  -aj 

^  ^  ^Xo-xO(Xo-X3j)..(Xo-Xj'^     *{X,-Xo)(X|-Xj),.(X.-X,) 

«  (x  -Xo)(x  -xO..(x  ->av^^ 
•     •••.%«•  •+•35  !i  ■ ■  ■      "" . 

*  (x^-Xo)  (x«-Xt).  .(x^-aVi«i) 
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E  più  particolarmente,  se  m=o,  risulta  identicamente 

^  ^     '"(aîo-œi)(«?o-a5,)..(Xo-aîn)     (œi~aîo)(X|-aî,)..(œt-a?„) 

(x  ~ago](ag •-X|)..(ag  -a?..,) 

Inollre,  siccome  i  due  membri  (6)  sono  idenlici ,  cosi  sviluppando 
il  seconde,  ordinandolo  seconde  le  potenze  di  x,  e  paragonandolo  al 
primo,  risulla  per  tutti  i  valuri  di  m<n  , 

/gx  o=_— ^^1 + ^ 


(a?,i— oco)  (x^— 3B|  )  • . .  (x„— œ„^i  ) 
e  per  m=7i  risulta 


[Xq — X|)  [Xq — X|  J .  •  •  [Xf^—Xf^j       [X^—Xq]  [Xf    Xfj  •  •  •  (X|— «Z/ji) 


(X||— Xo)  (X,|— Xj  ) .  • .  (Xn— X,^.|  ) 

la  formula  (9)  poi,  quando  m=Oj  à\ 

1  1 

(10)0=; w — ^— ? ;  + 


(Xo-X|)  (Xo-Xt)...(Xo-X«)       (X,-Xo)  (X4-Xt)...(X,-Xj 

1 


+ 


(Xn^Xo)  (X„— X|) . . .  (X^— Xn_,) 

662.  Passando  ora  al  caso  d*una  funzione  di  più  variabili,  yedre- 
mo  cbe  )o  stesso  metodo  précédente  puô  esser  qui  appUcaio  ;  e  occu- 
pandoci  parlicolarmentc  d*una  funzione  di  due  sole  variabili,  dimo- 
streremo  un  teorema  analogo  a  quello  del  n.^  159 ,  ed  è  il  segueote. 

Teorbma.  —  Se  due  funzioni  intere  di  due  varidbili  x  e  y  diven- 
gono  eguali,  quando  sasscgnano  a  qucsie  variabili  de^valoripre- 
si  rispetlitamcnte  in  due  série  diverse  e  contenenii  uno  stesso  nu- 
méro di  delti  valori,  il  quale  numéro  sia  superiore  al  grado  co- 
mune  délie  due  funzionij  queste  sono  identicamente  ugibali. 

Sieno  ç  (x,  y),  ^  (x,  y)  due  funzioni  intere  e  dello  stesso  grado  n, 
e  supponiamo  cbe  s'abbiano  le  due  série 

(11)  Xo  »    X|  ,     Xj  9     •    •    •    Xn  ;  Vo  9    y I  «    2/t    *    •    *    2/fl  9 

ciascuna  composla  di  n+l  valori  ;  i  primi  essendo  quelli  cbe  assume 
Xj  e  i  second!  quelli  che  assume  y  nelle  dette  funzioni.  Se  supponia- 
mo cbe  in  iiueste  funzioni  la  y  rimanga  variabile,  menlre  x  assume  il 
valore  particolare  Xo  ,  allor»  le  due  funzioni  çCx^,  y).  ^  (x^,  y)  del- 
la  sola  variabile  y  dovranno,  per  ipolesi,  divenire  eguali  per  gli  n+1 
valori  2/0  >  l/i  >  ec.  ;  e  perô  pel  teorema  del  n.^  159  saranno  identica- 
mente eguali  per  qualunque  valore  di  y.  Lo  stesso  ragionamento  à 
luogo  se^  invece  dî  x=Xo  9  si  suppone  x=Xt  »  x^ ,  ec»  ;  quindi  avre- 
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mo  le  segoenli  eqoazioni  identiche  <f(x^ ,  t/)=^  (o^o  »  y)  ;  fCs'i  <  )^ 
^(Xi ,  y)j ....  f(a[r,( ,  2/)=4^(^»  •  y)  '  oaa,  corne  chiaramentesi  seorge, 
î  primi  inembri  (Ji  quesle  equazioiii  rappresentano  la  funzioneç,qQao- 
do  vt  si  suppone  rimaner  costante  y,  e  prender  x  gli  n-f  1  taloripaT- 
ticolan  ddla  prima  série  (11)  ;  e  uns  s  mil  cosa  indicano  iseo^di 
membri  rispeito  alla  funiione  «j^  ;  laonde  le  due  funzioniçfx,}), 
^  (x,  y\  dando  ad  j/  -un  valore  costanie,  e  d^allronde  arbitrario,di- 
yefigono  eg^ali  p^r  n  +  1  valori  parlîcolari  di  a?  ;  e  comecbè  questâ 
numéro  di  yalori  è  superiore  al  grado  di  dette  fuazionî,  cosl  qoesle, 
pel  teorema  citato,  sono  ideniicameote  eguali  per  qualunque  valore 
di  07  ;  ma  erân  pure  tuli  per  qualuuque  valore  di  y,  quiodi  ilteorem 
proposto  rimane  dimostruto. 

eos.  Risulta  da  coleslo  teorema  cbe^e  due/tmj5îonitn(6re(Kdiie 
variabUi  x,  y  divengono  eguali  per  qualunque  valore  trUeroA 
guette  variabilij  o  almeno  per  tutti  i  valori  interi  superima^t 
limite  superiore  al  loro  grado  comune  ,  esse  sono  tdenltcamenk 
egu^ili  ;  imperocchè  il  numéro  de'  yalori ,  pe'  quali  sono  eguali  èi& 
definito. 

Ognun  vede  corne  queste  proposizioni  sieno  applicabili  a  due  (OB' 
zioni  d'un  qualonque  numéro  di  variabili. 

664.  Atlenendoci  particolarmenie  aile  funzioni  di  due  Yariabili,erh 
tenendo  le  precedenli  deDominazioni^  cercbiamo  di  determinareia 
forma  délia  funzione  (f{x,  y),  di  oui  si  suppongono  noli  i  Yalori  pv- 
ticolari  cbe  prende,  quando  s'assegna  ad  ce  un  qualunqueyaioreddls 
prima  série  (11)  e  un  altro  valore  qualunque  délia  seconda  série. 

Considerando  y  costante  nella  funzione  ç  (a; ,  y) ,  questadifio^ 
fuDzione  délia  sola  yariabile  x,  e  quindi  possiamo  applicare  ad  ess 
la  formola  (5),  e  avremo 

(12)         ?  (œ,  1/)=?  (xo ,  y)- 


+9  (i»i ,  y)- 


(Xq    X^)(Xo    Xf /. •  •{Xo    35 J 

{x  —x^){x  — û5j)...(x  — ac^) 

\X%  "XQjiXf  -"X^)  •  •  •  (3P|     XfJ 


,     /        A  (x  — iP|)(ag  ^Xf,)..Jx     cCn^t) 
(  ac„— X|  )  (Xn— oCj) . . .  (a/„--a/,i_i) 


Or  ciascuna  délie  funzioni  ç  (o^o ,  y),  ?  (^i  »  2/)^  ec.  è  essa  pareil 
zloned'una  sola  yariabile»  la  y,  e  quindi  potrà  esserle  applica^^ 
stessa  formola  (S)  ,  mulando  x  iny  \  onde  avremo,  in  générale, 

(13)     ,  (X. ,  y)=,  (x. ,  y.)  ^y  -y^^  ^y  -y*^-"  ^y  -«•) 


+?  (»« .  Vi) 


iVo-yi)  (yo-!/»)"(yo-î/«) 

(y  -yo)  (y  -yt'i-Cy  -y») 
(y  «-y»)  (y.-yt)-(yi-yJ 


+<p(a;„,  y„)  (y-yo)(y-y^^-(y-y-^), 
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e  quindi  facendo  successivamente  m=0, 1^ ..  n,  ne  trarremo  i  yalori 
di  9  {Xo  1 1/))  9  (0E){  «  y),  ec.,  che  con verra  sosliluire  nella  precedenle 
formols  (12).  Pertanto,  le  due  formole  (12)  e  (13)  servono  per  la  in- 
terpolazione  d'una  funzione  di  due  variabili.  Dopo  ciô  si  fa  chiaro 
corne  procedere  per  funzioni  di  tre  o  più  variabili. 

66S.  Per  un'applicazione  del  précédente  esposto,  risolveremo  la 
segnento  queslione  [Cauchy,  Cours  d'Analyse  algébriqv^f  pag.  98). 

Problbma.  -*  Dinotando  con  x  e  y  due  quantité  qualungue^  e  con 
n  un  numéro  intero,  esprimere  ii  prodotto 

(U)  (x+y)  (x+y-1)  . . .  (x+y-n+1) 

per  mezzo  de'  prodotli  seguenii  : 

(15)    X (x-1)  (x-2) ...  (x-n+1) ,    y  (y-1)  (y-2) ...  (y-n+1), 

e  di  tutti  quelli  che  s'ottengono  da  questi^  ponendovi  solo  n— 1 , 
n-2,  ce.  invece  di  n. 

Supponiamo  da  prima  che  xey  sieno  due  numeri  interi  eguali  o 
superiori  ad  n  :  seconde  quest*ipotesi  il  prodoUo  (14]  non  è  altra  cosa 
cbe  il  Dumeratore  dt  lia  frazione 

....     (x-fj/)  (x+y-1)  (X+1/-2) ...  [ag+î/^(n-l) ]  _ 

m  1.2.3  ...n  ^^^y^^     ^ 

*appresentanie  il  numéro  délie  combinazioni  di  x+y  quanlilà  presc 
id  n  ad  n,  che  dinotlamo  con  (x+2/)n-  Or  se  immagmiamo  due  grup- 
)i  di  lettere 

n)  (a,  6,  c...);    (a,  p,Y....), 

I  primo  de*  quali  ne  conlenga  tante  per  quanle  ne  indica  il  numéro 
Dtero  X,  e  il  seconde  ne  cootenga  tante  per  quanle  ne  indica  il  nu- 
Qero  y  ;  allora  è  chiaro  che  per  delerminare  il  numéro  di  combina- 
ioni  (16)  basterà  cercare  il  total  numéro  di  combinazioni  che  si  pos- 
ono  formare  con  \ex  +  y  lettere  de*  due  gruppi  (17),  prendendole 
d  n  ad  n.  E  prlmamente ,  prendendo  tutie  le  x  lettere  del  primo 
ruppo  a,  6,  c,  ec.  avremo  {x)^  coEâbioazioni  ;  indi  possiamo  formare 
lire  combinazioni  ad  n  ad  n  ieli,  che  in  ciasçuna  vi  sieno  n-1  let« 
^re  del  primo  gruppo  e  una  sola  del  seconde  ;  ma  le  x  del  pri- 
10  gruppo  combinale  a  n-1  a  n—\  dànno  (x)„.|  combinazioni ,  e 
i  y  del  seconde  prese  ad  una  ad  una  ne  dànno  (i/),,  dunque  in 
oesto  modo  opérande  avremo  alire  {x)^^(y\  combinazioni  a  n  a  n. 
31  si  posson  parimente  prendere  n— 2  leltere  latine  e  due  greche,  e 
igîonandoallostesso  modo  avremo  allre(x),i.t(2/)2 combinazioni  ad  n 
In;  e  cosi  continuando  avremo  ënalmeniealtre  (y\  combinazioni 
I  n  nd  n,  che  son  quelle  che  si  posson  fare  con  le  sole  lettere  del 
icoDdo  gruppo  (17).  Perlante  sarà 

8)     (œ+2/),»=(x)«+(x)^_,(î/)i+(x)^,(2/),+....-Kx),(2/)n^,+(iA; 

poicbè  quest'egcja$(ltanza  è  vera  nel  case  in  cui  xedy  ànno  un  nu« 
ero  di  Talori  interi  superiore  ad  n,  cosi,  in  virtù  del  teorema  del 
^  663,  sarà  pur  vera  per  qualunque  valore  fntero  di  x  e  di  î/,  e  da 
sa  si  deduce  il  prodoito  (14)  che  s^andeva  cercando. 
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MM.  Se  nella  formola  (18)  si  sviluppano  i  due  membri,  e  incia 
scuQo  si  ritf^ngono  soli  que*  termini,  che  sono  di  grado  n™^  risptUo 
aile  due  variabili,  si  Irova 

(as-ft/r^gç'*       x^'       y       a?^"       y^  jT 

ni     ~nr  (fi-1)!*  1      (w-2)!'  2l"*'        "^n!' 

cloè  la  formola  del  binomio  di  Newton  per  n  intero  e  posilifo. 


LEZrONE  XLVIII. 

Determinazione  d'una  funzione  continua  d*una  sola  variabile , 
propria  a  soddisfare  ialune  condizionù 

66V.  Le  funzioni  di  che  ci  siamo  occupait  nella  lezione  precedeo- 
te  avevano  una  forma  nola,  e  per  delei^minarle  complelamente  bis&- 
gnava  conoscere  un  numéro  parlicolare  di  valori  ;  ma  qaando  si  traUâ 
di  funzioni  la  cui  forma  è  ignota ,  e  si  va  ccrcando  di  deierminaria, 
non  basla  il  soprascrilto  dalo,  per  quanto  grande  possa  essere  il  Dih 
mero  de' valori  parlicolari.  Perô  v'à  de'casi  in  cui  la  funzione,  comm- 
que  di  forma  arbitraria,  deve  non  pertanto  godere  di  qualrhe  proprie- 
tà  générale,  in  virtù  délia  quale  il  problema  si  rende  determinato  ;  e 
qui  tratteremo  di  alcuni  casi  particoiari,  toiti  di  peso  dalla  DomiBaU 
opéra  del  Cauchy. 

668.  Sia  ç(x)  una  funzion^e  continua,  che  per  tutti  i  posii6ih 
valori  délie  variabili  x  edy  debba  soddisfare  Vequazione 

(i)  ?(x+y)=?W-i-ç(y); 

irattasi  di  delerminar  la  forma  di  questa  funzione. 

Ponendo  nella  (1)  y  +  ;:  in  luogo  di  y,  e  quindi  z  +  u  in  luoyodi 
z ,  e  cosi  via  via ,  si  deduce  ,  per  un  qualsiesi  numéro  dt  irariabiti, 

9  (œ"li/+2+w+ec.)=<p(a5)f  ç(i/)+<p(z)+(p(u)4-ec.  ; 

supponendo  che  sfa  m*  il  numéro  di  dette  variabili ,  e  facendo  a;=| 
=z=u=ec.=a  costante  posiiiva,  la  précédente  formola  diviene 

(2)  <p  (ma)=mç  (a). 

Or  questa  nuova  formola  dedotta  dalPipotesi  parlicolare  che  sia  inia* 
lero,  vedremo  che  avrà  luogo  benanche  per  un  numéro  frationa- 
rio  ,  0  irrazionale.   In  falii  sieno  m  ed  n  due  inleri,  e  si  poi^ 

p=  —  a;  s'avrà  successivamenle  n^  =  maLi  ncp(P)  =  mç(a) ;  c 

quindi  la  (2)  à  luogo  ancora  quando  m  è  un  numéro  Frazionario.  t 
inoUre  se  si  suppone  che  la  frazione  -^  yarii,  convergendo  terso  0 
numéro  qualunque  |ji,  allora  prendendo  i  limili  da  ambi  i  membri  «M- 
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la  (3),  ne  viene  9f[jLa)=(i9(oc),  e  perô  la  (2)  à  luogo,  quale  che  possa 
essere  il  numéro  m.  Or,  se  si  pone  neli'uUima  equazione  a=:l,  si  à 

(4)  ?W=W(1) , 

c  supponendo  pt  convergerc  verso  il  limile  zéro,  avrcmo  ancora  ç(o)=o. 
Inolire  ponendo  nella  (1)  aî=jjL,  î/=— [x,  ollerremo  ç(o)=ç  (iJt)-|-ç(— it), 
da  cui,  osservando  che  <p(o)  =  o,  Ç'lx)=pL<p(1),  si  trae  9(— ix)=  -|a?(1)  ; 
il  che  moslra  che  la  (4)  à  luogo  eziandio  se  [ji  si  cambia  in  —  (i. ,  onde 
qualunque  sla  il  valore  posiiivo  o  uegalivo  di  x,  sarà 

(p(a!;)=xç(l),  0  vero    (5)    (f(x)=ax , 

cssendo  a  una  cos»anie,  che  rappresenla  ç(l)  che  è  costante.  Perlanlo 
la  (S)  è  la  forma  délia  funzione  continua  la  quale  soddisrà  la  relazio- 
ne  (1).  La  costante  a  è  arbitraria  ;  imperocchë,  qualunque  sia  il  va- 
lore di  quesla  costante,  la  funzione  ax  è  continua,  e  soddisfà  la  rela- 
zione  (1),  perché  è  idtinlicamenle  a(x+j/)=ax+at/,  qualunque  sia  il 
valore  délia  cosianle  a. 

669.  Riienuto  che  la  funzione  9(x)  sia  continua,  determiname 
la  forma  in  guisa  da  soddisfare  la  relazione 

(6)  9(x+y)=<p(x)X9(y)- 

Prendendo  i  logaritmi  da  enlrambi  i  raembri,  In  un  sistema  di  base 
qualunque,  avremo  l9(3D+î/)=lç(ciD)+lç(y)  ;  or  la  funzione  che  soddi- 
sfà cotesia  relazione  dev*essere,  secondo  la  (3),  délia  forma 

Iç(a;)=aîlç(l)=xla, 

e  quindi,  passando  dai  logaritmi  ai  numeri,  avremo  flnalmente 

(1)  ?(œ)=a^ 

Ouesta  è  perlanlo  la  forma  délia  funzione  che  soddisfù  la  relazio- 
ne (6)  :  la  costante  a  ë  arbitraria ,  e  puô  assumere  uno  qualunque 
de'  valori  compresi  tra  zéro  e  oo  ;  imperciocchè  sappiamo  che,  qua- 
lunque sia  il  valore  di  a ,  Tesponenziale  a^  varia  in  modo  conliouo 
rJa  —  00  a  -h  00  (E.  n.^  491),  «  d'alironde  quesla  funzione  continua  sod- 
disfà la  (6),  perché  si  à  a^''^=a^a^. 

6VO.  Deicrminare  la  forma  délia  funzione  çfx) ,  cosl  che,  re- 
stando  continua  fra  due  limili  posiiiid,  verilichi  la  relazione 

(8)  9(xy)=cp(x)+<p(y), 

per  qualunque  valore  posiiivo  dclle  variabili  x,  y. 

Rappresenti  a  un  qualunque  numéro,  ed  1  la  caralteristica  deMoga- 
ritroi  nel  sistema  di  base  a  ;  allora  per  qualunque  valore  posiiivo  civi- 
le variabili  x,  y  sarà  sempre  x=a**,  rj=a^^ ,  a;2/=a*^^**,  e  cosi  la  re- 
lazione (8)  diviene 

9(a'^'«')=9(a»')+9(a'y), 

Or  las,  ]y  sono  due  quantilà  che  ammeltono  qualunque  valore  sia  po- 
siiivo che  negalivo,  quindi,  se  poniamo  per  un  momenlo  \x=Uy  lj/=v, 
sarà,  per  qualunque  valore  posiiivo  o  negalivo  délie  variabili  u  e  v  , 

T(a'^)=T(a-J+T(a«)  ; 


37)  coxPLBMEirro  aoli  elbmehti  ni*  aloebra 

e  perô,  (5)  f{a^)=u<f{a*)==U(f(a);  e  rimettendo  per  u  il  suo  valore  ix* 
avremo  9(a^  )=?(a).Jx,  o  vero,  rimettendo  per  a**  il  suo  yalore  x. 
avremo  flualmeute 

(9)  ç(a;)=9(o)  Jx=ilx , 

per  la  forma  di  funzione  richesla  :  la  costante  A  =  f  (a)  è  arbitraria, 
perché  qualtinque  sia  il  suo  valore  è  sempre  A\xy=A\x+A\y,  e  la  re- 
lazione  (8)  è  verlflcata. 

en*  la  fine  yoglasi  deferminare  la  forma  délia  fanzùme  ^{j], 
in  guisa  clie ,  ref^tando  coniinita  per  tutli  i  valori  di  x  compresi 
tra  due  limiti  qualunque  posilivi,  abbia  a  veri/icare  la  relazione 

(10)  <p{xy)=?(x)  ?(y) 

per  qualunque  valore  posUivo  deUe  variabUi  x,  y. 

Prendendo  i  logarilmi  d'ambi  i  membri  <iella  (tO)  in  un  si^^temadi 
qualunque  base  o,  avremo,  corne  sopra,  ç(a'*"*'*î')=çia^*) .  ç{«*')  ;  e 
poicbë  ix  y  \y  possooo  a?ere  qualuntjue  valore  posiUvo  o  negatîYo , 
cosl  ne  segue  che  ponendo  \x=u,  \y=Vy  sarà  sempre 

per  tutti  i  valori  positivi  o  negativi  delle  v^riabili  u  e  i;,  e  perô  (q.^  669) 
f (a*)  =  [^{a)Y  0  vero,  rimeitenrio  per  u  il  suo  valore  Ix,  e  ponendo 
f  (a)=:A  coslante,  sarà  f  (a'^)=A*^ ,  o  vero,  ciô  ch*è  lo  stesso,  sarà 

ç(x)=A**=x*^=x*, 

ed  è  questa  la  Torma  délia  funzione  richicsta,  propria  a  veriQcare  la 
relaiione  (10)  :  la  costante  oc  è  inleramente  arbitraria  corne  A,  perche 
qualunque  sia  il  valore  di  a.  si  à  sempre  (xi/)^=x^2/^. 

sn.  Consideriamo  ora  il  caso  in  cui  si  voglia  deierminare  una 
funzione  91  x)  in  modo^  che  resti  continua  fra  due  limiti  qualun- 
que delta  i;ar(a6/le,  e  ahhia  a  soddisfare  la  condizione 

(10)  ?(!/+x)+<p(2/-x)=2  ç(x)  ?fy). 

In  questo  caso  requaziooe  di  èondizione ,  corne  vedesi,  contiene 
qualtro  funzioni  simili,  invece  di  Ire,  come  avveniva  nelle  questioni 
prenedentemenle  trattate.  Perlanio  se  nella  (10)  si  ponex=o,  risulta 
9(o)=l,  e  perô  la  funzione  ç(x)  è  lale,  che  per  x=o  riducesi  a  1  ;  ma 
polchè  si  suppone  che  sia  continua  tra  due  limiti  qualunque,  cosi  essa, 
nelle  vicinanze  del  valore  particolare  x=o,  diiïerirà  pocbissimo  da  1, 
e  quiodi  sarà  positiva.  Dal  che  segue  che  puô  prendersi  per  x  un  va- 
lore a  si  piccolo,  che  tra  x=o  e  x=a  la  <p(x)  resti  positiva  :  ora  il  va- 
lore f(a)  0  sarà  compreso  tra  0  e  1,  0  sarà  >!• 

Nel  primo  caso  quel  valore  ^(a)  puô  essere  rappresenlato  da  cosO, 
essendo  0  un  arco  compreso  tra  0  e  |ic  ;  quindi  porremo 

(H)  9(a)  =  cosO. 

Ponendo  nella  (10)  successivamente  [x=a,  i/=a]  ;  [x=a,  y=2a]; 
[x=a,  t/=3a]  ;  ec. ,  e  lenendo  présente  la  (11)  risulta 

ç  (2a)=2  co80-ï=cos20  ; 

ç  (3a)=2  cos6  cos20-cosO  =cos30  ; 

ç  (4a)=2  cos6  cos80-cos2«=cos40  ;  ec. , 
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e  in  générale,  se  n  è  un  numéro  intero,  sarà 
(\2)  ç(7ia)=cosn0. 

Or  quesfequazione  réglera  beoanche  se  n  è  frazionario  o  un  nu- 
méro qualunque.  In  falli  ponendo  nella  (10) œ=^a,  y=\(X',  etenen- 
do  présente  la  (il)  e  che  (p(o)=1,  nsulla 

[ç  (i  a)]2  =  ;-  (i+cos6)=cos*  \  6; 

e  poichë  f  (as)  resta  positiva  ira  x=o  e  ûc=a,  e  cosx  resta  positive  ira 
X  =  0  e  se  =  è  ,  cos),  estraendo  \n  radiée  quadrata  positiva  da  ambi  i 
metnbrî,risuUer5  ç(|  a)=cos  J  6.  Similmente  ponendo  [x=^\oijy=la]; 
[x=^  CL,  y=r  a]  ;  ec. ,  e  ragionando  alLo  slesso  modo  si  deduee  (fHoL) 
=cosjO,  <p(Ja)=cos|6,  ec, ,  e  in  générale 

03)  ?(^a)=cos^6, 

essendo  m  un  intero  qualunque.  Trovata  questa  formola  si  puô  de- 

ebe  s'arriva  ponendo  successivamente  nella  (10)  [x=Âm  ^t  V-  m  ^h 

2  2  2  ^ 

1^=  ôS  *»  V=^  ^1  ;  ®C'  >  ®  riducendo  in  virtù  délia  (i3).  Ora  suppo- 

n 
nendo  che  la  frazione  ^  varii  conlinuamente  per  avvicinarsi  al  nu- 

nero  v,  e  quindi  passando  ai  limiii,  si  dedurrà  dalla  précédente  equa- 
ûone  f  (va)=cosvO«  e  perciô  nella  (12)  n  puô  essere  un  qualunque  nu- 
nero  positive.  In  One  ponendo  nella  slessa  (10)  ac:=na,  j/=o,  e  te- 
lendo  présente  che  <p(o)=l,  e  ç(na)=cos?i6,  si  trae  ç(-na)=cos(nO), 
)  ciô  ch'è  lo  stesso  9(-na)=cos  (— nô), 

Pertanto,  se  f(a)  è  compreso  ira  0  e  1,  dinotando  con  x  un  qua- 
unque  valore  positive  o  négative,  sarà 

14)  <p  (ax)  =  cosOx ,  (îT[>6>o) 

i  da  questa  formola^  cambiando  ax  in  x,  deduciamo  Taltra  * 

15)  f  (3D)=C0S  —  a3=C08  ( Xj  . 

evs.  Supponiamo  ora  che  sia  ç(a)  >  1.  Sia  r  un  valore  positive 
lato  dalla  formola 


r=ç  (a)+>/lç(a;l«-l ,  e  sarà  ?(a)=|(r+r"')  ; 

ttdl  si  ponga  nella  (10)  successivamente  [x=2/=a] ,  [x=a,  y=2a]  ; 
ûc=a,  y=3a],  ec. ,  e  tenendo  présente  la  précédente  espressione  di 
(a),  dedurremo  l'una  dopo  Talira  le  seguenti  formole  : 

ç  (2a)c=  JY+r-')«-.l=  J(r*+r-*)  ; 

?  (3a)=^r+r-*)  (r*+i-*)-i(r+r-*)=i  (r'-^r'^) , 

?  (*a)=|(r+r"*)  (r3+r-»)-^r»+r-*)=-i(r*+r-*) ,  ec. 
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e  in  générale,  essendo  n  un  intero  posilivo,  sarà 

(16)  ç(na)=K^"H-0- 

Questa  forniola  avrà  luogo  benancbe  quando  n  è  frazionario  o  on 
numéro  qualunque  ;  il  che  puô  agevolmente  dimostrarsi  ragionaodo 
in  modo  analogo  aqaello  lenutonel  n.®  précédente  per  la  formola (Ui, 
con  la  sola  differenza  che  ora  ç  (a)=|(r+r""').  Perlanto  se  9(a)>l,d!- 
notando  con  x  un  qualunque  numéro  posiiivo  o  negalivo,  si  à 

(17)  <p(ax)=i(r*+r-^) 

e  da  qaesla  formola,  cambiando  ox  in  as  si  (rae  Taltra 

(18)  ç(a,)=-L(/+r~V. 

SM .  Ponendo  nella  (1 5)  =t  —  =  a ,  c  nella  (! 8)  r   *=A,  si  Ine 

(19)  ç  (a5)=cos  005 ,       (20)   çi:x)=±i(4*+il-')  ; 

laoDde  se  a  dinota  una  quantità  costante,  e  A  un  numéro  costan(e.k 
forma  della  funzione  continua  9(03),  che  puô  veriRcare  la  condiziD- 
ne  (10),  sarà  una  délie  due  (17)  e  (18),  nelle  qnali  le  costanii  aei 
sono  arbitrarie,  il  che  puô  dimosirarsi  corne  ne*  n  J  609  c  670:  péri 
il,  come  numéro,  non  puô  essere  che  soltanlo  positivo.  La  differeos 
Ira  le  forme  (11)  e  (18)  sta  in  ciô,  che  la  prima,  sln  che  non  raggifl]^ 
ge  il  limite  1,  ë  sempre  inferiore  a  1 ,  e  Taltra  è  superiore  a  questt 
limite,  flnchè  non  lo  raggiunge. 

ew.  Problemi  analoghi  a  quelli  risoluti  ne*precedenli  numeri6ft 
669,  610  e  611  relativamenle  a  una  funzione  continua  reale.^&tf 
pur  luogo  rispelto  a  una  funzione  continua  immaginaria  . 

(21)  Ç(aî)=*(a5)+x(x)  i , 

in  cui  ^{x)  e  yj(x)  sono  duc  funzioni  continue  reali. 

E  seguendo'io  stess'ordine  cominceremo  dal  delerminare  fafifr 
zione  immaginaria  ç(x),  in  modo  da  rimaner  coiUinua  ira  duti 
mili  reali  della  variabile  x,  e  da  verificare  la  relazione 

(22)  ?(x+y)=9(x)+?(y) 

per  qualunque  valore  reale  dix  ey. 

Seconde  la  forma  (21)  che  deve  avère  la  funzione  ?(ac)y  la  (21)  £ 
viene 

*(aî+2/)+X(î»+!/)  M(î»)+x^!/)+[x(»)+x(y)]t , 

e  quindi  avremo  le  due  equazioni  (n.^  28) 

^{x+y)=^[x)+^{y) ,    x(3c+!/)=X(a5)+X(y)  , 

le  qualî,  poichè  ^  e  x  sono  funzioni  reali  saranno  verîficale  dallefr 
me  <Kx)=aî4'(l),  )i(x)=x^{i),  (n.**  668)  ;  laonde 

(23)  ?(aî)=x[4/(l)+x(l)i]=aîç(l) , 
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)  Tero  ponendo  4^(l)=a,  x^l)=^b,  essendo  aeb  costanli,  corne  ^(\) 
)  /(t),  ne  segue  che  la  funzione  richiesta  deve  avère  la  forma 

24)  (f{x)=(a+hi)  x. 

Col  falto  questa  forma  TeriOca  la  (22)  iodipeDdentemenle  da  a  e  b, 
e  quali  sono  porciô  due  eosianti  arbilrarie.  Essa  inollre  non  differi- 
ce  dalla  (3,  668)  se  non  perché  la  costaote  reale  a  di  quelle  formola 
rimpiazzita  dalla  immaginaria  a+bi  nella  (24). 

616.  Determinare  la  funzione  immaginaria  ç(x)  in  guisa  che, 
esiando  continua  tra  due  limiti  reali  qibalunque  délia  vanabtie  x, 
bbia  a  soddisfare  la  relazione 

iS)  ?(x+j)=?(x)?(y) 

er  qualunque  valore  reale  di  x  e  y. 

O^serviamo  primamente  che  messo  a;=o,  la  (2)  diviene  ?(o)=l,  o 
la  '|(o)H-x(o)i=i  ;  d'onde  si  lrae4'(o)=l,  x(o)=o.  Laonde  la  funzione 
(x)^  diviene  1  per  x=o  ;  e  poichè  dev*esser  continua  ira  due  limiti 
jalunque  di  qnesla  variabile,  cosi  nelle  vicinanze  del  valore  partico- 
ire  x=o,  dovrà  diiTerir  pochissimo  da  1,  e  perciô  sarà  positiva  ;  si 
le  possiamo  prendere  taie  un  valore  positive  e  piccolissimo  a,  che 
itta  funzione  df(x),  cioè  la  parle  reale  di  f  (x),  resti  positiva  da  x=o 
x=(i:  allora  potremo  porre 

6)  ç(a)=4^(<*)+X(<*)^P  (cosO+i  senO) , 

send.  p=  VWWl'-HxW  il  ™d«..,  e  «=«o  tt,  ^M  ...rg,™.- 

Posto  ciô,  ponendo  in  (2i)  y+2  in  luogo  di  y  ;  2+u  in  luogo  di 
ec. ,  avremo  <p(x+î/+2+u+ec.)=9(œ)?(î/)ç(2)ç(^)  ec,  e  poi  facen- 
y:i^z=u=^ec.=a,  e  supponendo  che  sia  m  il  numéro  délie  variabili 
2/,  Zy  Uy  ec.  avremo,  tenendo  présente  la  (26), 

f)  9(wwt)=[<p(a)]"*=p'"  (cosm6+i  senmO). 

Seconde  il  précédente  ragionamento  il  numéro  m  è  intero  ;  ma 
b  esser  benanche  un  numéro  qualunque  ;  imperocchè  posto  neN 

25)  x=y={a,  ne  viene 

[?(î<3t)]*=ç(a)=p  (cosO+i  senô) , 

uindi  esiraendo  la  radice  quadrala  dal  primo  e  lerzo  membro,  in 
do  che  le  parti  reali  di  ciascuno  risuiti  positiva  corne  dev*essere, 
sservando  che  ^{a)  è  positiva  tra  x=o  ed  x=a,  e  cosO  è  positivo 
0=0  e  ô=0,  risulla 

ç(^a)=4;(Ja)+x(Ja)î  =  p\cosî6+«  senJO). 

liiDîlmenle  ponendo  nella  stessa  (2S)  x=ry=}a,  si  à 

[ç(}a)]*=ç(ta)  =  p«(cosî6+tsenl6)  , 

esiraendo  la  radice  quadrata  dal  primo  e  terzo  membre,  con  la 
ssa  avvertenza  precedentemente  indicala,  s'ottiene 

i 
f  (Ja)  =  p*(coSî6+i  sen  J6). 


j 
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Conlioaando  il  ragionamenlo  col  porre  nella  (25)  x=2/=|  a  :  x=s 
=  iV  ^>  ^'  x^y^  s»  Ai  si  coDcbiude  che  in  générale 

?  (?i)  a=p**  (cos  5^  0+i  sen  ^  «). 

E  poicbè ,  come  sopra  ç(x+î/+2+ec.)=9(x)9(î/)9(z)  ec.  cosi  se 
poDiamo  x=y=z=^ec.^^  a,  e  s*à  riguardo  al  precedeate  ¥aiore  dt 

f ,  risulta 

(^  a)=4/  (^  a)+x  (j^  a)  f=p^>os  ^^  6+<  sea  ^  6) , 
essendo  m  il  namero  délie  yariabill  a;,  y,  z,  ec.  ;  d*ODde  si  trae 

s»  fli. 

+  (^  a)=p«"cos  ^  «  ,  X  (^  a)=p*'*sen  f,  «  ; 

quindi  se  si  suppose  che  la  frazione  fi  ^arii  in  modo  da  avrieioaTâ 
indeOnitamente  a  un  numéro  (i.,  e  si  prendono  i  lirniti  da  aoibi  i  meo- 
bri  di  ciascuna  di  queste  equazioni,  s*ottiene 

<K|jLa}=p»^  C0SII.6  ,    x(w)=9^  sentiO  ,  c  quindi 

(28)  ç([ia)=p»'(cos|JLO-|-<  scDjiO) , 

dunque  nella  (27)  m  puô  essere  un  qualunque  numéro  posilivo.  t 
comecbë  ponendo  nella  (25)as=:)ia,  i/==-iJLa,  e  tenendo  preseatei 
précédente  yalore  (28),  e  che  ç(0)=:l,  risulta 

(29)  <p(-jiLa)=p-»'[cos  (-|iiô)+i  sen  (-ptO)] , 

cosi  il  dette  numéro  m  puô  essere  anche  negaiivo.  E  perd  per  qial 
che  vaiore  reale  délia  variablle  x  si  à 

(30)  ç(ax)=p*  (cos6x+i  senOx)=:[ç(a)]"^. 

X 

Ponendo  ora  x  in  luogo  di  ox,  e  quindi  —  in  luogo  di  as ,  e  pe 
semplicità  p^=A,  —  =6,  esseodo  A  e  6  costanti  reali,  ayremo 


(31)  <p(x)=i*(cos6x+isen6x)=[ç(a)]  , 

ed  è  questa  la  forma  délia  funiione  che  soddisrà  la  (25)  seeondol> 
nunziato  deila  queslione,  indipendentemente  dalle  costanti  AtV 
come  è  agevole  assicurarsene  direltamente.  La  costanle  ^  è  qdb 

mero  arbitrario,  perché  rappresenta  il  valore  numerico  di  ^/  p  ;  ta 
poi  è  quanliià  costanle  reale  ed  arbilraria. 

6n.  Delerminare  la  forma  délia  ftmzione  immag inaria  i^ 
talmente  c/ie,  restando  continua  ira  due  qualunque  limili  p(K# 
delto  variabile,  soddisfi  la  relazione 

(32)  9(xy)=T(x)+ç(y) , 

per  qualunque  valore  posUivo  délie  variabili  x  c  y, 
Dinotando  con  A  la  base  d'un  qualunque  sislema  di  logarit0'< 
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cui  caraltcrisUca  sia  I,  avremo  identicamente  a^A'' ,  y=A^^ ,  qoindi 
la  relazione  (32]  pu6  sostiiuirsi  con  la  seguenle  : 

e  siccome  1x,  \y  sono  capaci  di  qualunque  iralore  reale  positivo  o  oe- 
gativo,  cosi  qucsla  relanooe,  soslilucodo  le  variabili  x,  y  ad  Ix,  ]y^ 
puô  prender  la  forma 

chc  coïncide  con  la  (22),  e  perô,  secondo  la  (23)  dev'  ess(»re  ç{A*)= 
X(f(A*)=Xfi{A)j  0  vero  r imeltendo  las  in  luogo  dlœ,  sarà  ç(il'*)=ç(4)lx, 
0  più  semplicemenle,  ç(œ)=ç{yl)  Ix;  e  poichè  <f{A)^^{A}'\-x^A)i^  avrc- 
mo  ancora  ç(x)=[^f-A)-fx(-A)*l*3c  ;  ora  ^(A)  e  i\A)  essendo  due  co- 
staoti,si  puô  rappresenlare  la  prima  COQ  a»  e  Taltra  con  5,  e  si  à 
per  la  forma  richiesta 

(33)  <p(x)=:(a+W)  Ix , 

la  quale  non  differisce  dalle  (9,  6?J)  se  non  percbë  la  costanle  reale 
A  di  quella  fnrmola  è  qui  snsliiuita  dniln  iinmnginarla  a+M. 

eJH-  Determinare  la  forma  délia  funzione  immaginaria  ç  (x) 
in  guisa  che,  rcbiando  poaiiiva  tra  due  qiuilunque  limiti  posUivi 
délia  variabilej  soddisfi  la  relazione 

(34)  ?(aîj/)=9(œ)ç(y), 

per  qualunque  valore  positico  di  x  6  y. 

Essendo,  come  sopra ,  identicamente  x=ii'' ,  t/^i^^,  la  (34)  pu6 
scriversi  cosi  : 

o(il«^^'y)=9(A'*)  x<p(A»») , 

0  ancora  ç(A*^)=9(A*)9(Ay),  ponendo  x  e  j/  invece  di  Ix,  ly  chc 
possono  avère  qualunque  valore  reale  positive  o  négative  :  ora  Tul* 
tima  forma  coïncide  con  la  (25),  e  perciô  secondo  la  (31)  dev*  essere 

X 

fi 

(f{A^)=[(f{A^)]  ,  essendo  a  un  numéro  piccollssimo.  Rimettendo  Ix 

\x 

in  luogo  di  x,  questa  relazione  diviene  ?(A'') = [^(A^)]  ,  o  vero 

ht 

(35)  9(a?)=lç(A*)]' . 

Ora  osserviamo  che  se  nella  (34)  si  pone  x=A®=l ,  s'otUcne  ç(l)=l* 
quindi  la  funzione  Immaginaria  cp(A^)  devesi  ridurre  a  1  perx^^o, 
e  perô  lo  siesso  deve  aver  luogo  per  la  sua  parte  reale  ^(A')  ;  il  che 
Tuol  dire  che  ç(x)  e  ^(x)  devons!  ridurre  a  1  per  x=l. 

Il  numéro  arbitrario  a  dev*essere  soltanto  piccolo  a  sulQcienza  per- 
ché la  parte  reale  <]/(  A^)  resti  costantemenie  positiva  tra  x=o  ed  a;=a, 
come  nel  n.®  676,  e  allora  si  polrà  porre 

(p{A^)=p  (cos6+t  senO) , 
essendo  p=>/[^(A*)lHIx(A*;J*  il  modulo,  e  e=arc  tan  ^^  Targo- 

RuBiNi,  Complemento  éCAlgebra  iS 
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mento.  Seeondo  questa  forma  di  f  la  (35)  puô  acrWersi  cosl 

Lç/0  o\lfî/0  0\ 

9(x)=p*  (  cos — Ix-ri  sen  —  Ix  1  =  ar*  (  cos  —  lœ+i  sen  —  te  j  ; 

c  poichè  —  è  una  costante,  d*aUronde  arbitraria,po(rcmo  rappresen- 

tarla  semplicemente  con  a  ;  e  simiimente  possiam  porre  —  =  6 ,  es- 

sendo  h  un'altra  costante  arbitraria,  e  a^remo  finalmente  per  la  for- 
n)a  richiesta  dalla  quesUone 

(36)  ç(a[5)=(cos  6te+<  sen  b\x)  cf. 

CAPITOLO  XVI. 

D«lle  Série. 

LEZIONE  XLIX. 
DefinizionU  —  Caratleri  gêner  ali  deUa  comergenza  deUe  seiie. 

679.  Definizioni.  —  Si  chiama  série  una  seguela  indefinita  di 
termini  talmente  ordinali,  che  uno  qualunqne  di  essi  dipende  dal  po* 
sto  che  occupa  nella  série,  seeondo  una  legge  determioata  e  cosUm* 
te.  Le  progressioni  per  differenza.  e  per  quozienîe^  esposte  negli 
Elemenlî,  preseniano  il  primo  e  più  semplice  esempio  d*una  série. 

6SO.  Finchè  si  tratta  d'indicare  una  bcrie  in  générale,  se  oe  rap* 
preseniano  i  lermini  con  una  medesima  leitera  ,  muniia  d'ua  indice 
dinolante  il  posto  del  termine  délia  série  ;  cosl 

indica  una  série  di  cui  U|  ë  il  1  .^  termine,  î^  il  2.^  ec.  e,  in  généra- 
le t*n  è  il  termine  n"*. 

Per  defloizione  questo  termine  u^  è  una  Tunzione^  di  n,  e  si  ebiama 
termine  générale  délia  data  série  (1),  la  quale  snràreale,  o 
immaginaria  seeondo  che  i  suoi  termini  sono  reali,  odeUa  formi 
complessa  a,i+^n^« 

681.  Una  série  si  dice  convergente  quando  la  somma 

(2)  s^=M44-ttt-hM,+ — H-ti^ 

de*primi  n  termini,  che  è  pur  essa  una  funzione  di  n,  s'accosta  IndeO* 
nitamente  a  un  limite  finito  e  determinato  s,  al  crescere  indefinilamen- 
te  il  numéro  inlero  n  ;  coteslo  limite  s'addimanda  somma  délia  série. 
Nel  caso  precisamenle  opposto,  in  cui  al  crescere  indeOnitamenlen,  la 
somma  s^^  cresce  pur  essa  in  valore  assolulo  oltre  ogni  limite,  la  série 
si  dice  divergente.  Fmalmente  quando  la  somma  s^,  comunque 
non  cresca  indefinitamente  con  n^  non  à  perô  limite  determinato ,  si 
dice  indeterminata  od  oscillante.  Cosl  la  progressione geome- 
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trica  Hi!x:a;*:x':  ec.  è  convergente  quando  il  quozîente  x  è  minore 
di  1,  e  la  somma  s,  o  ?ero  il  limite  di  s^  per  questa  série  è  i  :  (1— or); 
il  contrario  6  divr^rgente  se  x>\  (  E.  n.^  428  ).  Finalmente  la  série 
1-1+1-1+ è  indeiermioata,  perché  la  somma  a^  è  uguale  a  1, 

0  è  nuUa  secondo  che  n  ë  impari,  o  pari. 

6M  Dinolando,  oome  sopra,  s  il  limite  délia  somma  8«»  de*  prlmi  n 
lermioi  d'una  série  convergente,  ed  r^  la  somma  dei  rimaaenti  lermi< 
ai,  in  numéro  iadefloito,  si  à 

Bdr,i  si  cbiama  resto  délia  série,  il  qaaledeoa  conver^ere  a 
lero  al  crescere  di  n,  perché  s^ ,  per  deflnizione,  converge  ad  s. 

•m.  CABATTSai  GBNBR^Ll  DBLLA  CONVBBGBTfZA    DBLLB    8BB1B.  — 

Per  coDOScere  se  una  data  serid  sia  convergente,  bisogoa  vedere  se 
Dssa  abbîa  alcuno  de'caratleri,  che  qui  appresso  andremo  esponendo 
lo  forma  di  teoremi. 

Tbobbmà.  —  Percftè  una  série,  a  Inmini  reali  e  poritivi,  sia 
jonvergenie,  ë  necc^ssario  e  sufficiente  c/ie  (a  somma  dun  quaùiesi 
fiumero,  e  comunque  grande  y  di  termini  conseciUiui,  noncreaca 
Indefinilamenle,  crescendo  quel  nvm^o  di  termini. 

In  eiïetii  prendendo  nella  série  (1)  un  numéro,  comonqoe  si  voglia 
^rescenle,  di  termini  consecuiivi,  si  ànno  délie  somme  che  cretcono; 
Da  se  esse  restimo  inferiuri  a  certi  limiti^  s*avvicineranno  necessaria* 
neole  al  più  piccolo  di  quoi  numeri  che  non  possono  sorpassare,  onde 
a  somma  delta  série  avrà  un  limite,  e  pero  sarà  convergente,  c.  b.  d* 

#M4.  Tbobbha.  —  li  termine  générale  duna  série  convergente  à 
)er  limite  zéro  ;  valo  a  dire  che  un  termine  è  ianto  più,  piccolo^ 
}er  quanio  più  è  lonUàno  dal  primo  delta  série. 

la  falti,  riienute  le  denominazioni  prccedenli,  si  à  Ha+r^=s,  e  cam- 
^lando  n  în  n-1  sarà  pure  a„_i+r^i=8:  sotlraendo  questa  eguaglian* 
a  dalla  précédente,  e  osservando  ioottre  che  Sf^—Sf^i^u^ ,  risulta 
t^+%— fn.i=o.  Or  passando  al  limite,  si  osserva  che,  al  crttscere  di 
ij  i  termini  r^.'^r^^  s'accostano  a  zéro  (n.^  682)  e  perô  sono  nulli 

1  limite,  quindi  lim  u,^=o,  c.  b.  d. 

09S.  Per  alti  0  la  con  iizione  lim  u,^=o  non  è  sufjflcienle  ad  assicu* 
are  la  convergenza  délia  série:  infalti  la  série  1+1+^+^  ^  «••  veri- 
Ica  la  condizione  surriferita,  perché  il  suo  termine  générale  x  ft  per 
imite  zéro,  crescendo  n  allinflnito;  intanto  essa  é  divergente.  Per  ve- 
o,  dinotando  con  2"*  la  massima  poienza  di  2  contenuta  in  n,  la 
omma  s^  de*  primi  n  termini  di  detla  série,  cioè 

««=!+*+•  •+i>l+f+(Kî)+(r+î  +  ï+i) 

con  piùragîone  s,|>l+|+|^+«*+f ,  o  vero  s^>i+i-mf  quindi  la 
oroma  a,»  cresce  indeflnitamente  con  m,  e  percîoancora  eon  n,  onde 
I  série  armonica  1+^ +|+  ec.  è  divergente. 

Ci6  che  pu6  aSèrmarsi  oel  caso  ohe  lim  u»-o,  à  che  la  série  non 
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puù  essere  indeterminata]  imperocchft  quando  laie  à  la  série,  le  due 
somme  s,^ ,  8,|.|  dcYOQO  convergcre  Terso  limiti  finili  e  diversi,  slehe 
la  differcaza  s,|— s^^, ,  o  sia  u^  sarà  una  quaalità  fiaila,  e  perciè  dob 
puô  avère  p>>r  Itmiie  ztro. 

enB.  TnoBEHA.  -  Seiiermini  d'una  série  S,  presi  in  tiolore  (u- 
solnto^  fono  qup(jU  stesai  d'un'altra  série  convergenle  S,  (a  termi- 
ni  positivi  )  moWplicoH  per  un  qualunque  numéro  m,  la  sem  S 
sarà  pur  essa  convergenle. 

Iq  eOelli,  consideriamo  un  numéro  qualunque  n  di  primi  lemini 
oonseculivi  délia  série  conver^^enle  5|  ;  sia  a'  ta  somma  di  tuUiqueli 
cbe  molliplicali  pel  numoro  m  costiluiscono  aKri  e  tanliteratiniposi- 
tivi  carrispondenti  nella  série  data  S,  ed  s"  la  somma  degli  altri  1er- 
mini  che  inoltiplicali  per  lo  stesso  numéro  m,  preso  negalyameiile 
coslituiscono  i  corrispundentî  termini  nej^alivi  ira  gii  n  delta  série  S. 
In  questo  modo  sarà  s^-hs"  la  somma  degli  n  primi  termini  di  S,,eé 
m(s  — 8^)  quella  de'  corrispondenli  n  délia  série  data  S  ;  ma  poiebi 
la  série  S,  è  convergente ,  le  somme  s' ,  s"  e  con  esse  la  loro  soiDoa 
a'+a^  convergono  verso  un  limite  deierminato,  crescendo  indeGoiu- 
mente  n(n.®  683),  quiodi  ancora,  e  con  più  ragione,  convergera  versi 
un  limite  determioato  e  miirore  dei  primo  la  somma  s''S';e per- 
ché m  rimane  coslanlf,  anche  la  somma  m  (s's^  degli  n  primi  Iff- 
mini  délia  série  data  S  convergeià  verso  un  limite  flnito  e  detertûBî- 
to  crescendo  n,  si  che  la  série  S  sarà  convergente  c.  b.  d. 

697.  Segue  da  ciô,  1.^  che  se  m  è  una  fMzione  vera,  il  teorem 
proposto  puô  essere  enunziato  nei  se{;uen(e  modo  :  se  i  lermimi^- 
na  data  série,  presi  in  valore  assolxUo,  sono  rispetlivamentemiM- 
ri  di  quelli  d'un'allra  série  convergente,  anche  la  série  data  $(ïà 
eonvergmte. 

2.^  Sefn=l,  l'enunziato  del  teorema  si  cnngla  nel  segoenle:sei 
termini  d*una  série,  presi  in  valore  a^snluto  snno  risp^  l/irameik 
egucUi  a  quelli  d'un'altra  série  conrergentey  a  termini  p08itioi»(» 
che  la  prtma  série  sarà  convergente. 

3.*  Qumdi  si  c«>nr.liiude  che  ae  una  Sf-rieatermiviiposîimicot 
vergente,  sarà  pur  convergence,  quando  alcuni  dd  suvitenMi 
div^ngnno  negativi. 

Ma  la  proposizionc  inversa  non  è  panmcnte  vera,  vnle  a  direrk 
potrebbesi  avère  vna  strie  con  termini  in  patte  positivi  c  infKBif 
negativi,  ed  esser  convergente,  ne  essr  più  tain,  quando  si  es» 
biano  i  termini  negatin  in  positid  ;  imperciocchë  presi  n  primi  ttf- 
mini  dellci  série  daia,  e  dtnotando  con  s' la  somma  de'  po>iliviec« 
—sf  la  somma  de*  negalvi,  la  somma  s'—s"  di  tutti  avrà  un  limile,p^ 
ipotesi  ;  ma  intanto  ie  somme  pprziali  s' ,  s"  pot(^ndo  cre^cere  iodeft 
nitamente,  corne  somme  di  quanti ti^  positive  il  cui  numcroTaef^ 
scendo  con  n,  la  somma  s'+s"  potrà  pur  cssa  indefiuilameolc  ot 
scere,  e  qnindi  la  nuova  série  non  sarà  convergente. 

6S9.  Da  quanto  sin  ora  è  slato  spiegnto  nsuUa,  che  volendorflM' 
scere  se  una  data  série,  con  termmi  in  parte  posnivi  e  in  parenej^ 
liyi,  sia  converiçenle,  bislerà  p^ragOfinrla  con  quella  cherisuimcifr 
biando  tutti  i  termini  negativi  in  positivi,  e  vedere  se  la  nuoraseff 
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è  convergente  :  o  pure  paragonare  délia  série  a  un*altra  convergente 
a  lermiDÎ  positivi,  i  quali  sieno  rispetUvamente  superiori  a  quelli  dél- 
ia série  data. 

eus.  Passando  aile  applicazioni  dei  precedenli  teoremi,  supponia- 
nio  data  la  série 

e  ToYendo  conoscere  se  questa  è  convergente  osserveremo  cfae,  in  ge* 
nerale,  n!>2'^* ,  e  perô  a  partire  dal  lerzo  termine,  gli  altri  termini 
délia  série  data  sono  rispeliivamente  minori  di  quelli  délia  seguente 


ma  questa  è  una  progressione  geometrica  decrescente,  e  quindi  è  coo  • 
vergente ,  duoque  ancor  la  data  è  convergente  (  n.^  prec.  ).  Laonde 
pure  convergente  à  Taltra  série 

Similmente  se  a,  b,  c  sono  tre  quantité  positive,  la  série 

(a\    , .  g  +  c     (o-f-cVgo+c)  (g+c) ...  [(n>-l)o-hr] 

^  ^     "^b-j-c      (Hcj(26+c)  '^'""*'(6+c)...  [(rt-l)6+c]"^"" 

è  convergente  se  a<6,  ed  è  divergente  se  a>b  ;  imperocchë  nel  pri- 
mo caso,  essendo  in  générale  rr —  <  -r —  ,  la  série  (6),  a  partire  dal 

ICO"j"C        0"t"C 

terzo,  à  i  suoi  termiol  rispettivamenie  minori  di  quelli  délia  série 
.  .  a-fc     /a-hc\«  /a+c\*  . 

che  neiripotesi  di  a  <  5  è  convergente  ,  percha  ë  una  progressione 

geometrica  decrescente.  Nel  seconde  caso  aU'opposto  r^ —  >  -r —  , 

la  progressione  précédente  è  divergente,  e  quindi,  con  più  ragione,  è 
divergente  la  (6). 

eoo.  Diil  ï).^  687,  2^  risulta  poi  il  seguente  teorema  relative  aile 
seri»*  îmmaginarie. 

Tbobbma.  —  Vna  série  immnginaria  è  convergente ,  quando  è 
eonvergente  la  série  de*  moduli  rispeLivi  dei  suoi  lerminL 

In  fatli  abbia^ïi  la  série 

(8)  (ai+P,t)+(a,+PtO+(a5+W)+  ...  +(aii+P«<)+-  ; 
essa  sarà  convergente  se  sono  convergent!  le  due  série  reali 

(9)  a,+a,+at+...,+a^+...  ;      Pi4-Pi+P$+....+Pi,....  : 
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inraiti  se  005bin+t«enbi„  è  1*  espressîone  ridotta,  e  p^  H  modalo  di 
^n+M)  le  due  série  (9;  e  quella  corrispondente  dei  moduli  saranfio 

.  i  PlCOSWi-fPjCOSCi),  +P5C0SW3H +p^COS<«),-f--  • 

(  p|8ciiW|+ptSeDu>2+p5senia3+-  •  •  •-f-p^scna>„4-.  • 


>  •  •  • 


ma  se  qoesf  uliima  série  è  convergente,  sono  convergent!  anche  k 
(10)  (n.^  687,  1**)  e  quindi  le  (9),  dunque  il  leorema  è  vcro. 

éél.  Perche  la  série  de'  moduli  sia  conversrente,  è  necessario  ehe 
sia  liiTip,^=o.  Or  se  ciô  non  à  luogo,  la  série  (8)  è  divergente  o  înde 
terminaia  ;  imperorchè,  essendo  pn=aS+?ii  '.  ^  ^^^  essendo  rnDp.=o, 
una  délie  due  quantilà  o,^ ,  p^  non  avrà  per  limite  zéro,  e  perà  una 
délie  due  série  (9)  non  sarà  convergente  ;  s)  che,  mancando  una  di 
quelle  due  condizioni,  la  série  (8)  non  sarà  convergente,  ma  sari  é- 
Ycrgenie  o  indeterminala. 

Che  se  limp^^^o,  e  inlanto  la  série  de*  moduli  non  è  conTergeati, 
la  proposta  puô  essere  convergente  ;  corne  si  puà  veri&care  nella  s^ 
rie  seguente,  il  cui  termine  générale  à 

«•=— (^cos-y  +  isenYJ  . 

e  perciô  è  espressa  da  <+îiHî<'+lt*+ec.  ;  quesia  série  è  convcrgea- 
te  poichè  per  ess»  le  due  >erie  (9)  sono  — |^-fj--j4-ec.  ;  1— |-h|-cc., 
esono  convergent!  (n.^7i3);  mentre  la  série  dei  moduli  è  l^f-h^  tt. 
ed  è  divergenie  (n.®  685).Perlanto  t(  teorema  inverso  dei  précédait 
non  &  lempre  luogo. 

BWt»  TBOBBMà.  —  Se U4 ,  Ut ,  ...  Uf^dinotano  quantUà  guolun- 
çiie,  positive  0  négative^  e  per  qualunque  valore  di  n  i^iferioft  a 
un  cer(o  Itmtle,  si  à  sempre 

(12)  A<U4+Uj-f  U3+.  •  i:+u„<B  , 

017e  A  e  B  sono  quanHtà  determinale  ;  se  inoUre  Si ,  s« ,  % ,  ....Sb 
sono  quantità  positi'i^  decre&centi  ;  sarà  benanche 

e4A<s,U4+ejU^j+65Ug+-  •  •  •  -f-6„u»<64B. 
In  fatti,  pooendo 

8„=U|+Wt-f  W3+  •  •  •  •  +Un ,  S^=s,ti.-f  e5Ut+Satt5+ h6»t*.  ; 

sarà  S|=tt, ,  «,-81=^^ ,  Ss-s,=Ws , ««-8n-i=w„ ,  e  quindi 

=(6|-et)  a.+Cej-e,)  s^  + 4.(s^^--g^)  8,^^s^^  ; 

ora,  per  ipotesi,  le  quantità  in  parentes!  sono  positive»  quindi  in  fi^ 
tù  délie  dlsuguaglianze  (12)  si  à 

(6,    -6t)A<(e,    -e,)84    <(£,    -s,)B, 

(e,   -€5)A<(et   -63)8,    <(e,   -e,)», 
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f1  che  sommando  queste  disuguaglianBe,  e  teneodo  présente  il  valore 
di  S»  risulta  ^^A<S^^<^^B,  c.  b.  d. 

699.  Da  ciô  segue  che  se  le  qiuintUà  U| ,  u^ ,  ...  u. ,  sono  i  ter- 
mini  û'una  strie  convergente,  la  série  8,U|4- CfUt^-ec.  ë  convergente. 
In  fatli  cotesla  série  non  ë  diverfieote,  perche  la  sua  somma  S^  è 
compresa  fra  due  limili  flniU  e,^  ed  e|fi  ;  ne  pure  ë  indelerminata, 
perché,  per  ipotesi,  lime„=:o,  e  quindi  limc„  fi^=limE^  limUn^o. 

691.  D3  quaato  ora  abbianao  dimoslralo  discende  quanlo  segue  : 
se  nessuna  deUe  due  série 

COSWi+COSCOj^+COSWj-l--  •  •  '+008.10^  , 

senui+sentô^fsenoi)-}-*  *  •  •+seDii>,i 

è  dirergcnte,  e  {  termini  délia  série  de*  moduU  Pi  *  Ps  i  ••*•  p,»  de- 
crfscono  indeflnitamente,  le  due  série  (10)  saranno  convergenii. 

695  In  ordine  al  cambiamento  di  segno  di  alcuni  termini  d*  una 
série,  o  aocbe  in  ordine  al  loro  spostamento  osservà  il  DfRi- 
CBLBT  quanto  segue;  1^  una  serie^  la  quale  ë  converr/ente  quand* an^ 
che  si  prendessero  tutti  i  suoi  termini  positivamente,  conserva  il 
medesimo  valore,  comunque  8Hnv(rta  il  posta  di  deiti  termini  ;  2® 
una  smCj  che  cessa  di  esser  convergentey  quando  tutti  i  suoi  ter- 
mini  si  considerano  in  valore  assoluto  ,  puà  non  solo  cangiar  di 
valore  con  la  spostamento  de*  termini  originarii^  ma  puà  pure  fa(- 
)olta  cessar  daWessere  convergente. 

In  effetti  consideriamo  la  série 

S)  ti, ,  tijj ,  lis ,  ec. 

i  termini  positivienegati?i,  e  1.®  supponiamola  convergente,  quan^ 
V anche  i  termini  negativi  M  mutossero  in  positivù  Reppresemando 
ion  s^  la  somma  de*  suoi  primi  n  termini  ;  con  r  il  complesso  di  tuui 
termini  positivi,  e  con  —r'  quelle  de'  termini  negativi  che  seguono 
lopo  i  primi  n  ;  e  finalmente  con  s  la  somma  délia  série,  atremo 

^^s^-^-r-r'  ; 

poicbë  ,  cambiando  i  termini  negativi  in  positivi ,  la  série  rimane 
onvergente,  per  ipotesi,  e  in  questo  caso  la  somma  r-f  diffene  r+r', 
osl,  dovendo  quesla  somma  convergere  a  zéro,  al  crescere  indéfini- 
smente  n,  altrettanlo  ewerrà  di  r  e  di  f. 

Pusto  ciô,  poniamo  che  Tordine  de*  termini  nella  série  (S)  venga  a 
angîarsi  in  un  modo  qualsiTOglia,e  dopo  queslocangiameoto  si  pren«* 
ano  neila  nuova  série,  a  partire  dal  primo  termine,  m  termini  suc* 
essivi,  essendo  m  non  minore  di  n  ;  e  'dinotando  con  o^  la  somma 
i  detli  m  termini,  ë  chiaro  che  essa  conterrà  non  solo  tutti  qoelli 
ella  somma  s^ ,  ma  potrà  altresl  contenerne  di  quclli  compresi  in  r 
in  r'  ;  si  che  dinotando  con  +p  la  somma  de*  primi  e  con  -p'  quella 
e'  secondi,  avremo 

o«=««+p-p'  : 

ra  se  si  fan  crescere  indeflnitamente  m  ed  n  ,  le  quaniilà  r,  f 
oovergeranno  a  lero»  corne  sopra  si  è  fatto  notare»  6  con  piu  ragione 
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convergeranoo  p,  p' ,  che  sono  rispetiiyameDte  inioori  di  r  ed  r'  ;  la- 
onde  nel  limite  le  due  somme  o^ ,  s^  saranno  eguali,  e  perft  la  série 
trasformaia  sarà  convergerUe  e  avrd  lo  stesso  valore  dalla  data. 
In  questi  casi  la  série  si  dice  che  è  convergente  tndipendenie- 
mente  daU*  ordine  de*  termini. 

2.^  Mh  se  la  ferie  (S)  non  è  più  convergente,  quando  i  terndtd 
negaiivi  si  canibiano  in  posiLivi  ;  allora,  non  essendo  più  yero  che 
la  somma  r+f'  deve  convcr^ere  a  zéro,  neppur  le  somme  panialir, 
r%  e  con  esse  le  p,  p'  avranno  per  limite  7.ero  ;  e  perô  il  précédente 
ragionamento,  geoeralmenle  parlando,  non  avrà  più  luogo,  e  le  som- 
me Sji ,  0^ ,  nel  limite,  polranno  essere  disuguali,  c  in  modocbeo. 
divenga  superiore  a  qualunque  limite.  Pertanio  in  questo  secondo 
caso  la  série  traaforviata  non  solo  puô  non  conservare  U  valm 
medesimo  délia  série  da/a,  ma  puà  benai,  generalmente  parioti* 
do,  cessar  daU*  esser  convergente. 

EsBMPio.  —  Sia  la  série  data 

(S)  i--+_-_4._ _  +  ec., 

la  qaale  ë  convergente  (n.^  713)  ma  cessa  daircsserla,  cangiando  i  ter- 
mini negaiivi  in  posiiivi  (n.^  685).  Spostando  i  termini,  come  qui 
appresso  si  vede^ 

in  modo  che  un  termine  négative  succéda  alla  somma  di  due  positivi 
che  si  seguono  nella  série  ;  ed  eseguendo  le  somme  in  parentes!, 
avremo  la  nuova  série  * 

^^       3       2  "^35      4  t'      (*w-3)(in-l)     Sn"*"^^' 
Per  formare  questa  série,  si  son  dovuti  prendere  nella  (S)  i  iemi 

e  intanto  il  numéro  dei  termini  délia  trasformaia  (S')  sino  a — i 

2n-l  ;  si  che,  perché  entrambe  le  série  (S),  (S')  fossero  arresta 
a  un  termine  dello  stesso  ordine  2n ,  aggiungeremo  in  (S^  U 

1      *  1 

Iro /termine  positive  -. — ; ,  che  vicn  dopo  di  ; — -.  Poslo  ciu,  dii 

4n+l  4n— 1 

tiamo  con  s^  la  somma  de'  2n  termini  di  (S),  e  con  o^  quelia  de*lfi 
mini  di  (S%  allora  è  chiaro  che  sarà 

1 


<ï«-8«=  ITTT^  4- 27— =  + 


*    »    2n-hl     2n+3  ^  4n+l  ' 

e  poicbè  i  termini  del  secondo  membro  decrescon  al  crescere  n,  e 
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loro  numéro  è  n,  oosi  è  ehiaro  che  r — j  >  a,|-»n>  tzt»  >  ®  qoindi 

per  n=  oo,  risulia  |>  lîm(o„-sJ>  ^  ;  laondeO  limite  délia  differensa 
a^-s^  è  compreso  ira  ^  e  ^  ;  e  potcbè  $^  amfmptte  un  Hmite ,  essendo 
convergente  la  série  (S) ,  anche  un  limite  ammetterà  9^ ,  e  la  série 
(S')  sarà  pur  essa  convergeante  ;  per6  il  limite  di  0^  non  è  uguale  a 
qu'elle  di  a«»  eqoiodi  le  somme  délie  due  série  (8),  [S^)  non  sono 
più  eeuali. 

696.  Inoltre  si  puô  la  medesima  série  (S)  trasformare  in  guisa  cbe 
i  termini  positivi  consecutîvi  si  trovino  distribuiti  in  gruppi,  ciascuno 
dei  quali  sia  maggiure  d*una  data  quantité:  cosl  possiamo  prende- 
re  n  termini  positivi,  dopo  il  posittvo  quainnque  1  :  n  ,  e  formame 

ungruppoi-  +  ^  +  ^+....+^j^;^^,llqaale  ayrà  an 

I  ni 

valore  maggiore  di  n.  —-^7 — rr ,  0  tero  >  5 — 7  >  -=-•  Seguendo 

quest*  osservazione ,  prenderemo  nella  série  (S),  a  partire  dal  S^  ter- 
mine +^,  5  termini  positivi  consecutivi  e  ne  formeremo  una  somma 
8'  ;  poi  i  15  termini  posttivi  e  successivi  a  partire  dal  IS""*  termine  i^ , 
6  ne  formeremo  una  somma  a^,  ec.  ;  cosl  formeremo  la  naova  série 

«-f4-f-(''-T)-('-l)--. 

la  qoale  è  divergente,  perché  ciaseuna  somma  s' ,  a" ,  ec. ,  seeo&do 
a  précédente  osservazione,  6  maggiore  di  ^,  e  per6  i  termini  a'—l» 
f  -J- ,  ec.  in  numéro  infloito ,  sono  ciascuno  maggiore  di  i. 

697.  Ora  dimostreremo  la  seguente  proposizione  dovuta  allô  stes* 

M)  DlAlCHLBT. 

Tbouma.  —  Quàlunque  aia  la  série 

V)  u„u„U3,  ••••,Un,ec., 

t/finchè  sia  convergente,  indipendeniemente  dairordinamento  de*ter- 
nini,  è  necessario  e  ati/jicienCe  che  la  série  de^  moduK  corriapon- 
lenti  a  questi  termini  sia  convergente. 

In  fatti,  se  la  série  ((/)  è  convergente  inMpendentemente  doU'or- 
Une  de*  termini^  e  poniamo  in  générale  u^=ol^+^J  ,  anche  le  due 

erie  reali  a|+at+*  •  •  •+«!!+•  *  •  •  »  Pi+P»+'  •  •  •+Pii+*  •  •  •  dovranno 
ssere  convergenti,  indlpcndentemente  dairordioe  de'termini;  e  perè 
[on  solo  le  somme  a„  -f  a„^j  +  ec. ,  airiofinito,  e  Pi^  +  ^,^.1  +  ec. , 
irinflnito,  dovranno  avf^re  per  limite  zéro ,  ma  si  pure  In  somme 
arziali  formate  coo  termini  presi  ad  arbîtrio  in  una  0  nelPaltra  defle 
rere^enii  :  questi  termini  possono  essere  qoindi  tutti  i  positivi ,  0 
utti  i  negativi.  Lannde  se  aile  quantità  (a)  e  (P)  sostituiamo  i  loro  va- 
>ri  assoluU  (a'),  (g') ,  anche  le  somme  a'^+a'^^^^+èc,  P»+P'»M+ec. 
ovraono  convergere  a  zéro,  e  quindi  dovri  essere  bcnauche 

liœI(a',+p'jH-(a'^,+P'^)+ec.  aU'infl.]=o. 
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Ora  86  p.  è  il  roodulo  à\  u^ ,  SArà  p»=^'aî+fî  <  a'n+P',  »  t  quiai 
lim  (p»+P»4.i+cc.  airinû  )=o,  cioè  la  série  de  modiUi  Pi+?i+h+«'  I 
dotrà  ea^^ere  *'onverg€nt>*.  Quesla  condiziuiie  perian'O  è  nnmof't&t  \ 
ma  è  pure  sufflciente.  In  fatli,  se  la  sene  convergente  ë  a  lenoiDipe- 
siiiTÎ,  eUpt  Ug   Uf  ec.  sono  termini,  quanti  si  vogliano  e  ionaoïtro 
flnito,  pfesi  nclia  scrie  (V)y  sarà,  corne  è  cbiaro 

tip+Vg-fUy+ec.<fi^,-fu^j+u,j+^+ec. ,  airinflaito; 

ma  il  sfcondo  mrmbro  à  per  limite  zéro,  quindi  anche  il  prioMavil 
per  limite  zfTo,  e  perciô  la  série  sarà  convergenie  iudipendeoleaieoie 
dall'ordine  de*  tennîot. 

N«l  caso  générale  in  cul  Wn=P»(^'^sç^'^i  ^enç^),  se  la  série  dc'a»* 
duli  pi+Pt+pj+ec.  è  conver^eme,  hllura  la  sonim'i  p^+p^+Pr"^;^ 
yrà  cunveigere  a  zéro,  corne  qui  innanzi  Hbhiam  V''diitt»;eqiiio(lieB 
più  ragiune  (n.^  081,  1®)  convergeraono  a  zéro  le  due  somme 

PpCOsÇp+p^cos9^+ec. ,       ppSen<Pp+ppSençp+cc. , 

0  sia'convergerà  a  zéro  la  somma 

Pp  (cosçp+senÇpHpç  (sençç+sen<Pç)+ec. , 

che  è  la  slessa  Vp-f  M^+u,.+ec. ,  e  perô  la  série  è  convergente ii- 
dipen'len^emente  dairor<ii><e  de*  termini.  Pertanio  ë  vero  c.  c.bl* 
699.  Tborema.  —  £e  le  due  série  con  termini  posUivL 

U=u,4-Ut4- +Ub  .  . . .,  Y=V4+Vj4- +Vo  •  •  •  • 

sono  tali  che,  a  comindare  da  un  certo  termine  sino  aIl'in/ini/o.i 
rapi^orto  %^^  :  n„  di  due  termini  consecutm  délia  prima  è  mjfww* 
maggioredeliafyporiov^_^^:\j^de'corrisptndenti  termini  dcttascfon- 
dfi,  la  prima  sarà  cnivergent^^  nelprim^  caso,  e  divergeai  witk 
cando^  insiemti  con  la  seconda. 
In  faiii  se,  a  parlire  dal  termine n'^^itrovasi  yeriGcala  la  coadiôsii 

^^<  î^* ,  sarà  î^*  <  ^-^=^,  e  quindi  molUplicando  qucsleioejt 

glianze  risulterà  î^*  <  !!?i±?  :  similmenle  sarà  !^»  <  ^\  c  «J 
aPpresso,per  modocbeaddiziocaodotultequeste  ioeguaglianzeiisil' 

tt«^i+t*^i+u^3+  •  •  •  •  <  V  0Wi+««4.i+v«4^+-  •  •  ')  ; 

•'Il 

laonde  se  t?^i+tJ,i4.8+ec ,  e  percîô  se  la  série  ?  è  convergenie,* 
benanche  cunvergeule  Wj^+.i+w,^4,i+ec. ,  cioè  la  série  V. 

Se  poi  si  à  învcce  -^^  >  -^^  ,  ne  rjsullerà  col  medcsimopi* 

dcn(e  ragionamento  l'inegadgllanza 
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e  pf rciô  se  v^t  +  «u+t  +  pc.  ,  o  sla  la  série  Y  è  divergente ,  anche 
Wn4.i4-M||4t+er, .  0  S  a  la  série  17  sari  d  vergenie,  c.  b.  d, 

e09.  TfiOBBHA.-Se  o,^  è  una  funziane  di  n.  la  quale  converge 
verso  un  limite  finitOj  al  crescer'e  di  n,  le  due  série 

(D)  Uj+Uj-f  U5+ +u„+ 

saranno  corvoergonii  e  divtrgenti  insieme. 

In  faili  sieiio  8  e  S' il  mussnrio  e  il  mimmo  dei  coefQcîenti  a,  ed 
8^  ed  s'f^  le  SfiDine  dpgli  n  prin  i  te>iniiii  délie  série ((7)  e  ((/')*  ^  ^^^^' 
ro  rhe  ^arà  s\>s^  8' ,  e«i  s\<s^  8;  quindi  >e  s„  convt»rtîe  verso  nn  li- 
mite finitn,  anche  s'^  in  vinù  di Ht  seconda  ini'guaglinnza convergera 
verso  un  liinile  flnilu  ;  per  c<>niro  se  s„  «resce  indelinilamenccon  n, 
anche  j<'-  in  vtrlù  deila  piima  ineguagUanza  crescerà  iodeliniiiimenle 
con  n  :  («onde  è  vero  c.  r.  b.  d. 

lOO*  Ë  d»  noiare  che  se  la  série  ai+o^+ee.  è  ronvergenie,  0  i  snoi 
teniiiiii  decresrono  indeflnitiwnenie,  I  <  série  i  ITjsarà  con  ve'  génie,  qnan- 
d'anche  THllra  <  V)  fos^e  indeterminati.  Imperoci  bè  essendo  s\<s^S 
la  série  (U')  non  pnô  essore  itîvergHnt*  ;  ma  inol  rp,  essemlo  rhe 
iim  0^1^11  =  0  la  stessa  série  non  puô  essere  indeterminata  (u;®  685), 
quiii-ii  es>a  è  eonvrrgenle.. 

90i.  Fin  qui  abbiam  ve<Uito  qnali  sieno  i  earaiteri  per  la  conver- 
genzii  d'una  dala  série,  risuliami  dal  paragdne  con  allra  s^rie  <ii  coq- 
vergenza  0  d»v^*rgenza  notn  :  ora  passeremo  ad  espoirr  de'  criierii  dî 
più  facile  uso  nella  praiica  per  assicurarsi  deila  convergenza  d*  ona 
série,  eominciai  do  dalle  série  a  termini  posiiivi. 

Tbobbma.  —  Se  in  una  série  a  termini  posUivi 

a  part're  da  un  certo  pnsfo  e  al  cr^scere  di  n  Urapporto  u^,:  w„ 
converge  verso  un  limit'  fissn  p;  deita  série  sarà  convergente,  0  di* 
vergente^  seconda  che  è  p<l   0  p>!. 

In  elTetii,  sia  prtmameiilp  p<l,  e  >ia  co  un  numéro  quHlunqne  com- 
preso  Ira  1  e  p.  in  modo  che  sia  p  <  m  <  I  ;  e.poidiè  al  rres*  ère  di  n  il 
rapporlo  ti^^i  :  u^  s*  accosta  al  limite  p,  ne  segue  che,  a  partire  da 
un  certo  tennin»*,  più  0  meno  lo»lano  d  I  pr  mo,  quel  rapporio  rimar- 
rà  costanlemenle  iufenore  ad  co,  si  che  s*avrà 

îîs±L  <  w  ,  i^*  <  (0 ,  -ÎÎ2±?  <  to  ,  ec. ,  e  quindi 

^fM  <  wu^  »  ^n^t  <  wu^, ,  ti^^  <  wu^^j ,  ec  , 
e  con  più  ragiune  sarà 

si  che  I  termini  tt,^| ,  u^^^ ,  w„^  ec.  sono  ri^^pc  Uivamenle  tninori 

di  quelli  délia  projîrf*>sio(iegHoniflric:)Hwti„lwX«***'"««ec*»™^  fl"^' 
sta  è  convergente,  perche  il  suo  qu(>zienie  ciXl .  quindi»  cun  più  ra- 

gione.  è  cnnverfrente  la  série  u^^» ,  tt_.«  ec,  e  perciô  aucora  la^serie 

(1),  (Q.*  687,  r). 
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Se poi  à  p>l,  si  pQÔ  sempre  sceglîere  arbitrariamente  on  nomeroid 
taie,  vhe  s>a  p>u»l  ;  in  que^to  caso  il  rapporlo  u^^,  :  u^  arooataa- 
dosi  a  p,  al  ereseere  di  n,  rimarrà,  a  partire  da  ua  certo  termine, 
sempre  superiore  ad  m  ;  si  cho,  rag  onaaiio  corne  sopr»,  ne  segue  che 
a  partire  da  oo  certo  termine  u^^i,  i  termini  successivi  ci„^,  u^^,  ec 
délia  série  saranno  rispetiiv»mente  supeiuri  a  quelli  délia  précédente 
progressione  geometrica.  la  quale,  m  questo  caso,  è  divergr-nte,  pe^ 
chè  (i»l,  dunqae  con  più  ragione  sarà  divergente  la  série  (1).  Per- 
tanto  à  vero  c.  c.  b.  d. 

il  1 

EsBMPjo.  -  La  série  I  +  -r-  +  -sr;  +  •  •  •  •  +  -, — rrr+  •  •  è  conier- 

1      2 1  («-!)  I 

gente;  Imperocchè  lim— i!±i  =  lim  —  =o,  n=  oo  . 

n„  n 

%0^.  TfiORBiiA.—  Ritenendo  le  stesse  denondnazioni  precederUt, 

36  al  creacere  di  n,  U  vaiore  assolutodpUaradice  ^u7  converi^e 
verso  un  limite  fisso  p,  la  s.erîe  (1)  aard  convergerUe^  o  (livergef)Jie, 
9econdo  che  p<l,  a  p>1. 

In  efff  tli  supponiaiuo  primamente  p<l,  e  sia  co  un  numéro  compre- 
so  tra  I  e  p,  in  guisa  cbe  p<ci><l  ;  e  poichè  al  crescere  di  n  il  vaiore 

di  V^  s'accosta  al  limite  p,  cosl  esso  a  partire  da  un  certo  termi- 
ne, rimarrà  sempre  inferiore  ad  u)  ,  crescendo  indefinitamente  n; 
laonde  6  sempre  possibile  dare  alfintero  n  tal  Talore  da  risoltarae 

V^<«»  \/u,^,  <«!>,  vAw2  ««>»  ec*  0  sia  ii^<w*,  u^,  <(o'*^ ,  ec; 
laonde  i  termini  délia  série  (1),  a  partire  da  un  certo  termine,  saran- 
no minori  rispeliiTamente  di  quelli  délia  progressione  geomeirica 
Hw*;co"^;(o'^*  :  ec. ,  la  quale  è  convergente,  perché  io<l,  quinaiè 
pure  convergente  la  (1). 

In  seconde  luogo,  se  p>l,  si  potrà  scegliere  un  numéro  ai  che  sia 
compreso  tra  p  e  1,  jn  modo  da  essere  p>c*>>l  ;  e  poichè  al  crescere 

di  n,  il  vaiore  di  v/lTs'  avvicina  indefinitamente  al  limite  p  ,  cosl 
dette  vaiore,  a  partire  da  un  certo  termine  ,  rimarrà  costantemeote 
superiore  ad  (i>,  crescendo  indefinitamente  n,  e  perô.si  puôdare 


tal  vaiore  a  ouesto  numéro  intero  da  risultare  v/u7><^<  \/tt.4H>^'^* 
0  vero  u^>i^ ,  w„^>w*^* ,  ce.  ;  laonde  I  termini  délia  sene  (1),  a 
partire  da  un  certo  termine,  risulteranno  rispettivamenle  inferiuria 
quelli  délia  progressione  geometrica  H  w*I  w*^*;  w"**,  ec,,  la  quale 
in  questo  caso  è  divergente,  perché  (o>l ,  quiodi  ancora  diveiipeate 
sarà  la  (1).  Pertanto  è  vero  c.  c.  b.  d. 

111  I 

EsBKPio.  -  La  série  *+  -ô-  +  *5i  "*"  "ô«  "*"'  *"*"  'Si''"  •  •  *  ^^^''^^B^'^* 

•    I  I 

te;  imperocchè  lim  \/ii,  =lim  -^  =  ^  <  !• 

VOS.  I  due  precedenti  teoremi  non  valgono  pîu  a  decidere  délia 
convergenta  o  divergenza  d'una  série,  quando  il  limite  di  tt„4.|  :  ««» 

0  quello  di  Vii^  è=l,  corne  atviene  per  la  série  i,  |  ,  J^ ,  ec.  Intanto 
lo  stesso  Cavchy,  autore  dei  menzionati  teoremi,  à  date  altro  criterio 
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ler  potorci  assicarare  diversameote,  in  questi  o  aliri  casi,  délia  di- 
ergenza  d'uoa  série  :  il  criterio  si  trae  dal  segueote 
Tbobbha,  —  Se  la  série  (1)  è  decrescente,  cfoà  iale  che  eto- 
evn  termine  è  minore  det  prec^den/e  ;  se  t7u>ttre  l,a,^,Y,  ec.  sono 
ïumeri  formanti  una  progressUme  geometrica .  e  presi  daUa  se- 
te  ^i;  i  termini  0| ,  Ug^ ,  u^.,  ec.  si  formi  la  nuova  strie 

1 3)  u,+aUa-f-pup-fYu-Y+ec. , 

^esta  sarà  convergente  o  divergente  insieme  con  la  série  (1). 

In  f  ffeui.  pen-tiè  la  série  (1)  è  derresceoie,  si  ànno  le  s«*guenti  a— 2 
neguaulianze  Ut<u, ,  u^<u^ ,  u^<u^\  ...,  u^^i  <  U|  ;  che  addizio- 
late  dànno , 

^i+w,    +U3-  •  •  •  +Wa-i<(a-l)W|  :  similmenle 


i 


aonde,  adHiziooando  queste  ineguaglianze,  esclasa  la  prima,  la  Bom- 
oa  dei  primi  merobri  sarà  la  somma  s  délia  série  (1),  e  verra 

«<(a'-<)  u^+(^-a)  u^i+(y-P)  Wp+ec.  : 

►r,  per  Ipotesi  p=a*,  y^^  ec. ,  e  perciô  p-a=a(a-l),  T-P=P(a-i)j 
I  cosl  appresso,  quindi  sarà 

«<(W|+aUa+pîip+TU^+ec.)  (a~l)  ,  cloè    8<8'(a-l)  , 

d  cui  s'  è  la  somma  délia  série  (13)  u^+au^+ec,  laonde  8'{a—i)  6  la 
omma  di  dette  série,  quando  ciascun  suu  l»  rmine  si  moUipli«  a  per 
lM  ;  ma  se  essa  era  convergente  prima  délia  molliplicazione  pel  nu- 
aero  costantea—i ,  lo  sarà  tuttavia  dopo  questa  moliiplir&zione; 
QOllre  ruilima  inegunglianza  indica  che  la  somma  s  délia  série  (1) 
i  mmore  di  quelle  délia  Sf*rie  (2)  molliplicaia  per  (a— 1),  quindi 
on  pitt  ragione  sarà  la  série  (1)  convergente  con  la  (i:^). 

P»irimente  per  ipolesi  è  Uj>ti^  ,  t48>u^ ,  .  . .  'fJi>arA>^a  >  ®  quindi 
ddizionando  queste  a-2  ineguaglianze,  viene 

1^    -l-tts    +ti4    +•  •  •  •+Uflt^,>(a-2)M^ ,  0  vero 

fit    +Ui   -Hi4    +•  •  •  •+tta   >(a-1)Wa  ;  e  similmente 

[uindi  afidfzionando  queste  inf'guaglianze,  esdusa  la  prima,  e  osser- 
ando  che  la  somma  dei  primi  membri  è  =8— ti| ,  avremo 

«>tti+(a-!)Uji+{a-p)Up+(Y-P)tt^+ec. , 

\  vero  essendo,  come  sopra,  p-a=a (a-1),  y-P=P  («-!)•  ec. ,  e 

»,  >  5^-^^  tt, ,  sarà  s>  ^^^^  [Vi+aM^-^Pup+YU^+ec] ,  s>  -^  s'. 
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Or  il  secondo  membre  di  quesHneguaglianza  è  la  somma  délia  se- 

a-1 
rie  (13)  moliiplicata  pel  numéro  coslanie ,  si  che  se  la  (13)  è  di- 
vergente, sarà  pur  taie  dopo  moltiplicata  per  questo  numéro;  e  m 
più  ragione  sarà  divergente  la  série  (l)«  in  virtù  deila  précédente 
ineguaglianza  ;  laonde  le  seri*^  (1)  e  (13)  sono  dUergenli  iasieme,  e 
perô  il  te^rema  rimane  dimoslrato. 
EsBMPio.  -  La  série 

(")  *  +  2»+ ss+is-^^®-  (^  qualunque)  , 

la  cui  conTer^enza  non  puô  essere  verificata  per  mezzo  dei  dueleort* 
mi  precedeuti,  si  puô  paragonare  alla  seguente  : 

(15)  *  +  2iiî=r+4i5=r+8îî:r  +  ec.  . 


ebe  si  forma  moUipIîcando  il  1^,  il  2<^.  il  4^  »  1*8**,  ec.  termine  délia  se 
rie  (14)  rispelliTameme  per  1 ,  2  ,  4,  8,  ec.  conforn.e  hIIb  formsaioM 
délia  (13i  per  mczzo  délia  (1)  del  teorema.  Ora  ta  (15)  è  una  pro^r^* 
sione  geometrîra,  la  cui  raision»-  è  1 :  2**** ,  ed  ë  nasigiore.  opor^ 
egiiale  ad  1,  per  m<l,  o  per  m=:1,  ed  ô  minore  di  i,  p  r  m>\  :^ 
due primi  rasi  la  série  (15 1  ë  diverg**nle,  nt^l  iprzo  ë  convergent<;qoii- 
di  la  série  (14)  sarA  divergente  per  m  <  1  ed  m  =  l,  esarà  cob- 
vergent»*  per  n»>l. 
104.  Tbobbma.  -  Se  la  serte 


(V)        2 


_JL=_L_   -1 


+ + 


4      •      ■      • 


in  cui  a,  T|  »  v^ ,  ec.  $ono  quantîtà  posi'ivo.y  è  divergence  \  se  fii 
tempo  stesao^  essendo  b>a, si  à, a  parlire  da un  ceito  teimine tnp^ 


-^^^  <  .  ^    °    ,  la  série  (1)  u^+Uj+Uj+ec.  sarà  convergente. 
In  falti  ponendo 

(a)   S  -^    \       ^       I        ^^-^^i)        .         a(a-l-t>,),..(5-Hj 
^  ^     •     6  "^  6(6+1),)  ^  b  (H»,)  {b+v^  "^*  *"*■    6(6+v,).,.ia+«J 

„     a  (a+«,)  (a+rj). .  (n+v^)        | 
'*•=  rTirrrrrrrr-v — 7rr7r\X 


b  (6+1,)  (6+t?j)...(6-f«J     5  -a  ' 
si  à  identieamente,  com*ë  agevole  veridcare , 

6-a 

Ora  dairespressione  di  R^  si  trae 

1  _  6(6-0)/      6--a\/      6-a\ 


(P)  r^  =  S,,+i»,. 


Rn         O      \  ^  a+vj  \  ^  a+ V  V^^  o+vJ  ' 
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si  cbe  rappooendo  6>a>o,  e  v^  sempre  posilivo,  si  ft  com'è  ebiaro 

onde,  se  la  série  ^ è  divergente,  la  quanlità  in  parentesi  qua- 

drata  eresce  indefiniiamente  con  n,  e  perô  lim  R,^=:o  pern=:oo  ;  quin- 
di  se  neli'  equozione  (b)  si  passa  ai  limiU  pern  =  <x>  ^  s*  avrà  lim  S^ 

1 
=  r-^;— ,  e  perô  la  série  S,  i  cui  primi  n  termini  inno  per  somma  S^ , 

è  convergente  nelVipotesi  ammessa  cbe  sia  b>  a>o,  e  anche  v,|>o. 
Ma  dairespressione  (a)  di  S^  si  scorge  che  il  rapporte  ira  il  termine 

(n+l)"**  di  delta  série  S  e  il  précédente  è  ,      *    ;  quindi,  eèsendo 

convergente  quesla  série,  sarà  pure  convergente  la  tii+iit+iis+ec., 

per  la  quale  si  à,  per  ipolesi,  -^^  <  — — 2-,  (q,©  gag),  c.  b.  d. 

Queslo  teorema  è  dovuio  al  prof.  Gbiiocchi,  cbe  si  à  compiacioto 
comunicarrelo  insieme.  con  la  précèdent'*  dirooslrazinne. 

VOS.  TBOKBHà.  —  Dinoiando  con  l  la  caratlmstica  de'logarUmi 
in  v/n  8i4ema  qualunq'ue^  se,  per  valori  crescentt  di  o,  ilrapporto 

r=loQ  :  I  —  conver^fe  verso  un  limiie  finito  h,  la  série  (1)  tara  eon- 
n 

vergenie,  o  divergenifit  secondo  che  h>1,  o  b<l. 

Sia  primameiiie  h>l,  e  si  scel(i[a  a  piacere  una  quantité  a  com- 
presa  tra  1  e  h,  in  modo  che  sid  h>a>l  :  in  tal  caso,  seconde  Tipo- 

tesifil  rapporte  r  o  il  suo  eguale  (  1 — )  :  (In),  per  valori  grandissi- 

mi  di  n  finira  per  esser  sempre  superiore  ad  a  ;  si  che  crescendo  in* 
deflnilamenle  n ,  al  di  là  d*  un  cerlo  limite ,  s*  avrà  costantemenle 

(l  ■^)  :  (ln)>a,  o  vero  1  (^)  >al(n) ,  ^  >  n%  w^<-^ ,  e  perô 

i  termini  délia  série  (1  )  a  piriire  da  un  certo  posto,  fioiranno  con  Fes- 
ser minori  dei  ccrnspondenti  nella  série 


t       i  1 


1  -f  T5"4-55"+'''*H- r— TTj  +•• 


la  quale  è  converf^ente,  essendo  a>  i  (n.^  703);  quindi  anche  la  sé- 
rie (1)  sarà  convergente  (n.®  681,  1®). 

Se  poi  /i<l,  si  prenda  ad  arbiirio  una  quantità  a  compresa  tra  1  e 
h,  in  modo  che  sin  h<a<l  :  in  tal  caso^  facendo  cresceren,  si  finira, 
a  partire  da  un  certo  limite,  e  secondo  Tipoiesi ,  con  Tavere  coslan- 


rî 


temente  (l  —\  :  (\n)<at  o  vero ,  1  —  >alti,  —  <n**,  Ufi>  —5  ;  qaio- 

di  la  série  (1),  crescendo  n,  finira  eon  l'avere  i  suoi  lermioi  maggiori 
dei  corrispondenti  nella  série 

la  quale  à  divergente,  perché  a<l,  quindi  anche  è  divergente  la  (f). 
Pertanto  ë  vero  c.  c.  b.  d. 
V06.  Teorbva.  —  Se  nella  série 

(16)  U| ,  Uj ,  Uj ,  .  •  . ,  u„ ,  ec. 

il  rapporto  u^^  :  n.  converge  ad  1 ,  al  cresc^re  dt  n  ;  se  guindi  al 
df^tto  rapporio  si  dàla  forma  I  :  (l+ta),  essendo  ci)  una  quanUtà 
che  converge  a  zéro  al  crt^scere  di  n,  e  si  pr^nde  il  limite  ctel  pro- 
dotto  nb)  ;  dico  che  la  série  (i)  sarà  convergente  0  d»vergenie^  se- 
condo  che  colesio  limite  risviia  maggiore  0  minore  di  I. 

Supponiamo  da  prima  lim  noi=X>l,  e  sia  (jiuna  déterminais  qoan- 
tilâ  compresa  tra  1  e  X,  e  perciô  X>|iL>l  :  in  tal  caso»  a  partira  da  on 
certo  valore  di  n  sino  all'infioito,  sarà 

{")  l+co>(n-^y. 

In  effetti,  sviluppando  il  seconde  membre  con  la  formola  di  Nbw- 
ToiVy  che  tra  poco  vedremo  aver  luogo,  in  tal  caso,  qualanque  sia  l*e- 

sponente  jjl,  sarà  (i+— )  =*+  —  +  ^^-^^-^+ec.,  e  perô  per  sod- 

disfare  alla  (17)  basla  che  sia 

l+u»l+—  +  *^  j^T  ^  +  ec.  da  cui  si  Irae 
n        an* 

u)'>ii  +  lîJ^  +  ec.;   nw>|x+?î^^f^  +  ec.: 
n         2n*  "^        zfi 

or,  prendendo  i  limiii  d'ambo  i  membri,  abbiamo  che  quelle  de!  se- 
conde membre,  per  n=3oo,  è  pi,  mentre  quelle  dei  prime  è,  per  ipo* 
tesi,  X  ;  e  poichè  X>(ji,  ben  si  vede  che  si  puô  soddisfare  l*ultima  ine- 
guaglianza«e  qu>ndl  anche  la  (17),  a  parlire  da  un  valore  di9i  grande 
che  si  voglia.  Poste  ciô,'dalla  (17)  si  ricava 

(18)  -J_ ,  0  vero  i^  <1  :  A  +  l-Y; 

inoltre  nella  série 

Il  1  ^ 

(19)  l  +  -5û  +  '^+--+:rû  + 


21^^51*^    ^  n^^  (n+lF  ' 
che  è  convergente  per  |ji>l,  com*è  appunte  nel  oostre  casoj  il  rappor- 
te tra  il  termine  (?H-1)°*  e  il  sue  précédente  è  1  :  M  +  —j  ;  qoin- 
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analogo  ragîoDameoto 

neguaglianza  l+ci><  M  -\ — j   riman  sempre  veriflcala;  onde  nella 

medesima  condizione  sarà  -z o  vero  -2=tî-  >1  :  (1  +  —  )  ;  quin- 

1+w  tt„  \       n/ 

di  questû  rapporte  à  maggiore  di  quello  de*due  termiDi  corrispondenli 
della  série  (19),  la  quale,  nel  caso  attuale,  è  divergente  (  n.®  130)  per- 
ché {JKly  quindi  (  n.^  698)  anche  divergente  è  la  série  (1),  e  perô  ë 
vero  c.  c.  b.  d. 

VOV-  Qaesto  teorema  à  importante  per  riconoscere  la  convergenza 
d'una  série»  alla  quale  non  si  paô  appHcare  i  teoremi  de'oJ  101  e  102, 

quando  il  limite  di  u,^_,  :  u. ,  o  quello  di  ^î^  risulta  eguale  ad  1. 

«    ,    .  ,       .1      i      1.3     1      1.3.5     I   ,        . 

Co8l,sia1asene  -«-  '  3-  +  «^  '  5"  +  ôtïï  *  T        •  '"  <ï«*slo<»so 

1.3.5...  (2n-1)       1 


2.4.6 in     '  2»i+l  ' 

_  1.3.5 (2n~l)  (in+i)      1 

***^*  "  2.4.6 2n(2n+2)  '  2n+3 

=  TT — s— 73 — rsi  9  iiDï  ■        =1 ,  p6r  fi=  00, 

u^       (2rH-2)  (2n+3)  '         u^        '^ 

Or  applicando  il  teorema  del  n.®  prec. ,  porremo 

1  (2n+l)*  ^    :,     :, 

m—  =  /o    ;  Qv  /Q    .  o\  9  donde  si  Irae 
1+w     (2n+2)(2n+3)' 

6n+5  6n*+5»    „  3      ^ 

quindi  la  proposta  série  è  conTergente. 
Similmente  neiraltra  série ^+|{4-i4*H^^*  ^^  ^^^^^^'"(^im-i'^») 

=llm[(2n+1)  :  (2n+2)]=l;  ma  ponendo  corne  sopra  t-—  =  5—=  , 

risulte  10=  ^—-5 ,  71(0=  r — -  ;  quindi  lim  nco^lim  - — 7  =  -s-  <  *  > 
2n+l  2n+l  '  ^  2n+i      2 

per  n=  00 ,  e  perô  la  proposta  série  è  diTcrgente. 
VOS,  Teorema.  —  Se  due  série 

(u)  Uo+Uj+Ut+  • .  •  •  +Uo,  ec.       (▼)    Vo+V4+ v,+ .  •  • .    ▼„,  ec. 
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sono  cofyDergentii  e  le  rispettive  somme  sono  s,  s' ,  fa»  nwmm 

(W)  (Uo+Vo)+(a|+Vi)+ +(«n+v«)+ 


'  •  •  •  • 


sa/rà  pur  essa  convergeiile,  e  avrà  per  somma  s+s'. 

lo  effetti,  dinotando  con  s^  le  somma  de*  primi  n  tenniiiidétti» 
rie  (o),  e  con  s'^  quella  de'  primi  n  lermini  délia  série  (y),  e  leaerio 
présente  che  le  série  (u)  e  (v)  sono  convergenti ,  avremo  Umfi.=s, 
lim  s'»=s',  (n=oo  )  ;  qaindl  per  la  somma  s^+s'i^  de'  primi  n  lenniii 
délia  (wl  a  vremo  lim  («^+«' J=lim  «^+lim  s'||=8+s',  (n=oo  ),  e  perth 
série  (w)  ë  eoDvergente,  c.  b.  d. 

È  buoiio  notare  cbe  il  ragionameoto  précédente  è  iDd^NAdeatodii 
segni  de'  termini. 

YHO.  Tbousha.  —  Supponendo  ohe  le  due  série  (u)  e  (?)  ddi» 
rema  précédente,  e  a  termini  postUifij  sieno  eontergenUj  Hunm 
série 

f.y  <  (UoVo)+(UoV| +U,Vo)+(OoVî+UiVi+UtV J-h 

^     '  }  .   .   .  +(UoVn+UlVM+ +«ii-l  V|+Ut  VoH*  •  •  • 

sarà  pur  essa  convergenile,  e  avrà  per  somma  U  prodotto  u!  defle 
sommée  rispeittve  s,s'  dette  due  série  (u)  e  (t). 

In  fotti  è  agevole  assicurarsi  che  dinotando  con  a^ ,  s^^  le  soniM 
degli  n+1  primi  termini  délie  série  (u)  e  (v),  cioè  ponendo 

e  dinotando  con  w^  il  termine  di  posto  (nr+l)*^  délia  série  (w'),sii 

+(«'ottl•^-«'^t^l•^f  +  •  •  •  •+«'•-1  «w); 

ma  essendo  So^Uo»  Si=iio+t^i,  ec,  So^^o»  s'«=t;o+v, ,  ec,  si  à  pore 

e  poichè ,  crescendo  n  indeflnitamenle ,  i  secondi  membri  di  qoesb 
inegaaglianie  converi^ooo  a  zéro,  perché  per  ipotesi  le  série  (u)  e  (r) 
sono  convergenti;  quindi  anche  i  primi,  essendo  posittvi,  oonv^ 
ranno  a  zéro,  e  pero  per  n=oo  TegoagUanza  précédente  diTeiii 

Wo+w'i+Wi+ec.=as'=(Uo-Hit+ttt+eo.>  (Vo-H>i+t,-fec.),  c.  b.  d. 

no.  Giova  ossenrare  che  il  teorema  or  dimostrato  cessa  dalT  M 
hioge,  se  le  série  {u)  e  M  cesaan  dalf  esser  convergenti ,  col  ridir* 
re  daseun  loro  termine  al  rispettivo  valor  numerico.  Cosi,  pieniii- 
amo  per  ciascaoa  série  (u)  e  (v)  la  seguenie  série  convergente 

(20)  1 — L^  +  ^-^  +  ec, 

che  diviene  divergente  col  cambiare  il  segno  a  tutti  i  termini  tisoSi 
(n.""  103,  esem.).  Nel  caso  di  cotesta  série  (20)  la  (w')  è  d^la  610 

(21)  i-(-4=+-4=)+  (-4=+-^ +-7=)  -^'^ 

\/T     v/y/       \y/T    V/2.2      /T/ 
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ed  à  divergente  ;  imperocchè  il  sao  termine  générale 

Vn     V^(n-1).2     \/(n-2).3  1^2(11-1)    Vn^ 

quando  n  è  pari»  à  lo  stesso  che 

e  quando  n  6  impart  è  lo  stesso  che 

L   Vv^  V^(n-1).2  V^î(^+3)i{n-l)/    V/l(n+l)i(n+l]J 

e  perô  evidentemente  il  sao  valore  numerico»  nel  primo  caso,  è  mag- 

(pore  di  n.  —  =  J  *^   >1,  e  nel  seconde  caso  è  mag- 

glore  di  n —  •-  =  — -r  >  1;  laonde,  in  ogai  caso,  ê  mag- 

l/i(rH-l)i(îH-l)     »+* 

glore  di  1,  e  perô  la  série  (21)  è  divergente  (û^.  684). 

Vil.  Série  con  termini  positivi  e  negalivi. -^Abbiamogià 
mostraio,  che  la  condiiione  necessaria  e  sufflciente,  perobè  o&a  série 
sia  oonTergente,  è  cbe  sia  taie  qaella  de'rispettivi  moduli  de'suoi  ter- 
mini: qaando  questi  sono  reali,  i  loro  moduli  sono  gli  stessi  loro  talori 
assoloU  ;  laonde  è  agevole  stabilire  alcuni  criterii  per  rieonoseere  la 
convergenta  o  divergenza  d*una  série  a  termini  positlvi  e  negaiivî. 

TBotfiHA.  -  La  série  a  termini  posUivi  e  negalM 

(u)  Uo ,  U| ,  Uj ,  . . .  u,  ,  ec. 

Mfà  e(mvergente,  o  dinergeiUe  seeondo-  che  U  valore  assoluto  del 
rappùTto  004.4  :  Uq  8*aoco8to  a  un  limUe  minore^  o  maggiore  di  1, 
al  crescere  indeHnitamente  n. 

Impercioccbè,  sostitueodo  ai  termini  della  série  (u)  i  loro  valori  tm- 
merioi  Pi ,  pi ,  ec,  la  onova  série  pi+p^+ec.  sarà  convergente,  o  di- 
vergente, seeondo  che  il  rapporte  ^«^.1  :  p„  s*accosta  a  an  limite  mi- 
nore, 0  maggiore  di  1  ^ al  erescere  indeflnilamente  n  (n**  101):  oTa  que^ 
slo  rapporte  è  il  valore  namerico  delfaltro  u^i  :  u^ ,  quindi  è  vero 
c«  e.  b.  d. 

%Kt'  Ailo  stesso  modo  si  dà  ragione  del  seguente 
Tfiotau.  —  La  série  ai,  u^ ,  ec. ,  a  termini  positivi  e  negùtivi, 
sarà  convergente,  o  divergente^  seeondo  the  U  valore  nvmerico  di 

v^,  crescendo  indefïnitamente  n,  â'occosto  a  tm  UmUe  minore, 
o  maggiore  di  !• 

ns.  Tborbma.  —  Sei  termini  d'una  série,  a  partire  da  un  certo 
posto^sono  dUemativamente  positivi  e  negativi,  e  al  tempo 
aiesso  sono  cEecrescentt  tncle/ïnttamente^  la  série  è  eonmergente. 
In  eflètti  (supposto  n  pari)  abbiasi  la  série 

(22)  tt,-l«t+Ua +Uf^-Un+U^ , 
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e  sia  U|>iit>ti3>  ec« ,  e  di  più  lim  u^=o  ;  avremo 


Sj:^(|— tt|  , 
«,=U,-(tt,-U,)  , 

«♦=(«i-tti)+(«s-tt«) , 
««=««-(tt|-tts)-(«*-«») . 


donde  si  Tede  cbe,  per  essere  le  quantité  in  parentesi  tatte  posife 
per  ipotesi.le  somme  di  posto  impari  s,,  a,,  ec.  van  dîminaeDdo,e((Ml* 
le  di  posto  pari  s^^s^,  ec.  vao  crescendo;  e  poichè  8,^-v=i|, 
sarà,  ancbe  per  ipotesi,  lim  (a^|-aj=:lim  u^^=o  ;  laonde  detlesos- 
me  vanno  accostandosi  ad  un  limite  comune  s,  e  questo  limitée  cou- 
preso  fra  due  di  esse  somme  consécutive;  dunque  tatta  la  proposU» 
rie  (22)  avrà  ana  somma  s,  e  perô  sarà  convergente,  c.  b.  d. 

n*-  Giova  osservare ,  cfae  se  in  luogo  di  essere  lim  u.=o,  » 
lim  v^:=X,  allora  avremo  lim  (aj|^|-sJ=A,  o  vero  lim  S|^=lim8|i+À: 
cioè  il  limite  délie  somme  crescenti  non  sarà  piùegualeaqQeliodd- 
le  somme  decrescenti  ;  ma  Invece  il  limile  délie  somme  di  ordineifr 
pari  sarà  eguale  a  quello  délie  sonune  di  posto  pari,  accrescinto delii 
quantità  X,  e  quindi  b  série  in  questo  caso  sarà  iadetermioaia. 

VIS.  Intanto,  escluso  questo  caso,  si  puô  avère  un  criterioperri* 
coooscere  un  limite  deWerrore  che  si  commeUe^  prendendo  unctn^ 
numéro  n  di  termim  délia  série  (16),  a  parère  dal  primo,  fet^- 
lore  délia  somma  s  délia  série.  Ed  in  vero  ,^e  n  è  pari ,  al)biaB»< 
(n.®  113),  «n<*<*«4.i  »  ®  P^'û  «■"«n<*n+i  ~^îi<^w-i  ;  sc  poinè  ffl- 
pari,  si  à  invece  8»>a>aiM.i ,  e  quindi  s^-s  <«*— «,^+.i<-i*,m.iî  ^ 
s—s^  rappresenia  appunto  l'errore  in  parole,  quindi  in  ognicaso^e^ 
rore  che  si  commette  è,  in  valore  oasoluto,  minore  delprvmtff' 
mine  deUa  série,  il  quale  si  trascura.  E  si  puô  osservare  corne  csk- 
sto  errore  s-s^  sia,  seconde  la  formola  (3,682),  il  resto  r.  dellaseris. 

ne.  Più  générale  del  teorema  del  n.^  713  ë  il  seguenie 

TsomBHA.  -  Se  una  série  è  composta  di  terminiposiHri  e  f^ 
tivi,  e  i  succesatvî  gruppi^  formaxi  da  termini  dello  slesso  «^ 
decf «scono  indefinitam^ente,  essa  è  conver^enle  (*). 

In  effetti  supponiamo  cbe  la  série  cominci  con  un  certo  numeroi 
termini  positivi,  la  cui  somma  dinoteremo  con  y,  ;  indi  segiaiBi 
somma  g^  di  termini  negativi,  poi  un'altra  somma  g^  di  termioi|)t> 
sitivi,  e  cosl  alternativamente  :  supponiamo  flnalmente  ebeff^ranH^ 
senti  quel  gnippo  di  termini  positivi  o  negativi,  fra'  quali  cadeilbr- 
mine  délia  série  dinotato  da  u^^ ,  allora,  come  cbiaro  si  vede,  tasoi' 
ma  S||=U4-H^+*  •  •  -fUn  cadra  fra  le  due  seguenti  : 


ma  se  i  gruppi  g^,  g^ ,  ec.  van  decrescendo,  coteste  due  sonune,  p' 
(*)  Catalan,  Traili  élémentaire  des  séries^  pag.  13. 
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teoroma  del  n.^  713,  s*accostano  a  uq  limite  comune  a,  qaindi  ancora 
lim  8^=8,  e  perô  la  série  è  coDvergeDle,  c.  b.  d. 

EsBMPio.~La  série  i-W"^^+y>*'  \  l^-Tq+^c.  è  convergente; 
imperocchè,  in  primo  luogo^  essendo  01=1,  02=1+3»  9s=4+i+i»^c« 
si  scorge  agevolmente  che,  in  générale, 

1  1  .1  i 

9i=^  tj/'   j\.i+i«/-    a\.a+'  ••  •+4777777  ^  nu 


^i(t-l)+l      ki  (<-0+2  kt  (î+1)     î*  (*-«)+»  ' 

e  perô,  prendeodo  il  limite  rispetto  ad  i=  oo,  si  à  lim  g^o. 
Inoltre,  secondo  quest*uUlma  formola,  risulta 

_  r     2 2     -I  [-2  2    -i  _         2 

9<-9m     Li«-i+2     xM+2j  '*"*"*'Li*+i    iH3tJ      (i+l)(t+2) 

_..r  1 1  1  2 

L(i«-î+2)  (i«-H+2)  '  '  *  **■  (f »+t)  (t«+3i) J      (i+l)  (14-2)' 

e  poichè  la  somma  in  parentes!,  che  accompagna  il  faitore  4i,  è  evi- 
dentemente  maggiore  di  i  volte  ï  oltimo  suo  termine ,  che  équivale 

2 

9i-9i^>  /^-^gx  /j^gx  »  fl'<>ffi4.i .  quindi  i  gruppi  di  termini  dello  sles- 

so  segno,  nella  proposta  série,  vanno  successivamente  e  indeflnita- 
mente  diminuendo  in  valore  assoluto,  e  perô  la  série  6  convergente. 

111.  Aliorcbè  i  gruppi  gf| ,  g^,  oc.  soddisfanno  le  condizioni 
enunziate  nel  teorema  or  dîmostrato ,  e  che  perciô  la  corrispondente 
série  è  convergente,  Verrore  che  si  commette ,  prendmdo  il  valore 
di  Sq  per  quello  s  délia  somma  delta  serie^  è  inferiore  ai  vaiore  nu' 
merico  del  gruppo  g|4.| ,  corne  risulta  dalla  simigliansa  di  dette  teo- 
rema con  Taltro  del  n.^  713. 

VIS.  Tbobbha.  —  Se  le  diie  série  a  termini  positivi  e  negativi 

(u)  Wo  I  Ui  »  Uj ,  ec.  ;         (v)       Vo ,  ▼, ,  v, ,  ec. 

sono  comergenii^  e  ànno  per  somme  rispetlive  s,  s'  ;  anohe  la  série 

(w)  Uo+Yo  >  Ui+v, ,  Uj+Vj ,  ec. 

sarà  convergente  e  avrà  per  somma  s+s'. 

La  dimostrazione  6  quella  stessa  esposta  nel  n.^  708,  perche  essa  à 
luogo  algebricamente,  come  si  fece  osservare. 

no.  Tbobbma.  —  Se  le  due  série 

(u)  Uo ,  u, ,  u, ,  ec.  ;       (v)       Vo ,  V| ,  v, ,  ec. 

a  termini  positivi  e  negativi  sono  convergenti,  quand'anche  i  loro 
termini  si  ridMcano  ai  rispettivi  valori  numerici^  anche  la  série 

(w') 

UoV„+UtV^t+D8V„_2-f  •  •+UnYo 
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sorà  comergente  indipendentemente  daU'ardine  de'i 
per  8<mima  ss' ,  o  sia  (t*,+W4-fUs+«  •  •  •)  (▼o+Vi+^+' "•)• 

Id  fitti  dinotando  coa  f^^  il  ?alore  numerico  di  ti^i,  e  oonfifodi 
di  Vu ,  abbiamo 

inoltre  corne  nel  n.^  109  abbiamo  anche  qui,  algebricamente, 

essendo  w^  il  termiae  générale  délia  série  (w)  ed  s^ ,  s',  le  son* 
rispelUve  de*  primi  n  + 1  termini  délie  série  (u)  e  (v).  Similmetô 

qutAdi,  in  Yiriù  di  queste  relasioni  e  délie  (23),  le  qoaotiti  in  pm 
tesi  nella  (24)  sono  minori  délie  somme 

ma  queste  eonvergono  a  zéro ,  convergendo  n  airinfinito ,  penkil^ 
série  po+Pi+^*  9  p'o+P^+eo.  si  suppongono  con?ergenti,  domp 
passando  ai  limiti,  cioè  supponendo  n=  oo,  r  equazione  (24)  dnerri 

M'o+Wi+Wt+eC.=8l'=(M^-Hm-Ut+eC.)  (Vo+0|+^t-H^-)  » 

e  la  série  (w')  è  oonvergente. 

In  fine, poicbè  v^n'=^o^n^^î'^m^'^'  *-H«f»Vo  «  sarà  (n'.  54  e  S6)3» 
dulo  di  w»  eguale  o  inferiore  alla  somma  PoP  ft+Pip'i».i+-  *+PaPV  ^ 
rappresenta  il  module  del  secondo  membro  délia  précédente  i|t 
glianza;  ma  respressione  précédente  6  quelle  del  termine  genôA 
deila  série  (w')  la  quale  è  convergente,  come  si  è  dimostrato,  qotf 
aoehe  la  série  de'  modali  de*  termioi  di  dette  série  è  eontergeak,  t 
perô  è  vero  c.  c.  b.  d. 
La  série  (w')  suolesi  chiamare  prodoîto  délie  due  série  (u)  e(ù 
VSO.  Un  ragioname&lo  analogo  puè  essere  esteso  a  piùdito^ 
rie,  e  quindi  concbiudeme  cbe  se  si  abbiano  m  série  con?ergeBli|i^ 
dipendentemente  dali*ordine  de'  segni , 

ti'o,  tt'i , ..  u'nj  ec. ;  tt"o,  u", , ..  u"^,  ce.  ; ..  ; Uo,  v, ..  «,, «e» 

sarà  pure  convergente,  indipendentemente  dairordine  de'  terflâii-^ 
avrà  per  valore  il  prodotto  di  queste  série,  la  seguente  série 

(P)  ï?o,  u,,  F,,...  D;,,ec. 

formata  per  meno  delle  pre^denti,  in  goisa  die  il  termine  geeent 
V^  sia  la  somma  di  tutti  i  possibili  prodotti  di  m  fattori  (uÔ,  (<0'^ 
presi  une  per  ciascuna  série,  e  in  modo  cbe  la  somma  dcf^'indiài 
ciascun  prodotto  sia  sn. 
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«M.  Supponeiidou'o=u''o=...=Uo  ,tt'i=u"i=..  =Wi  »ec. il 
prodotto  délie  soprascritte  série  si  cacobia  nella  potenza 

(tt'o ,  u\ ,  u\  ,..  u'^ ,  ce.)* , 

e  la  série  {V)  in  questo  caso  si  chiama  potensa  m*"'  dellft  série 
^'o  )  ^'fl  1  ^^* }  si  che,  secoQdo  il  precedeale»  si  coiichiode  che»  es- 
sendo  m  un  tnlero,  la  polenza  m**^  d'tma  série  ccmvargfenie,  indtr 
pendenlemente  dairordine  de'  termini,  è  un'aUra  séria  delIa  «tes- 
sa  naiura^  e  à  per  somma  ta  polettôa  m"^  deUa  somma  detta  ae- 
rjedoto. 
IM.  Allorchè  la  série  proposta  è  la  segnenle  : 

Oo+fli  œ+a,  x*+«  •  •  •+an  as* ,  ec. 

allora  nella  sua  poteoza  m"*,  A^+AiX+A^x^-i-tc.^  il  coeffleiente  Â^, 
coiD*è  agevole  yerificare  è  la  somma  délie  disposiiioni  con  ripetizioni 
(E.  n.^  535)  de'coefficientt  Oo ,  a, ,  ec.  presi  ad  m  ad  m,  e  la  somma 
degrmdici  m  ciaseuna  disposizione  ë  n. 

LEZIONK  L. 

Belle  série  doppie.  -—  CêniimiUà  deUe  série.  —  Convergef^ssê  dalle  série 
ordinale  seconde  le  po(enze  ascendenli  dvna  variabile. 

928.  Uoa  série  si  dice  doppia  quando  à  la  forma 

(17)  1  -H4,o-H*ii+t*iï  +  ***-H*j»  + 


'  •  •  •  • 


+^«o+W|iii+W«j+-  •  •  • +11,11,+ •  •  • 
.    «     .     . 


In  cui  ciaseuna  orizzontale,  o  ciaseuna  verticale  è  una  série  se  mili- 
ce, come  quelle  considerate  oella  précédente  leiioM.  Il  termine 
gênera  le  tt,„^  délia  (P)  ë  una  funzione  di  enirambi  grindid  m  ed  n. 
Ponendo 

[      Woo+Woi+^oi+'*--+t*oii 

c    _  ;  +t4io  +t*ii  +^12  +•  •  '  •  +î*i» 

•^mn^  j 

(  +U«^+ti«,+tt^+--..+W,^ 

sarà  S|Mi  la  somma  di  questa  série  doppia  flnila,  composta  di  m+1 
série  orizsontali»  ciascnna  délie  quali  oontiene  n  + 1  primi  t^aùnî 
delle  prime  m+1  série  orizzontali  délia  (0);  o  pure  sarà  la  somma  di 
n-¥i  série  verticali,  contenenti  ciaseuna  m+1  primi  termiui  deUe  pri- 
me n+t  série  vertlcalî  délia  (P).  É  cbtaro  pei  che  la  somma  S^  avrà 
uo  faiore  flnito  e  determînalo,  se  eiascuMi  délie  série,  oricxontali  o 
verticali,  à  essa  stessa  un  Tskire  finito  e  d^minaito. 

IM.  Se,  tolU  dalle  aerie  dopfiia  (  D>tiiU2  i  tersiiM  doHa  somma  S^, 
la  somma  d'un  numéro  arbitiark)  di  tetmini  rimaiti  €on?erge  a  aero, 
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al  (^escere  iadefinitameote  m  ed  n,  allora  la  série  (U)  si  dice  conter- 
geote.  In  tal  caso,  com*è  chiaro,  la  somma  S^,^  converge  verso  im 
limite  flsso  S,  al  crescere  indéfini lamen le  m  ed  n  :  questo  limileèla 
som  ma  délia  série  doppia  (U).  Nel  caso  precisamente  opposto  deUa 
série  non  ammelterà  una  somma  flnita  e  determinala ,  e  perciè  san 
divergente,  o  indeterminata. 

ISS.  Poste  le  precedenti  deflnizioni,  passiamo  a  dimoslrare  alcii- 
ne  proposisioni  relative  aile  série  doppîe,  cbe,  per  ora,  sopporreoio 
sieno  reali. 

Tborbha.  —  Se  la  série  doppia  (U)  ë  convergence,  saran  conoer- 
genti  oncora  la  série  formate  daUe  somme  dette  série  orizzotUaU, 
e  queUa  formata  daUe  somme  dette  série  verHcali  ;  non  che  la  m- 
guenie  : 

Uoo+(uoi+Uio)+(u«+u„+u^)+ec. 

e  ciascu/na  avrà  per  somm^  la  slessa  sommu  S  della  série  (U). 

In  fatti  è  chiaro  primamente  che  la  série  doppia  (  V)  non  potrebbe 
esser  convergente,  se  laie  non  fosse  ciascuna  délie  sue  série  senfU- 
ci  oriizontali  o  verticali  ;  quindi  ciascuna  di  queste  série  avri  um 
somma  flnita  ;  e  ponendo  in  générale 


y  m=n=co 


le  somme  délie  série  orizsonlali  saranno 

lim  A^ ,  iim  Am  ,  lim  A^^ ,  ec.  per  n=:  oo  , 

e  quelle  délie  série  verticali  saranno 

lim  S^ ,  lim  J?Mi ,  lim  B^i ,  ec.  per  m=oo  ; 

quindi  le  série  formate  rispettivamente  dalle  prime ,  o  dalle  secooA 
di  queste  somme  saranno  ! 

lim(A^+i,,+i,^+..--+4^) 

lim(B^+B^,+B^,+  ....+B«^) 
nel  tempo  stesso  sarà 

cosl  che  togliendo  dalla  (17)  sia  la  somma  A^+A^^^ec.  ,  sia  Ym 
^«9+*  *+^iim»  >I  numéro  de*  termini  restanti  sarà  lo  slesso  in  un 
casi,  cioè  sarà  quelle  che  s'ottiene  togliendo  S^  da  (C)i  e  perijl 
sando  ai  limili,  col  supporre  ni=n=:oo  ,  s'avrà  ^ 

lim  (i^+. .  •  .+A^)=lim  (B^+. . .  .+B^)=lim  S^^S , 

quindi  è  vero,  in  primo  luogo,  che  le  série  formate  dalle  somme 
série  orizzootali,  o  da  quelle  délie  verticali  sono  convergenti,  e 
scuna  à  per  somma  quelle  stessa  délia  série  (I^. 
In  secondo  luogo  se  indichiamo  con  a^^.,  la  somma  di  tulfi 
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termini  délia  série  (l/),  ae'quali  la  somma  degl'indici  è  inferlore  a  n+  i , 
cioè  se  poniamo 

+W»-l,0+Wil-.|,t 

allora  ë  chiaro,  che  se  la  série  [U)  è  convergente^  la  somma  s^x,  cre- 
scendo indeflnifamente  n,  convergera  verso  lo  siesso  limite  S,  ?erso 
coi  cooTcrge  S^^.  Ma  pooendo  per  uo  momento 


•  \ 


llm  (WoH'W|+Wt+ +w'J=lim  s^i=S^ 

laonde,  se  la  série  doppia  (V)  è  convergente,  taie  sarà  pure  la  série 
semplice  M^o+^i+^i+^c*  9  o  ^^^o  la  série 

ttoo+(woi+t«io)+(wM+w„+«,o)+ec. , 

6  perô  à  vero  c.  c.  b.  d. 

126.  Tboeema.  —  Se  le  série  orizzanlali.  che  eompongono  la 
série  doppia  (U)  sono  convergenti,  quan(ïanche  i  loro  termini  si  ri- 
ducono  ai  loro  vnlori  assoliUi  ;  se  nel  tempo  siesso  la  série  formor 
ta  daUe  somme  di  dette  série  è  convergente;  sarà  pure  convergen- 
te la  série  doppia  (  U)  e  sarà  quindi  indifférente  somnhare  per  oriz- 
zontali  0  per  veriicali. 

In  fatli  rappreseoli  S'  una  série  doppia  formata  con  termini  délia 
série  doppia  (U),  ridoUi  ai  loro  valori  assoluti,  e  sia  v^^  il  termine  ge 
nerale  della  ouova  série  S'.  £  chiaro  che  questa  paragonata  alla  se- 
rie  floita 

(1  )  l  +ViO  -H^if  +V|t  +  •  •  •  •  -^^tn 

ne  differirà  pel  numéro  illimitato  di  série 

«   (2)  j +1?«^Hî,o+^«^^*-^»N-^*■♦••• 

e  per  le  allre  m+X  série 

i^o,  n+i+^o,  n+t-H^o,  n+a+ 

0  RuBiNi,  CampUmento  d^Algebra.  51 
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Posto  ciô,  poniamo 

allora,  poicbè  per  ipoiesi  sono  conTergenti  le  serieorizzonlalidiS', 
e  ancbe  la  série  formata  dalle  somme  ai  quelle  orizzootali,  ne  segoc 
che,  crescendo  indefinitamente  m  ed  n,  lim  (ao,|+a«|^+*  •+aas)den 
convergere  verso  un  valore  finito ,  e  quiodi  dev*  essere  benaocte 
lim  (a,^4.|  ,»+ai^,,,j+ec.)=o,  crescendo  iodefinltamente  medn:eiè 

indica  che  la  somma  (2)  à  per  limite  zéro,  comunque  ri  vogUmU- 
sporre  quei  terminiy  perché  son  tutti  positiyi ,  per  ipotesi. 

In  quanto  poi  aile  série  (3)  à  da  rifleltere,  che  essendo,  perqKh 
tesi,  convergenii  le  série  orizzootali  délia  série  doppia  (I),  ciaseon 
délie  (3),  che  rappresentano  i  rispetUvi  resti  délie  (t),  deve  oooW' 
gère  a  zéro  (n.^  682),  crescendo  indefinitamente  n;  laonde  si  puàsflB* 
pre  prendere  n  talmente  grande,  che  ciascuna  délie  série  ^)  risolii 

minore  di r  »  essendo  S  quantiià  piccola  quanto  si  TOgUa;  eqoiD* 

di  la  somma  di  tutte  risulterà  minore  di  6,  e  cift  tndtpendentemcile 
daWordine  de'termini.  Pertanlo,  potendosi  rendere  le  somme  (!) 
e  (3)  minori  di  qualunque  quantité  piccola  che  sia,  indipendenteoeB' 
tedall'ordine  de'termini,  col  crescere  indefinitamente  m  edn,» 
segue  che  la  série  doppia  S',  e  con  più  ragione  la  ((7)  sarà  cooTergeoie 
indipendentemente  dall'ordine  de*  ter  mini,  c.  b.  d. 

Il  teorema  ora  dimostrato  non  à  più  laogo,  se  ciascuna  deUe  sen 
orizzontali  cessa  daU'essere  conYorgeote  quando  i  suoi  termini  si  rido* 
cono  ai  loro  valori  assoluti. 

Wl.  Supponiamo  ora  che  la  série  doppia  sia  a  termini  compte») 
cioè  sia  délia  forma 


a)  l  (î*io+W4o)+(^n+tv„)+ 

(Ujo-l-Ww)+(Wti+*»îi)+ 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


in  queslo  caso  ancora  avran  luogo  i  due  teoremi  precedeoli,si- 
stituendo  la  parola  modulo  a  quella  di  valor  numericOy  e  la  parob 
quantUà  complessa  a  quella  di  quantiià  reale.  CosI,  per  ciô  cheri- 
guard'a  il  teorema  del  n.^  prec.  il  suo  enunziato  rispetto  alla  série  cofi- 
plessa  (i)  si  enunzia  cosl  :  la  série  (4)  sarà  convergente  se,  riiii- 
cendo  ctascun  termine  al  suo  modulo,  son^  con/oergevUi  (eset^ 
orizzontali,  e  quella  formata  dalle  somme  di  dette  série. 

In  tal  caso  la  somma  délia  série  s'otiiene  addizionando  peroiô' 
zontali,  o  per  verticali. 

128.  Posto  ciô,  se  si  à  la  série  doppia 

/  a©  +a|  x+Oj  a5*+*  •  •  • 

/  vv  1  a'o  +a\  x^a\  »*+ 

^  '  ^a"o+a'\3D+aV+---- 
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in  cui  lanto  i  coefflcienti  (a)  quanto  x  sono  quanlilà  complesse;  e  se 
y»  y'  >  !/"  >  ce.  rappresenlano  le  série  orizzoniali,  ed  Y,  F  ,  F' ,  ec. 
i  valori  di  dette  série  quando  ai  coefflcienti  (a)  si  sostituiscono  i  loro 
moduli  ;  allora  se  coteste  série  (Y),  e  queila  formata  dalle  loro  som- 
me sono  convergeât!  altribuendo  ad  x  un  ?alore  posiiivo  x^ ,  la  sé- 
rie complessa  (X)  sarà  convergente  per  qualunque  valore  di  x,  il  cui 
modulo  non  sia  maggiore  di  Xq  :  in  questo  caso  sarà 

12B*  Da  ciô  discende  la  proposizione  seguente  :  sia  Y  una  f anzio- 
ne  razionàle  e  intera  di  y,  e  sia 

y=a^+a^  œ+o,  œ*+ec.  ; 

sosliluendo  çueslo  valore  di  j/  in  Y,  e  ordinando  seconde  le  potenze 
ascendenti  dt  x,  s*avrà  una  serie^  la  quale  sarà  convergente  indipen- 
denlemente  daU'ordine  de*  termini ,  e  avrà  per  somma  Y,  per  tulli 
que'  valori  di  x  pe*  quali  è  convergente  la  j/,  indipendentemenle  dal- 
Tordine  de*  termini. 

130.  Passando  oraaile  série  ordinate  secondo  le  poten- 
ze ascendenti  d'nna  variabile,  le  quali  sono  della  forma 

a^+tti  œ+a,  »*+  •  •  •  •  -ha^  x**H-  •  •  •  • 

esporremo  primamentc  alcune  proposlzioni,  che  si  riferiscono  alla 
continuità  d*una  série. 

Sieno  u^  ,  U| ,  u^  «  ec.  délie  funzioni  continue  d*una  stessa  varia- 
bile  X,  e  s'abbia  la  série  convergente 

(u)  f(2c)=tio+U4H-w,+ •  •  •  •  +u„.|+ ; 

dando  ad  x  un  aumento  arbitrario  h,  avremo  la  nuova  série 

(D)  f(aî+h)=l7o+l7^+Fj+- . .  •+l/'„^t+-  •  , 

ove,  in  générale,  U,^  è  ciô  cbc  diviene  u^  quando  ad  x  si  sostiluisce 
as+h.  Ora,  poichè  le  funzioni  u  sono  continue  eh  h  arbitraria,  è  chia- 
ro  che  si  puô  prendere  per  h  un  valore  il  cui  modulo  sia  si  piccolo, 
che  la  série  {V)  sia  pur  essa  convergente  :  laonde  se  r^  ed  jR„  sono  i 
rispettivi  resti  di  dette  série  sarà  Jim  r,^=lim  Rn^o^  e  quipdi  benan^ 
cbe  lim  (B„-rJ=o.  Nel  tempo  stesso  avremo  : 

f(x)=t/o+ti|+w,+ +u^i-\'r^ , 

f(a;+ft)-f(oc)=(Do-Uo)+(C^-wO+ +(P',^-w«-i)+«ii-rn; 

e  poichè  lim  (1?„— rJ=o,  crescendo  n  aU'infinito,  si  puô  prendere  tal 
numéro  n  di  termini  consecutivi  nelledue  série,  da  risultarell,(-r«<8, 
essendo  S  una  quanlità  piccola  quanto  si  voglia.  Inoltre  se  À  e  À'sono 
due  quantità  délie  quali  la  prima  è  superiore  alla  più  grande,  e  la 
seconda  ë  inferlore  alla  più  piccola  délie  difTerenze  V-u,  ë  chiaro 
che,  in  virtù  delfultima  delle  précèdent!  cquazioni,  sarà 

nA'<f(a;+fe)-f(aî)<nA+J?„-r„: 


e  p#icfaè  le  différence  P-w  sono  funûoBi  continue  comc  le  D,  u,  esse 
diminuiscoiio  indefinilamcnle  con  h,  e  le  qaaoiità  A,  A'  possono  qom- 
di  esser  tali  da  diminuire  anch'esse  con  h.  Ora  se  supponiamo  deter- 
minato  quel  valore  di  n  pcr  cui  risulla  R,»-i'»<ô,  avremo  benancfae 

nA'<r(a5+h)-f(x)<nA+S  , 

e  perciô  se  ,  delerroinalo  un  tal  Talore  dl  n  (  il  qoale  dipeade  da  h , 
perché  6  dipende  da  h,  slanle  la  relaiione  l?^-r^<8)  si  puô  far  qnia- 
di  diminuire  h  purchè  quesla  inegu-<)glianza  rCî^ti  ▼erificala,  seoza  far 
più  crescere  n,  allora  nA  convergera  a  lero  con  h  ;  e  convergera  po- 
re 8  ,  cosi  che  avremo  Hm  (nA4-5)=o  ,  e  con  plu  ragione  anoora 
lira  [f(a5-f-h)-f(a;)]=o,  convergendo  h  a  zéro;  laonde  in  questo  caso 
la  série  f(x)  sarà  una  funzione  continua.  Ma  se  air  impiccolire  îa- 
deflnitamente  h,  rineguaglianra  l?»-r^<S  non  puô  riraanere  verifi- 
cata  senza  far  crescere  n,  allora  pu6  avvenire  che  nA  ed  n  A'  non  coo- 
vergano  più  a  zéro  ;  e  perô  in  queslo  caso,  perché  la  série  f{x)  m 
oontirma^è  d'uopo  che  si  verifichi  la  condizicme  lim  uX^lim  nA'=:o, 
crescmdo  n  alVi/afinito. 
ISl.  Teorbma.  -  Se  t  coefflcienii  Uo ,  U| ,  u, ,  ec.  délia  série 

(X)  Aï)=u«H^»4X+Wi^*+-  '  •  '+"0-1  ï""*+ 

dinotano  quantità  eostanti  date,  e  per  un  valore  x,  di  x,  di  modtf- 
lo  p,  i  moduli  de'  termini  delta  série  reslano  inferiori  a  un  limiit 
finito.quale  che  siesi;  la  serie^  indipendentemerUe  doit  or  dira 
de*  terminiy  sarà  convergente  per  ogn'altro  valore  di  x,  il  cui  mo- 
dnio  è  inferiore  ajp. 

In  falli,  per  dimoslrare  che  la  série  (X)  pel  valore  œ» ,  il  cui  mo- 
dule è  r  <  p,  è  convergente  indipendentemente  dairordlne  de*  te rmiii 
basta  provare  che  la  série  i/io+i*ff+|JLjr*+ec. ,  in  cui  jji- è  il  modola 
di  w„ ,  è  convergente  (0.^  697).  Perciô  dinoliamo  con  B^  il  reste  di 
questa  série,  e  avremo 


e  se  JD  è  il  massimo  tra  i  liroiti  de*  moduli  (i^p*^,  e  dinoUamo  con  s  fl 
rapporte  r.p,  che  per  ipotesi  b  <\,  avremo  ancora 

ma  la  quantità  in  parentesi  è  il  reste  d*una  progressione  per  quozien- 
te  decrescenle,  perché  s<1,  è  per  ciô  essa  è  zéro  per  n=<x>  ;  quindi 
nelia  stessa  ipoiesi  lim  B„=o,  e  perô  la  série  jjto+pi^r+ec. ,  ë  conver- 
gente, e  la  proposia  {X)  è  pur  essa  convergente  per  x  =  x»,  c.b.d. 
la^S.  Teorbma.  -  Sieno  r,  c  Fo  i  moduli  dei  valori  dix  irai 
quali  la  série 

(X)  /(x)=Uo-hU4X+Uj  x*+  -  •  •  •  +u„.4  x""-*-f 

è  con/uergfente  indipendenlemente  dalVordine  de*  termini  ;  rftco  cfc 
tra  gli  stessi  limiti  cotesta  série  ë  funzione  continua  di  x. 
Rappresenli  r  un  valore  qualunque  compreso  fra  fo  ed  r«  ,  e  ^ 
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X4=:f  (oos  f +<  senf )  :  è  chiaro  cbe  sopporre  ebe  sd|  prende  raumenlo 
arbitrario  À=p  (co>0+t  senO)  è  lo  stesso  che  supporre  prendere  il  mu^ 
dulo  r  raumenio  fe ,  e  T  argomento  ç  V  aumento  X  :  îd  questô  modo 
il  termine  u^fic^  pel  solo  aumento  del  modulo  diviene 

u^  (r+fc)*(coscp+<  sen  ç)* , 

6  pel  solo  aumento  dellargomento  diviene 

(S)  u^T^  [cos(nç+nX)+î sen  (n<p+nX)]= 

n^  f*  (cosnç+î  senn©)(cosnX+i  sennX)=u„  œj  (cosnX+x  sennX)  ; 

e  il  cambiamenlo  totale  avrà  il  failore  {rj-kf  dipendente  dairaumento 
del  solo  modulo,  e  il  faliore  (cosnX+îsennX)  da  quelto  deirargoroeo* 
to  rimane  a  dimostrare  cbe  al  convergera  questi  aumenti  a  zéro , 
f(a;,+/i)  converge  a  f(a;«),  percbè  cosl  la  série  f(a;)  sarà  conlioua.  Ora 
ess^ndo  quesla  série  convergente,  indipendeotemente  dairordine  dei 
lermîoi,  tra  i  limiii  r© ,  ^i ,  se  rappresentiamo  con  pi^  il  modulo  di  u^, 
s»rà  pure  convergente  indipendentemente  dairordme  dei  tenninl,  e 
Ira  gll  slessi  llmili  Vo ,  r. ,  la  série  de*  moduli  [Xo+ptir^+ijijrj+ec.  Oi- 
notiamo  con  R^  il  reste  di  questa  série,  e  con  B!^  quello  délia  stes- 
sa  série  quando  r  diviene  r+fc|  e  avremo 

e  poicbè  si  puô  prendere  k  talmentepiccolo  da  risullare  ri-k  piccolo 
quanto  si  voglia  e  posltivo,  cosl  le  série,  i  eut  resti  sono  i  precedeoti, 
si  posson  ritenere  come  convergent! ,  e  perô  si  puô  prender  taie  va- 
lore  per  n  da  risultare  lt'„-A,i<Sy  essendo  S  quanlità  piccola  quanto 
si  TOglia  ;  e  questa  condizione,  com*è  chiaro  rimarrà  veri&cata,  quan- 
d*anche,  restando  gli  stessi  i  valori  di  n  e  di  S,  quello  di  k  vada  con- 
tinoamente  decrescendo,  si  che  la  série  {Jio+l^i^+m^^+^c.  ^  funzione 
continua  délia  variabile  reale  r  (n.®  730).  E  siccome  la  ineguaglianza 
R'^-R^<S  è  dipendente  soltanto  dairaumento  k  di  r,  cosl,  dette  ine- 
guaglianza rimarrà  inalterata  per  qualunque  cambiafiitt|o  posSa  su* 
Etre  Targomento  «p.  Ma  consîderando  ora  Taumeoto  X  di  quest'  argo* 
mento ,  Il  resto  délia  série ,  in  virtù  di  quesCaumento  e  deU*  espres- 
sione  (S)  è 

(6)    «^a5"(cosnX+isennX)-HtAj,^,iflcJ^*[cos(n-hl)X+fsen(n+!)X] + ec. , 

e  poîcfaè  al  convergere  X  a  zero,questo  resto,  indipendentemente  da  fc, 
converge  ad  u^xj-h  î^n+iac^^'H-  ec. ,  che  à  per  limite  zéro  ,  perché  la 
proposta  série,  per  ipotesi,  ë  convergente  pel  valore  Xi  ^  cosî  per 
ffli  stessi  valori  di  n  e  S,  pei  quali  resta  verificata  la  ineguaglianza 
À'«— J?,i<S,  si  puô  rendere  il  resto  (6)  minore  di  qualunque  quantité 
data  piccola  che  sia.  Laonde  si  puô  fare  impiccolire  simuitaneamente 
gli  aumenti  ft  e  X,  o  sia  si  puô  fare  impiccolire  indefinitamente  Tau* 
noento  h  =:o(oos04-tsenO)  in  modo  che  î(X|+/i)  converga  al  limile  f(œ|), 
e  perô  f(x)  è  funzione  continua  tra  i  limiii  ro  ,  7*1 ,  r.  b.  d. 

VS9.  Posto  ctô,  passiamo  a  considerare  la  série  a  coefllcienti  reali 

(X)  ao+a4X+a,a5*+  •  •  •  •  +a,|X*+  • . 
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per  Blabilire  i  caratteri  délia  sua  convergenia,  sia  per  Yalori  reiti  àe 
per  nlori  immaginarii  di  x  :  questi  caralteri  veogono  espresâ  ne*(k 
segaeati  teoremi. 

ToBBEMA.  —  Se  al  crescere  indefinilamerUe  n,  il  volarenw»- 
rico  del  rapporto  8„^,  ;  a„  converge  verso  wa  limile  X,  la  séria  Ç) 
sarà  convergente^  o  divergente^  seconde  cAe  il  modulo  dixkifif^ 
riorcj  o  superiore  a  i  :  X. 

lo  fBtU,  dinoti  r  il  modulo  di  x,  e  a^  il  valore  numerico  di  a^:san 

(a)  a^'\'a^T+QLir^+ +a»r*+  •  • 

la  série  de'  moduli  de*  rispeitivi  termini  délia  série  (X),  la  qualesin 
necessariamente  couyergente,  se  taie  è  la  (a)  (n.®  697);  per  il  cbesi 
richiede  che  il  limite  del  rapporto  a„^  r*^*  :  o^  r^  tenda  verso  n 
limite  flsso  minore  di  1 ,  al  crescere  indefinitamente  n  :  ora  défis 
rapportoèlo  stesso  che  a^i  rio^^e  poichèper  ipolesi  limCOn^^^aiH 

sarà  lîm  --2±î-r=Xr,  quiadi  la  (a),  e  perciô  anche  la  (X)  sarà  corner- 

gente  se  Xr  <  1,  o  vero  r<l  :  X. 

Ma  se  Xr>l,  allora,  con  un  ragionamento  analogo  a  qaello  teoolt 
nel  n.®  701,  si  prova  che  Xr  cresce  insieme  con  n  al  di  là  d'ogniliim- 
te;  e  poichè  X  rimaoe  postante,  cosl  deve  crescere  indefinîtameûler. 

ma  essendo  x^p-hqij  sarà  r  =  Vp*+g*,  e  perô  deyono  crescere  fe 
quantità  p  e  g,  o  una  soltanto  di  esse,  indefinitamente  con  n;  iae» 
trambi  i  casi  la  série  (X)  è  divergente;  imperocchë  pel  dette  valorei 
X  qoella  série  diviene 

e  una  o  entrambe  le  série 

(io+<^i  P+^t  p*+ec. ,    tto+ai  g+tti  q*+ec. 

sono  divergenti,  e  quindi  ë  pure  divergente  la  (X).  Perlanto  è  w 
c.  c.  b.  d.^n^* 

i^jUU.'^^^i^io,  nel  caso  délia  convergenza,  essere  il  valore  n* 

inerico  'di  Xr  minore  di  1,  e  nel  caso  délia  divergenza  maggioredil. 

cosl  il  teorema  précédente  puô  enunziarsi  ancora  al  modo  segnaite- 

la  série  iX)  sarà  convergefrUe  per  tutti  i  valori  di  x,  realt  o  tnuii^ 

1  ! 

ginarii^-^ompresi  ira  -  -r-  c  +  -r-  ;  e  sarà  divergente  per  fuld'tif- 

lori  di  X,  realt  o  immaginarii^  che  cadono  fuori  di  questi  Umi' 
V35.  In  modo  analogo  si  puô  slabtlire  il  seguente 
Tboebma.  -''Se  crescendo  indefinitamente  n,  la  radiée  Q"^di 
valore  numerico  di  a„  converge  verso  un  limite  X,  la  série  (X)  ^ 
convergente.o  divergente.secondo  che  il  moduUi  dixè  tnfcriortt 
svperiore  a  1  :  X  ;  o  vero  sarà  convergente  per  tutti  i  vcUcni  di^ 

reali  o  imnhaginariiy  com/presi  (ra  -  -r-  e  +  -r-  ;  e  sarà  divergeiÉ 

per  tutti  i  valori  di  x,  reali  o  immaginarii^  che  sono  faari  di  qvt 
ti  limiti. 


/ 
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EsBVPio  1.*  -  La  série  l+2a5+3jc*+-  •  •  •Mir^^)  oo^+*  • 
è  convergente  per  tutti  i  valori  reali  o  immagiaarii  di  as  compresi  tra 
—1  8  +1,  cioè  per  tatti  i  yalori  di  Xj  il  oui  modale  in  valore  assolato 

è  inferiore  a  1  iperocchë  tal  in  questo  caso  lim— ^^  =Uni  — 7  =1. 
2.*  -  La  série  aî  +  -tr-  +  -5-  +  -*--  —  +••..  à  convergente  per 

2        0  fl 

tuUi  i  valori ,  reali  0  immagiaarii ,  di  x  compresi  tra  —1  e  +1  ;  im- 
perocchè  lim  (a^^^  :  aj=lim  Un)  :  (n+l)l=l. 

3.®  -  La  série  1-Kl*),  x+(Wî  œ*+*  •  •.•+(|ii)n  sc^-f-  •  è  convergente 
per  tutti  i  valori,  reali  0  immaginarii,  di  x  compresi  tra  — 1  e  +1  ; 
imperocchè  lim  (a^|  :  a„)=lim  [(jii--n)  :  (n+l)l=i. 

E  qui  giova  notare  che  questa  seriez  tra  i  limiii  deUa  tonvergen- 
za,  è  funzione  continua  non  soUanto  di  x,  ma  anche  di  (t. 

In  fatti  che  sia  funzione  continua  di  x  ira  detti  limiti  risulta  dal 
teorema  del  n.^  732.  Che  poi  sia  fuazione  coatioua  di  {i  si  dimostra 
cosl:  rappresenti  ç(|jl)  quella  série,  esia  S  una  quantité  a  sufflcienza 
piccola,  perché  la  nuova  serief  (pi+S)  non  cessi  di  essêre  convergente 
tra  gli  stessi  limiti  tra'qualiè  convergente  f  ((ji);  posto  ciô,  avremo 

ma,  corne  è  facile  veriflcare, 

fr+S).-frWrt,[  (t+l)  (.  +^)  ...  (1  +  ^)  -1]  . 

c  la  quantité  nella  parentesi  quadrata  converge  a  zéro  con  8,  indipen- 
dentemente  da  |jl  ;  quindi  lim  [ç  ({i+S)~f  (iJi)]=o ,  per  S=o ,  e  perô 
9  (jji)  à  funzione  continua  di  |ji,  c.  b.  d. 

X         AD         X^  35** 

4.^  -  La  série  1+  t-  +  -2-,-^-3j+'*'-+—  +••*  convergente 

per  qualunque  valore,  reale  0  immaginario  di  x;  imperocchè,  in  que- 
sto caso  lim  (a^i  :  a^)=o,  e  perô  1  :  X  =  00  ,  cioè  i  valori  di  x  de- 
vono  avère  il  loro  module  compreso  tra  —00  e  +00 , 

5.**  La  série  l+œ+2  lx*-f  3  lx'+  • .  •  •  +n!  x*+  •  •  è  divergente  per 
qualunque  valore  reale  0  immaginario  di  x  ;  imperocchè  in  questo 
caso  lim  (a^^i  :  a  J=ao ,  e  perô  1  :  X=o,  il  che  vue!  dire  che  non  vi  è 
valore  che,  possa  avère  un  module  il  quale  abbia  valore,  cioè  non  vi 
puô  essere  alcun  valore  reale  0  immaginario  di  x,  che  potesse  ren- 
dere  convergente  delta  série,  ad  eccezione  del  solo  valore  a^o,  pel 
quale  quella  série  si  riduce  a  1 . 

6.^  —  Se  a  è  una  quantité  positiva,  0  se,  essendo  négative,  il  sue 
valore  è  mnore  di  1,  la  série 

tt-fl     .  /a -1-2    V    /û  +  3    V  /  <H-n      V 
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è  convergenle  per  tutti  i  valori,  realî  o  immaginarii  di  x^  eomps 
tra—1  e +1  ;  imperocchè  Del  caso  attuale  lira  (a,,^i  :  0^=1. 

VS6.  Dai  varii  esempii  qui  inoanzi  trattati  risulla  cbe  fi  possoK 
essere  délie  strie,  ordinale  seconde  le  polenze  asceaienli  d^uDan- 
riabiie  x,  le  quali  sono  convergenli  solo  per  que*  valori  dixneckii» 
si  tra  due  limili  dati,  e  sono  divergenli  per  valori  che  stanfoorid 
questi  limili  ;  altre  che  sono  sempre  confergeoti  per  qualuaqueTi* 
lore  délia  Tariabile  ;  e  altre  sempre  divergenli,  escluso  il  caso  ioa 
questa  variabile  è  nulla.  Inoltre  è  buono  osservare  cbe  se  alla  nvst 
bile  si  dà  per  valore  uno  de'  due  limili  Ira*  quali  la  GonvergeDzaè» 
^icurata,  puôla  série  esser  uoa  voila  convergenle  e  un'allra  Tolué 
vergente  ;  cosl  se  nella  série  dellesem.  2^  si  pone  x=lt  œ=~l si 

ri4pet(ivamentel+4+|+*  •+«+'  •;  — lH-|~s+'  •=^»  ,  e  di  quesle  série  h 
prima  è  divergente  (n^  685),  e  la  seconda  è  convergenle  (n.<»  713.. 

Finalmenle,  corne  risulia  dagli  stessi  leorem!  qui  sopra  dimostnii 
uoa  série,  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenli  délia  variabile,! 
ricoDosoiula  convergenle  per  un  valore  numerico  di  questa  variabft 
diverse  da  zéro  «  si  conservera  convergenle,  diminuendo  numen» 
menle  questo  valore,  anche  se  si  voglia,  Indt^finitamente. 

m.  Teoreha.  —  Se  per  un  dato  valore  di  x  le  due  série 

(1)   ao+a,x-|-a,x«+.  •+i»„x"+-  •  ,    bo+b,x-f  b,x*+-  •+b,x»-f  •  • , 

sono  convergenii  al  tempo  siessOy  e  se  s  ed  s'  sono  le  loro  sowasi 
rispettive^  anche  la  série 

(ao+bo)+(ai+b,)  x4-  •+ (Sn+bJ  x"+.  • 

sarà  convergenle  per  lo  siesso  valore  di  x,  c  avràpersomma^^^ 
Ciô  risulla  dal  teorema  del  n.""  718.  DalValtro  del  n.®  719,  ne  oot 

seguila  il  seguenie 
TsoRBiiA.  —  Riienule  lesiesse  denominazioni  precedenfî ,  ae  It 

série  (7)  rimangon  convergenii^  quando  cioacun  termine  aï  riit 

ce  al  siw  modulOy  anc/ie  la  série 

(8)    aobo-f (aobj+a^bo)  x+  •  •  •  • +(8ob,+84b„.j+  •  •  +a,bo)  x**  -f  •  •  •  • 

sarà  convergente,  e  avrà  per  somma  ss^ 

n  primo  di  quesli  teoremi  puô  eslendersi  a  ujfi  numéro  qBt 
lunque  di  série  aoH-a,3D-t-ec.  ;  6o+&i3CH-ec.  ;  Co+C|X+ec. ,  che  sod- 
disfacciano  le  condizioni  in  quel  teorema  indicaie.  L'allro  teoreoi 
che  serve  per  la  molliplicazione  di  due  série  convergenii,  pao  s 
ser  esso  pure  esleso  al  cnso  di  più  série  che  soddisracessero  ti 
condizioni  espresse  nel teorema  (n.®  720).  E  giova  pur  notare  cbeql^ 
st*ullimo  teorema  non  cessa  d*aver  luogo  quando  una  delle  série," 
riducesi  a  un  polinomio,  purchè  Tultra  série  resli  convergenle. 

VH9.  Suppooendo  che  i  lermini  général!  délie  série  (7)  sis: 
{j^)j»35*>  {v-lnP^^  ®  che  la  variabile  x  sia  compresa  tra  i  limili  —1  e  -l 
ciascuna  di  dette  série  sarà  convergente,  quand*dtiebe  ciascun  K" 
mine  si  riduca  al  suo  module  (n.®  721,  es.  3^)^  allora  la  (8)  avrlfc 
termine  geoerale 


lW»Mo+W*-i(A+-  •  •  -i-(l^)o(li')nl  ^ 


^ 
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0  ?ero  (|jl+|a')  x"  (48,  665),  e  sarà  conYergente  Ira  gli  stessi  limiti  ; 
laonde  se  si  pone 

i  Mv)i  œ+(jtt)  XH  •  •  .  .  H-Ojl)^  CO*.  . .  .=:ç(|iL)  , 

[{uesta  fanikme  «af  à  coQUooa  fra*  detli  liniii,  e  sodâifferà  h  pelaoMne 

;9)  9(V)  VW)  =  TdA+lAO  . 

)he  indica  una  proprietii  di  essa  funnone  9. 

LEZIONË  LI. 
Adâizione  délie  série. 

939*  Âddizionare  una  série  yuoI  dire  trùvœre  la  somma  dair 
Hnfinito  num^ero  de' siAoi  termini,  Dopo  le  definiziaui  d6l  u.^  68}  si 
a  cbiaro  non  potersi  âddizionare  che  le  sole  série  convergenU  ;  e 
K)ichè  la  somma  s  d*uDa  série  di  questa  natura  è  il  limite  verso  oui 
onverge  la  somma  $^  de'  suoi  primi  n  termini,  al  conYergere  n  al* 
infloito,  cosl  se  poiesse  aversi  ia  lermini  fi&iti  Tesprefisione  di  8f^ , 
he  si  chiaroa  il  çommatorio  délia  série,  si  polrebbe  avère  la  som- 
oa  s,  ponendo  n=co  in  quell'espressione.  £  questa  la  via  più  nalu* 
aie,  che  a  prima  gtuata  si  présenta  nella  risolozione  di  si  importante 
roblema  dell'addizione  délie  série  ;  ma  non  è  sempre  agevole  seguir- 
i  :  il  calcolo  infisiitesimale  porge  mezzi  più  acconei  per  risolvere  la 
ledesiroa  questione.  Noi  qui  non  potreme  altrimenti  che  esporre 
nei  metodi,  che  sono  più  conformi  aU'indole  di  quest'opera,  seguen- 
0  le  rie  tracciate  dai  loro  autorj. 

MO.  Problema.  -  Vogliasi  âddizionare  la  série  convergente 

111  1 

^  1.2^2.3^3.4  ^n{n+îy 

eguendo  il  principio  qui  innanzi  indicalo»  cercbereoM)  l*e$pras$i()iRe 
i  9n,  osservando  che  in  générale 

=  0-T)  +  (T-T)+-+(|-^)=*-siï' 

iindi  per  n=cD ,  risulta  s=l.  Pertanlo 

111 

7-5  +  û^  +  x-T  +  ec.  alVinfinito  =;! ,  0  simbolicamenlc 

4*2       Z.o       t5.4 
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dove  il  primo  membro  dinota  che  nella  frazione  — ^ — jr  deTesi  por- 


re  n=i,2^S... ,  e  qulndi  addiiionare  totti  i  termioi 
Ml-  Phoblbha.  —  Sia  da  addizionare  la  série  coniùergmUe 


^^^  1.2.3  "^^  2,8.4  ■•■  3.4.5  "*"*  '  '  "*' n(fH-l)(n+8) 

Poniamo  il  termioe  générale 

1  A  B 


•  •  • 


(«) 


n(ti+l)(ii+2J    n(n+l)  ^  (»H-lX*H-2)  ' 


e  cerebiamo  di  determinare  i  valori  delle  costanti  1  e  B  in  guisa,  ck 
i  due  membri  di  quest'eguagliaDia  risultioo  ideodci.  Faite  spnira  b 
fratfoni,  e  ordinando  rispetto  ad  n,  s'ottiene  {A+B)in+iA—iz=o  ;  m 
quesl'egaagliaDza  der'esseere  identica,  quindi  l+B=o,  Si— laa-, 

I  1 

da  coi  ^  -s-  «  *=—  -ç-  î  «  P«™ 

1  1111 


n(n+IXn+2)     2  *  n(tM-l)     2  '  (iH-l)(n+2)  ' 

1  I  1 


*     1.2.3     2.3.4  n(tH-i)(tH-2) 

_2.rJ_.J_.        _J__i 

~2   L1.2''' 2.3  ■•"*""*■  n(iH-l)J 

2    l2,3'^3.4'^    ■^(n+l)(n+2)J       2    l2      (fH-l)(fH-2)J 
e  p«r  n=»  risnlta  8=(,  qaindi 

^^'  A^i    n(tM-lXtH-2)  ~  4  ■ 

14S.  PtoBLEHA.  —  Iddfzionore  la  série  cAe  et  per  termine  gm 
raie 

d«~3d+1 

^*^  """nCn+lJCn+SXn-i^)' 

Per  trovare  U  termiae  sommatorio  cerchwemo  scomporre  queslai 
sione  in  frasioni  paniali  cosi,  cbe  eiascuna  abbia  la  forma  del  prii 
menEd>ro  délia  (2),  moltiplicato  per  una  costante:  oade  porremo 

n»-3tH-1 i__  B 


n(n+lXn+3)(n+4)    n(n+l)    (n+l}(fH-2) 

C  D 


+ 


(n+2Xn+3)    (n+3)(»H-4>  ' 


J 
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faoendo  sparire  le  frazioni  e  ordinando  rispetto  a  n  risulla 
(il+B+C+D-.l)n»+(9A+7JÏ+5C+3D+l)n* 
+(26il+12B+*C+3D-l)n+24A-U=o , 
e  poichè  quesreguaglianza  dev*essere  uoldentltà,  detesi  avère 
A+B+C+Ih^U  9il+7C+5C+3IH=-l,  26A+12B+4C+SIfc=l ,  24il=:14, 

daciii8iricaTaA=^,JÏ=:.i.,C=:-^,D=||. 

Posto  ci6,  osserviamo  che  Tespressione  del  sommatorio  s.  8*oltiene 
ponendo  nel  termine  générale  (8)  n=i,2,3...n,  e  quiodi  acldiiionan- 
do  le  espressioni  risullanti,  ai  che 


n«-3n+7 


n(rH-lX*M-3Xii+*) 


^  A  n(n+i)  ■*"  ^i,  (n+l)(n+2)  ■*"  ^  2j,  (n+2)(n+3) 


(n+3)(n+4)  ' 


or,  se  nella  seconda  di  queste  ulliiDe  somme  poniamo  n  in  Inogo  dî 
n+l  e  qaiodi  »+l  io  Inogo  di  n+2  ;  nella  tena  n  in  luogo  di  n+S. 
e  flnalmente  neita  qoarta  poniamo  n  in  laogo  di  tH-3 ,  avremo 

'•"^AiTciTM)''"    A     J^I^TiT)  ■•"  ^  A     n(n+l) 

^"A     n(n+l)' 
iooltre,  tenendo  présente  la  série  (1)  e  la  formola  (3),  abbiamo 

An(n-|-I)~l.2"*"2.3"'"®'*~'     n+i' 
^t    n(n+l)~2.3'''3.4'''®**         n+2    1.2~  2     n+t' 

J    n(n+l)''3.4'^*®'         n+3     1.2     2.3     3     iH-3  ' 

2  •*»__!__ 1_  1 1 1 1 l i^ 

*    n(tH-l)~4.5'^^"         »H-4     1.2     2.8     3.4*"  4     n+4  ' 
quindi 


4^19  ooM  PLÉnirTo  AMI  iLnaim  »*  alosbha 

e  rimettend»  p«r  A,BfC,D  i  loro  ^ort  saperionneMe  trmt  eiifr 
cendo,  aTremo  floalmente 

•     ■ 

43  7  S  5  K 

'*"48    l2(n+l)'*'4(lH-2)    *(»H-3)'*"42(tH+)' 

dt  eoi  si  ricava  p«r  kt  sottou  rf  «btosto 

(»a\  V*         n»-3n+T        ,43 

^^  ^,   n(n+IXn+3)(n+4)~48* 

VM.  HoBuiu.  —  Svppotêo  the  a  rap}»f«9efiM  un  fmtMn,ét 
non  po8$a  estere  un  intero  negativor  trotare  U  twnmatnib  M 
série 

,»Ms  *.    1    .         2!  (tv-f)l 

^    '  "^a+l^(a+f>(o+8)^    ^(a+!)(o+2)..(o-Hi-l)^ 

Diootand«  con  A^, ,  ^  doe  cosUnti  d«  determiDare,  pniuMi 
lermiie  générale 

(n-t)  ! 


(12) 


(Œ+1){o+2)...(a+i»-l) 
(a+lXa+2}... (a+n-2)    (a+l)(a+2)...(o+»-l)  ' 


c,  falle  sparire  le  fraiione,  s'avrà  (n-l)I=(a+n-l)  A^^^-^-A^.onn 
ponendoper  un  momentOil^«=:(n-l)lJ?||^,  e  quiadi  il^=n!frSi 

(n-1)  !  =(nr-l)  !  (a+n-1)  B..|+n  1  «, , 
e  pcrô  jB«+jB„-,=a,  (a-1)  B,^i=l,  da  cui  si  Irae 

e  questî  Yalori  sostitaîU  nella  (12)  dànno 

(n-l)l  _   I     r       (n-l)l ni 

(a+1)(o+2)...(a+n-l)    a-l  L(a+l)...(a+n-2)    (a+î)..(a+« 

consegoeniemente^  facendo  io  questa  fbrmola  9i;=l,2,3...nyefr 
dendo  la  somma  ddle  n  espressloni  risultanti,  si  trova  per  la  dta 
data  somma 

(13)  «^=—  r(a-i)+l-__J!Ll- 1 

*   a-l  L^       '        (a+l)...-(a-Hi-l)J 

a n! 

a-l    (a-i)(a+l) (a-fn-1)  ' 
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"""''"'*"'*  (a+l)..."(L-irii±5.J..èt^  '  •  s*  «>* . 

.  0+1    a+2           a+n-l 
sarà  Y" ^  T"^  ••'  ^ »  ®  P^^ 

m  1         ,  1 

(a+1)...  (a+n-l) ^n^  »  ^*^^  <  "S^I^ZÎ  ' 

ma  questa  frazione  converge  a  zéro,  al  coovergere  n  airinfintto,  quio- 

n  f 

di  con  più  ragiooe  convergera  a  lero  la  fratione , — rr — t ît  ; 

laonde  neiripotesi  che  sia  a>  1,  poneâdo  rt =ao  nella  (13)  risulterà 

per  la  chiesta  somma  délia  série  (H)  a=— ^ . 

^    '      a— 4 

144.  Pboblbha.  -  Suppoa^o  cheae^  sténo  due  qucmtUà posir 
iive,  addizwnare  la  série 

a  +  p^(o+p)(«t+p+!)^    "^  (a+p) (ct+p+n-î)"^'"'' 

Segoeodo  lo  stesso  metodo  dei  problemi  precedenti  trovefetno  : 

P  (M)  (P+2) .  ■  ■  (g+n^2) 
(a+p)(a+p+1) (a+p+n-2)  ~ 


—  r 

«-1  L 


g  (P+i  ) . . .  (p+n-2)       g  (p+1  ) . . .  (g-m-1)  1 
(a+p) (a+p+n-8)    (o+p)  .  . .  (a+p+n-2)J  * 


Ora  facendo  in  questa  formola  successivamente  n=2,  3,  4, ....  n  ; 
sddiiionando  le  uguaglianze  cbe  ne  risultano,  e  aggiangendo  I  a  en- 
(rambi  i  membri  délia  somma,  il  primo  membro  sarà  il  sommatorio 
8«  délia  (14)  e  risulterà 

(15)        8.=î±id  A  P(P+<)...(P+n-i)        \  . 

•     0-!    V     («+M)(«+P)....(«+P+n-2)/  ' 

iaoflde  per  frovare  la  somma  s  délia  proposta  série  (U)  riducesi  la 
luestione  a  trovare  il  limite  dell'espressione 

iQ)  ,_  g  (M)  (P+2) (P+TO-t)   ' 

a{a+i)(a+t) (o+n-l) 

ler  w=a» ,  avendo  mesao  per  semplieità  «+p-l=o.  Per  ciè  ossenrfa- 
Qo  ehe,  flssendo  k  no  iotero  positive,  si  à 

(l+œ)*=l+*aH-(*;),a!*+  •  •  •  •  +aj" , 
I  che  per  qaalanque  valore  positivo  di  x  sarà 
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Posto  ei6,  poniamo  x=^*^ ,  essendo  m  quaotitè  positifa  tam 
a  e  ^9  e  sopponiamo  o>P;  allora  secondo  la  formolaprecedeote  anm 

o+m      lp+m+k(a-pjj 

ed  «acDdo  k  un  întero  qualonque  pooiaoïo  ebe  sia  laie  da  risuUiR 
k  (a-p)>l  ;  in  qoeslo  modo  avremo  con  plù  ragione 

g+m     r  p+m  i* 
a-Hii     Lp+m+îJ  ' 

si  ohe  ponendo  in  qoesta  fonnola  successivamente  ifi=0,  i,  2, ..  nr-l 
moIUpiicando  i  risoltamenti ,  e  tenendo  présente  la  (16),  s'ottah 

p<  (ôT^)  »  oodo?  passando  al  limite  col  sapporre  n=oD  ,  e  os» 
vando  inoltre  cbe  p>o,  8*a?rà  limp,  o  vero 

Se  poi  a<p9  s*éfi8er?a  cbe 

1 

P= 


g  (o+l)  (g+a) . . ,  (g-rfi-l) 

e  siocome  il  denominatore  di  qnesta  fraziooe  à  per  limite  lero 
do  la  précédente  formola,  perdiè  ora  p>a,  coû  avremo  nel  eaao  à 
questione  limp,  o  vero 

^">  "°^g(g+l)(g+2)...(g+n-l)-*'    ^^^  • 

Posto  totto  eiô,  poiebè  g=«+p— 1 ,  le  condixioni  g>p,  a<p  oon- 
spondono  OTidentemenle  aile  due  a>l,  a<l  ;  e  quindi  la  fiuiooeii 
parentes!  nella  (15)  avrà  per  limite  0,  o  oo ,  secondo  cbe  a<  I,  o  a>l: 
nel  primo  caso  sarà 

e  perdô  la  série  (14),  ammettendo  ooa  somma  finita,  sarà  conieii» 
te  ;  nel  secondo  caso  alFopposto  si  à  a=oo ,  e  la  série  è  Altetfgm^  ■ 

Del  rimanente  il  criterio  espresso  nel  teorema  del  n.^  10e  por(ei{ 
meuo  di  assicurarsi  direttamente  cbe  per  esser  eonvergenie  la  » 
rie  (14)  è  d*uopo  ebe  sia  a>1. 

%M.  Aile  quantité  a  e  p  possiamo  sostituire  due  nuoTe 
tenendo  perd  présente  cbe  a  e  p  sono  positive»  e  g>l.  Goal 
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orre p=5+l,  aH-p=cH-l,e  rlsullcrà  a+Ç-l=a,a-l=a-5-l:  con  tali 
osUtuzioDi  la  série  (14)  e  la  sua  somma  <19)  diuino 

^''^a-6-l'"*^a+l^(o+!)(a+2)^    ^  (a+1)...  (a+n-1)^ 

poichè  dev'essere  a>l,  la  (20)  avrà  luogo  se  a>ÏH-\. 
146.  Similmente  possiamo  supporre  a=:2p+l  »  esseodo  x  una  nuo- 
a  arbitraria,  e  poicbè  dev*essere  a>l ,  cosi  z^  def  esser  poaitivo» 
oiDdi  tanlo  z  che  ^  paô  àf  ere  qualonqae  valore  posttiTO  :  io  questo 
lodo»  eliminando  a,  la  série  (14)  e  la  somma  (19)  dànno  la  formola 

ï  quale  avrà  luogo  per  qualunque  ?alore  posiiivo  di  z  e  di  p. 
Ponendo  ^f ,  s'avrà  raltra  formola 

m         l-J^4._Ji_4.__ll_— +ec 

"^  z  "'z+2'^U+2)(z-h3)'*'(2+2)(«+3)(z+4)^     ' ' 

I  quale  9vrè  luogo  per  qualunque  valore  positivo  di  z. 
Se  poi  nella  (21)  poniamo  z=l,  2,  S,  ec.  abbiamo  le  seguenti  so- 
ie sommate  : 

•^'■^•2p+l  ^  (2p+l)(2p+2)"^(2ptl)  (2P+*)l2H3) 

3  _|,     P     ,       g  (M)       ,        g  (M)  (M)        . 
T"     3p+4    (3p+l)(3p+2)    (3p+»)  (3P+2)(3M) 


3    *^4p+l  ^(4p+l)(4M)    (*P+4)  (*M)(*P+3) 

ec*  ec.  ec. 

quindi  poneudo  ^1,  2,  3» .  >.  • ,  oUeniamo 

=  i+^+iil+ec.  =l-ff+f?+l3T+  ec.  =l+K|T4-?^+ec.  ; 

=  «H-l+TÎ-Hi5T+ec.=l+HTi+|ilT+w^ 
=  *+Hi:J+5:iff+ec.=l+{+,^+i5lf,-^cc. 

In  queslo  modo  pertanto  poasiamo  aver  un'infinilà  di  série  somma- 
,  e  ira  queste  ve  ne  sarè  benancbe  uu  numéro  infinité  di  quelle  obe 
siinettono  la  stessa  somma. 

MV.  Le  varie  série  fin  ora  sommate  ànno  una  forma  partieobre, 
1  è  cbe  il  loro  termine  générale  viene  espresso  da  una  frasione  ra- 
onale  rispetto  airindice  n,  e  il  denominatore  è  il  prodotto  d'un  cer- 
«  numéro  di  fatlori  délia  progressione  n+a,  n+a+1,  n+a+2,  ee.  In 
rtù  di  delta  forma  il  termine  générale  pu6  essore  scomposto  in  fra* 
oni  parziali,  ehe  permettono  di  ridurre  la  somma  d*un  numéro  qua- 
nque  n  di  prlmi  termini  délia  série  a  un'eqMresalone  d*un  détenais 
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nato  nuinero  di  nuovi  lermini,  de'  quali  è  più  agevole  ealcolare  il  li- 
mite pern=^  oo. 

YM.  In  modo  analogo  si  posson  sommare  le  segueati  série  di  Sm- 
LiNo.  In  primo  laogo  la  série 

1  I  I 

^^^^  z (z+l)"^(z4.1)(2-|-2)'*"  {z+2)(2+3) "^®^"  ' 

di  cul  la  (1)  è  un  caso  particolare,  quando  cioè  z=\.  H  terfllkl6g^ 

nerale  di  questa  série  è  .         —. ,  che  si  puô  seomporre,  coœe 

ionansi,  in  due  firasioni,  e  risulta 


I  I 


(z+n)  {j5+n+l)    z+w    z+n+l  ' 
oode,  ponendo  successivamente  ti=:l ,  2,  3,  ec.  e  sommando  i  risul- 

tamenti,  s*ottiene  per  sommalorio  délia  proposta  série  — r 

la  quale  espressione  per  n=oo ,  si  riduce  al  primo  termine,  quindi 

r  1     _  I  I  I 

^^*^  T  "  I\^)  "*'-(z+l)(z+2)  "^  (z+2)(;t+3)  "^^^" 

Poneodo  in  questa  formola  z=i,  2,  3,  ec.  si  ànno  le  somme  d*al- 
treUante  série. 
Similmenle  opérande  sulla  série 

1  \  1 

z  (z+1)  (z+2)  "^  (z+l  ){«+2)  (z+3)  ^  (z+2)  (z+3)(2+4)  "^^^^^  » 

di  cui  la  série  (S)  è  un  caso  particolare,  irovasi 

1        1  i  1 

^^""^     T'z(z+i)''z(z+l)(z+2)"*"(z+l) (zH-2) («+3)"^^^*  ^ 

e  ^Uo  ste^  modo  possonsi  trovare  le  somme  délie  allre  série,  cbe 
s*ottengODO  dalla  précédente  aggiungeado,  ogni  volta,  un  nnovo  fat- 
tore  ^ella  slessa  progressione  aritmetica  in  ciaseun  denominatore  *• 
cosl  si  troTa 

11  1  . 

-fec. 


3  •z(z-f-»)(z+2)    z(iS4-l)(z+2Xz+3) 
1  1  1 


4  •  z(z-hl)(2+2Xz+3)    z(z+lXz+2)(z+3)(z-l-4) 


-rCC. 


ec.  ec. 

Todremo  in  altro  luogo  i'uso  di  queste  série. 

M9.  Con  io  stesso  metodo  di  scomposizione  d*un  termine  della 
série  in  due  parti,  possiaoïo  sommare  la  seguente  série  : 

tana(;+i  toOiX+l  tun  i<xH-  i  tan  ^oH-ec.  > 
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In  fatti  si  à  dalla  Trigonomelria  tan  a^  oot  (c-2oot  2œ;  quindi  po- 

111  1 

neodo  inquesta  formola  successivamente  -9-  ^*  t-  ^'  X  ^'  ^^*  "^^ 

inTece  di  a; ,  e  addizionando  i  risullamenti  insieme  con  la  stessa 
précédente  formola»  si  Irova 

11  11  11 

tan»-!-  Y  tan  y  x+  •  •+ -5J  tan  -^  x-f-ec.=  -^  cot  -^  x-i  cot 2aî  ; 

•     1  1 

passando  ora  al  limite  osseniamo  che  cot  -^  x=:l:  tan  -^  a?,  e  sic- 
corne  eonvergendo  n  airinfinito  l*arco  di  questa  tangente  converge  a 
zéro,  possiamo  sostituire  Tarco  alla  taogente,  cioè  possiamo  sostitni- 

1  I 

re  1  :  •?;;  œ  a  cot  -p  os  ;  qoindi  il  primo  termine  del  seconde  membro 

dhiene  — ,  e  perô  la  somma  délia  data  série  è 2cot  îx  ;  onde 

X  X 

(26) 2cot  2x=taDœ+  -r-  tan-5-  œ-f  -sr  tan  —  x+ec. 

^     ^  X  2         2  2  2 

Il  primo  membro  à  valore  fihito  fincbè  *ix  è  diverse  da  nie,  qnindi 
la  proposta  série  è  convergente  per  tutli  i  valori  di  x  che,  in  valore 
Bssolnto,  sono  minori  d*un  qualanque  muliiplo  d^l  quadrante. 

VM.  Si  puô  talvolta,  corné  insegod  Giacomo  Bernoulli,  somma- 
re  uoa  série  scomponendone  talmeote  ciascun  termine,  da  trasforma* 
re  la  série  data  in  altre,  di  cui  già  si  conoscan  le  somme. 

Yogliasi  sommar  la  série  l-f.2x+3x*+4x'+-*'*+(n+l)  aî"+ec.  , 
sssendo,  in  valore  assoluto,  x<1:  in  qnesto  caso  abbiamo  (B.  n.®  428) 

l4-x+x*+x*+*«'-=l  :  (1-x),  quindi 
x+x*+x*+**-'=x  :  (l-x), 
x'+x^H- •••=»*:  (i-x), 
afl+* .  •  •^x^  :  (1-x) ,  ec.  ; 

cioè  abbiamo  una  série  doppia ,  di  cui  ogni  série  orizzontale  à  con- 
vergente, come  pure  è  convergente  la  série  formata  délie  somme  di 

queste  série,  perché  —     ^  **=r- — -r,  quindi  possiamo 

1"~"X  yï'^Xj 

addizionare  per  vertical!  (n.^  726)^  e  s*ottieoe 

(27)        l+2x+3xM»^+-  •  •  •+(*»+!)  x"+-  •  •  •=  TTZZNi' 

Similmenie,  nella  stessa  ipotesi  che  il  valore  numerico  di  x  sla  mi- 
nore di  1,  possiamo  sommare  la  série 

l+3x+6x*+10x'+-  •  •  -fi  (n+1)  (tH-2)  x*+ec.  ; 
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in  fatO  dalla  fbrmola  précédente  abbiano 

l+2x-hJa8*+4aD'+----+(n+l)a5*+cc.  =1    lil-xf, 
a5+laî*+3a5'H —  •  +      nx"+cc.  =x  :  (1-x)' , 
aî*+*a8*-h-  •  •  -+(»-1)ûD^+ec.  =«*  :  (l-ac)* , 
x»-f.. . . . +(Ti-2)aî*+ec,  =05*  :  (1— »)* ,  ec; 

quiD<H,  per  una  ragioae  analoga  a  quella  del  problema  preeedeni^, 
possiamb  sommare  per  verticali  quesla  série  doppia,  e  risalta 

(28)   1-f  3x+6aB«+10aî»-f-  •  •  •+l{^+i)(fi+2)  x*+ec.=l  :  {\-<sf 

In  modo  analogu  si  trova  saccessif  amente 

I 

l+t»+IOx*+-  •+-|j(«+i)(TH-2Xn+3)  »*+ec.=i:(l-aî)*, 

I 

,29\7l+5x+15a!H  •  -4-  -jj(n+l)(nH-2)(n+3)(w+4)flc*+ec.=!:(l-x/ 

1 

l+nx+in(tH-l)x*+  -jj  n(n+l)(n+2)x*+ec-=l;(n-x)* , 

e  in  ttttte  qaeste  série  il  Yalore  namerico  di  x  è  ioferiore  a  1. 

vn*  Per  un^applicanone  délie  fonnole  precedenii ,  soppookas 
die  si  Toglia  somaiare  la  série 

S=l+3x+7x*+13x»+21x"+31x»+ec.  : 
abbiamo 

1+X+  x*+  x'+  x*+  x'+ec.=l      :  (l-x) , 

2aB+ax*+2x*+2x*+2x»+ec.=2x    :  (!-») , 
ix'+ix'+ix^+te^+ee.seix*  :  (1-x) , 
6x*+»x*-l-6x»+ec.=6x*  :  (l-x) , 
8x*+8x*+ec.=8x*  :  (i-x) ,  ec.  ; 

si  cbe  addizioDaado  per  verUcali^  eome  sopra,  ayremo 

I  -f  2x44x*+6x*+8x*+ec  * 


S= 


l-x 


_  Hx+x'-fec.-hx(l-h3x4-5x''f  1x»-hec.) 
""  l-x 

_  i  •f'XH-xHec.+x[l-i-x4-x»-fec.-h2(x-f2x*+3x*-fec.)] 

Pertanto,  per  ognl  valore  realedi  x  cotuftw»  ira  —I  •  +l,i> 
(30)-         4+îaj+laî*+iaa!»+2la:»+Jfaft*+ec.a:-i^!^. 
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ISS*  EssendOy  in  valore  assoluto ,  x>l,  si  à  (E.  n.^  428) 

11       11        1 

do  présente  la  (31)  s^otliene,  nella  siessa  ipotesi  cbe,  in  Talore  asso- 
luto, sia  x>i , 

WS.  Consideriamo  aocora  U  caso  in  cui  il  termine  générale  délia 
Mrie  à  la  forma 

Per  trovare  il  sommalorio  s^  .  osserviamo  chf^,  secondo  quest»  for* 
ma  d»  ttjj,  81  à  8|=(if  .  «,=(if4-n,  (a|+fi,\  «5=riJ+a2(«,"+-aj)  + 
€is(ai+a2+a,))  ei*. .  le  quuti  espres^h^ni  possuno  essere  scnlte  cosl  : 

2«i=:aî-i-a| ,  2s,=(o,+a8)*+(if+a|, 
2a5=(a4+at+a5)*+of +a|+a} ,  ec.  ;  e  in  générale 

(33)  28^=(o,+a,+.  •+aj*+(aî+ai+*  .+oîi=il|+B,^ ,  esseodo 
EsBXPio.  -  u,j=g*"*  (1-f g+q*+'  -fq*"*)»  In  queslo  caso 

quindiy  secondo  la  (33)^ 

o«  _(l-g^*  .  l~q^,(l-q^)Cl-(r)'+(l-g)'(l-q^^) 
^'•"-(l-q)*  ^  l-g«  -  (i-«)^l-9*) 

6  svQoppando  il  nnmeratore  e  ridacendo,  risnlla 


(34)  «.= 


(l-qKl-9*)  * 


Trovata  qoes^a  espressione,  o8<er¥îamo  che  essa  per  n=oo  ft  un 
limiie.  se  si  snppone  q<l:  impcocrhè  in  queslo  raso,  essen  io  imiq** 
=lîfi.q*+*=o  (E  n.®  190)  il  limilft  del  miiniîralore  è  1,  e  qu^'llo  Oel 
denominHiore  è  esso  strsso,  pircbè  ind'pendeute  da n.  Pertanto,  in 
queslo  CHSO,  la  série  è  convergenle,  e  si  à 

(35)      2r(9'"+«*+9'"'+-+«**-*)=(ïZ^niZ^)'  «<'• 

%St.  Se  supponiamo  g  délia  forma  complessa  g^pCcosco+isenco), 
la  série  sarà  tultavia  convergente,  se  il  modulo  p<l.  Gon  questa  sup- 
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posisione  ffi  trot»,  49P4  (a<Hli  flivmiA  «4  mlp  q«cç«d»  nWQbK 

V  [p*"*cp8(n-l)w+^cpsnw+*  *+p**^co8(îfi-2)«l 

+i  2]    Ip*^sen  (n-l)w+p*  8eQio+ •  •  +p'*"^sei»  (%i-2)i#1 

l-pposM— p'cps2c«H-p^cos$a> 
"~  (!-3tpcbsw+p*)(l-2p*co82w+p*) 

.         psento-fp'settgfa)— p^sen3i>i        ^ 

'^^  (1-^cosw+p*)(l-2p»cos*«^*)  ' 

l^QfMey  ip vsison^iido  la  parte  replQ  alla  raale,  9  rimmigîMiia  dloi' 
maginaria,  avremo  le  due  formole 

2    [p*"*cog(n-f)w+p'^coenuH-  •  •  H-p*^*co8(2n-2)«] 

_        <-rpCO$Ci»r-.p*eOS2M-fp>C088M 

"  (l-2pcosw+p»)  ((-2p»cos2w+p»)  '  P^"^^' 

V  [p*~*sen(n-i)ca+  p'*arànio+  • .  +p*"'^n(2fi-2)wl 

(31)    / 

_       p^enfx>+p^sen2(d-p^sen3(i>  ^ 

"((-2pcosw+p*j  (l-^p^cosaw+p*)  *  ^ 

IM.  PiT  metzo  di  talune  série  doppie  si  possono  otteDereleso» 
me  di  quelle  série,  cbe  sod  furmaie  dalle  poteoze  reciprpphe  Hvor 
meri  natorali.  Gonsideriamo  da  prima  la  série  doppia 

1,11       1 

1111 

1       1       t       1 


•  •  •  • 


çecoQdo  la  fornola  (31)  ciascuna  série  orii^ontale  è  conv9rf9le»el 
loro  rispeitive  somme  sono  I— J 1  J-^»  J^— *  »  ep.,  \^  sovi^a^^* 
quali  è  =^1  ;  quindi  (  n.*  72S  )  la  pioposta  sene  dopp«a  k  pqr 
pep  soQHDa  1 ,  e  pu6  somoiarsi  per  vertioali;  si  cbe,  diqotiipdo  W 
un  intero  maggiore  di  1,  si  à 

dAqdû  %i  ny  ip  ci93CQna  somoi^,  tqlli  i  valopi  int^^i  3,  3«  4,  ec 
dji  s^  Ma  propo«izi(ine  :  la  somma  dette  fM>iQnM  reciproeke  Mi 
i  numeri  intérim  a  partire  da  2,  è  v^iuiie  a  1. 
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■nw.  Gonsidefiimo  fa  saonA»  long»  la  seili  doppit 

1111 


•  •  •  • 


111,1 

1111 


J 


aache  in  quesia,  secondo  U  formola  (31),cjascuna  SQfie  orixzonlale  è 
convergente,  e  te  rispetlive  Içro  soipme  çono 

1     1     1 

e  la  somma  s  délia  série  di  qoapt^  sonme  è 

rl.l        1        iri        1.1         1 

osia.poIchè-lj=i-(^+^),è 

-t[('4)-(t4)-(t-t)H 

quindi  la  précédente  série  (]pppia  à  convergente  e  à  per  somma  f ,  e 
pa6  sommarsi  per  verUpaii;  â  ehe»  dinotaado  con  n  un  qualuiifii^ 
mtero  maggiore  di  1 ,  si  à 

cioè  la  somma  dette  pQlen:^e  pari  e  reci|)roche  di  tutti  i  numeri  tn- 
teri,  a  pa/rtire  da  2,  è  finale  a  f . 

De  questi  due  teoremi  ne  discende  cbe  la  somma  deUe  potenze 
impari  e  reciproche  di  tutti  %  numeri  ifUeri ,  a  partire  da  2 ,  è 
tADfîMde  a  \  ;  imperoccbè  soUraeodo  la  (38)  dalla  (39)  risulta 

W  2|ï+2is+ïiï+ea.4. 

'ZgS,  Poneodo  nella  formola  (31)  n=2,  e  quiqdi  0^3,  $,  7,  «q,  «i  à 
per  cia^cuno  di  questi  numeri  uns  corri9pondente  série  convergente^ 
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e  la  somma  di  totte  queste  série  trovasi  ==  }  ;  si  che 

!       1       1       1 

e  qdDdi  ragionando  corne  sopra^  e  dinolando  con  n  ua  iot^  n|- 
giore  di  1,  si  à 

1  f  1  i 

cloè  la  somma  délie  potenze  pari  redproche  di  ttUli  %  numait' 
aporî  è  e=J. 

Se  poi  nelia  detla  formola  (3 1  )  si  pone  ancora  n=22,  e  poi  2e=2,i,6,« , 
ragionando  analogamente  si  troverà  la  formula 

e  perè  la  somma  delIe  potenze  pari  redproche  di  tutti  i  namai 
pari  è  =1. 

1        1      1      f 
«S8.  €e  nella  formola  -—. =-5-1—-;  +ec.,  traita  dalla  (îll 

col  porre  n=l,  poniamo  snccessivamente  x=2,  4,  6,  ec.  e  operiasi 
corne  ne*  nunieri  precedenti.  truyercmo  une  série  doppia  che  àper 
somrna  l-i+î-î+ec  cioè  12  (n.®  770j,  e  sommando  quella  série  pff 
Terticali  ne  trarremo , 

cioè  la  somma  deUe  potenze  redproche  di  tutti  i  numeripmt 
=  12.  E  sottraendo  questa  (43)  dnlla  (38)  ristiherà  la  somma  ddk 
potnnze  ree^proche  di  luVi  i  numen  impari  =1—12. 

Per  altre  curiose  proprieià  suile  somme  «telle  pnienze  recipmb 
de*numeri  interi  rimandiHmo  al  Trattato  dAlgebra  stipetvjrté 
No?i,  pag.  119  e  seg.  ;  d*aUronde  ne  vedremo  délie  bllre  piùis- 
nanzi.  ^ 

LEZIONE  LU. 
Dello  stUiippo  in  série. 

MO*  Nella  lezîone  precodenie  ci  siamo  ocrupatî  di  trovare  la  )^» 
ma  d*una  data  série  convergente,  e  abbiam  veduio  che  se  queuta  s^ 
rie  era  ordinaia  secondo  le  polenze  ascendenti  d*uDa  variabile  x.li 
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sua  somma  ora  espressa  da  una  funzione  ç(x)  délia  stessa  Tariabile, 
per  modo  da  risultame  <f(x)-^%'\'a^  as+a,  x*+ec.  ;  perè  contien 
noUre  rbe  un*e  tuHzJune  c«  im*  quf'sia  dedulo  dMll*  ad<tiz  one  d*  una 
série  non  devesi  intendere  chp  abbia  lu«*go  per  qualunque  valore  délia 
Tiirjuhile,  ma  avià  lungn  soltanio  per  quel  v»lciri  di  a;  pe'qoali  la 
série  è  convergente,  cioè  arnmi  Ue  per  somma  (f(x). 

Ora  pa.^seicmo  ad  ncruparci  delà  que^tinne  inversa,  vale  adiré 
supporrfitno  dntn  la  funzone  ç(x»,  e  archertmo,  quand^sia  poa- 
81/  Ue.  Hvilupyare  quesia  funzione  in  série,  ordinafa  hecondo  le  po* 
tenze  inPre  e  oacendeuti  di  x  ;  i'«*n  che  s'iniende  che  quesia  série 
dev*cssere  converiçenlc,  v  l.i  sua  somma  dev*essere  uguale  a  (f{x).  Ma 
aoche  qui,  corne  vedremo,  non  sempre  avviene  che  la  s^-ne  irovata 
abhia  per  somma  9(0*).  qnalunque  sia  il  valore  di  x,  ma  vi  sari  iden- 
tili  Ira  la  funzione  çfx)  e  la  série  ao+n|X+ec.  solo  per  que*  valori 
di  X  compresi  lia  i  limiti  délia  conver^enza.  Per  ogn'aliro  valore  fuori 
di  quesU  limiti  Tidentilà  non  avrà  più  iuogo,  il  cbe  vuol  dire  che  per 
questi  valori  la  funzion»*  daia  (f(x)  non  puô  essere  la  somma  délia 
data  série,  0  vero  non  puô  essere  hviluppcua  in  série  deUa  forma 
délia  data.  Ne  devesi  con  riô  mtendeie  che  la  data  funzione  non  sia 
capace  di  allri  valori  allNnfuori  di  quelli  flnili  e  determînati,  che  puô 
aver  la  série  per  dati  vaiori  délia  variabile  ;  ma  cbe  per  questi  valori 
fuori  dei  limiti  délia  convergenza,  la  funzione  potrè  ammettere  altri 
valori,  e  quelli  che  in  corrispondenza  assumera  la  série  saranno  in- 
finit!  0  indtiterminali.  Perianto  nel  Tire  uso  oelle  série  per  rappre- 
sentare  una  funzione  è  d'uopo,  dopo  di  essersi  assicurati  délia  con- 
vergenza,  indicare  fra  quali  limiti  délia  variabile  pos^a  ritenersi  il 
vabire  délia  série  per  qu^'llo  délia  funzione.  Gli  esempii  cbe  se- 
guono  darnnno  maggior  lue»  a  ciô  che  abbiamo  qui  detto  in  astratto. 

V60  Le  série  d*ordinario  derivano  da  quelle  operazioni  di  calco- 
lo,  cbe  in  bisogno  di  talune  condizioni  per  p<»ler  esaitamente  riesci- 
re,  e  quando  quesie  coofiîzioni  non  si  tni\ano  verificate.  Cosi  à  im* 
possibde  avère  esaitamenie  il  qu*  ziente  di  1  diviso  per  1— os,  perché 
si  Irova  espresso  dalla  série  infinita  l+.T+âc^+ec. ,  ordinata  seconde 
le  potenze  inlere  e  ascendenli  délia  x  ;  si  che,  volendo  arrestare  la 
divisione  a  un  reno  pnnto,  bisogneri,  per  sihbilire  l'eguaglianza  tra 
Tespressione  1  :  [i-x)  e  quella  cbe  risulta  dalla  divisione.  aggiun* 
gère  al  quoziente  incompleto  calcolato ,  il  resto  diviso  per  1— œ  :  co- 
si, arrestando  il  quoziente  al  terzo  termine,  si  i  identicamente 

=!+0(5+X*+ 


1-œ  l-x 

Ha  se  il  quoziente  si  voglia  supporre  protraito  airinflnito ,  e  scrivere 

l 

(1)  -2 =l+a;+»*+x»+ec.  aWinimilo , 

l—x 

quesCeguaglIanza  sari  vera  solo  pe*  valori  di  x  (supposti  reali)  com- 
presi tra  —1  e  +1,  perché  tra  questi  limiti  la  série  che  è  nel  secondo 
membro  ë  convergente,  e  i  perciô  un  valore  determinalo  corne  il  pri* 
mo  membro  .  montre  è  divergente  fuori  di  questi  limiti  :  e  veramente 
per  si  fatti  valori  Fassurdo  si  fa  manifesto  :  cosl  poneodo  x=:2,  ne  ri- 


1 
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SBlta  -isl+2+4  ee.  olTIn/lfiMi.  Il  dm  non  è  pdsribnè.  B^Htait 
aoebe  kidipcodentemenle  dBl  falto  délia  conTei*g**itea  «  «fMitiii 
d'mà  sorte,  poè  tDOstran&i  Faccordo  o  diaaceordo  tra  t  due  to^M 
deUft  (1)  iB«î  cnai  Indicati  ;  e  per  vero,  littnttado  il  qdcitiedteAditfr 
fisiOM  di  1  per  1^*^,  al  tarmhie  n"® ,  e  toliiadô  SlaMUre  la  («M 
identité  bisogoa  aerifere,  oooe  aopfa  si  è  osaerfalo , 


âatndi  per  tomare  alKipotesi  che  ai  vôgUa  indefinitamenle  proiaifB 
quôtien(e«  convefrà  porre  n=^(x>  :  aliora  la  parte  frazionana  dd» 
condo  membfô  s*  annulla»  se  il  valor  numerioo  di  »<1,  maalnft 
vleue  —00  y  se  X  >  1  ;  quindi  nél  primo  di  questi  casi  la  série  |okt 

cssere  sôsOfuifa  alla  iraiiofiej—^y  perché  tî  sara  egoa^iaBaM 

qaesta  fhazione  e  ta  série  ;  ma  non  si  pure  nel  seconde  caso. 

MM.  V*i  parecchi  mé}odi  per  lo  svolgimento  in  strie  d'uoaàl 
ftmzione  di  àî  ;  ma  prima  di  passare  ad  esporae  aicono  irapoita(&i^ 
strate  II  seguente 

Téoeéma.  -  tJnafunzionc  continua  iïuna  variabilexwmpi 
aYUmettete  ctie  un  9olo  svilvppo  in  série  convergente,  ordîaaia» 
condo  le  pôienze  intere  e  ascendenii  délia  variabûe  (CAvCof ,  Cm 
d'anatyeè,  ec.  p.  162). 

Supponiiimo  in  falti  che  la  stessa  funzione  f(x>abbia6i  potalosii' 
luppare  iù  due  diterse  série  convergent!  délia  forma 

■ 

se  eoal  à,  ôasdima  di  qtieate  série  det e  ammelfere  la  sfesaa  soM 
f(0),  par  taloil  Arerai  da  tero,  cettHËnqné  pfccoBssidsi^  èr  IMtbèr) 
mdao  ooo^efgente  ;  qtiind^  in  qtf«staf  îp^otéM  dev'esls^ra 

a^+a|X*hatî*'+ee.=±6to+*,aH*6i»*4-€€.  ; 

e  j^oîcbè  per  0^=0  si  à  ao=6« ,  cosl  coiesta  eqaakione ,  puà,  gesenl 
mente  pailando,  esaero  ridotta  alla  seguedte  : 

la  qaale  mdltipllcata  par  -^  diviene 

Ou 

e  dovrà  come  la  supelloite  Sossietefe  asieora  paf  ?almeomunque  p 
coli  di  x;  si  che»  ragionando  come  sopra,  si  concfticdb  a«=6|;  qiii 
di  ooaUnuando  lo  sCaas»  ragtanatsento*  ne  ri6Qlia^tt|=s6^,  a^=^i  * 
e^petè i due proposti svi4oppî  soio  identiei,  c.  b.  dà 

<Mft«  Poaio  ciô  pasaiama  a  a^hippar e  qualohe  parUooIaf^  fi 
na%  K  prknamente  auppoûiamo  cbe  ai  vo0(û&  aviiiippara»  91 
sM  p999ibHe  la  funiione  (Hx)^,  qmhmque  aîd  (Jt»  fti  serk  e* 
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I    vergMie  orâinata  secùnio  le  potetue  infère  e  oscenden^i  delIa  w- 
riabUex. 
Se  a  è  un  mimero  intero  e  positive  m»  e  x  à  uiia  quwnUià  re9le, 
:    allora  (E.  n."*  385) 

I  (•l+a3r=t+(tn)|X+(m)ja;*+(m)a05»+ +a;* , 

cogl  ehe  lo  s?ilappo  è  composte  â*iui  numeio  fioito  e  delerovQata  di 
lermlnl  ;  ipa  quando  m  divieoa  un  numéro  qualuaque  positivo  o  ne* 
gatîTO  |A,  H  seeondo  membro  si  cambia,  ia  geaerale,  in  uns  série 

^    (2)  l+(|x)taî+(ri,x»+{it)5œ»+co. 

;  composta  d'an  numéro  infinité  di  termini,  la  quale  corne  sappiaaio  è 
eonvergente  pei  soli  valeri  di  as,  il  eui  modalo  6  compreso  tra  *^1  a  +t 
(a.^  73S,  3^);  qaindi  bisogoerè  oercare  se,  in  qaesi'  ipoiesi,  la  série 
précédente  rsppresenti  tuttairia  le  svilopno  di  (f -Hn]^,  cioô  se  que- 

;  st*  espreasioiie  è  la  somma  délia  série  (2).  A  tal*  effetto  poniamo 
003=2  feosHiseaO),  e 

(3)  ç  ((jL):=:|+(jjt)i;5  (cos8+isenO)-i-(vL)jZ*(co820+fcen2«)+ec. 

,  easeodo  z  eompreaa  ira  --«I  e  +1  :  qoesta  fmizioifte  9  (|i.)  devra  veri- 
fleare  la  relazlom 

e  perô  devra  esser  deila  tonna 

ç  (^)^r^  (cQsjit+isenial ,    (3l  ,616) 

'  ove  il  modttio  r  e  Tangolo  t  aooo  ooatanti  rispetto  a  11.^  e  sono  funzioni 
di  2  e  0 ,  che  bisognerà  determinare.  Perlanto  Ira  i  liBttti  z  <=:  -^  1 , 
js=+l,  avremo 

(4)  i+(|x)4Z(cos6+isenft)+([A)j2*(cos26+tsen2Ô)+ec.==r»*(cos|x(+is^^ 
Poato  oià,  per  detmniaarerr  e  i  osseri eremo abe  la  (4)  par  (jlssI  dà 

(5)  ^+z  cos6+2t  sen9=r  (cos«+i  senO ,  0  vero 

i  -f z  costsf  cesl ,    z  senO=r  seni  ; 
I  quadrando  queste  ultime  equationi  e  sommando  i  risuUamenli  ai  à 

(6)  r=(l+2z  cosO+2*)i  ; 

inollre»  osservando  cbe,  in  v^tù  délia  prima,  co${  ^  positive  per  tutti 
i  ¥alori  di  z  compresi  tra  -1  e  +1,  cosl  dividende  la  secon<}a  per  la 
priaoa,  e  penendo  per  sempUciià 

(1)  a^rc  tan  t~ — -^ ,  s'avrà   (8)  t^ss^hiki: , 

(  essendo  k  un  inlero,  il  qnale  non  potrebbe  allrimente  dipendere  cbe 
<  da  z  e  1.  Pertaote  nella  fatmola  (4>  bisognerà  sos^uire  ift  laogo  di  r 

e  t  i  valori  (6]  e  (8). 
'       Ora  dlmostreremo  che  Ira  i  limitl  z=  -1 ,  z=  +1  dev'essere  k=o  : 


E 
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in  fatii  tra  qocsti  limiti  il  primo  membro  (4)  è  fanzioDe  coatinuadi: 
qaalonque  sia  pi  ;  quindi  anche  il  secondo  membro  dev*  esser  Uk  tu 
gli  stessi  limiti  e  indipendentemente  da  [a,  per  il  che,  stando  alia 
lore  di  r  dato  dalla  (6),  basla  cbe  sieoo  cost  e  sent  funzîooi  eoDtiii 
di  Zy  nelle  indicate  condizioni:  ciô  non  puô  aver  altrimente  loogos 
non  ron  Tessere  Tarco  i  funzione  continua  di  z  ;  ia  fatti  se  ad  onn 
mento  inflnitesimo  di  z  corrispondesse  un  aumento  floito  h  per  1,  ! 
differenze  cos  (t  ((+h)~co8  {jif ,  sen  (t  (£+h)-*sea  {li  DonpotreUer 
essere  prossime  quanto  si  voglia  a  zéro,  se  non  quando  il  lahi 
numerico  deli'  arco  ph  fosse  prossimo  quanto  si  voglia  a  un  mul 
plo  di  2ic;  il  cbe  non  puô  aver  luogo  se  non  per  Talon  partîcoli 
di  [A,  e  ciô  dovrebbe  in?ece  ayer  luogo  per  qualunque  valore  M 
di  [A.  PertQDto  è  vero  cbe  l*arco  i=zs^2kK  è  funzione  eonlinoa  &  : 
Ora  délie  due  quantité  s  e  &  la  prima  è  funzione  continua  di  2  tn 
limiti  -^1  e  +1,  secondo  la  formola  (1)  ;  mentre  poi  k^  perché  rapp 
senla  un  numéro  intero,  non  puô  variare  cbe  d*una  o  più  imita,  e  m 
uô  perciô  essere  una  funzione  continua;  ma  t  dev*esser  taie,  quia 
a  scia  quantità  s  sarà  funzione  continua  di  2,  e  k  devra  essere  0 
stante  rispetto  a  2,  0  vero  dovrà  essere  indipendente  da  z;  per  mu 
cbe  volendooe  determinare  il  valore  per  qualunque  valore  di  z,  \m 
atlribuirne  uno  qualsivoglia  a  questa  variabile,  poniamo  2=0  ;  aiii 
secondo  la  (7)  s  =  0,  e  secondo  la  (8)  t  =  =b  2kic  :  cosl  cbe  per  qaei 
valori  la  (4)  (osservando  cbe  per  la  (6),  quando  2^0,  r=i)  dà,  qi 
lunque  sia  \i,  l^cos  (=b2|jLA;ic)-{'t  seo  (=b2{jLfcic);  onde  dev'essere  k^ 
perô  t=s.  Pertanto  nella  formola  (4)  converrà  porre  in  loogo  dir 
valore  (6)  e  invece  di  t  sostituire  s,  il  cui  valore  è  dato  dalla  (1): 
questo  modo  il  secondo  membro  (4)  divieoer>^(coss+tsens]^; 
vero,  poicbè  secondo  la  (5),  quando  vi  si  pone  fc=:s,  si  à 

(cos8+isea8)^=ti+^(cosH<senO)l.-^ 

detlo  secondo  membro  riducesi  a  [l+z(cosO+isenO)]>^.  Dopo  là 
ciô,  si  à  finalmente  tra  i  limili  2=  -1,  z=  +1 

(9)  [l+z(cosô+isenô)l*^=I-f(|ii)|Z(cos6+isenO)+(ti)j^«(cos2«+isea!! 
Bimettendo  x  iovece  di  z  (cos9+t  senO),  possiamo  scriTere 

(10)  (l+x)»*=l+(pi)«  x^v.\  œV-  •  •  •  (iJi),^  œ'+ec, 

e  questa  formola,  che  è  quella  cbe  si  cercava^atTà  luogo  fumfê 
per  tutti  i  valori  reali  di  x,  compresi  tra-ie  +1  ;  ma  m  genm 
per  tutti  i  valori  di  x,  i  cui  moduli ,  m  valore  assoluto,  sono  â^ 
riori  a\,  e  per  qualunque  valore  positivo  0  negativo  dt  pu  Es 
ioollre  è  funzione  continua  di  as  e  di  |ji  (0.^  73S,  3^). 

Cosl  resta  dimostrala  la  formola  del  binomio  di  Newtoh  peri 
qualunque  esponente  reale;  poicbè,  supponendo  mody<auKbe,e 

esscndo  (x-^yy=x^  A+  -|-Y ,  si  puô  applicare  la  (10)  alIo  srihf 

po  di  questo  secondo  membro,  e  poi  moltiplicando  per  a^  risnHi 
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V6S.  Ponendo  nella  (4)  invece  di  r  il  suo  valore  (6),  ed  s  inyece 
di  t;  essendo  s  Tarco  determinato  dalla  formtila  (7),  avrcmo  : 

Cl  1  )  i         *'^^V)t  2  (cosO+t  senÔ)+(|ii)2  2»  (cos2«+i  sen20) 

f  +(lJ^)32'(cos38+îsen3«)+ec,=(l+22cosO+2«)î'*(cosiJL8+isCD|A^^ 

dalla  qiiale  formola,  eguagliando  la  parte  reale  alla  reale  de*due  mem- 
bri,  e  i'immaginaria  airimmaginaria,  deduciamo  le  due  seguenti  : 


1+(ijl)i  z  cos6+(|jl)j  2*  cos26-f-([A)3  z'  cos30+ec. 
=(l-f2z  cos6H-z*)t**cosjiL8  ; 


(12) 

^  (|ii)|  z  sen6+(|ii)j  z*  sen26+([A)3  2«  senSO+ec. 

le  quali  in  laogo  soltanlo  pe'  valori  di  z  compresi  tra  i  limiti  z==~f , 

Ponendo  A-lic,  sarà  cosO^o,  senO^l  ;  la  (1)  darà  8=:arc  (anz,  e  il 
valore  di  s  per  consegaenza  restera  compreso  tra  i  limili  -J-ic  e  +}i7. 
Inoltre  ayremo 

^='««'=-S'  (H2.co80+z«)^»^=(l+laa»s)i''=^.    . 
laonde  le  (12)  daraono  in  questo  caso  : 
(13)costJL8=cos**«--(ji)j  cos»*"*a  sen's+(iJL)4  cos*^"*8  sen*8-ec.  ; 
(1 4)sen|ji8=(iJL)4C0s*^*s  sena-dji),  cos»*"*'8  sen*a+(|i)5  cos^^ssen^-ec, 

le  quali  formole,  come  vedesi,  dànno  il  seno  e  il  coseno  d'un  arco 
multiplo  qualuoque  di  a  per  mono  di  série  ordinaté  secondo  le  po- 
tenze  di  cos  a  e  sen  s  ;  perô  an  luogo  pei  soli  valori  di  a  che  son  com- 
presi tra  -}ic  e  J-ic.  Esse  furono  per  la  prima  voKa  date>  senza  di- 
mostrazione,  da  Bernoulli  Giacomo  negli  Atti  di  Lipsia  del  1101. 

96t.  Sia  a  una  quantité  inflnitamente  pîccola,  e  si  ponga  nel- 
la (10)  —  in  luogo  di  pi,  e  aœ  in  luogo  di  x,  s'avrà  la  nuova  série 

(1  W=H-^  +  <-^x»-H<*-«)<;-^«^  x»-f  ec. 

convergente  per  tutti  i  valori  di  x  compresi  tra en —  :  essa 

avrà  luogo  comunqne  piccola  si  vogli  supporre  a,  e  perô  passando  ai 
limiti  col  supporre  a=:o,  ne  risulta 


«  ,    03     X*      œ*        œ* 


(15)  lim(l+aac)  ^i^—+—  +-^  +  _  + 


ec. 


J 


à 
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e  se  fftceiamo  9D=d,  si  à 

^1111 

llin(l+a)  =1+--+—^  +__+_  + ce. 

CalôolaDdo  I  prinii  ûDdtcI  termini  di  que^td  série  eonTergeiile,  si  bo- 
va  2,3182818...,  che  è  il  talore  délia  base  del  siétema  di  logai- 
mi  neperiont,  e  cbe  si  saol  dinotare  coq  e  ;  qQindi  si  à 

t 

(J6)  »la(l+a)*=:e ,        a=o* 

965.  Ponendo  ûiOi  in  luogo  di  a  nMIa  formola  (16)  se  ne  à- 

duce  lim  (1+ax)   =e,  e  quindi 

a  I  ax  I 

(il)  «©(l+oac)  =liinl(l+aa;)   J  =6*. 

966.  Ora  passeremo  a  sviluppare  io  série  le  fanziooi  e^,  a*,  b, 
Lx,  setias,  cos^e,  e  vedretto  tra  quali  lioiili  dô  possa  Tarsi. 

SMIttppare,  quandô  êia  po9sibib^  in  série  oittinato  seeoado  k 
potenze  ttUere  e  oscendentt  di  x  «ta  ftmzione  e*. 
Sostituendo  aella  (15)  il  precedeote  valore  (11),  ne  risolta 

(«8)  «*=*+f'*'Tl'*'ï+^'^®^-  ' 

questa  série,  converffeDte  per  qoaluaque  valore  reale  o  immasiDam 
di  X  (n.^135),  si  puo  rlteoere,  per  ora,  che  abbia  per  somma  e*  pcr 
qnakilique  Tstore  reale  deUa  tariabile. 

lei*  La  costarUe  e,  base  del  sistema  de' logarilmi  neperiani,  en 
numéro  trraziondte.  In  btU  dalla  foroioia  (18)  ponendovi  x=lsi 

111 
irae  e=  1  +  y+  21  "'""Îî  '^'^^ »  ®  '*®**^ valore,  è  eomprafio  Ira i«l 

imperooehè  h  série  ohe  sague  tt  eeeemlo  leraûne ,  ossaiidd  nriaiii 

111 

deirallra  y+  -j^+ii ,  ec. ,  la  quale  è  =  1  (E.  n.^  428),  è  <  1.  te 

io  dico  che  quesio  valore  compreso  fra  2  e  3  dev*essere  imiioaile: 
imperoccfaè  se  non  fosse  tsJe  dovrebbe  aver  la  forma,—  ,  esseadof 

e  q  numeri  interi  :  allora  dovrebb'essere 

p    ^    1      1  1         1 

q    ^  2!^  sr        ^91    (g+1)!^^^*' 

moltipUcando  per  q  ! ,  il  primo  menibro  dit iene  un  ialero,  m 

(9-1)  1  P.  e  il  secondo divieoe  JV+  (^)+(^Vl)(Q4-2) "*^' '  ^ ' 
ë  on  intero.  Ma  la  série  che  segue  !V,  essendo  minore  ddla  profR^ 
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sione  geometrica  — -  +  ( — -  j  +cc»,  la  quale  è  =  —  (n.*  cil.),  è 

i  1 

per  conseguenxa  <  —  ;  quindi  N+  -— r  +ec.  è  un  numv o  composte 

d'un  intero  e  d*una  frazioM  vera^  e  perô  non  puô  essere  mai  eguale 
a  un  intero.  Pertanto  il  numéro  compreso  (ira  %  e  3,  cioè  il  valore  e, 
non  potendo  essere  frazionario,  dev*  essere  irrazionale,  c.  b.  d. 

1111 
16S*  Se  la  sériel  +T-+-r-+-57+-n+ec.  s'arresla  al  termi- 

1        Z        ol       41 

ne  n"^,  Perrore  the  si  commette  ë 

11  1  111.11 

Supponendo  n=ll,  si  trova  r,t<0|00000002  ;  qoindi  prendendo  i 
primi  undici  termini  di  detta  série  si  puô  spingere  il  loro  calcolo  nu- 
merico  sino  alla  settima  cifra  décimale,  e  s'avrà  un  valore  di  e  esatto 
sine  a  questa  cifra,  il  quale  sarà  6=2,7182818. 

160-  SvU/appmrey  quunêo  sta  possibtle,  in  una  série  ordinata 
seconda  le  pole7u;e  intere  e  ascendenii  dix  la  /Vitmone  a^ ,  eaaen- 
do  a  un  numéro  qualunque. 

Sia  1  la  caratteiistica  de'  logaritmi  neperiani  :  sarà  (k=e^ ,  ed  a* 
=6^''.  Sostituendo  nella  (18)  x]a  in  liiogo  di  Xj  il  primo  membro»  in 
Yirtù  di  quest*oItima  eguaglianza,  diviene  a* ,  e  ne  risolta 

(49)         a*r=l+— a>+-ijj-œ«+-Yî  ®^+  41  • 

or  ancbe  qui  il  seconde  membro  è  una  série  convergente  tra  i  limiti 
— oo  e  +00 ,  quindi  la  formela  {19)  è  lo  STtloppo  richiesto  per  qua- 
lonque  valore  reale  di  x. 

no.  StUuppare,  quando  ate  poieibUe^  in  série  ordinaLa  aecon- 
do  le  poienze  intere  e  oacendenti  di  x  la  fwnzione  l  (1+x),  essen- 
do  l  la  coTcUieriaiGa  de'  logaritmi  nepenoni. 

Dalla  formola  (10)  si  rica?a 

2±^' =:aH«-|^)X+(l--F){l--î|i)y +ec.  ; 
làcende  oooTergere  y.  a  zéro,  e  passaodo  «i  Umiti^s'oUiene  la  Tormoia 

la  quale,  eome  la  (10)  à  luogo  tra  i  limiU  aE=— I  »x=+i.  DaalliB 
parte  abbiamo,  corne  aopra,  l+xse'^**^) ,  quindi  secoodo  la  (18) 
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da  ciii  porlando  1  nel  primo  membre  e  passando  al  limite  |fc=o  »  bi 

lim  i*±?^=llm  [l(l+xHi^pL[l(l+x)]«+cc.]  =10+a;): 
pertanto  sostiluendo  questo  valore  nella  (20)  s'oliiene 

(20  l(l+x)=x-Y+y-y+ec.  ; 

e  poicbë  la  série  del  secondo  membro  è  coovergente  pe*  soQ  nio 
di  X  compresi  ira  -1  e  +1»  cosl  cotesta  formola  (21),  che  rappresa 
ta  lo  STiloppo  richiesto,  Doa  paô  essere  adoperata  se  non  per  qua 
valori  soltanto  ;  senza  escluderne  lo  stesso  limite  (c=l  pà  qoale 
série  difiene  1-}+^  -  «:  +  ec.  ed  è  convergente  (n.*^  113),  si  At 
àl2=l-|+^-îH-ec. 

911.  Sviluppare,  quando  êia  possibUe,  in  série  ordinaia  um 
do  le  potenze  iniere  e  ascendenli  di  x  la  fanzione  L  (1+x),  este 
do  lia caraUeristica  d*un  qualunque  mtema  di  logarilmi. 

Dinolando  con  a  la  base  del  sistema,  e  cou  i  la  caraiteristieadel 

1 

garitmi  neperiaoi,  abbiamo  L  {i+x)=  —  I  (1+x},  (E.  13,499)  ;b« 

de  io  virtù  délia  (21)  s'avrà  la  formola 

(22)  L(l+x)=^  [x-|+^-|:+ec.]  , 

che  sarà  la  richiesta,  e  avrà  luogo  solo  peWalori  di  x  compresi  tn- 
e  + 1,  non  éscluso  questo  secondo  limite. 

992.  Le  (ormole  (21)  e  (22),  secondo  la  loro  natura,  non  poss 
dare  allri  logaritmi  che  quelli  de'  numeri  compresi  tra  zéro  e  2,  i 
esclusol2.  Perô  osserviamo,  che,  sapposto  il  valore  numericodi 
minore  di  1,  possiamo  nella  (21)  mutare  x  in  —x^  e  s*avrà  pure 

<*»■       #>»S       /j*^ 

l(l-aî)=-œ-y~y -- j— ec.  ; 
sottraendo  quesVequazIone  dalla  (20)  risulterà 

e  qaesta  formola,  com'è  chiaro,  sussisterà  come  la  précédente  ela(! 
per  tutti  i  valori  di  x  minori  di  1  •  Secondo  ques^ipotesi  possifl 

l+x     .     h  ,  •  .  h 

porre  j-— =!+ — ,  perché  se  ne  ricava  2c=f-TT  »  ®  questo  seea 

do  membro  è  una  fraxione  vera ,  sempre  che  h  e  y  sono  posftv 
d*altroQde  qualunque.  Con  questa  sostituzione  la  formola  prec^ 
si  muta  nella  seguente  : 

(„)  «,.»)=,„.,  (^,4  (^j.  I  (,-i.)w) 
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la  quale  pu6  dare  il  logaritmo  neperiano  di  y+h^  eonoscioto  qoello 
di  j/y  sieao  qualunque  i  numori  y  eh:  quindi  s'avraono  i  logaritmi 
relativi  a  una  data  base,  moltiplicandoli  pel  corrispondente  modolo. 
ns.  Per  fare  uso  délia  série  (23) ,  giova  conoscere  un  limite  del- 
i*errore  che  si  commelte,  arrestandola  a  un  certo  numéro  de'primi 
termini.  Arrestandola  al  termine  n^^ ,  il  resto  è 

•ri      /h    V"^*       *      /    ^    V*^'.      1  •  u 


2 

tnH 


r.<  ^^  {^)'^'  [1+  (2^)V  (^)H  , 


r^ 


<  ^1_^  f  .r-^  ) ,  (E.  D.^  428) 

2n+l  V22/W  /    '^    V 

e  in  fine,  riducendo,  s'ottiene 

^  *^  '^'^^  211+1  V22/-fh/       2y(2/+h)'      • 

1       1      1 

Supponendo  p.  e. ,  2/=h=1,  ed  n=8,  risolta  ^«  <i7  *  ôîs  •  y  »  ^ 

sia  r«<0, 000000001  ;  laonde  arrestando  la  série  (23)  air  ottavo  ter- 
mine (oUre  il  termine  \y)  Terrore  che  si  commette  nel  calcolare  i  lo- 
garitmi de'nnmeri  oaturali  2,  3,  ec,  non  puô  influire  suirottava  ci- 
fra  décimale. 

Vit.  Yolendo  il  modnilo  de'  logaritmi  dectmaU,  converrà  calco- 
larsi  il  logaritmo  neperiano  di  10,  e  poi  dividere  Tunità  per  questo 
logaritmo.  Per  atere  110  si  comincerà  dal  calcolare  12,  ponendo 
nella  formola  (23)  y-h=zi  ;  iodi  si  à  I  4=2  1 2  ;  poi  fatto  i/=2,  ft=l, 
si  à  1 5,  e  in  fine  1 10=1  S+1 2.  A  calcoli  fatti  si  troya  1 10=2,30238509, 
esatto  sioo  airollava  cifra  dedmale,  onde  con  tal'  approssimazione 

(25)  mod.  dei  log.  decimali  =  0,43429448. 

lis.  SvUuppare,  quando  Ha  po«aibtIe,  in  série  ordtnato  secon- 
do  le  potenze  irUere  e  ascendenii  dt  x,  (e  due  funzioni  trigonome- 
triche  cos  x  e  sen  x. 

Abbiamo  tra  i  limili  8=  -J  ïï  od  8=  -f  J  ic,  (13)  e  (14) 

cosn8=cos*8-(n),  cos*"*8  sen*8+(n)4  cos*^8  sen*8-ec. 

senn8=(n)i  cos*^*s  sen8-(n)8  cos^^'s  sen'8+(n)8  cos*"*8  sen's-cc; 

quindi  ponendo  ns  =  x,  i  limiti  di  quesla  noova  variabile  saranno 
—  Jmt,  +  Jnïï,  e  tra  questi  limili  avremo  le  duc  série  convergent!  : 

(26)co«x=  cos* — -(n)îcos"^*— sen*— +(n)4Cos*-*— scn*— -ce. 
(27)scDa^ncos«-'  ^  -  (n),cos*-»  — scn^— +(n),cos«-»  ^sen»-^-cc. 


i 
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che  servooa  per  svilappare  il  ooseno  e  il  seno  d*aa  areo  seconda  le 
potenze  del  coseno  e  del  sena  deirarco  summultiplo,  quando  qiiesto 
è  compreso  tra  i  limiU  -  J  rni  e  +1  m. 
Qra  suppoQendo  obe  n  cresca  iade&^itamente,  decreecerà  iadefi- 

nilameDte  l'arco  —  j  si  che  sen  — *  convergera  ad  -^ ,  e  ces  —  coq- 

vergerà  al  raggio  :  inoltre  essendo 


(n)k^ 


kl 

si  scorge  che  (n)jt  converge  ad  -rz  al  convergere  n  airinflnito.  Po*- 
tanto  se  nelle  (26)  e  (27)  ai  pone  n=oo ,  ne  risulterà 

(28)  cosa;=l-^+~j— ^j+ec,  (29)  senœ;=x-^+^-yj+ec. 

e  coteste  série  saranno  convergenli  per  qaalunque  valore  reale  di  x. 
ne.  Le  série  délie  tormole  (19),  (28)  e  (^),  che  dànno  gli  s?i- 
luppi  délie  tre  funzioni  a^ ,  cosœ,  senx,  sono  convergenli  non  solo 
per  qaalunque  valore  reale,  ma  benanche  per  qualunqqe  valore  »- 
maginario  ;  per  si  fatta  ragione  si  è  convenuto  di  tener  valide  le  tre 
surriferite  fonnole,  cioè 

/lû^         »  j  la    nwr  t.  [i(a)r  , 

(19)  o»-=i-(,_x+LWi.3gt^iiVAL  g.^3ç, 

(28)        cosa5=l--^+~j-ec.  ;     (29)  aenoîsr  j.^-jj+-^-6c. 

qaalunque  possa  easere  il  valore  reale  o  immaginarîo  délia  variabile. 
Quindi  per  quesli  valori  serb  pure  valida  la  (18) 

(18)  e*-i+a^^j  +  ^+^  +  ec. , 

ehe  è  la  steasa  (19)  qoaado  o^^e* 

PoBftndo  pertanto  in  quesia  (18)  in  liiofo  di  x  or  l'ont  «r  l'aUfi 
délie  espressiooi  x]a,  xi,  -xi,  e  paragonando  i  ristiltamenti  MB  le 
formole  (19),  (28),  (29),  si  dedaee 

^    '  ^  e**  =cosaî-f  <  sen»,    e'**=cosœ-i  senx , 

e  quesle  formole  avran  pur  esse  luogo  per  qualuoque  valore  reale  o 
immaginario  di  x. 

Ora»  ponendo  nella  (18)  'ff  in  luogo  di  x,  molUplicando  i  risulta- 
menti  mercè  il  seconde  leorema  del  o.""  131,  e  tenendo  présente  ehe 
per  qoalunque  valore  reale  o  immaginario  dl  x  e  y,  si  à 

~nr'^  n!"*'(n-l)!  *  f  "^(11-2)!  "  2  ^       ^  n!  ' 
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oe  risoltt  per  qaalunqne  valore  reale  o  immagtûQrio  à\xty 

(3!)  e*  •  éî'  =  e^''. 

vnu  Posto  cid,  se  nella  prima  (30)  si  pone  âo^ge+^i»  e  al  teogoû 
preaenti  la  seconda  (80)  e  questa  (31),  s'ottieno 

(32)  a*+^=e(**W'*=e*'«eP*«=a«  (ooa  p  \a+i  ses  g  la) , 
la  quale  fbraola  per  a=e  si  riduce  a 

(33)  e*'***=e*  (cos  p+i  sen  P)  ; 

e  son  questi  i  valori  delle  due  funsioni  o^ ,  e"  nel  caso  in  cui  la  ta- 
riabile  x  assume  la  forma  complessa  a-^-^û 
Addizionando  e  sottraendo  le  ultime  due  equazioa!  (30)  si  à 

(34)  cos  05=^  (e^^+e"^) ,  sena5=-^  (e*^-e"^) 

per  valori  reali  o  immaginarii  di  x:  quindi  posto,  corne  8opraa;=a«+^t, 
e  teneodo  présente  che,  per  le  seconde  (30),  e^  =  cos  a  +  <  sen  a, 
6"**=  cos  a-i  sen  a,  s'ottiene 

(35)  cos(a+Pi)=  iCe'+e""?)  cosa-  J(eP-e"P)  i  sena , 

(36)  sen(a+pi)=î(eP-fe~P)  scna+  ^i^^-e"^)  i  cosa , 

le  quali  formole  rappresentano  le  duefunzloni  trigonometricbe  coSsc 
e  sen  sa,  quando  x  è  della  forma  complessa  a+pi. 

199.  In  ordine  alla  funzione  Lx,  inversa  délia  a^ ,  si  è  convenuto 
cbe  la  deilnizione  di  logaritmo  traita  dair  equazione  espooenziale 
a^=i/,  nel  caso  in  cui  œ  e  y  sono  numeri  (E.  n.^  487),  regga  tutta?ia 
quando  x  rappresenta  una  quantité  complessa,  nel  quai  caso  anohe  y 
divieoe  quantità  della  stessa  natura,  corne  andremo  a  vedere.  Sia  per- 
tanto  a-f pi  una  quantité  complessa,  il  suo  logaritmo  nel  sisiema  di 
base  e  sarà  dinoiata  da  1  (a+pi)f  e  in  générale  si  trae 

(37)  1  (a+pO=a;+î/i , 
d'onde  per  la  précédente  definiiione  sarà 

c*^=a+pt,  0  vcro  e*  (cos  t/+<  sen  y)=a+pi    (33) , 

e  da  quest'equazione  si  àono  le  due  seguenti  : 
(88)  e*cosy=a,    e*scny=:p, 

le  quali  quadrate  e  sommate  dànno  e^^^aVp^  ;  e  quindi  eatraendo 
la  radice,  e  ritenendo  il  solo  segno  + ,  perche,  essendo  a;  reale^  Te* 
sponesiale  e^  non  puô  aver  luogo  per  valori  negativi  di  x^  ai  trae 

(39)  e*  =  i/?+p  x=^i  I  (a*+p»). 
Ponendo  nelle  (88)  queslo  valore  di  e® ,  s'  ottkne 

(40)  cosy=— 4==.    scny=— 4=   e  quindi 

v/  a*+p*  y/  «*+?• 

(41)  lany=-^,    y =arc  tan X. ±m« , 

RuBitii,  CompUmento  d^Algebra.  55 
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essendo  m  numéro  intero,  che  sarà  pari*  o  impari,  secondo  cbe  a  è 
positiva,  0  negatiya  ;  împerocchë  nel  primo  caso,  e  in  yirtù  delb  pri- 
ma (40)  sarà  cos  y>o^  e  nel  secondo  sarà  cost/  <o  ;  e  p8iiieobnDe&* 
te  per  p=Oy  si  à  cosy  =+f ,  se  a>o,  e  cosy=*-f ,  se  a<o  ;  ma  odh 
stessa  ipotesl  dl  p=o,  la  seconda  (4i)  dà  y^dzmK,  quiodi  perchèaa 
cosi/=:+l  dev'esser  m  pari,  e  perclië  sia  cosy=— f  dev'esser  m im* 
pari.  Perlante  le  formole  (39)  e  la  seconda  (41)  dànno  i  yalori  delle 
quantité  reali  x  e  i/  della  complessa  a>f yi,  rappresentanle  il  lop- 
ritmo  neperiano  della  quantité  complessa  a-^-^i^  e  si  à 

(42)  I  (a+pi)=  i-  l(a*-|-p*)+  (arc  tan  -|-  dtuA  i,       a>o , 

(43)  Ka+P*)=i  l(a*+P*)-f  (arc  tan  -|-±(8fc+!)ir^«.  a<o. 

IVO.  Allorcbè  p=o,  a=:^l,  risulta  particolarmente 

(44)  1  (+I)=db2kiti,       1  (-1)=±  (2fc+l)  Tri , 
e  perô  le  (42)  e  (43)  possonsi  scrivere  cosl  : 

(45)  l(a+PO=i  l(a*+P*)+K+>)+<  arc  tan  i- ,    a>o  , 

(46)  I(a-i-pi)=  I  l(aVP*)+l(-l)+î  arc  tan  -^ ,    a<o. 

ISO.  Osserviamo  in  fine  che  Tequazione  (31)  essendo  vera  per 
qualunqne  valore  re»]e  o  immaginario  di  x  e  y.  le  propriété  delo- 
ritmi  reali  si  troveranno  aver  luo^o  anche  per  queili  immagioarii. 

991.  Passiamo  da  ultimo  a  considerare  le  fuoxioni  inverse  di  seaa 
e  cosx,  nel  caso  in  cui  la  variabile  à  immaginaria.  In  qnesto  caso  s 
conviene  che  l*espressione  arc  sen  (a+^i)  dinoti  Tarco  che  à  per  sm 
la  quantité  complessa  a+^t,  e  cbe  s*annidla  quando  a+^i=o;  e  dia» 
tando,  in  générale,  con  x+yi  Farco  che  à  questo  seno  si  scribe 

(41)  arc  sen  (a+pi)=x+yî. 

Per  determinare  le  due  igoote  quantité  reali  x  e  y,  si  osserra  ck 
messa  la  (47),  atrà  pur  luo?o  la  s^guente  :  sen  (x+yî)=a-h^i,  e  pa 
oiô,  tenendo  présente  la  seconda  (36),  risulta 

t  (e^+e"^)  senx  +  {  iie^-e^)  co8X=a+pi,  e  quindl 

i  (c^+e"^  senaj=a ,  J  (^~e"^  cosx=p  ,  d'onde 

(48)  cv=4-+-l-.    e-v=    «         P 


senx    cosx  senx    cosx 

MoltipUcando  queste  due  equazioni,  s^ottiene 

*=;i3:;'"7£r;  »  ^  sîa   sen*x  cos*x=a*cos*a5-S*scn*x  ; 
sen  X    cos  X  ^  ^*"  ^  » 


I 
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poneodo  l-cos'o)  in  luogo  dl  sen^,  e  risolvendo  requazione  risul- 
tante  si  troTS 


(49)  C08«a5=i  [l-a*-p*  +  v/(l-a*-p*)*H-4p*]  , 

aveodo  riteouto  il  solo  s^'gno  +  ionanzi  al  radicale,  perché  cos'x  non 
puô  esser  négative.  Indi  si  à 

(50)  sen'g^^H^-Q^'-P*'-  v/(l-a'-P^^+4g'  ] 

=-f [!-«*-?*-  V/(l+a«+p»)«-4a*l  ; 

e  ponendo  per  semplicità 

-ip  V  1  -  «*-?*+  v/(i-a*-p»)V4p*=B , 

_L  V  1  -a*-p«-v/(i+a*-hp*)^-4a«=A  . 

ne  risulteri  coscc=fi,  sena;=:A;  e  quindi  sostituendo  questi  valori  nel- 
la  prima  (48)  e  prendendo  i  logaritmi  neperiani  da  ambi  i  membri, 
s'otliene 

(52)  2'  =  '(t4)' 
onde  finalmenie  la  (47)  divieoe 

(53)  arc  sen  (a+pi)=arc  sen  A+i  1  (^ + -|- j  • 
Opérande  analogamente  si  trova 

(54)  arc  cos  (a+pO=arc  ces  A-H 1  (-7- — ^)  - 

Qai^stA  formole  pertanto  d'flnîscono  le  due  funzioni  gonîometricbe 
arc  sena;^  arc  c^^^x  nel  caso  che  x  rapprissent!  nna  quaniilà  complt^- 
sa a-h^i  Ësimilineme, nella siessi  ipoiesi. pulrebbero aversi le espres- 
sioni  d*  lie  alire  funzioni  arctnnXy  ec. 

V82.  l^er  mosirare  ora  quel  che.  fu  asserito  nel  n.^  759,  consideria- 
mo  uno  qualunque  degii  sviluppi  in  série  trattati  ne*  num.i  preceden- 
ii^  poniamo,  la  fonnoia  (10)  :  se  nel  primo  membre  si  pone  per  x 
un  valore  maggiore  di  1,  e  sia  00=2,  ne  risulierà  3^  ,  che,  nel  caso 
dj  PL  intero,  à  un  valore  unico ,  determinato  e  fini  10;  ma  lo  stessQ  non 
awiene  pel  seconde  membre,  perché  per  lo  stesso  valore  x=A  quella 
série  diviene  divergente,  né  puô  avère  perciô  una  somma  determinata 
e  finita  ;  laonde  non  vi  potrà,  per  questo  valore,  essore  identità  tra  i 
due  membri  ;  0  vero  che*pel  delto  valore ,  corne  per  qualunque  altro 
faori  de*  limiti  — 1  e  +1,  non  si  potrà  calcolare  il  corrispondente  va- 
lore délia  funzione  (l+x)^  per  mezzo  délia  série  che  é  nel  seconde 
membro(IO). 

Si  puô  notare  ancora  che  tutte  le  série  precedenti  sono  funzioni 
continue  délia  variabile  tra  i  limiti  délia  convergenza  (n.<*  732). 


m,  Metodo  de*ofelticienU  iiideteriiiia»ti.«-Fni4mi* 
si  metodi  per  sviluppare  una  fuDzione  in  série  ordinata  swwd^  ItpiH 
tenze  ascendenti  délia  variabile,  vi  è  quelle  de*  coeff icienti  iode- 
terminati,  il  quale consiste  nel supporre ohe lo siitaippo déDa dii 
funziooe  t(x)  si  possa  esprimere  neUa  segueate  forma  : 

(55)  f(ac)=il+Baî+Cac*+Ite'+ec. 

dove  i  coefficienli  A^  B,  C»  D,  ec.  sono  délie  coslanti  ehe  si  cercade- 
terminare  in  guisa,  ehe  la  série  risoltanie  possa  essere  sostitaiti  i 
î{x),  se  non  per  quahinque  valore  di  x,  almeno  per  yalori  di  qoesta 
variabile  compresi  tra  cerli  limili.  Per  detcrmînare  dettt  ooeflMeod 
si  cerca,  in  générale,  di  fare  salla  formola  (SS)  delle  trasformazioDi, 
cbe  non  alterino  la  natura  d<^lla  funziose,  partendo  da  qaalehe  pro- 
priété di  quesla  funztone  già  nota ,  in  modo  ehe  si  potessero  aveit 
del  seconde  membre  (55)  due  trasformate 

in  oui  i  coefflcienti  N,  P,  0,  ec. ,  iV\  F ,  Q' ,  ec.  sooo  f mmoni  de^ 
altri  A,  B  C,  eo.  :  allora,  dovendo  queste  noove  série  esaare  idpnti* 
ehe  (n.^  761)  tra  i  limlti  délia  convergenza,  duvransi  avère  le  agui' 
glianze  N=N\  P==F,  ec.  Q=(y,  ec.  mercè  le  qnali  si  determineranno, 
in  générale,  i  valori  de*coeiBcienti  A^  jB,  C,  ec. 

Questo  metodo  comunque  abbia  il  pi  egio  delta  speditezza,  non  puo»- 
si  perô  adoperare  se  non  quando  sia  già  note  cbe  la  funzione  data  sia 
capace  dello  sviluppo  indicato  dalla  formola  (55)  :  quando  non  sied 
anticipatamente  mostrata  la  possibilità  di  si  fatto  SYiluppo ,  il  risuUa- 
mento  non  puô  esser  tenuto  eome  certo. 

99t.  Portante  per  fare  un'applicazione  di  questo  metodo»  ponlamo 
ehe  si  Yoglia  sviluppare  la  funzione  a",  <*he  già  sappiamo  eapaee  à 
essere  svolta  in  una  série  convergente,  ordinata  secondo  le  potea» 
iniere  e  ascendenti  délia  variabile  x.  Primamente  osserveremo  ehe 
per  x=o,  si  à  a^=:l,  quindi  il  primo  termine  délia  série  dev'essere  1; 
onde  porremo 

(56)  0^1  +Ax+Bx^+  Cx^+Dx^+ec. 

e  si  traitera  di  delerminare  le  costanti  1,  £,  C,  ec.  Sappiatto,  cki 
qualunque  sieno  i  valori  di  x  e  j^  si  i  (31) 

(51)  a*.a»=a^  ; 

quindi»  ponendo  œlla  (St)  y  e  x+y  in  hioga  di  x,  s*otUene 

a'=l+-Ay+«î/*+(y+ec. , 

a*^*s:lH-i(as-H/)+B(x+y)*+C(aî+y)»+ec. 

e  perô,  secondo  la  (57)  dev'essere 

(58)         (!+i»+B»*+eaBM-ec.)  (t+iyffiy*+Cî/»+ec)=: 

i+A(x+y)+B(x-\^yy+C(x+yy+ec. 

Ora  la  aeiie  (S6)  de? 'essere  cooferfeme,  quindi  ancbe  il  primo  _ 
bro  di  queafeguaglianza  dev'essere  vn'allra  série  oonvergenle  (a  .^  W] 
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e  dete  inoltre  essere  identieo  al  secondo  (n.^  7S1)  ;  si  che  dsegueado 
quella  moliiplicazioDe,  e  glî  sviluppi  nel  secondo  membro  dellft  (58), 
e  paragoDaodo  solo  i  termini  cbe  contengono  j^  a  1®  grado,  ne'  due 
membri»  ne  risulta 

A+8Bûc+3Cx'+4Da5^+ec.=4+A*aî+ilBaî«+ilCaB'+ec. ,  ' 

ma  quesla  pure  dev*essere  un'identilà,  quindi  convieue  clie  m  2J)=^S 

Al  A3  A* 

3C=iJ8,  ^D=AC,  ec.  donde  si  à  Jï=— ,  C=-5. ,  D=-t-,i  w.,  e  aoali* 

ZI  «SI  41 

tuiti  qoestl  Yalori  neUa  (56)  ne  risulta 

A*        A^       A* 
(39)  a*=l+Aaj+-^a3*+-jja5«+-^a5*+ec. , 

rimaneodo  a  determinare  la  costaote  A.  Per  ciô  ponianioa0:^l:A, 
e  s*a?rà 

ma  il  valore  délia  série  del  secondo  membro  è  il  numéro  e=2,7182818« 
precedentemente  troTato,  quindi  a^'^=e  ;  laonde,  prendendo  i  loga- 
ritmi  nel  si&tema  di  base  e,  e  indicaadoli  eon  la  caratleristica  l^a^remo 

-j-Ia=l,  da  oui  A^la^  e  cosi  la  (58)  diviene  finalmeote,  come  altrove 


CAPITOLO  XVII. 

fl««aip««lifoBe  4*oMi  fraslone  In  ft-asionl  paralali  —  Série  rleorreail. 

LEZIONE  un. 

Délia  scomposizione  d^na  fraziane  in  frazioni  parziali. 

WS«  La  Aratione  dl  cbe  andremo  a  parlare  sintende  cbe  abbia  pei 
leitnini  due  polioomii  razionali  e  interi  d'una  variabile  x  ;  inoltre  cbe 
•b  irrtd/ueibile,  per  modo  cbe  detii  polinomil  non  abbian  alcun  fat* 
tore  comune  ;  e  finalmente  cbe  il  nnmeratore  sia  di  grade  inferiore, 
almeoo  per  un'unità,  a  quello  del  denominatore:  a  queste  due  condl- 
2idQi  si  pa&  sempre  soddisfare,  peroecbë  se  la  frazione  data  abbia  1 
smi  lermini  eon  fatKMri  comunt,  quesii  possono  essere  elimioati  mer- 
ce  r  ordinaria  divisione  ;  e  se  il  grado  del  numeratore  sîa  superiore 
a  qaello  del  denominatore  si  potrà  far  la  divisione  del  numeratore  peï 
denominatore,  flncbè  non  si  giunga  ad  un  reste  di  grado  inferiore  a 
qoeDo  del  denominatore,  il  quale  resto  sarà  il  numeratore  délia  fra- 
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zioûe  ridotta,  cbe  si  traitera  di  scomporre  in  fraiiom  panîili,eài 
supporremo  sia  la  seguenle  : 

F(x)  "■  Ooaj*   +a4ac^*+aja5*"*+  •  •  •  •  +a,^^x-|-  a. 


IMI.  L*oggelto  deirindicata  scomposhione  è  quello  di 
alla  data  frazione  délie  altre  frazioni,  i  cui  denominalori  sieno^p* 
do  inferiore  a  quelio  de!  denominatore  délia  data^  e  che  laloros» 
me  algebrica  eguagli  la  proposia  frazione,  corne  ne  abbiam vedÉ 
degli  esempii  nei  n.*  741  e  seg.  Noi  aià  sappiamo  che  la  somiBial|(' 
brica  di  più  frazioni  è  uguale  a  un'altra  frazione,  che  à  per  deof» 
natore  il  prodotto  di  tutii  i  fattori  primi  e  diversi,  chf^  sono  ae^dec:- 
minatori  délie  frazioni  date^  eievati  aile  mass»me  potenz*-  alleqoilii 
trovano  in  deiti  deaominalori  ;  quindi  è  possibile  supporre,  ioçett' 
raie,  la  data  frazione  scomponibile  in  frazioni  parzi-^li,  i  cm  i^ 
ti^  denominatori  sieno  deïaiiori  di  quello  délia  data,  corne  andrâ 
meglio  a  dichiarare  considerando  da  prima  un  caso  particolare.  h 
niamo  che  si  tratti  della  frazione 


a^+ajOc^-f-OjX+aj  ' 

aieoo  Xi ,  œ, ,  a^  le  radici  del  denominatore  eguagliato  a  lero;  lUoii 
come  sappiamo  ,  sarà  aj^+aiOcHa^x+a,  =  (x-œ,)  (œ— oî^)  [x-^; 
quindi  per  l'osservaziooe  précédente  supporremo 

(3)  b^x^-rb^œ-hb^     _    A,  A^     r    ^^ 

essendo  il, ,  A,,  A,  tre  quantité  che  bisogna  detenninare,  infoi 
che  quesi*equazione  sia  un'identità.  Pertanto,  facendo  sparire  le  b 
zioni,  abbiamo 

quindi,  perché  quesrequazione  sia  identica,  dey'essere 

A4+A|+A5=5o ,    (X2+Xs)A|+(x,+X5)At+(X|-f-0Ci)^5=— 6, . 

X^Ju^A^'\~X\X^AjrTXfX^A^^Of  y 

e  da  (|uoste  equazioni,  lineari  rispelto  aile  ignole  A4 ,  A^ ,  A^y  si  lia 
Tano  1  yalori  di  coteste  costanti,  per  le  quali  la  scomposluone  (3)iv 
luogo.  Anzi  si  puô  più  speditamente  determinare  dette  coslaoâ,  ■ 
serrando  che  la  (4)  devesi  verificare  per  qualunque  valore  di  x,  oai 
Ti  si  puô  fare  x=x, ,  x=œf ,  x^x^,  e  si  ricava  in  corrispoodeni 

^      '     (Xj-X,)(X4-X5)  '     *     (a5t-X|)(X,-Xs)  '     *     {Xy-œ^^f 

e  questi  valori  sostituiti  nella  (3)  renderanno  il  primo  membro  ida 
tico  al  seconde,  cosl  cbe  la  data  frazione  (2)  si  troverà  scompostii 
tre  frazioni,  i  cui  oumeratori  sono  délie  costanti,  e  i  denomioili 
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sono  di  1^  grado.  Paragonando  le  formole  eon  la  frasione  data,  vedia- 
moche  per  otteoere  il  numeratore  d'una  fraziooe  par- 
ziale,  corrispondente  a  un  fattore  sempHce,  basta  8op- 
primere  questo  faitore  nel  dénominatore  délia  daia  frazione  ,  e 
poi porre  nelki nuova  frazione invece dix  la  radiée  corrtapon- 
dente  a  quel  fattore, 

EsB.  -  Frazione  data  -^-r  :  qui  abbiamo  œ'-l  =(35-1)  (ac+l),  e 

i         A         A 
pcrô  si  pone  ~|— r  =^  — — + — ^î  ?  *^^*  P®^  ^^®^®  ^^  valore  di  A,  si 

35—1      3D—1      CD"t"X 

sopprime  nel  dénominatore  delta  data  frazione  il  fattore  x-1 ,  e  risul- 

1 
ta  —j  ;  in  questa  nuova  frazione  si  pone  o^l,  e  s'oltiene  A|=|: 

simUmente  si  trow  A^-^,  e  perô ^=^^-2^. 

1M*  Dopo  quesresempio  passeremo  a  mostrare  che  la  frazione  (1) 
è  sempre  scomponibile  in  un  determinato  numéro  di  frazioni  pania* 
li,  cbe  ànno  per  numeratore  una  coslante  e  per  dénominatore  un  fat* 
tore  lineare  seînplice  o  muliiplo  del  dénominatore  délia  data  fraiio* 
ne  ;  il  cbe  importa  dimostrare  il  seguente 

Teorbma.  —  Sténo  a,  b,  c.  ec.  I  le  radid  disHnte  deïCeqmzione 
F(x)=o,  e  sieno  a,  ^,  y,  ec.  X  ilororispettivigradidimoUiplicUà; 
dico  che  la  firazione  irridueibile  (1)  ai  puà  acomporre  in  fraziùni 
pvU  aemplict,  nel  seguenle  modo  : 

/A\  f  (x)  _     A,      ,       At  .    Aa,^        Aft 

t^^  fôÔ""  (x-af'^(x-a)*-*  ■*■*  '  •  '"^ (x-a)*  '^  x-a 

■^(r:=b)P'^ô^::ï^^ 

^1 ^î  ^-«  _._Çi 


c 


^  (x-l)>.  ^(x-ljX-1^  (x-l)*^  x-1    ' 

eaaendo  le  (Â),  (B),  (C),  ec.  quanlità  co^ianlt 

In  fatii  consideriamo  da  prima  la  sola  radice  a  ;  ponendo  F(a;W 
(x-a)*F,(x),  sarà  F,(a5)  il  prodotlo  di  tutli  i  rimanenti  faltori  (x-by, 
{x-^y,  ec  »  e  quindi  non  sarà  diyisibile  per  x-a,  o  vero  non  si 
potrà  annullare  per  cr=a  :  ora  io  dico  che  sarà  sempre 

m  f(ag)  _       t(x)       _    A,  <f,{x) 

^'^  F  (x)"'(x-a)«F,(a5)  ■"(a5-a)*"*'(x-o)»^F,(ûB)  ' 

essendo  A|  una  coslante^  e  ?,(x)  un  polinomio  intero. 
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E  per  ?ero»  qvalunque  «la  A,  è  ideûtioamente 

(Si  f(g)^       t{x)       _^    A,       t(xyA,V,{x) 

^  ^  F  (œ)    (x-af  F.(x)    {oh-df^  (a>^a)*  F,(»)  ' 

oode  si  Tede  che  per  polersi  questo  teno  membro  ridurre  alla  hm 
del  terzo  (7)  è  necessario  e  sufflciente  che  sia 

(9)  f(xMiFt(x)=(aî-a)ç,(aj) , 

essendo  f  ,(œ)  an  polinomio  intero,.  il  quale  potrebbe  conleneffe  » 
che  qualche  aliro  fattore  x—a. 

Yerificata  questa  condiiione,  la  (8)  diviene  la  (7)  ;  e  Del  tempo  âlfr 
80,  poaendo  nella  (9)  x=a,  ne  risulta 

f(a)-il.P.(a)=o ,       ^1=^  » 

e  questo  Talore  di  i,  sarà  determinato  e  flnito,  perche  per  ipoiai 
ne  f(a)  ne  Fi(a)  è  nulla. 

Posto  ciô,  il  seconde  termine  del  terso  membro  délia  (7>,  mpfb^ 
sto  che  f  [x)  non  contenga  allro  fattore  x  —  a^é  una  fraxioiie  au- 
loga  a  qaella  rappresentata  dal  primo  membro,  quindi  le  si  pttàappli- 
care  lo  stesso  raglonamento,  e  perciô  afremo,  seconde  la  sMasa  (I) 

(o^-a)*-*  F»(»)    (»^a)*-*  ■*"  (x-af  ^«  ¥^{x)  ' 


(x-a)F|(x)  •     x-a    F|(x)' 

quindi  sommando  tut  te  queste  equazioni  insieme  con  la  (1)  si  à  la  p* 

^  (x\ 
ma  orizzontaie  délia  formola  (6),  più  la  frazione  ym'  ^  P^™"  ^ 

dare  innanzt  è  buono  notare  che  alcuna  délie  quantilà  A^t  A^^  ce  . 
che  sono  délie  costanti  flnite  e  determinate  corne  la  prima  A^ ,  fi 
esser  nulla;  perché  alcuna  délie  funzioni  ?i(x),  ?|(x),  ec.,  chestf 
de*  polinomii  interi,  potrebbe  contenere  il  fattore  x— a,  corne  ssp 
abbiam  fatto  notare  :  cosi  se  fosse  ?« (x)=(x-a)  ^i{x)f  il  primo  oRt 
bro  délia  prima  délie  précèdent!  equaiioni  si  ridurrebbe  alla  foi* 

dovrebl)e  essere  Af=^o. 

Ora  corne  si  è  ragionato  sul  fattore  (x-a)*  risneito  alla  baôn 
data,  si  puô  egualmente  ragionare  sul  fattore  (x— b)^  rispelto  alla  atf 

va  frazione  |rr4 1  ^^  <^ui  il  denominatore  non  eontieae  m&  il 
F,(x) 
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(aj-a)*,  ma  I  rimanentl  (aB-6)^  ec.  ;  e  perô  si  porrîi 

F,(a?)=(x-6)PF,(a;) , 

¥^{x)  dinolando  il  prodotto  de*  rimanenti  fattori  (x—c'p  ,  ec,  esclusi 
i  dae  (œ-a)*,  (a5-6)^  e  si  avrà 

¥,[x)    (œ=6p^(x^6)M^        ^05-6^   Fs(xj 
cosi  avremo  la  seconda  orizzontale  délia  formola  (6)9  più  la  fraiione 
^^P       ,  suUa  quale  si  opérera  col  fattore  (œ-c)^,  e  cosi  appresso. 

r^{X) 

In  ta!  modo  opérande  si  dovrà  necessariamenle  giungere  alla  (6)  ; 

perocchè  i  deoomînalorl  délie  fraiioni  fp- ,  |4~  ,  %fx^  ,  ec. 

r  (x)     ¥^{x)       ¥f{X) 

Van  perdendo  uno  per  voila  I  fallori  (x-o)*,  (a?-6)^  ec, ,  «  inche  i 
nomeralori  t(x),  fa(fls),  <fa^^{x),  ec.  vanno  diminuendo  di  grade, 
corne  risulta  dalla  stessa  précédente  dimostrazlone,  reslàndo  sem- 
pre  di  grado  inferiore  ai  rispeltivi  deoominatori  F(x),  F|((c),  ec  ,  per- 
ché per  ipotesi  il  grado  di  t(x)  è  inferiore,  almeno  per  una  onità, 
a  quello  di  F(x).  Quindi  allorcbè  si  è  giunti  al  peouIMmo  fattore 

(x-fc)*,  rimane  un'ultlma  fraiione  y«^P^  *  ,\t*      >  la  quale  non  puô 

\X'^w)^ 

dare  che  soltanlo  le  I  frazioni 

+  7~ — r;T~:  +  '  •  •  •+■; ;r«+ 


(x-0^  (x-t)x-f  '       '  {x-iy  X  - 1  ' 

senza  alcun*aUra  frazione  restante ,  percbè  se  ({uesla  yi  fossé,  il  6ttO 
denominatore  sarebbe  di  grado  zéro  rispeilo  a  x,  e  il  numeratore, 
dovendo  essere  di  grado  inferiore,  non  potrebbe  essere  aatrimenle 
cbe  zéro.  Pertanio  la  formola  (6)  ë  vera  c.  b.  d. 

li^.  Rimane  ora  a  provare  che  la  acompomîone  délia  dètta  fira» 
zione  (1)  in  frazioni  parziali  non  puà  farti  ehe  in  un  modo  solo. 

Osserviamo  primamente  che  la  scomposizione  del  denominatore 
F(x)  in  fattori  (x-a)^,(x--&)^  ec.  non  pu6  farsi  che  in  un  sot  modo  ; 
e  supponiaroo  intantocbe  s*avesseropotuloottenere  due  diverse  scom- 
posizioni  in  frazioni  parziali,  le  quali  non  potrebbero  per  conseguen- 
za  diiferire  che  pe'  soli  numeratori  di  (Jueste  frazioni  :  sia  quindi 

(10)  --ii_  +  ....4.A=--ii-  ^'>. 


(x-a)*  x-i    {xr-af  x-r 

« 

si  porti  la  prima  frazione  del  secondo  membre  ne!  primo,  in  cui  si  la- 
sci  anche  la  prima  di  questo  primo  membre,  e  si  portino  lutte  le  al- 
tre  nel  secondo;  indi  tutto  il  secondo  membre  si  riduca  a  ima  sola 
frazione,  e  supponendo  che  sla  ail  massimo  ira  gliesponenli  a, 
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^,  ec. ,  a?remo  evidentemente  un  risultamento  délia  forma 

A^-A\_        9(og) 

ove  ft[x)  e  it[x)  indicaDO  due  poliDomii,  il  seconde  de^qualinoacoc- 
tiene  il  faltore  x-a  ;  ora  dalla  précédente  equaziooe  si  trae  Taltra 

e  ponendo  x=ia,  risuUa  i4|-A',=:o,  o  sia  A|=A'|  ;  quindi  si  puô  nel- 
la  (10)  sopprimere  la  prima  frazione  di  ciascun  membro,  e  restera 
un*equazione  sulla  quale  si  ragionerà  analogamente,  e  si  conchiuderi 
cbe  A^^A'.»  e  cosl  appreso  ;  onde  le  duc  scomposizioni  sono  identi- 
che,  0  sia  e  vero  c.  c.  b.  d. 

189*  Passiamo  ora  a  mostrare  la  maniera  onde  calcolare  i  nome* 
ratori  (A),  {£),  ec.  délie  diverse  frazioni  parziali.  Supponiamo  da  pri- 
ma che  le  radîci  o,  b,  c,  ec.  sieno  semplici  :  in  questo  caso  ot^M 
=ec.=l  ;  si  che  la  formola  (6)  difiene 

^    ''        F(x)    œ-a^x-d^        ^ x-i    a5-o^F,(x) 

essendo  ~rV4  la  somma  délie  frazioni  parziali  dalla  seconda  sioo  a 
F,(x) 

rultima  ;  per  modo  cbe  F,(a;)=(x-b) ....  (x~(),  e  per  consegoenza 
F,(a)  =  (a-6)  (a-c) (a-0  =  F'(«)i  (^i  i9*)  ;  si  che  la  fonnoli 

^1  =  wMx  dcl  n-^  '87  dà  nel  noslro  caso 
F,(a) 

(12)     A=ig-^ ,  e  similmente  B=M. ,  c=M. ,  ec.  Z=M, 

quindi  si  à  la  segueote  regola  per  calcolare  il  numeratore  dél- 
ia fraiîooe  parziale  corrispondente  a  una  radice  sempli- 
c  e  :  si  formi  v/fML  frazione  che  abMa  per  numeratore  quello  deUa 
data  e  per  denominotore  la  derivata  del  denominalore  de/la  s(es- 
sa  frazione  data  ;  in  questa  nuota  frazioni  ai  aoatîtimca,  in  luogo 
di  X  la  radice^  e  s'avrà  il  numeratore  riehiesio. 

EsBiiPio.  -  Frazione  data  -^—rx — rr^.  Le  radici  del  denoroioa- 

tore  eguaglialo  a  zéro  sono  1,  3  e  -4  ;  quindi 

n%\  x+2  ABC 

^  ^  x5-13œ+12""x-l"^x-3"*"»+4' 

Ora  derivando  il  denominalore  délia  data  frazione,  si  à  la  nuova  fra- 

x+8 
zione  ^  t_.^  ,  la  quale  ,  postovi  successmmente  x  =  1,  x  =  3, 
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3  5  2 

oc=-4,  dà  A=-TÂ  »  ^=Ti  j  C=--r^  ;  laonde  la  (13)  divîene 

lu  14  o5 

ae+2  3  5 2__ 

a5»-13x+U~    lOlx-l)"*"  U(x-3)      35(x+4)' 

F  (x) 
190>  Osservando  che  F(a)  è  uguale  a  — ^-^ ,  quando  in  luogo  dix 

si  pone  a  (d.^  194),  ne  risulla  che  Tenunzialo  précédente  si  puô  cam- 
biare  in  quello  del  n.^  786. 

191.  Secondo  i  valori  (12)  di  il,  £,  ec. ,  la  formola  (11)  difiene 

(u^       r(ag)^      Ka)        ,       r(6)  ■       f(I) 

^  ^       F  (X)    (x-a)  F'(a) "^  (œ-  6)  F'(6)"^ '  *  "*" (x-l)  F\l)' 
Ora  essendo  in  générale 

f  {x)=boaî^V6|a;*-'^+-  •  •  • +6„^tX+6„«, , 
¥{x)=[x-d)  (x-6)  (flc-c) . .  • .  {x-l) , 
ne  segue  dalla  (14) 

6oœ^*+6iX^-*+-  • .  .+ft„.,x+6n-f  =  ^  (x-6)(x-c)...(ûc-l) 

+  ^  (x-o)(x-c)...(aî-l)+. . .  -+1^  (x-a)(x-6)...(aî-/0  ; 

quindi  sviluppando  i  prodotli,  e  paragonando  i  coefflcieDti  di  x"** 
ne'  due  membri  si  trova 

F^"*"f^^* * '  '"^  FCÔ^'^'' '  ^  ^'^ compendiosamenle 

(*5)  2f|)=^- 

iotendendo  con  ciô  che  nella  frazione  soggetla  al  segno  sommatorio 
convien  porre  una  per  ^olta  le  radici  a,  b,  ec.  deirequazione  F(x)=o, 
in  luogo  di  x,  e  prender  la  somma  délie  frazioni  risultanti. 
Quando  t(x)  è  di  grado  (n-2)"® ,  6o-o,  e  si  à 

192.  Passiamo  ora  al  caso  générale  délia  formola  (6),  e  cerchiamo 
determinare  le  costanU  (i),  (B),  ec.  di  quella  formola.  Lasciando  in 
mostra  le  frazioni  relative  alla  radice  a,  le  rimaneoti  polranno  es« 

sere  rappresentate  dair  unica  frazione  ^j-x  (n*^  181))  si  che  so« 
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stitaendo  aF4(as)  il  suo  \alorelratto  daU'equaiione  F{x)=(x— a)^F,(£t. 
scriveremo  : 

^  ^        F(x)    (oj-a)*^  (x-af-*^        ^aî-a^F,(œ>  ' 

indi  moltipHcando  per  F(x),  e  ponendo  as=a+/i  in  luogo  di  x,  ove  k 
ë  una  quantità  qualuaque,  avremo 

<(«+h)=  (^+ j^.+-  •  •  •+^)l'(«+h)+fc"?.(a+ft). 

e  poicbë,  per  la  formola  di  Tatlor,  e  osserrando  cbe  per  la  leon 
délie  radicl  multiple  F(o)=F'(o)= =F<'-*'(a)=o,  si  à 

f(o+ft)=f(c)+f'(a)+|-J  r(a)+. . .  •+^^,  f(— >(a)+ee. 

il*  h.*"*"* 

F(a+/0=^jF<*)(a)+^,F(«^)(a)+ec.  ; 
cosl ,  sostituendo  quesU  valori  nella  precedeole  equazione,  aTreaw 

f(c)+hr(o)+  ^  r'(a)+. . .  •+^^,  ï<— >(a)+ec. 

FW  (g) 


/     F(»°-')(a)        F("-»)(a)    FW(a)\ 

Or  quest*  eqoazioDe  dovendo  a?er  luogo  qualunque  sia  ii,  e  poicbè  i 
àDDo  a  costanti  (A)  da  determiDare,  e^aglieremo  i  coefScienlî  di  I 
sioo  a  quelli  délia  poteoza  (a-l)"'  ne*  due  membri,  e  avremo  il  » 
guenle  sislema  d*  equazioni  lineari  rispetto  aile  (A): 


X|il,=r(al , 
î  (18)  {  Xj A,+X,A,-h\, A5=ft(a) , 


[ 

L 


Xa^«+Xa_iAt+Xa-2A3+*  •  •  •+XjAa=fa«|(a)  , 
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aveDdo  messo,  per  sola  semplicità  di  scrillura  e  in  générale , 

F^---)  (g)  fjo) 

Pertanto  risolvendendo  il  précédente  sislema,  aTremo  i  valori  del- 
le  costanti  (i),  i  quali  saranno  sempre  determinali  e  flniti,  poicbè  il 

F(*)  (a) 
déterminante  di  dello  sistema  è  X*, ,  e  J.^  o  sla  — p-  non  è  nullo. 

79S.  Se  nella  (11)  si  pone  x=a+h  e  si  lien  présente  che  F{a+h) 
=/i*F|(a-h/i),  si  deduce 

d*onde  si  Tede  che  le  costanti  (A)  sono  i  coefflcienti  délie  potenze 
ascendenti  di  h  nel  quoziente  délia  divisione  di  f(a+h)  per  F|(a+h); 
quindi  dette  costanti  si  possono  ottenere  facendo  cotesta  divisione,  e 
arreatandoia  quando  si  è  ginnti  a  un  reste  di  grade  a  rispelto  ad  h. 
Ora  ponendo  Jiella  formola  précédente  in  luogo  di  f(a+/0  e  P/a-h/i) 
i  loro  sviluppi  secondo  la  formola  di  Taylor,  facendo  sparire  le  fra- 
zioni,  e  paragonando  in  fine  i  ooefflcienii  délie  uguali  potenze  di  h 
ne*  due  membri,  s'ottiene  il  seguente  sistema  di  equaziooi  lineari  : 

ïA|ii=f(a) , 
(21)  <  Mi+Mt+l^tAs=îi(a) , 


avendo  messo,  per  semplicità  e  in  générale , 

(22)  "(iH^r^^-^'' 

Pertanto  nel  calcolo  délie  costanti  (4)  possiamo  indifferentemenle 
far  uso  délie  formule  (18)  o  délie  (21)  :  nel  primo  casodebbonsi  cal- 
colare  priroamenie  i  valori  X, ,  X^,  ec,  che,  secondo  la  prima  formo- 
la (19)  son  quelli  che  prendono  le  derivate 

F<^>(ag)    F<^-^^>  (a?)  F(**-*)(a;) 

a!     '    (a+1)!    ' '    (2a-l)! 

per  x=^a  ;  e  nel  secondo  caso  convien  primamente  calcolare  i  valori 

P-f»  1^19  ec,  ehe,secondo  la  formola  (22),sono  quelli  di  F,(x)=:p~^, 

e  sue  successive  derivate  sino  alPordlne  a™^,  per  a;=a.  Si  farà  uso 

del  primo  modo  di  soluzione  quaodo  la  V{x)  non  présent  esplicila- 

mente  il  fattore  (x-a)^,  e  s'adopererà  il  secondo  nel  caso  opposto. 

1S4.  Il  calcolo  de*  valori  (X)  e  (|&)  riesce  agevole  quando  a  è  ra« 
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zionale,  perche  potendosi  sempre  ridarre  il  polinomlo  F(x)  ad  av9 
per  coefQciente  del  primo  termine  Tunità,  e  per  coefllcieoti  degli  attri 
termiai  uumeri  înteri,  il  valore  a  non  puô  essere  altrimeate  che  ia- 
iero,  quando  ë  razionale,  e  allora  la  divisione  con  la  regola  di  Ruppi- 
NI  dà  agevolmente  deiti  valori  (X)  o  ((jl).  E  la  stessa  regola  puô  essere 
adoperata  benanche  quando  a  sia  irrazionale.  lo  queslo  caso  polreb- 
besi,  forsi  con  qualcbe  vantaggio,  ridurre  la  divisione  al  caso  d^ana 
cifra  intera  :  imperocchè  se  a'  è  la  parte  inlera  di  a,  e  t  è  la  parle  dé- 
cimale che  va  ali*iniIoito  avremo  a=a'+t,  e 

F(^)(a'+i)=F<^>(a')+F(^^)(a').tH-iF<^-^*)(o')4*+ec.; 

ora  F^^^(a'),  F^^'***^(a'),  ec.  si  possono  otlenere  con  la  regola  di  Rdp- 
FiNi  e  con  la  cifra  intera  a\  e  si  calcoleraono  solo  tantt  di  quesli  tb- 
lori  per  quanti  sono  quelli  che  moliiplicati  per  le  rispeilive  potenie 
di  i  possono  influire  suirultima  décimale,  che  vuolsi  riienere  nel  va- 
lore  di  F(^)(a+0  dal  quale  dipende  poi  quelle  di  Xe ,  o  di  pt^. 

79S.  Ma  quando  (  come  d'ordinario  avviene  )  il  polinomio  F(x)  è 
date  sotto  forma  d*un  prodotto,  si  puô  rendere  più  agevole  il  ctlcolo 
de*  valori  (pi),  opérande  con  un  metodo  insegnalo  dal  prof.  Trudi  in 
una  sua  importante  Memoria  inserita  negli  Atii  délV  Accademia  di 
Sdenze  fisichee  matemaUche  di  Napoli,  v.  11,  che  à  per  titolo  SuUo 
sviluppo  délie  funzioni  fratle  razionali  ;  il  quale  melodo  passiamo 
ad  esporre  con  un  esempio  tolto  di  peso  dalla  stessa  Memoria.  In 
quest*esempio  si  suppone 

(23)  F(a;)=(aj-1)  (xM)  (oc^-l)  (œ*-!) , 
che  si  puô  porre  solto  la  forma 

(24)  F(aD)=(aj-l)*(x*+aî+l)*(a;*+aî'^+xHa;+l )  (xHl)  ; 

la  quale  mostra  che  F(a;)=o  à  una  radiée  quadrupla  eguale  a  1 ,  due 
radici  doppie,  e  setle  radici  semplici  :  ora  TOlendo  calcolare  le  quat- 
tro  costanti  (A),  che  fanno  da  numeralori  nelle  quattro  frazioni  par- 
ziali  corrispondenti  al  faitore  (aj-l)* ,  porremo  F{x)=(x-l)*F|(x) , 
e  quindi  F(l+/i)=/i*F|(1+A)  ;  e  siccome  in  questo  caso  le  equaxioni 
(21)  si  riducono  soltanto  a  quattro,  cosl  si  traitera  di  determinare  sol- 
tan  to  i  quattro  valori  t^i  )  (a^  ,  (Jts  >  1^4  «  i  <iuali  seconde  la  formola  (28) 
sono  i  coefficienii  de'primi  quattro  termini  nello  sviluppo  di  F,(l+h}; 
per  ciô  giova  servirsi  délia  forma  originaria  (23)  che ,  arrestando 
gli  sviluppi  ai  termini  in  h'  (o.^  793),  dà 

F(l+;i)=/iV3+3;i+h*)(5+10/i+10/i«H-5;t')(6+15A+20fcH15h*+..), 
onde  sarà 

F4(l+fo)=5(3+3/i+/i*)(l+2/i+2/i*+;i»)(6+!5/H-20fe*+15h5+.,) 
=5(18+99/i+273/i«+286ft»+...)  ; 

quindi  iJt«=90,  (4=495,  {13=1 36S,  (Ji4=1430.  Avutequesti  valori  si  so* 
stituiranno  nelle  prime  quattro  equazioni  (21),  e.si  risolveraono  ri- 
spetio  aile  A.  Lo  stesso  procedimento  puô  esser  applicato  a  cia* 
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scuoa  délie  due  radici  doppie,  corrispondentl  al  faltore  (oo^+x+l)'» 
le  quali  sono  immagîDarie. 

196.  Ora,  per  ciô  cbe  riguarda  le  radici  immagînarie,  osserveremo 
cbela  scomposizione  in  frazioni  parziali  esposta  ne'numcri  precedeiUi 
non  dipende  dalla  natura  délie  radici  di  F(x]=o  ;  per  modo  cbe,  sia 
F(a;)  un  poliûomio  reale  o  immaginario,  se  a  ë  uoa  sua  radice  sem* 
plice  0  multipla,  la  determinazlooe  de*  numeratori  délie  Trazioni  par- 
ziali corrispondenti  si  fa  sempre  coq  le  regole  qui  innaczi  esposte,  sia 
la  radice  reale  o  immaginaria.  Perô,  quando  f(x)  à  reale,  sappiamo 
che  le  radici  immaginarie  trovaosi  aceoppîate  »  ia  modo  da  produrre 
UD  faUore  reale  di  secoDdo  grade  semplice  o  multiple  (n.^  170).  In- 
taoto,  supposto  che  sieno  a+^i,  a-^i  due  radici  coaiugate  di  F(x)=o, 
allora,  seconde  la  regola  del  n*^  184,  i  numeratori  délie  frazioni  par- 
ziali corrispondenti  a  queste  radici  risultano  délia  forma  complessa 
MàzNi  ;  in  guisa  che  si  ànno  le  due  frazioni 

M+m        M-iV» 


le  quali,  eseguita  Taddizione,  dàn  luogo  ad  una  frazione  délia  forma 
{  ^  \«4.B»  '  ^ss®°^^  (cc-a)*+P*  il  faltore  reale  di  2**  grado,  che  nclla 

F(x)=o  corrisponde  a  dette  radici  coniugate.  Quindi,  lasciando  in  mo- 
sfra  questo  faltore  soltanto,  col  porre  F(aî)=[(œ-a)*+p*lF|(x) ,  pos- 
siamo  scrivere 

f(a;)        Px+O       ff(x) 
F(x)"(œ-a)*+P*"^F,{x)' 

avendo  F,(x)  e  9(x)  significati  analoghi  a  quelli  del  n.^  194.  SoUo 
questà  forma  si  e^ita  il  calcolo  de*  numeratori  immaginarii  M±Ni,  e 
si  pu6  operare  su  quanlità  tuite  reali.  In  fatti  dairequazione  précé- 
dente si  à 

f(x)=(Px+(?)F(x)+[(x^a)Vp*I?{x) , 

e  poichë  quesla  è  un'ideotità,  avrà  luogo  benanche  per  que'valoridi 
X  che  rendono  (x-a)*+p*=o  ,  e  quindi  f(x)  =  (Px+Q)  F  (x)  :  ora, 
qualunque  possa  esser  il  grado  di  quesla  seconda  equazione,  po- 
Iremo  ,  per  mezzo  délia  prima,  eliminar  da  essa  lutle  le  potenzo 
di  X  superiori  alla  1'  ;  cosl  che  giungeremo  a  un*  equazione  di  1^ 
grade  délia  forma  px-f 9=0,  in  cui  p  e  9  sono  funzioni  di  P  e  Q, 
e  che  dovendosi  yerificare  per  qualunque  valore  di  x  dà  luogo  aile 
due  equazionî  p=o,  9^=0,  dalle  quali  si  trarranno  i  valori  di  P  e  Q. 
101.  Passando  al  caso  générale,  quando  cioë  qualche  coppia  di  ra- 
dici immaginarie  deirequazione  F(x)=o  è  mullipla,  e  sia , 

F(x)=I{x-a)«+pn' Fi(a^) .     . 
possiamo  dimoslrare  come  nel  n.^  191,  che  in  (al  caso 

^^^^  F(x)  "  [(x-a)^  +p*l*  ■*■  [(x-a)«+  p*]*"*  ^  '  *  (x-a)«+p«  "^  F,(x) 
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essendo  ^(x)  un  polinomio  tntero,  che  non  à  faltori  corouni  con  fil* 
tro  F,(sc),  il  quale  non  s'annuUa  per  x^ot^^.  lofalti  è  identicimale 

(9a\  f(aî)  _    P|g-K?,      ,  f(ag)-(P|g>+0.)F,(x), 

ora  essendo  P,  e  Q|  due  costanti  arbilraric  si  potranoo  determio»  I 
in  guiaa  che  si  a 

(27)  f(x)-(P.x+(?0F,(x)=[(x-a)V?M*(a5)  ,  ' 

imperocchè,  perché  quesrequazione  abbia  luogo,  è  necessario  e  sd- 
cienle  cbe  il  primo  membro  s'annulli  per  x=a:i=^t  ;  allora  si  à 

F(a±pi)-[P,(a±?i)+Q,lF,(aiPi)=o^ 

ove  Jlf  ed  iV  dinotano  due  quantité  reali,  che  saran  sempre  deleroiiu- 
te,  perché  per  ipotesi  F4(x)  non  s*annu1la  per  x=a=b^î.  Quindt  dib 
précédente  îdentilà  si  deduce  Pia+Q|=Ji,  P|^=iV,  e  quesie  equaiïo- 
ni  saranno  suiBcienti  a  determioare  P|  e  Qi  ;  si  cbe  la  (27)  potràiw 
luogo,  e  la  (26)  diverrà 

f(x)  _     P,x+Q,  ^(x) 

F  (X)  ""  [(x-a)»+p*l*  ■*"  [(x-a)»+  ^^V^^^i^Y 

Posto  ciô,  ragionando  su  questa  terza  frazione,  come  si  è  ragiom* 
lo  sulla  data,  e  continuando  il  ragionameoto  finchè  l'esponenie  kooi 
si  trovi  ridolto  a  1,  si  troverà  la  formola  (25). 

199.  Per  determinare  ora  le  costanti  (P)  e  ((?),  corrispoodeofii 
ciascnna  frazione  parziale,  osserveremo  cbe  l'equazione  identici  (8 
si  puô  porre  sotlo  la  forma 

f(x)=(P,x+00F/x)+(P,x+02)[(x-a)Vp*lF,(x)+-  •+  l(x-a)Vrt: 

allora  derivando  questldentità,  e  ponendo  in  essa  e  nelle  succesâ^ 
derifate  -p*  in  luogo  di  (x-a)* ,  il  che  vale  porre  (ac— a)*+P*  =•• 
com'è  sempre  lecito  il  fare,  perché  le  precedenti  equazioite  etole 
le  sue  derivate  sono  identilà,  avrcmo  : 

f  (x)=(P,x+(?i)F,(x), 

r  (x):-(P,x4-ft)F'f(aî)+[Pi+2+W(x-«)]F,(a;)  , 

(28)  <[  f"(xKP,x+(?,)r,(x)+2[P,+2(P,x+j?s)(x-a))F,(x), 
+2[P,xf(?,+2P,(x-a)--4p*(P,x+(?3)]F^(x), 


Per  mezzo  di  queste  eqoazionl polremo  determinare  le  costanti  (f)' 
(Q)  in  due  modi,  o  ponendo  d[^a±^i,  e  uguagliando  poi  la  parte  rn- 
le  alla  reale,  e  Pimmagioaria  alfimmaginaria  ;  o  pure  riducendocc- 
scuna  di  delte  cquazione  a  contenere  x  a  1^  grade,  con  eKoûoir^ 
tulte  le  polenzc  superiori  per  mezzo  deirequazione  (x— a)^+^ 
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Neirun  oaso  e  neiraltro  avremo  tante  ooppie  di  equazioni  linearî  per 
qaaate  sono  le  coppie  di  costanti  (P)  e  (0),  le  qoali  per  ciô  resteran- 
no  determinate. 
%99*  Segue  dal  fin  qui  dette  che  se,  in  générale, 

F(aj)=(x-a)*(a5-6)P {x-1)\ 

si  à  la  formola  seguente  : 

inlendendosi  che  la  prima  di  qneste  somme  comprende  tutte  le  Ira- 
zioni  paniali  dérivant!  dal  fattore  (x—a)^,  e  queste  frazioni  si  ànno 
col  dare  a  p  tutti  i  valori  inleri  1 ,  2, ...  a  ;  similmente  il  seconde  ter- 
mine sommalorio  è  la  somma  délie  frazioni  parziali  derivanti  dal  fat- 
tore  (x-b)^9  per  ayer  le  qoali  bisogna  in  detto  termine  porre  9=1, 
2,  .M. p;  ecoslviavia. 

LEZIONE  LIV. 
Série  ricorrenii. 

SOO.  Si  chiama  série  ricor rente  quellache,  ordinata  secon- 
do  le  potenze  intere  e  ascendenti  délia  variabile,  à  tali  coefficienti 
che,  a  partire  da  un  dato  termine,  quelle  d*una  potenza  qualunque 
s^ottiene  linearmente  mercè  un  numéro  fisse  di  coefficienti  di  poten- 
ze inferlori.  Ces),  se 

sono  i  soccessivi  termini  d'una  série,  quesia  sarà  ricorrenté,  se,  per 
qualunque  valore  di  n  superiore  a  un  certo  limite,  si  à  sempre 

(2)  «oOn-m+af  «i^HM^f+  •  •  •  •  -Hz„-»-«««-i+aii^««=o 

in  cui  a»,  fti  ••  0,^.^11  ^^^^  ^^I'®  costanti,  la  cui  série  si  chiama  s  ca- 
la di  relazione  délia  data  série  (1),  e  ciascuna  di  esse  si  chiama 
termine  délia  scala.  11  sig.  CATALAïf  propone  di  dare  il  nome 
di  scala  di  relazione  airequazione  (2).  Seconde  che  m=:i,2,3,  ec.  la 
série  data  si  dice  ricorrenté  del  1^,  2^,  3^,  ec.  ordine. 

901.  Lo  svolgimento  d*una  frazione  razionale  in  série,  ordinala  se- 
condo  le  potenze  intere  e  ascendenti  délia  yariabile,  dà  luogo  aile  sé- 
rie ricorrenti  ;  e  prima  di  dimostrare  questa  proposizione  générale, 
Iratteremo  qualche  esempio,  applicando  il  metodo  de*  coefficienti  in- 

a 

determinati.  Abbiasi,  portante  la  frazione   .   ,,  :  il  solo  fatto  délia 

a  +0  X 

divisione  del  numeratore  pel  denominatore  è  sufficiente  per  mostrare 

che  il  quoziente  è  una  série  ordinata  seconde  le  poteoze  ascendenti 

di  X  ;  perciè  si  ponga 

(3)  ^733^===<3^>+Oia[H-a,»Ha5X*+ec. , 
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(Ddo  0^9  Of ,  eo.  de'ooeiBeieiill  die  MMgoefl  detefUdittm.  Ikw* 
do  sparire  il  denonioalore  dalla  (3)  a'otiiene 

e  poichè  queata  dev'essere  an'  ideotità  corne  la  (3) ,  de^esi  avoc 
a=a'a^^  a'a,+b'Or=o,  a'(H+b'ai=D,  a%+b'<iysOj  ec.»  e,  in  generde, 

o'a^+6'a^,=o,  da  cui  a^=— ^  a^^. 

La  aeconda  di  queste  equazfoni  ci  fo  conoscere  an  Wmine  ^palnaqie 
deUa  série  (3)  per  meno  del  termlDe  précédente,  porcbè  qiMSio  & 

V 
moUipUohi  per ;  ;  qoindi  la  série  (1)  è  riooitwte  del  I*  «dtas, 

CL 

secondo  la  soperiore  definiiione. 
••t.  Vogliasi,  per  secondo  esempio»  avolsere  in  série  la  finiiM 

^^5^^:^^.  Anche  qui  è  ledto  porre 

CH-b(C  « 

e  facendo  sparire  la  fraiiane  si  à 

qoindi,  comesopraa'a^-âsso.a'ai+fr'oo-frsro,  a'ci^+b'a^^a^^^tt^ 


e,  in  générale  o'afc+6'a,^^rhc'a„^i*o ,    ^i*— j?  ai^i--^«M; 

dnnqae  la  série  (4)  è  ricorrente  del  2^  ordine,  poidiè  ognf  sno  iff* 
mine,  a  pariire  dal  terzo,  s'otUene  dai  due  precedenti  moltipllcail  li- 
ft'       c' 
spettifamente  per  — ; ,  — ,» 


I.  Pris  di  passare  al  caso  générale  importa  dimostrare  3  sfr* 
guente 
TiOEBMA.  -  8e  la  série 

•  X5«^+aiX+a»x*+  •  •'•  •  +a„x"  ec. 

è  conaergenfe,  e  ri  mottfpUca  pei  poliiMmiô 

essendo  m  un  inlero  guoIunQtte,  il  proi^Uo  sar d  la  somma  iTass 
nt<ova  série  convergente,  che  à  per  termine  générale 

0>«  a,+b„^,  8^+  •  •  •  •  +b,  a,,^,4^+b.  V^^t*" , 


a  patio  che,  ne^primi  termini^  9i  iengano  corne  mdU 
fi  (a)  cfie  Anno  inéiei  n^olivi  ;  si  aie  sarà 

(5)   XPcb„8o+(b„â|+b«^âo)x+-(b„a.+b^i,^+*.+b.aJx» 
+•  •  •  -Kb.an+bB^an^+t  •+bfa«HM>MfiHH)xN^M. 


■oomirn  ttl 

la  kM  per  efiûgiiift  la  moltlplieariom  dl  X  per  P  basts  mdtipli- 
care  la  série  X  per  ciasean  tarmiM  del  polinoimo  P,  e  addizionaie  i 
^rii  prodoUi,  eoA  che 

(6)  2P=6«X+6p^t»X+. . .  •+b,fiir^'X+b^X  : 

on,  esseodo  n  ua  numéro  intero»  si  à 

4|nindi|  faoeodo  creeeere  indefinitamente  n  e  pasnndo  ai  Umiti»  aarè 

^m(^+atX+a,a^+ec.H»g|,X=::&^<^+6^a^ 
Coq  lo  atesao  ragionameoto  si  trovari 

6gi,^X=*g^,a|^a5*+6,i-«a,a5'+ftg,^^a5*-hec, 

laonde,  addiriooaiido  lutie  qaesto  ugoecHansa,  e  tenendo  présente 
la  (6)  s*avrà  la  (5),  e  perft  à  yero  c.  c.  b.  d. 

904.  Poste  eit,  possiamo  dimostrare  il  segsente 

TEOftitKA.  Vua  frazione  razionaU  irriduatUla 

tn  Ai)  _a+bK4-cx»+>*-fkx°^ 

^  '  P(i)  ""a'+b'x+tfx^-  •+  l'x"     • 

a<  pfid  sempre  ^volgere  in  «na  aerie  rjaofrenfe  dett'ordiM  m"^  « 
convergente  per  tutti  i  valori  dixUoui  modulo  è  infmore  al  piii 
piccolo  ira  t  imàiuXi  dette  radid  deIXeqmzUme  F{x}=^^ 
Consideriamo  primamente  la  frazione 


ia  coi  4»  a  sono  due  costantt»  la  seconda  dalle  quali  puô  essere  reale 
o  Immaginaria.  ia  frazione  (8)  pi^à  essere  scriUa  coà  : 


<-.r^  (*-f )• 


e  quindi  si  vede  cbe,  se  il  modulo  di  |  è  eompn^o  tra  lero  e  1,  Te- 
spressione  (l-Dr** ,  e  coo  essa  la  frazione  (8)  potrà  essere  STOlta  in 
ima  série  coofergenie ,  ordioala  secondo  le  potenze  Intere  e  ascen- 
^Boii  ÛL  m  (b.*  ItiÈ).  Ammesaa  qaesta  coodizionet  e  fàcendo  uso  del* 
la  forMila  (lO^lêt),  troveremo 

(10)  a,=<-ir  ^ ,  a,=(^ir(m),^ ,  at^-^in»),  ^ ,  ec 
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Or ,  molllpllcando  la  (9)  per  (a-a5)*=(-ir(aî-a)*  ,  e  ordiniiiii 
seconde  le  potenze  ascendenttdi  x,  dedorremo 

(11)  (-l)"*A=o~ao+[a~ai-(m),a"^'aola5 


e  poichè  quesCequadooe  dey*esser  veriflcala  per  qoalttnqoe  léhR 
reale  di  x  différente  per  qaaato  poco  si  vogUa  da  lero,  deveàmc 


l  a%=(-ir  A,  a"»a,-(m),a«^a.=o , 

'*  o"*a,-(m)ja*"*a|+(m)2a*^*ao=o,  ec  ,  c  in  générale 


(13)        a*a»-(m)|a*^a,j_4+(m),a"^*a^t-.....=ta,,.^=o. 

SOS.  Posta  cièy  ritoratamo  alla  (7),  e  sieao  a,  b,  ec.  l  le  nfiel 
distinte  di  F(x)=o  :  sarà,  in  générale 

F(a5)=l'(aj-a)P(x-6)« (aj-I)*,  e  quîndî  (n.«  799) 

(u)  iN^y*-A^+ v'.-A^+....+y'^_^ 

^'•^  F(œ)     i^^(a;-a)P^^^(a5-6)«^        ^iiJ  (x-l)" 

in  cuile  (A),  (B),  (C),  ec.  dinotano  délie  costanti.  Sapponeodo  chel 
modulo  di  x,  sia  piinore  dcl  più  piccolo  tra  i  moduli  délie  ndieiA> 
6,  c,  ec. ,  sipotrà,  corne  qui  innanzi,  sviluppare  ciasctuia  ddie fiia^ 
ni  parziali  délia  formola  (14)  in  una  série  convergeale  ordioati  secs- 
do  le  potenze  intere  e  sscendeoti  délia  variabile  as,  e  la  somma  deft 
varie  série  cbe  s*ottengono  costituirà  una  nofa  série  pur  essa  t» 
yergente,  cbe  avrà  per  somma  il  primo  membre  délia  (14)|  si  cbesp 

Kx) 

(1 5)  jï^  =ao+a,x+a,x*+  •  •  +a^ai*+ec.  : 

moltiplicando  ambo  i  membri  per(Fa5)=a'+6'x+c'a5*+*  •+PaQ^,  tv- 
dinando  il  prodotto  seconde  le  potenze  di  x,  verra  (n.^  803) 

f(x)=a'ao+(a'a|  +6'a0)x+(a'at+6'ai+c'ao)a5*+-  • 

..•+(a'a«H-6'a,,i_,+c'a^j+-»+rao)a5*. . . . 

. .  .+(a'a^  +6'a^i  +c'a^j  -f  •  •  +ra,^..,Jaf +ec.  ; 

laonde,  corne  in  allre  simili  circostanze,  devendo  i  coeffideoti  (tt 
potenze  simili  ne*  due  membri  essere  eguali  tra  loro,  ne  segveck 
essendo  f(x)  al  più  di  grado  m-l^  i  coeiQcienti  del  seconde  laenks 
deirequazione  précédente,  a  partire  da  quello  cbe  moItipKca  af > 
Tono  esser  nulli,  per  modo  cbe  essendo  respooentenegoaleosip^ 
riore  ad  m,  devesi,  in  générale^  avère 

(16)  a'ûfi+b'an^|+c'a^j+.  •+l'a^«^=o , 
quindi  la  série  (15)  è  ricorrente  e  del  grado  ni!^%  (n.^  800)€.  ki 


i 
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u  Tbosbua*  -Aaciprocamente»  se  una  série  ordinokiaecon- 
do  le  potenze  intere  e  ascenderUi  délia  variàbile  x  è  convergente  e 
rieorrente  a  un  tempo,  la  somma  di  questa  série  sarà  una  frozîo- 
ne  razionale,  il  oui  denominaiore  è  un  pob'nomîo,  le  eui  etieeecu* 
Uve  polenze  imno  per  coe/^tcierUt  i  termini  deUa  seala  di  reto- 
zUme. 

ImperoccbàseX=a^+a|X+a2a;*+«<+a,iaf+ec.  è  una  série  che 
soddisfa  le  condizioni  iodicate,  deve  aver  luogo  la  relatione  (16)  :  al- 
lora  molliplicaDdola  pel  poliDomio  F(x)=:a'+&'aH-€'x*+*  •+rœ^  s*  a- 
Trà  per  prodotto  una  nuofa  série  délia  forma  (5),  dalla  quale  sva? 
niranoo  tutti  i  termiol  a  partira  da  un  certo  termine  x^ ,  il  cui  espo- 
nente  p  è  uguale  o  superiore  a  queUo  per  coi  la  relazione  (16)  trovasi 
verificala  ;  quindi  il  prodotto  sarà  un  polioomio  f(a;)  e  s*ayrà 

(n)  f(x)=F(aî)(ao+aia5+aj»*4-  •  •  +a^+e€.) 

Kx) 
da  cui  risolta  a^+a^x+afX^+ec.  air<nii.=  -^^ ,  c.  b.  d. 

80V.  Quando  nella  scala  di  relazione  (16)  puô  essere  n=mj  il  che 
?aol  dire  che  bisogna  conoscere  n  primi  termini  délia  série  per  for- 
mare  i  rimanenti,  allora  il  primo  termine  che  svanisce  nel  superiore 
prodotto  2  X  F  (ce)  6  quello  che  contiene  x^,  si  che,  in  tal  caso,  che 
ë  Tordinario,  il  polioomio  f(x)  è  di  grade  (m-l)"*^ ,  e  perô 

^^  F(œ)""a'+6'x+c'œ«H-.+ra5"   * 


-- J* Quest'espressione si chiama frazione génératrice  délia 
série  ricorrente  ;  essa  è  la  somma  délia  série  data  tra  i  limiti  délia 
con?ergenza,  e  dalla  dimostrazione  del  n.^  805  si  fa  chiaro  corne, 
data  la  scala  di  relazione  d'ona  série  e  i  suoi  primi  termini,  che  ser- 
Tono  quindi  a  determinare  i  rimanenti  successivi,  si  possa  determî- 
nare  la  frazione  génératrice. 

EsBMPio.  —  Vogliasi  la  frazione  génératrice  di  quéUa  série 
a^  +  a|X+atx'+ec. ,  la  cui  scala  di  relazione,  aparlire  dal  4.^  ter- 
mine, è  8,1— aa,|^+^a,^^— YV-}=o*  Iq  i&l  caso  il  denominaiore  délia 
frazione  cercata  sarà  l-ox+px'-Yas'  ;  il  numeratore  sarà  délia  forma 

a+ftx+cx*,  e  perô  si  farà  r- — ,^i_^  >=q^+a,x+atX*-fec.  ;  quin- 
di liberando  da  fratii,  eseguendo  le  moltiplicazioni ,  arrestandosi  ai 
termini  di  2.®  grade  (n.^  163),  a?remo 

o+6x+cx*=a^+(a|-aao)x+(a,-.aa|Xpa^j)a5*, 

laonde  a=a^ ,  b=a^-aa^ ,  c^ai-aai+^Oo  »  ^  1>  frazione  génératrice 
richiesta  sarà 

ao+{a^-aao)x+{a^'-aai+^a^)x'^ 
f-ax-f-Px^-Tfaî*  ' 

la  quale  à  benanebe  la  somma  délia  série  Oo+aiX+Oix'+ec.  »  la  cui 


4tt  GOMPUBianifû  Aau  lumarTi  d  '  aloibba 


fifitia  è  Oto^HUi^^^f  (i||^*»^o«^sso  Ira  i  Ikniii  délia  oontergina»  flDd, 
^iMido  aia  00=^:3(3»  Y^l,  0^=1,  04=3,  OfStl,  la  série  riemrraBleaaii 
I  +  30 -fiao* 'M3a'+21a^+31fl{<^-Ke. ;  la  soaia  di  nlaciom  avà 
aji,-8f^_ii^8fij,^t-Hj^_^-rn  ,  e  b  fraûMe  geoeratrice  0  ioaNU  ddk 

série  sarà  ^r ^  per  qualunque  valore  reale  dl  x  oompres»  In 

^10  +  1(90,151). 

•im.  <*- l^ote  la /hutoM  ^enerolriee  tftiiki  série  rîeoif ente,  te 
fie  ptid  Irovore  il  termine  générale.  la  eflatti  se 

(A«ï  f(gg)    o-H6ag+cag'+''H-fta?*^ 

^  ^  f{x)  "a'+6'ai+c'«^+.  •+rflG?» 

è  la  data  fraïKme  fenenlrioe,  peasira^  park  setto  la  forma  segaeiie: 

pol  sviluppando  il  seooedo  di  questi  fattori  eon  la  formola  del  bi« 
mvDiOj  esteso  al  caso  di  più  terimai»  e  mollipUcando  qnealo  €vi- 
Iqppo  pel  priioQ  fattore,  il  tannioe  dé)  prodoUo  cbe  ogoUeaa  «m 
qoalttoqee  polenza  x^  sarà  il  teraine  générale.  Ma  j^iù  âge? oie  rie» 
aoe  il  eêlcolo,  qualora  la  Irazioae  geoeratrice  (20)  ai  soempone  ta 
fraiioni  paryiali,  eecoodo  la  formola  (tiX  e  di  ciaecttea  di  dette  fra^ 
zioni  s? iluppata,  corne  fu  indicato  al  o.®  804,  si  prende  il  termine 
conteneote  la  poterne  «f ,  e  Attahoeiite  ai  preéde  la  somma  di  tatii 
qaesti  termini  parriaU  ;  qaesta  aomma  sarà  il  termine  générale  ri- 
cUesto. 
Gesl,  osserraedo  die  in  générale 

wi(m+l)(m+?)...(tiH-v-l)_ 
vl 

1.2...(m-l)m(m+l)...(m+v-l)      (v+1) (v+2) ...  (v-h+1)   ^ 
l.t*..^A.i.,.{n^)      "^       l.8...{«r-l)       '^^ 

A    a:\-*  i^v+i  X  ,  (v+l)(v+2)  g?* ,  (v+lKy-H^^Xv+S)  sa? 

e  péri  sYih^pando  con  qaesta  fermela  le  a  fraaioni  comprese  nalla 
prima  somma  del  seconde  membre  deUa  (29,199),  (14)  e  raocogllen- 

do  i  coefflcienti  df  -^  de*  dlrersi  sviluppi,  s'avri  un  coefficiente  corn* 

plesso  che,  tndfpendentenmkte  dal  segno,  avrâ  la  forma 

..^.Aj    A^^+i    A, (v:+l) (v-f 2)        .  Aa(vH)....<v+a-l) 

<*®>"5;+ô*-— +T»- 21 ■*-+i^ (5=1)1 — 

e  sarà  per  ciè  un  potinomlo  di  grado  (a-1)^  rlspetto  a  v.  E  ragio- 
nando  egualmente  per  le  altre  somme  comprese  nella  (29,799)  si  eon* 
ekiode  che  il  eoeffideBie  del  tennine  générale  af  délia  eerfe  ffaewen 


T^ec. 


le,  cttl  de  luogo  la  fraiione  ^^ ,  è  dttllà  forma 

(20)  û^?f(v)+6-'9iN)H-  •+m'^?,(v) , 

in  cui  le  9  indioano  funikHii  inlere  di  v,  ed  s  dtsota  il  ninel>d  deïat- 
tori  distinti  di  F(x)=o.  lotorno  a  qoéato  importante  argomento  si 
oonsulU  la  nominata  Memoria  del  chia.  Prof.  Trudi  (a.®  795). 

MOw  Per  l'opposio,  se  è  data  oaa  fiinzione  Inlera  f(v)  di  v,  ai  puô 
sempre  darle  la  innM  (1^,  perché  In  effelti,  aipposlo  identicamenle 

^v«^«_L^^t^+V      ily  (i^+<)  ..>/(^g-l) 

e  quiodi  btio  suocesBifamenle  v^-^ly  v^?— 1>  «s*«*3,  ec.  ai  ânno  le 
segaenB  egoaglianze  : 

le  quali  servono  appunto  a  detef miaare  f  eeeflleieatt  ^  i  ^ ,  ec.  lo 
modo  che  la  supposta  identité  reati  veriflcata^ 

Qaindi,  se  il  coeiBeietite  dl  aP  in  m*  date  aerie,  k  la  forma  or^), 
esseodo  f(v)  ana  funsione  iotera  di  v,  il  polinomio  (21)  sarà 

il  coefficleûte  di  ^  oeilo  atiloppo  Ai  2^  r~~V  >  ^^^  '^  ^^^  P^* 

posta  sarà  identica  cpn  queslo  svUoppo  :  più  geseralmente,  se  il 
coeiflciente  del  termine  générale  è 


(21)  a^-^ç,(v)+6-^(p,(v)+*  .+m-^ç,(v) . 

essendo  a,  6,  ec.  délie  costanti,  e  ^«(v),  ç ^C^),  6c.  délie  ftrozioni  in- 
tere  di  v  rispetti? ameute  di  grade  a,  p,  ec. ,  la  série  pro|M)sta  sarà 
identica  a  quelle  die  oasce  &U0  STolgimento  délia  segoêtte  formola 

doè  delta  série  sarà  ricorrente.  Pertanto  risulta  da  questo  numéro  e 
dal  précédente  ehe^  aup^MMOdo  il  eoeiMeoie  d»  d*inia  aerfe  funsio- 
ne di  V,  la  condizione  necetfsiria  è  aofBoieiite  perché  la  série  sia  ri- 
corrente é  quelle  espressa  dalla  formola  f21)  (*). 

811.  Ecco  iooltre  un*altra  regola  data  da  Lagkangb  per  sapere  se 
una  data  série  sia  ricorrente.  Sia  la  série  data 

(22)  S=ao+a^x+a^^+  •  •  •  •  +a,^x*+  •  •  : 

difidaai  1  per  S,  e  se  il  quosiente  esaito  riselta  délia  fortnft  p+tps, 

allora  sarà  -^  =|>+9X ,  S=  —^- ,  fale  a  dire  ehe  la  série  data  taré 
o  p+çx 

(*)  Cataum.  -««  Ofeia  citau  ;  pag.  79. 


ricorrenle  del  1^  ordine  (o.^  5S3).  Ma  se,  oltre  al  quosiente  p+çz. 
s'abbia  un  resto,  allora  la  propoata  série  o  non  sarà  neonreote ,  s 
dovrà  essere  d'ordtne  superiore  :  rappresentiamo  questo  reste,  At 
comincerà  col  termiee  délia  série  data  ele? ato  al  secondo  gra4o , 
con  SfX*  ;  sarà  S^  una  novella  série  e  nel  tempo  stesso  aifremo,  pcr 
îpotesi  S=f)+9œ+S,x* ,  e  perè  se  la  divisione  di  S  per  £«  dà  on  q» 
ziente  esatto  délia  forma  p'+q%  sarà 

Jl_  X*  o_ p'-hg'x ^ 

S  "^^^^p'-^q'x  '         pp'+(pg'+?p')x+(H-gg7aî*  ' 

quindi  la  série  proposta  sarà  ricorrente  del  2^  ordine.  Ma  se  vntbti 
divisione  di  S  per  S|  dà  luogo  ad  un  resto  S^ ,  si  vedrà  se  S|  (M- 
so  per  Si  dia  un  quoziente  esatto  délia  forma  p^+Q'^x,  e  Inqoesii 
caso  si  profa,  seguendo  gli  stcssi  ragionamenti,  die  la  série  pnpo- 
sta  è  ricorrente  del  3^  ordine  ;  altrimenti  se  si  à  un  resto  S^  à  n 
ionanzi  allô  stesso  modo,  finchë  non  si  giunga,  quando  sia  possiliil^ 
ad  un  quosiente  esatto  p^^^+q^'^^x. 
EsBwio.  -  Si  voglia  sapere  se  è  ricorrente  la  série 

S=l+3x+6x*+!0x»+l  5x*+ec. 

I  Sx* 

ATremo  •c-=*-3«+-^»  S.=3+8x+15x*+ec. 

-^=9  (3-œ);  quiadi  risalendo,  s'ottieae  : 
S     1  ^  «      .     œ»         i 


S,     3      9     ^  ai-9a}    3-œ' 
-|-=l-3œ+3x»-<c»=(!-a;)» .  S=-^^. 


CAPITOLO  xvin. 

TrMforaMsIOBe  d'ami  série  la  fnutlmrf  eoattaaa.  — 

RilorBe  délie  série. 

LEZIONE  LY. 
Trasformazione  (f  tina  série  in  frazione  continua. 

u  Sappiamo  (E.  n»?  441)  che,  se  Oo ,  a, ,  a, ,  ec.  rappresei 
no  i  quosienli  incompleti  d'una  quanlità  X,  che  si  vuole  svolgm 
frazione  continua,  si  à 

(1)  -X=[ao  »  ^1  f  ûj  .....•]. 

inoltre  dinotando  con  JMo ,  iir«  »  ec«  i  numeralori»  tcomN^^K^^ 


J 
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i  rispetUvi  denominatori  delle  frazioni  eonvergenti  -î^  «  -i»^  9  ^t  ec, 

1*0     iV^     iVj 

t 

i  termiai  Mo 9  Mi,  M^^  ec;  iVo,  iV|,  iV^^  formano dae série  crescenti, 
quando  i  quozienU  a^,  atj  ec.  sono  tutti  positivi  (E.  n.^  446).  Final- 
mente  sappiamo  che,  in  générale  (6.  n.^  447), 

m  "^^    ^n^  (-<)" 

Postp  ciô,  osservando  che  si  à,  com'è  chiaro , 

cosl,  in  Tirtù  délia  (2),  e  tenendo  présente  che  ^^Oo,  sarà 

(3)  ^[=00+^-^^+^  -ec.  ; 

ma  quesla  è  una  série  convergente  (n.<^  113),  e  tanto  più  conyergcn- 

1 
te,  quanio  più  piccoli  sono  i  valori  delle  Trazioni  ^^-tr=- ,  ec. ,  vale  a 

dire  per  qaanto  più  la  frazione  continua  X  è  convergente  (E.  n.®  453). 
Laonde  se  una  série  data  si  potesse  trasformare  in  una  frazione  con- 
tinua, anemmo  il  vantaggio  che,  qucAora  i  Urmini  di  quesla  frazio* 
ne  fossero  posiiivi,  la  data  série ,  comunque  divergente  per  taluni 
valori,  si  troverebbe  sostituiia  da  una  nuova  série  convergente  délia 
Forma  (3)  ;  dove  Tordine  deirullimo  termine  cbe  si  riliene  corrispon- 
de  a  quello  délia  ridotta,  a  cui  équivale  la  somma  de'termini  ritenuti. 
SIS.  Pertanto  sia  data  la  série 

(S)  .  S=M|-ttj-|-U3--  •  •  •=F«tt±  ec.  ; 

si  divida  1  per  S,  e  sia  V|  il  quozi.  incom.  ed  r,  il  reste  ;  si  divida  S 
per  Ti ,  sia  v^  il  quozi.  incom.  ed  r^  il  reste  ;  si  divida  r^  per  r, ,  sia 
v^  il  quozi.  incom.  ed  r,  il  reste,  e  cosl  via  via  :  cosl  s'avrà 

(4)  S=  [0,  V, ,  Vj ,  V3, ]. 

e  per  calcolare  i  quozienii  v« ,  t?} ,  ec. ,  seguendo  Stampfbr  (Zan- 
HOTTi.  —  Algebra  n.^  425)>  si  divide  1  per  U|-^+ec.  e  si  à 

.g.  \  per  quoi,  incom.  —  =V| ,  e  per  reste 

Dividendo  W|-ti,+ec.  per  aj-Ot+ec.  s'a 

>gv  1  per  quoz.  incom.  —  =v, ,  e  per  reste 

r^(Dia,-M,)-(v,a8-ti5)+(v2a4-te4)-ec.=6,-&t+ft8-ec. 

RUBINI,  CompUmento  d^ Algebra.  58 


U8 


COXPUSVBKTO  AQll  SLEXSUTI  P*AI49B&A 


Di?Idendo  ancora  a|-at+a,-eo.  per  5|-52+6s—  •  •  •  »  ^î  k 


(') 


!per  quoï-  incomp.  ^  =Vs  »  ©  P®'  reslo 


e  cosl  appresso,  Da  coteste  formol©  (S),  ec. ,  scorgiamo  die  per  01^ 
nere  la  fraxione  continua  (*),  conylen  eseguire  an'operazione  di  al- 
colo,  coin'6  indlcaia  nella  aeeiiente  tabella  : 


V 


u 

a 

6' 

C 

ec. 

«f 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

ec. 

1 

»,= — 

*    «1 

u, 

ec. 



EflBWio  i.«-  Yogliasi  trasformare  in  fraiione  continua  la  sn 

esponensiale  ^*=*+"î""*'Tt"*"3T  "*'^^' 

Tipo  dei  calcolo 


u 


u.=l 


a 


as* 

«•=-3! 
ec. 


05* 

aj» 
-11=°» 

ec. 


v,M 


X       X       X      ^ 

-2i+T=T=*' 

■'■3l~2!-~  31    ^ 
ee. 


««=-2 


4ae*    a;*_  ae* 
31     2!~3l 

çC* 


Va^ 


œ 


I   ■  I  II  I 


ee. 


ec 


quindi  soslituendo  nella  formola  (4)  in  luogo  de'  0  i  Talori  troipii 
altri  che  seguono,  prolungando  il  calcolo  indicato  nella  tabella,  ttt 
nendo  présente  che  qui  jS=?e^ ,  {(vremo 
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S.^*  -  VotnasI  tfàsformare  in  fraiione  cônUûua  la  série  trigoùome- 

m'       geS       n^ 

trica  sense=a;--^+77~=^+ec.  în  qaesta  caso  abbiamo 


tt 

a 

6 

c 

ec. 

Ur=X 

4 

as» 

■ 

a?» 

a?» 

05*  Sr    !te»       7a5«    . 

as*  3!    a!»        as» 
71' X     7!"    140"^ 

a!»  16    X»    lias» 
I407x     5!~4îr.5I 

ec. 

ee. 

ec. 

ee. 

ec. 

1 

6 

686 
•*"~l!x 

...  r-    i      6         10       686         i 

qaiDdi  8eDas=[0._.-,-^,-_,...J. 

3*^  -  Togliasi  tradformare  m  firadoiecontiotm  la  séria  logaritmica 

1-T Y+-J — j-+ec.j  . 

Consideraodo  soltanto  la  parte  chhisa  in  parentes!,  e  applicando  la 
regola,  si  troya 

l(l+as)«as[o.l,|,1.5,A,ec.]. 

S14.  Da.qaesti  esempil  possiamo  scorgere  la  verità  di  ciè  che  fa 
asserito  in  fine  del  n.^  SI?,  cioè  fi  yanta^io  delle  fradoni  continue 
nella  trasbrmazioBe  dellto  série  ;  eôsl  rultima  trattata  à  divergente 
per  valori  di  x  numericamente  maggiori  di  I  ;  per  rq>p06taè  cooTer« 
génie  la  frasiOM  contiam 

È  da  notare  inollre  cbe,  se  alcuno  de'  qaetienli  i^i ,  V| ,  ec.  risolla 
inflnito,  la  fraiione  continua  s'arresta  al  quoxiente  précédente,  e  cor* 
risponde  per  consegueoza  a  una  frazione  raxionale ,  la  quale,  corne 
sappiamo,  rappresenta  una  sérié  ricorrente  :  si  che  abbiamo  in  que* 
8lo  modo  un  criteriô  per  conoscere  se  una  data  série  9ia  riccnrefue  ; 
lo  sarâ,  se  svolgendc^la  iki  fradone  continua^  s'incontra  une  de*  quo- 
zienti  successivi  cbe  divenga  inflnito. 

81S.  Finalmetnie  è  da  sapere  che  la  forma  délia  fraiione  continua 
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fin  qui  coQsiderala  noo  è  più  la  stessa  qaando,  in?eee  diritmei 
sol  termine  nel  quozienlc,  seconde  il  metodo  esposto,  se  ne  ritei^ 
no  due  ;  e  intorno  a  ciô  noo  possiamo  far  altro  che  rimante  1 
lettore  al  pregiatissimo  Trattaio  elemeniare  di  ArUmetka  ed^ 
bra  del  chia.  prof.  d'Andua;  pag.  432  ,  e  ail*  Algeirra  superim 
del  NoYi. 


LEZIONE  LVI. 

Del  ritomo  délie  série. 
« 

816.  S*intendeper  ritornooioYersioned'unaserieqiei' 
Toperazione  di  calcolo,  mercè  la  quale,  data  aoa  fudzioney  perBa- 
zo  d'una  série  ordinata  seconde  certe  potenze  délia  Tariabilex^siGet' 
ca  di  esprimere  qaesla  Tanabile  eon  una  série  ordinata  seooodok 
potenze  di  y.  Senza  enlrare  nella  généralité  di  questo  probleiDO,a' 
retQ  contenti  mostrame  la  soluzione  in  qualcbe  case  i»r1icolare,b' 
ceodo  uso  del  oietodo  de'  coeiBcienti  indetenninati. 

Ml-  Abbiasi  la  série,  supposta  confergenle , 

(I)  î/=a+6x+cx*+dx*+ea5*+ec. 

e  si  Toglia  da  quesla  rica?ame,  se  sia  possibile,  un'altra  délia  sios 
forma,  ed  esprimente  x  in  funzione  di  y.  Perciô  ,  poniamo  per  e 
momento 


(2) 


y-o        c         d    .     e 


çosi  la  série  (i)  diîiene 

(3)  2=aî+aaî*-|-pa;*+YX*+ec.  ; 

e  poicliè  per  z=^,  questa  formola  dà  ac=o,  ne  segue  cbe  la  série  if 
présentante  x  m  funzione  di  2,  non  puô  aver  alcun  termiDe  iodipci- 
deme  da  questa  variabile;  si  che  supporremo,  che  in  série  ooms" 
gentesia 

(4)  x=Az^Bz^+Cz^+Dz^+Ez^+ec. , 

e  si  traitera  di  determinare  i  coei&cienti  A,  B,  C,  ec.  in  modo  ck 
Tespressione  (4)  Terifichi  la  (3). 

*  Ora  se  questa  série  è  convergente,  tali  saran  pure  le  sue  difo^ 
potenze  (n.^  721),  le  quali  sostituite  nelia  (3)  daran  luogoaooas^ 
doppia,  le  OUI  série  semplici  orizzontali  saranno  convergeât!,  e  pcn 
la  slessa  série  doppia  sarà  pur  cs^a  convergente  (n.**  726),  ondefi' 
tremo  ordinarla  secondo  le  potenze  ascendenti  di  2,  e  cosl  s*aïït: 


Z=i2+     B 


z^+      C 
+2ABa 

+    A'^ 


z^+ 


D 
B^a 
-h2ilCa 
+3A*I?B 
+     A*Y 


z'+ 


E 

+2AI)a 
+2BCa 
4-3A«*a 
H-3A*Cp 

+*A»lfY 

+     A»8 


2'+CC, 


M 


+ 


DIL  BITOBNO  DKLLB  SBBIB  Ml 

e  poicbè,  Ira  i  limili  délia  conTergenxa ,  quest'equazione  âev'essere 
idenlica,  cosl  devesi  avère 

A=l,  B+A*a=o,  C+2iBa+A»p=o  » 

JB+2(AD+BC)a+3(AB*+i*C)P+WJy+A»8=o,ec., 

tf  onde  il=l,B=-a,  C=2a*-p,  D=-(5a*-5ap+Y) ,  F=14a*-2ia*p 
+3^^+60^-8,  ec.  Sostituendo  qnesti  yalori  oelta  (4),  e  rimetlendo  i 
valori  (2)  avremo 

y-a     c  /y-a\«    2e^-bd /y-ay    5c'-56cd+ft*e /j^-av 

1 40^-21  frcM-h(3dV  4ce)  b^-fb*  /y-ay 

Nel  fai^iiso  di  quesîa  formola  bisognerà,  in  ciascun  caso  particola- 
re,  esaminare  fra  quali  limiti  devons!  prendere  i  falori  di  y,  percbè 
il  seconde  membro  potesse  rappresentare  lo  sviluppo  in  série  délia 
funtione  x. 

EsBHFio  1.^  —  Sia  data  la  série  esponenziale       « 

XOfl*        /Y»î        n/*^        T»* 
.     *V  «A/  «A/  «A/ 

1111 

lû  qaesto  caso  a=!,  6=1,  ^  2I  '  *^  3"r  ^ il  '  '''^  5l  '  ^^*  ^^' 

di  sostitaendo  nella  (5)»  s^avrà  la  série , 

(6)    a5=lî/==(2/-l)--i(2/-l)VKy-l)'-î(2/-*)*+î(!/-*)»-«c. , 

la  quale  coïncide  con  la  (21,770),  quando  si  pone  y  in  luogo  di  l+x, 
quindi  sarà  essa  convergente  pe'  soli  valori  di  y  compresi  ira  0  e  +2, 
non  escluso  per6  lo  slesso  limite  2. 

oc*    œ*    ac' 
2.^  -  sena;=!/=aj-  37+ g-j  -f]  +ec. 

1  1 

Qui  0=0,  6=^1,  c=o  ,  d=-  5-1 1  ^  =  "ïïT»  ce*  »  ^  P^fû  'û  (5)  dà 

1    y«    1.3  y»    1.3.5  y» 

(7)        ^'^^==^'^^®°y=î/+y- 3  +  2:4- 5 +2T6'T  "^^^^  • 

Seconde  la  regola  del  num.  733  questa  série  6  convergente  per  tutti 
i  THlori  di  y  compresi  fth  -1  e  +1  ;  d'altronde  per  y=l  la  série  è  pu- 
re convergea  le  (n.®  712). 

Facendo  y=J-,  avremo  la  seguenle  espressione  di  Ludolph 

JL-*      1        1       1.3       1 

6  "y*"  2   •3.2»"*'2T  •5.2»'*"®^* 

per  calcolare  il  valore  di  r. 
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CAPITOLO  XIX. 

LSzioNE  vm. 

Ifumeri  figuraiù 

■ 

SIS.  Numeri  figurati  si  chiaman  quelli  diefàttâo  AMdt 
desti  nello  s?ilappo  di  {{■^x)"^  ,  essendo  ya  Dumero  intero  manfoR 
di  I:  essi  sono  del  1®,  2®,  Z^^  ec.  ordine,  seconde  cfae  |jl=2,  3,  i,ec.; 
e  son  detti  figurati  per  certe  relaziooi  cbe  esistono  tra  alcttni  di  es 
e  talane  fornie  geometricbe. 

Pertanto,  supponendo  II  valore  numerico  di  x  minore  di  <,  abbia- 
mo  qualunque  sia  il  valore  reale  di  pi  (10,162) 

(1)       (t-^r=l4iiaH-gfet*)xV'^';^*>,^'^^>a^+ec. . 

e  il  coefficiente  di  a^  in  quesla  série  è 

^  '  *  ni  (l^-O^ 

questa  formola  rapprebenta  il  termine  générale  (n+l)*^  dei  nainri 
figtiiM delForëine  (i&-t)^  :  facendovi  (jl-S,  3,  4,  ec.,  abbîaoïo  le 
tormole  partfcolari 

(3)  n+1    (»H-l)(n+2)    (n+l)  (n+t)  (ih-3) 

^'  1     *       1.2        ♦  I.2..5  '••" 

la  prima  délie  quali  è  il  termine  générale  de* numeri  fl|ini 
del  1®  ordine  ;  la  seconda  queila  de*  numeri  figoraii  del  2.^  ordioe^e 
cosl  via  fia  ;  laonde,  per  avère  la  série  de*  numeri  d*ano  di  quesii^* 
dini,  basta  dare  ad  n  nelle  formole  (3)  tuUi  i  valori  0,  1,2, 3.. ,  il' 
TinOnito,  e  cosl  abbiamo  te  série  qui  appresse  : 

1,  2,   3,  4  ,  5 î^  pei  !.•  ordine, 

1 

(4)  J*y^f  6,  «0,15, (^^j)  (^+8)        pcl  2.*  ordine 

,,  4, 10,  20,  35,  •.  ^^\>y!,^^'^  Pel  3.-  oïdine 

ec.  ec. 

I  numeri  figurati  del  1^  ordine  sono  quelli  delta  série  oatonki 
quelli  del  2^  ordine  son  detti  triangolari;  qoellt  del  3®  ordiae  fi' 
ramidali,  ec. 

819.  Se  in  luogo  di  n  si  pooe  nella  prima  n-4 ,  nella  wif^^ 
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• 

n-2,  ndli  lem  n-3«  ec. ,  quelle  formole  dWesgODO 

n    n(nr-l)    n  (n-i)  (n-8) 

^^^  T  '  "172"  •      1.2.3       '"^^^  ' 

che  sono  appunio  i  coeffleienli  di  (ch-x)*^;  e  perô  se  le  precedeoti  sé- 
rie si  scrifono  Tuna  solto  TaUra,  facendole  avanzare  d*aQ  poslo,  in 
modo  che  il  primo  termine  délia  seconda  cada  solto  il  secondo  délia 
prima,  il  primo  della  teraa  sotto  il  seconde  délia  seconda»  e  cosi  ap- 
presso  ;  e  finalmente  se  tutte  queste  série  si  fan  precedere  dalla  série 
mdefloita  1, 1, 1>  ec.  s^atrà  lo  specchietto  segaente  : 

(6) 


«, 

1. 

1, 

1, 

1,  ec. 

1, 

2, 

3, 

4, 

5,  ec. 

1, 

3, 

6, 

10,  ec. 

i. 

10,  ec. 
5,  ee. 
1,  ec. 

in  ciii  la  verticale  n"**  contiene  i  coefflcienti  di  (x+o)* 

Cotesto  specchietio  è  conosciuto col  oome  di  triangolo  aritme- 
tico  di  Pascal,  perche  si  è  creduto,  per  lungo  lempo,  essere  stalo 
costal  il  primo  che  lo  scovri  ;  mai  indi  il  Libri  nella  sua  HisMre  des 
maUlénuUiaues  en  Italie  rivendicô  la  scoperta  al  Taitaglia,  qhe  fin 
dal  seeolo  XViraveva  IroTato,  e  preseotaio  sotto  la  forma  qoiap- 
presso  (♦). 

3    3 

4    6    4 

5    10    10  S 

6  15  20  IS  6 


la  prima  riga  contiene  il  coelBdente  della  2*  polemEa  del  binamio.  oU 
tre  i  coeiBcienli  del  primo  ed  ulUmo  termine  che  sono  egaaii  ad  1  ; 
la  seconda  riga  contieoe  i  coefficient!  della  3*  potensa,  e  cosi  m  via. 

SitO'  Stando  airorigine  délie  série  (6)  e  alla  deflniiione  del  nu- 
méro 8OO9  si  conchiude  che  le  série  de*  numeri  figurati  sono  rîcor- 
refUi  i  e  la  scala  di  relatione  di  ciaBCuna  série  6  formata  dai  coeffl- 
cienti della  potensa  (l-x)"^. 

8M.  Inoltre  si  puô  notare  che 

(n+1)  (n+2) . . .  (n-nt-^2)  (n-f  |x-l) 
1.2.3..  (M)  (|i--i)  "^ 

(n+l)(n+2)...(tm-|iir-2)  /  n      .\ 
1  .2.3...(jjL-2)      Vii-l"*"  /" 

(n+1) (n4-|i-2)    n  (n+l) . . .  (n+pi-8) 

1.2.3...  (|t-2)  "^    1  .  2  •  3  . . .  (ji-1)  ' 

(*)  Veg.  Sscùnda  porto  dal  greneral  ifailato  di  numeri  e  misnre  di  Niootft 
Tabtaolia.  —  Tenezla^  Carzlo  Trojano  del  Na?ô,  lt(S6. 
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ma  il  primo  membro  rappresenta  il  lermiae  générale  (n+i)**  de*»* 
mèri  flgurati  deirordiae  ((t-l)'^;  la  prima  parte  di  questo  tenomen- 
bro  rappresenta  il  termine  vl^^  de'  oumeri  dello  stesso  ordioe.eb 
seconda  rappresenta  il  termine  (n+l)*^de*nameri  delfordinedi-Sf*; 
si  che,  servendoci  délia  segnatura  de!  n.®  818,  abbiamo 

^^  Pfn    =Vi  +iV,     ;  0  pure  N^  =iV...+iC^  ; 

laoode  un  termine  di  posta  qualunque  d'una  qualsitogUa  série  di  is- 
meri  flgurati  scritte  oeU'ordine  naturale,  cioè 

«,  1.  1  ,  1  .«  ,  1  ,  * 

1,2,  3,4,5»6,1     •••• 

(8)  M,  3,  6  ,  10,  15,  21,  28  ...  . 

1,  4,  10,  20,  35,  56,  84  ...  . 


si  forma  aggiugnendo  al  termine  précédente  délia  medeHma  mit 
quéUo  deUo  stesso  suo  posio  neUa  série  précédente  ;  e  s'a  co«  n 
maniera  agevolissima  di  comporre  dette  série  per  mezzo  ddia  pih 
ma  1,  1,  1,  ec. ,  senza  più  ricorrere  ai  loro  termini  général! . 

921t.  Dal  modo  di  comporre  queste  série  risnlta,  cbe  se  dinotiaa« 
con  ai ,  0, ,  Os ,  ec.  i  termini  successif!  d*una  di  esse,  queltî  dcHa 
seguénte  saranno  6|=a| ,  bi=:a^+b^ ,  bf^c^+b^ , . . .  .  6„==a^+é^, 
e  perô  sostituendo  oella  seconda  eguaglianza  a  6,  il  suo  valore  tratlie 
dalla  prima  ;  poi  quelle  di  b^  porlandolo  nella  seconda,  e  cqsl  appres- 
so  si  trae 

Inonde  il  termine  générale  d'una  qualunque  délie  série  (8)  è  ugask 
al  termine  sommatorio  délia  précédente ,  e  reciprocamenle  :  coâ 

fi 

1+4+10+20+. . .  .■^ ^WXn-^^) = ^ (^+^)  y)  (n-^3)  ^ 

Délia  stessa  proprietà  godono  le  série  seguenti  : 

il,  1+8,1+26,  1+  38,  ...  . 
1,  2+8,  3+38,  4+  68  , 
1,3+8,6+48,10+108, 

perche  si  formano  come  le  (8)  :  onde  il  termine  générale  délia  p»i 
essendo  l+nS,  che  è  il  termine  (n+1)"** ,  avremo  (E.  n.*  410) 

(1 1)  «;=l+(l+8)+(l+28)+. . .  •+(l+n8)=Kn+l)  (2+n5)  , 

e  questo  sarà  il  termine  générale  délia  seconda  délie  precedeoti  à^ 
rie,  la  quale  perciô  è 

(12)  1,  2+8,  3+36,  4+68, . , . ,  |(n+l)  (2+n5) 
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La  soittiDa  s.  di  questi  termini  s'otliene  ageyolmenlc;  perocebè  si  à 

s;={î+2+3+*  •  •  •+fH-l)+(l+3+6+- . .  -  +  111(11+1)8 , 
0  TerO/  secondo  la  prima  e  seconda  (9) , 

(i3)  ,;=(-îH:^)(3+„5). 

Similmente,  essendo  qaesto  il  termine  générale  dellalcrza  série  (9), 
aTremo  per  la  somma  s»  di  quella  série 


s'" 


0  vero,  in  Tirtù  della  seconda  e  terza  (9), 

(14)  ,';;=<±tMH^(!i±^(4+n5). 

c  cosl  appresso. 

82S.  La  seconda  série  (10)  è  quella  de'  numeri  poligonaiL  Facen- 
do  in  essa  successivamente  S=l,  2,  3,  ec. ,  tenendo  présente  clic  il 
termine  générale  è  ^  (fH-1)  (2+nS),  e  la  somma  ë  la  (13),  avremo  pei 

num.  triaogolarl  1+3+6  +>  -+Kw+l)(n+2)=^^'^*^^^f^^^^^ , 
num.  quadrati      1+4+16+ +  («  +  ,).=(±t!Kîi:g)l!îLtl) , 

num.  pentagonali  l+3+12+..+^(n+l)(3n+2)=    ("+^H"+^)     ^ 

ce*  ec*  6c* 

Con  queste  formole  si  calcolano  i  numeri  délie  palle  contenute 
ne^cumoli  piramidali  a  basi  triangolari,  qoadrate,  peniagonali,  ec. 

824.  Una  Tolta  conosciuli  i  coefflcienti  dello  sviluppo  di  (1— o;)'*^, 
si  potranno  determinare  quelli  della  frazione 

1 

(l-œ)  (1-x*)  (l-oc*) . . .  (l-OB*)  ' 

in  cai  si  suppone  x<i,  e  che  compendiosamente  scriveremo  cosl  : 


(15)  [r^*-^]"'- 

• 

Considerando  un  numéro  detcrminato  di  faltori,  ne  irarremo  una  ré- 
gula pratica  e  générale  per  lo  sviluppo,  corne  qui  appresso  vedremo. 
Sapponiamoprimamente  che  si  tratti  di  due  soli  fatlori  [ (1  '2c)(l-x^)]~'H 
se  si  sriluppasse  separatamente  ciascuno  de'fattori  (l-x)'*,  (l-x*)~~* 
con  la  formola  (1)  avremmo  due  série  convergenli,  essendo  per  ipo- 
tesi  a;<<  ;  qoindi  il  loro  prodotto  sarà  pure  un*  allra  série  eonvcr- 

RuBiNi,  Complemento  d^Algebra.  50 
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gente  ordinala  seeondo  le  poteoxe  ascendeati  di  «;  ;  {mr  di  jmm 
essendo  le  A  de*  coeflicienti  de  delenninare  :  sarà  pare 

e  addixionaado  coteste  eguaglianze,  e  riducendo  verrft 

ma  abbiamo  d'altronde,  seeondo  la  stessa  formola  (I) , 

(i-a?)  *=ffo  +iV,  aj+JV,  x*+ -i-N^  a;* , 

iD  cui  iVo  ,  JV|  ,  ec.  è  la  série  de*  numeri  flgurati  del  l^^ordiaçf» 
di,  per  essere  ideniici  questi  sViluppt,  dev'essere 

Rimettendo  per  le  IV  i  numeri  délia  prima  série  (4)  aireiDOlrl 
i4,=l^  i4t=2-  Ay=:!i.  ^4=3,  i«=3,  ec.  e  perô,  sostltuendo  qoe*« 
lori  ia  (16j,  risulterà 

f  n  (l-o;*)]    =1  +a5+2x*+2a5»H-3a5*+3a5»+cc. ,  x<l. 

(I) 
Segue  dalla  relaztotie  générale  A^^^N^  -A»-i  ^^j  P^  ^^''?^' 
Goefficiente  qualunque  di  quest'uUima  série,  basta  togli«*re  \\^ 
Gieiite  précédente  dal  termine  dello  stesso  ordine  del  primo aelhi 
rie  de'nuujeri  flgurali  di  1.®  ordine  ;  cosi 

1,  2|  3,  '4,  5,  6,  ec.  num.  flgu.  del  1*  ord. 
1,  1,  2,  2,  3,  3,  ec.  coef.  di  [(!-»)  (l--»*)!''. 
S2S.  Sieno  ora  tre  fatlori,  e,  ragionando  corne  sopra,  pooiaisi 

^"^      (i-x)  (l4;»)  d-a;»)  =^+^.»+i.si*+il^+ec-  = 

indiy  moUiplicando  qaest*espressione  una  volta  per  x,  e  un'aliflj 
ta  per  œS  e  addizionando  i  ti^Uamenii  insîeme  con  la  stessa  (0 
sione  (11)»  otterremo 

^*^>     (l-x)  (l-x«)  d-x»)  =go+J^+B^V.  ■ .  .■H?,<c'i- 
ess^endo  in  générale  iï»=in+^«-i+^«-t  »  o  vero 

(19)  ^5»-^|*-ilK-2' 
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MoUiplicande  la  (48)  per  x  e  aggiogoeodo  il  riaultamento  alla  Bles- 
sa (1 8),  e  quiadi  Qsaervanda  che 

(1-hag)  (l-foc-hac*)  (l+g)(l-hx-KP*)  .^ 

(l+x)-»=B,+(Bj+Bp)x+(^+J,)a5«+-  •+(B,+JÎ«_,)a^+.  • 
ma  si  à  pure,  secoodo  la  (ormola  (1) 

dore  le  i^TsMio  iBiuq^ri  Oguraii  di  2°  ordine  ;  qoindi,  io  générale 

Da  questa  fonnola  e  dalla  précédente  (19)  s!  scorge  la  pratica  di  for- 
mare  t  coeffirienli  délia  série  (11)  ;  perocchè,  seconde  la  (20;,  scril- 
ta  la  série  de'  numeri  figurât!  di  2.^  ordine 

{N)  «,  3,  6,  10,  15,  21,  28,  .  .  N^] 

hi  IbrflMno  i  miDerî  B^  senv^^ndo  1  sotto  i)  primo  termine  di  qneata 
SMié,  e  quittdi  continaandi»  ooa  seconda  série,  col  togli*  re  dal  numé- 
ro délia  série  superiore  quellt*  précédente  neUa  série,  che  si  sta  scri- 
Tendo,  alio  aiesso  modo  ooo^e  nel  preced.  num.  si  è  spiegato  ;  coel 
s'otliene  la  série 

(B)  1,2,  4,  6.  9,  12,  16,  ..B^; 

e  floalmente  seconde  la  formola  (U),  scritte  queste  due  série  (N,)  e 
(£).  Se  ne  foimerà  uns  tena,  logliendo  «la  un  termine  di  (B)  dup  ter- 
mini  che  imniedialamenle  preredono  quelle  che  si  cerca,  e  che  cor- 
rispoode  a  quel  termine  di  (JB)  ;  cosl  s*otliene  la  terza  série 

(A)  1.  1,  2,  3,  *,  5,  1 A^, 

sostituendo  questi  coefilcienli  nelia  (17)  si  à 

[u(l-aj*;l    =l+a+x*-f 3aB»+*x*H-eo. ,  œ<l. 


u  Introducendo  un  nuovo  fatlere  1-x^ ,  si  vedrà  per  queste 
nuovo  sviluppo  rifermata  la  regola  per  la  formaiione  de*  coelBcienti, 
trofata  ne  due  prece.  numeri  :  si  che,  per  induzione,  M  pu6  stabilire 
la  seguente  regola  générale  per  overe  icoefficienU  deUost;i- 

luppo  déUa  frazione  F  u  (i-a^)  1    :  si  scriva  la  série  de*  numeri 

figuraii  deU'erdine  (m-iy^;  indi  si  formiunasqconda  série,  sotlraen- 
do  da  ciascun  termine  delta  prima  tm  solo  precedenle  nella  stessa 
seconda  ;  poi  si  formi  una  terza  série ,  to^diendo  da  ciascun  termine 
délia  seconda  due  lermini  précèdent!  nella  terza;  indi  una  quarta  sé- 
rie li  formi  col  togliere  da  ciascun  termme  délia  terza  tre  termini  pre- 
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cedcnli  nella  slessa  quarta,  e  cosi  via  via,  sino  a  formare  aaan^ 
série,  che  sarà  quella  de*  coefflcieoli  di  detto  STiloppo. 

EsBMPio.  —  Abbiasi 


(l-x)(i-ac>)(l-ac»)(»-x*)  ' 
si  formeranDO  le  quatlro  série  seguenli  : 

1,  4,  10,  20,  35,  56  .  .  .  N^^\ 
1,  3,  7,  13,  22,  3*  .  .  .  C„  > 
1,  2,  4,  7,  11,  16  ...  B^, 
1,1,    2,    3,    5,    6  .  .  .  A^^  quindi 

rn(l-a;)l    =l+a?+2û8V3a5'-f5aB*+6a5*+ec.,   x<l. 

LE^IONE  LVIII. 
ProdolU  infinili. 

9^1.  Uaa  série  convergente  è  la  somma  algebrica  d*iui  infinito  » 
mero  di  terroini  ;  ora  vedremo  che,'in  générale  puô  coasiderarsi  » 
cora  corne  il  prodotto  d*un  numéro  infinito  di  fattori,  o  megliocte  a 
prodotlo  di  questa  forma,' che  per  semplicilà  si  chiama  prodotl 
i nf inito,  équivale  ad  una  série  infinila.  in  générale,  conveiipole. 

Riprendiamo  le  due  formole  (13,14,763),  cioè 

icosnaî=cos"x-(n)|COs'*"*a;  sen*a;4-(n)4COs""*aî  sen*x-ec. , 
sen7ia3=ncos""'x  senœ-(n)3C0s""'a;  sen^x+(n)5C0s*"*aî  sen^ 

«  e  mercè  la  formola  cos'x+sen'x=l ,  eliminiamone  totce  le  potes 
pari  di  cos'x  ;  cosl,  se  n  è  pari,  avremo 


coswœ=(l-sen^aî)*-(n)j(l-sen*x)  *  sen*œ+ec. 

sennx=cosx[n(l-sen*x)  *^senx-(n)3(i— sen*ac)y"sen'a;+ec. ] ; 
e  quando  n  è  impari 

cos7MC=cosaî[(l-sen*x) '--(n)|(l-sen*x)  •  sen^x+ec] , 

sennœ=n (1  -sen'x) senx  ^ -(ii)s(l-sen*x)^^scii*aî+ee.  ; 

indi  sviluppando  le  potenze  accennate,  e  ordinando  seconde  lepo* 
tenze  ascendenti  di  senx,  si  troverà  quando  n  è  pari 

cos7iaj=l  -ni  -^ + "5"  j  sen*x 

n(n-g)/(n-l)(n-3)    n-j     3      _3_    J_x      ,^_^. 
^     1.3    V       2.4        ^   2    •  2^   2  •  4;*""^ 
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seimac=«osaî[n8eDaî-  "Yg^-  (^+|-)  se"»"» 

n(n-2)(n-4)  /(n-l)(«-3)     n-1  5  ^  S     3  \  ^^„.     ^  i 

e  per  n  impari  sarà 

r.    n— 1/  n.     I  \ 
cosnaî=oosa;[l-  -j-l  y + y  )  sen«x 


+ 


(n-l)(n-3)  /n(n-2)     «     3      3    I  \      ,         i 
Ï.3         ^    2.4    ■*■  2  •  T    TT/ *®°  ^'T^^J 


sennx=f.seo»- î^^  (^+t)  ««««œ+ec.  : 

ora  i  coelBcienti  ddle  poteoze  di  seox,  ebiusi  nelle  grandi  parente* 
si,  posson  essere  rimpiazzali  ciascuno  da  una  sola  nadone,  mercè 
la  formola  (18,665)  quando  ti  si  pone  ^  ac  e  |  j/  inTece  di  a;  e  y,  e  ri- 
sulta  per  n  pari 

(2)cosn«=  I  - 1  «en«a,^!W:^3^^.^n^n«-2y-4')  ^ 

2  4  1  61 

(3)8eo«a^8«[»«enx-ti^>sen»x+^iiî^^ 
6  per  n  impari 

(4)  cosnx=co8a,  [i- «^  sen>+^îi^^W*a>-ec.]  , 

(5)  sennaj=nsenœ-?^^en»x+?^^=¥?^=?l>8en»x-ec.  . 

01  5! 

Posto  ciô,  consideriamo  la  formola  (2)  in  cui.n  è  pari  :  il  seeoodo 
membro  di  quella  formola»  posto  seoatez  è  un  polinomio  in  z  di  gra- 
de n"»*» ,  cosi  che 

(6)  cosnx-Ao+A^z^+A^^+  • . . .  -bA^^z'^^A^z'^ 

=^ii(2-«l)  (2-2,)  (2-Z5) {z-zj , 

esseodo  jS|  ,  2j ,  ec  le  radie!  [di  A^z^  +  A^iZ"*^^  +  ec.  =  0.  Ponendo 
2=0,  sarà  05=0,  ia  virtù  délia  relazione  senx=z  ;  quindi  per  2=0,  la 
précédente  equazione  divieae 

*=^»(-2,)  (rZ^)  (-25)  .  .  .  (-2n)  » 

e  soslituendo  nella  stessa  (6)  queslo  valore  di  A^  risulta  finalmeote 
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0  Tero  indicando  con  x« ,  as^ ,  ec.  gli  archl,  i  coi  seni  ànoo  per  fiM 
rispetlivi  2, ,  2^ ,  eo.,  e  rimettendo  quindi  senos,  seoaei ,  senaPt,». 
in? ece  di  z,  z^^z^^  ec. ,  si  à 

co««^A_iSÎÎ«)Cl_i?5^) (i-^). 

Ora  ogQi  ?olta cbe ia  quest'equazione si poae  per  aiim iihm, et 
annulla  ono  de'  fàttori  del  secondo  menibro,  defesi  aaoDilareaDdK 
il  primo,  e  reciprocameote  :  ma  il  primo  aieml^o  è  ooHa  faik 

nx=às(ih+i)  -s- ,  esseado  h  «n  intero  ;  ami  i  valori  9mQiUloeBle 

disOotl  di  X  sono  glI  n  segaenti  : 

ir        Sic        Sic  ^  (n-l)ic 

quiodi  le  n  quanUtà  Xiyçs^f  ec.  deireqnaiione  précédente  deiw 
eaaere  appunlo  quesli  n  vaiuri;e  poich6,in  g<*nerate  sen(-^tf >= -seNi 
i  fiittori  del  secondo  meoibro  di  defta  ^quatitine  possono  es$ere>ito 
a  dne  riuniti  ia  différente  di  due  quadraii,  corne  qui  appresso  : 

/      teijl    Vil 


mmit. 


a  poneodo  nos=ra,  s^enà 


In  qoest'eqoaziooe  il  numéro  n,  cotnun^ue  intero,  non  ë  perè  liflô- 
talo,  e  poirebbe  esser  benancbe  infimlo  ;  in  quesio  caso  il  s**euiuh 
membre  diviene  un  prodotto  d*un  numéro  infinito  di  faltori,  de'firf 
convien  cercare  il  valore  in  quesripolesi.  Per  ciè  (ScffLônLca,  Coa- 
perMum  der  h^uften  AnalyaU),  scomporremo  U  precedeale  pi«^ 
dotio  in  due,  eioè,  supponendo  ohe  sia  p  uq  iotero  quaionque 
di  n,  porremo 

(8)  cosxoitr 


■(■^)î"["C 


(9)       ^r*-/  *""Lvi [i-f -^ 

sen 


2» 

Qoesto  prodotto  P  è  minore  di  1 ,  posto  cbe  ^'a  z  <i  (P+^)^!!j 
fàtti  in  questo  caso  l' arco  z  :  n  è  minore  di  ciascuno  degli  ^m 

^^  Tc,  ^—  ic ,  .  * .  -^  ic ,  e  ciascuno  di  quesli  archl  hK-r^'* 

laonde ,  poiabè  nel  primo  qoadrante  il  seno  cresce  0  dimlouisoeon' 
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* 

crescere  o  diminuire  deU*arco  corrispondente,  dascuna  deUe  doppie 
frazhmi  che  eatrano  nel  prodotto  P  è  Yerà  ;  si  che  dinotando  coo  Qi , 
Ot  >  •••  Qn^  ^^^^  frazioni  si  à 

(*-<?,)  (1-fft)  (l-fis)  •••  (l-Cii^)=P<l. 


iDOltre  poichë  quesle  stesse  frazfoQi  (Q)  sono  po8iti?e  si  à,  com'è 
age?ole  varificase , 

(i-Qi)  (i-C)  («--Cs)  •..>!-  (i2i+0»+ea+-  •)  ;  quiDdi 

(10)  P>l-((?.+Q,+C5+.  •  •  •  Q+^. 

PosAo  ciô»  ossertiamo  che  qualaaque  sia  /i  si  & 

g_ Ben(tH-ft)    seimtfsen (^4^hM^+^) s^^^ 
""    tt+fc  w   ""  [u+h)u 

_  tisenTi  cosii-(feH-2  setf  y  fe)  senu  ^ 
""  (ti+/i)u 

ora  s^ppoôeodo  h  quantità  piceolissima  si  potrà  sostiluire  l'arco  al 

seno,  e  disprezzando  il  quadrato  di  quest^arco  tnfinitestmo  rispetto 

alla  prima  poteaza,  il  numeratore  di  S  divieae  (ttcosu-seou)b,  e  que- 

st'espressione  è  négatifs  quaodo  Varco  u<|ic,  imjperocchè  in  questo 

caso  Vànu>%  o  fero  ucosu<senu:  d'altronde  (u+A^>o,  quîadi  8<o, 

sen  ti 
e  perô  il  rapporte ta  dimiauendo  col  crescer  Fareo  u  da  0  a  |ic; 

,   senti    senlic  l        k  *         ^        ± 

onde  — — >-r-^  ,  0  tero <s- ,  e  ponenda ii=: r-  •  sara 

u        |ic  senu    2tt      *^  in 


(sn 


1  !î!      î/   1        *\ 

în/ 


sen  —  j  <  -i  >  cosi  molll- 
n  /      rtr 

plicando  queste  ineguaglianze  s'avrà  (  -^^^  <^*  (fcll"'  T/  ' 

\"^"  zi  / 
ora  poneodo  in  questa  formola  fc=^+l|  p^2,  ec.  n-l,  il  primo  meoi' 
bro  diverrà  successivamente  cîô  che  rappreseniano  ft ,  Ôt  »  •••  (?•-«  > 
e  quindi  Boinmando  lutte  le  ineguagliaoïe  obe  ne  rfsultano,  s*am 


z' 


tjuiaii  M<?,+û»+-+(?,_>)>i— -,  e  «on  più  ragione  8»rè  (10) 


—  e  1 
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P  >  1 ;  ma  è  pure  P<l ,  quindi  deVessere  P=l ,  esseï 

8  uoa  frazioae  vera  e  positiva. 

Tro?ata  quesfespressiooe  del  prodotto  P  supponiamo  ora  che  ne 
(8)  il  numéro  n  Tada  indefinilamente  cresceDdo,  e  k  resU  coslanl 

In  tal  caso  a?remo  per  n=oo  lim  f  sen  —  j:  (  sen  —  \= 

coodo  questa  formola  la  (8)  diviene 

cos.=  (l-  ^)  (J-  ^)  ......  (i-^.)  (*-  ^)  , 

con  la  condizione  che  io  valore  assolato  z<i  (p+1)tc.  Se  on  stq^pa 

niamo  che  anche  p  converga  airinfinito,  il  fallore  1 mtmge- 

rà  a  1,  il  numéro  de*faUori  rimanenti  sarà  inflnilo,  e  qaindi  an 

(11)  cos  :;=  (i-  ^')  (ï-  ^)  (l-  ^) àU;  infimio , 

e  seconde  la  relazione  2<^  (p+l)iCf  Tarco  z  in  queste  formola  potn 
aTere  qualunque  valore  finilo. 
Opérande  analogamenle  sulla  (5)  divisa  prima  per  sen  a;,  s'ofiieoc 

(12)  ^nz=z  (l-iî)  (l-^t)  (l-  ^) ûtf  àt/Sntto, 

per  qaalnoque  valore  reale  di  z. 

Ora  le  slesse  quanlilà  cosz  e  senz  sono  esprimihili  per  meuo  di 
série  convergenti,  per  qualooque  valore  délia  variabile(n.^ll6),  quin- 

di,  scrivendo  a;  invece  di  Zy  avremo  le  dae  formole  seguenii  : 

« 


per  qualunque  valore  reale  di  x. 

\.  Senella(12)siponex=^ic,  risultat=fît|..|.|.f.| qoiii 


e  con  qoesla  formola  del  Wallis^  si  calcola  agevolmenle  coi  kfh 
ritmi  il  rapporte  ic  délia  mezza  circonrerenza  al  raggio. 

929*  Dope  gli  esempii  parUcolari  qui  innanzi  esposti^  ci  faieoio 
a  dimostrare  due  teoremi  necessarii  nella  teorica  di  che  attualoeate 
ci  occupiamo.  E  primamente  diremo  die  un  prodoUo  d^infiniti  bUo- 
riè  convergente,  guando  il  atio  valore  converge  verso  ttn ittii»- 
te  fisse  e  determinato,  amano  amano  che  si  considéra ifli 
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piU  gran  numéro  de'  suoi  fattori  ;  ma  «  se  tl  valore  del  ffodolto  , 
ingrandendo  il  numéro  dei  fattori^  cresce  i/ndefinitamente^  o  s'ac- 
costa a  un  limUe  indeterminato,  Uprodottosi  dice  divergea* 
te,  io  amb'icasi;  eparticqlarmente  indeterminato  nel  seconde. 
9SO.  Abbiasi  la  série  indefinlla  di  termini  posiâvi  onegatiTi. 

(16)  w^,Wt»t«s....ti^ ; 

si  formi  il  prodotlp  d'iofioiti  fattori 

(17)  P=(l+t*i)  (l+t*t) . . .  (l+Un)  •  •  •  : 
e  se  ne  prenda  il  logaritmo  neperiano  (base  e) 

(18)  IP=l(l+îi,)+l(l+ti,)+-  •+l(l+u^)H-  •(♦). 

PoDiamo  che  la  série  (18)  sia  convergente,  e  sia  s  il  limite  délia  sua 
somma  al  crescere  di  n  :  in  cpiesto  modo  avremo  lim.  1P=6,  o  vero 
l.limP=a,  e  passando  dai  logaritmi  ai  numeri,  ne  risulterà  limP^e'. 
Quindi  si  vede  che  il  prodotto  (17)  P  convergera  verso  un  limite  e% 
finUo  e  dioerso  da  zero^  doè  sarà  convergente  j  quando  la  série  (18) 
è  convergente.  Per  contre,  se  questa  série  è  divergente,  potrà  avère 
per  limite +0D ,  o  -oo;  nel  primo  caso  sarà  l.lim  P=aD ,  e  quindi 
limP=x) ,  e  il  prodotto  P  sarà  divergente  ;  nel  seconde  caso  s*  avrà 
I.limP=-oo ,  cioè  limP=o, 

8Sl-Posto  ciô,  dimostreremo  il  seguente  teorema:  se  la  sé- 
rie (16)  e  guetta  de'^stioi  quadi^ati 

(19)'  uî,  uj  ,  uj,  —uî.... 

sono  enlrambe  con^ergenti^  il  prodotU>  (17)  convergera  verso  un 
limite  finUodiverso  da  zéro,  al  crescere  di  n  ;  ma  se  la  série  (16) 
ë  convergente^  mentre  la  (19)  è  divergenlej  ilprado(to(17)  conver- 
gera ol  limite  zéro.  Infaili,  perché  la  série  (18)  sia  convergente, 
dev*essere  lim.l(l+uJ==o,  e  quindi  limu^^^o;  per  modo  che  i  termi- 
ni ti|„  u^i ,  ec.  délia  série  (16)  debbono  andare  indeûnitamente  de- 
crescendo ;  sùpponiamo  quindi  soddisfatta  coiesla  condiaûone,  e  os- 
servando  che,  se  œ  è  compreso  tra  -1  e  +1  »  si  à  • 

l(l+x)=x-|aî*+ Jaj^-JxHec.  ;  ondç  sarà 

Kl+tt«M^)=Wiw.i-  l^i-l-5«l+.t-cc=u,^,--  îrt»i.i(l=tw^«)» 

Kl+tWjt)=«*iM.i- î wÎ4.ï(l=*=w„4.t)  y  ec.  ; 

essendo  iù^^^  ,  la^^^ ,  ec.  quantità  convergenti  a  zéro ,  al  crescere 
di  n  all'infinito  :  addizionando  tutta  quesle  uguaglianze,  avremo 

Kl+t*ii+i)+l(l+ttiM.»)+«(l+«ii44r)+ec.  = 

e  quindi,  passando  ai  limiti^  avremo 

(20)     lim[l(l44i^.)+l(l+t*^t)+l{«+u^^)+.  •+l(l+u^)l= 

lîm^tt^,+ti^,+n^+ec.)-  îflîm(wjt^.,+ui.,+ec.) , 
doode  risulta  che  se  le  série  (16)  e  (19)  sono  convergentr»  il  secon- 

(*)  Qoando  alcuno  de'  termini  i«i ,  «t  >  ec.  fosse  minore  di  —I,  allora  al 
Jogaritmo  delU  corrispondente  somma  l+U| ,  ec.  che  sarebbe  negativo  si 
sostitoirà  il  logaritmo  del  valor  nomerico,  per  eyitare  Timmaginario/ 

RuBiNi,  CompUmento  d^Âlgebra,  60 
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do  membro  délia  précédente  eguagUanxa,  e  quindi  anche  il  primo 
convergera  a  sero  b1  crescere  di  n,  é  perà  la  série  (18),  ni  qaesto  ca- 
so,  è  convergente,  e  per  cooseguenia  è  pure  convergente  il  prodotio 
P  (n.^  prec).  Ha  se,  rimanendo  convergente  la  série  ti| ,  t^ ,  ee. , 
Valtra  uf ,  ti}  ,  ec.  è  divergente,  allora  il  Umito  del  secondo  m^n- 
bro  (20)  e  quindi  anche  quello  del  primo  sarà  =  — oo ,  e  la  série  (18) 
convergera  a  zéro  (n.®  prec.)  c.  b.  d« 

EgB.  l.^-Il  limite  del  prodoUo  inflnite{l+  \){i--  })(!+  J)(l- i)ec. 
è  una  quanliià  fini  la ,  diversa  da  zéro  ;  imperoccbè  entrambe  le  s^- 

rief-4+s-H«<^-  V+i+Hi?+^*8<>i^o<5^nvergenti(nJ113, 103). 
i.""  -  Il  limite  del  prodotto 

Il  1  \ 

è  zéro;  imperciocchè  délie  due  série -^ — 7="*""^ — Â"^^' 

l'+l+f +r  +ec.  la  prima  è  convergente,  e  Taltra  è  divergeole. 

9M.  Allorchè  la  série  U|+Us-rec.  è  divergente,  non  si  pQi,m|b^ 
nerale,  nulla  conchiudere  per  la  convergenza  o  diversenza  dél|R^ 
dotto  P;  e  solo  l'esame  particolare,  in  simili  casi,  potrà  manifesJiBm 
runa  0  l'altra.  Se  si  à,  p.  e.  (l-ht)(*+$)(l+4)(l+i)ec- ,  troviamo  ehe 
la  serie}+f+s+H®<^-^<livergente;mentre  è  convergente  qnèlta 

de*  quadrati  1+  -o^+^p  +  ec.  ;  e  tonte  basta  percbè  il  prodotto  pre* 

cedente  sia  divergente.  Se  poi  consideriamo  Taltro  prodoUo 

111 

abbiamo  cbe  la  série  "^ + *7= + "/^  +^* '  ^  <IQ^I1&  ancora  de'  qoa- 

drati  K+l+Sr+^c.  6  divergente;  per  modo  che  in  questo  caso  n  se- 
oondb  membro  délia  (20),  e  quindi  anche  il  primo  prende  la  forma 
indetermioata  qo  -oo  ,  onde  indeterminato  à  il  prodotto  preoedente. 

(ÎAPITOLO  XX. 

AiilaloMe  il  «erle  rimiliaBlI  4«ll#  mvcUflmnmié  él  fr^émui  tafiaia.— 

ParUilone  de*  imerl. 

LEZIONE  LIX. 
Addiztone  di  série  che  si  oilengono  svolgendo  un  prodotto  infinito. 


KS*  Seguendo  Eui.bro  (Iniro.  i/a  analy.  infi.  v.  I,  n,^  165) 

sideriamo  il  prodotto  infinito 

P=(i+az)  (1+pz)  (1+Yz)  (i+5z)  ec. , 
e  osserviamo  che  se  si  moUiplicano  due,  tre,  quattro  ec.  cU  «foestifrt- 
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tori,  i  prodôtti  che  s'ottengono  sono  d6*  poUnomii  prdiiiaU  seeondo 
le  poterne  intere  e  ascendenti  di  z  ;  il  primo  termine  è  1,  il  seeondo 
à  per  coefflciente  la  somma  délie  lettere  a,  ^«  7,  ec.  ;  il  teno  à  per 
coefflcienie  la  somma  de'  urodotti  a  due  a  due  di  qoeste  lettere  ;  il 
quarto  à  per  coelBciente  la  somma  de*  prodôtti  di  dette  leltère  prese 
a  tre  a  tre,  e  cosi  appresso  ;  di  guisa  che,  in  générale , 

n\  S  P=(«+az)(l+Si)(l+Y2)(l+8z)  ec. 

^*^  }  =  l-^Az+BzHCz^+Dz^+tc. ,  essendo 

D=aP'Y8+»*»»  ;  ec. ,  ec. 

Prendendo  il  logarîtmo  neperiano  délia  (l,)  sviluppando  i  logaritmi 
dl  ciascun  termine  l+oz,  ec. ,  con  la  formola  (21,770),  e  ordinando  i 
risultamenti  rispetto  aile  potenze  ascendenti  di  js,  si  à 

(3)  lP=»ia-i8tZ*+ie^25-}«4Z*+ec. ,  -l<jiz<l, 
do?e  (&  è  la  massima  tra  le  quantité  a,  ^,  ec. ,  e  in  générale 

(4)  8«=a"*+p**-i-Y^+8"-f-ec.  : 
riponendo  in  (3),  invece  di  P  il  terzo  membro  (1),  avremo 

(5)  l(l+ii2+Bz«+CzHD:5*+ec.)=8iZ-l8,z*+jSsa'-ÎS42Hec. 
e  passando  dai  logaritmi  ai  numeri,  si  à  pure 

(6)  e  r     *       ^         =:i+Az+Bz*+Cz^+Dz^+  ec. 

Fioalmente,  sviluppando  il  primo  membro  (6)  con  la  formola  (18,766)9 
e  paragonando  in  seguito  i  coefQcicnti  délie  potenze  simili  ne*  due 
nembri  di  ciascuna  equazione,  ne  risultano  le  seguenti  eguaglianse  : 

(7)  \  ^**  •  *=H-i«î  J  C=-^82-Î8,8o+K  . 

\  D=tiï8f-K«î-"l«ï)+5fi«s-ï84  »  ec.  ;  d'onde 


.ftv  i  8i=il ,  8,=4*-2B ,  83=A«-34B+3C , 

W  \  84=il*-44*B+2{24C-hB«)-*^  1  ec. 

Mercè  le  formole  (8),  conosciuto  lo  sviluppo  del  prodotto  infinito  P, 
possiamo  determinare  i  yalori  délie  somme  81,82,  ^c.  délie  potenze 
simiU  délie  costanti  a.p,^,  ec.  ;  e  per  mezzo  deile  (7) ,  conosciute 
quelle  somme,  possiamo  reciprocamente  valutare  i  coefflcienti  A,JB,ec. 

9St-  Ë  da  notare  che  queste  relazioni  rimangon  le  stesse,  quan- 
d'anche  il  numéro  de'fattori  di  P  si  voglia  supporre  limitato;  in  que- 
sto  caso  le  formole  (8)  dànno  le  somme  délie  potenze  simili  délie  ra- 
dici  deirequazione  P=:o;  e  le  (7)  dànno  i  coefficient!  deU'equazipne, 
date  le  dette  somme. 

SSS*  Allorchè  si  cambiano  nel  prodotto  P  i  segni  aile  a,^,  ec.  si  à 
il  prodotto  (1-02) (1-^z)  ec,  il  cui  sviluppo  si  puô  ottenere  dal  pré- 
cédente, solo  cambiando  il  segno  di  2,  elasciando  immutati  quelli  di 
a,^,  ec.  In  questo  modo  nella  formola  (5)  cambiano  i  segni  dei  ter- 
mini  di  posto  impari,  per  modo  che  le  8« ,  s, ,  ec*  si  mutano  in  -8| , 
-83 ,  ec.  ;  laonde,  facendo  questi  cangiamenti  nelle  formole  (7)  e  (8), 
avremo  quelle  relative  al  prodotto 

(9)  P'=(l-a5)  (i-6«)  (l-ï«)  (l-8«)  ec. 
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;.  Per  applicare  qaesti  princlpi  g*      ali,  riprendiamo  le  fonM- 
lc(13)e(U)delD.^827,  cloè 

e  osserriamo  primamenle  cbe  le  ser  j 

e  quelle  de'  quadrati  de'  loro  termiai,  cioè 

05*  /,     1      1        \  16a5*  /.Il  \ 

sono  tatte  conyergenti,  sia  x  reale  o  immaginario  ;  quindi  i  piodriti 
iofiniti  esistenti  ne' second!  roembri  sono  contergenii  per  qsàor 
que  valore  reale  o  iromaginario  di  x  (n.^  831)  ;  ma  anche  i  pnm 
membri  sono  convergenti  per  qualunque  Talore  reale  o  immagioaih 
di  X  (n.^  775),  quindi  possiamo  porre  x^ui^  e  avremo 

or  se  nella  (10)  poniamo  tt*:=R*z,  s'ottiene 

(12)  l+^2+^2*+^2»+eC.=(l+2)(H-|5Z)(l+i5Z)(l+  *^).., 


e  paragonando  cotesla  equazione  coq  la  formola  (f  )  si  vede  che 
P=  -gi  >  T=  -ji .  5=  -p  »  ec-  ;  ^=  3l ,  5=  g-j ,  C=  ïj-j ,  ec.  ;  laonde, 

sosUiuendo  questi  valori  nelle  formole  (8),  e  teoendo  presenti  i  sigai- 
ficati  délie  a, ,  a, ,  ec  (4),  s^oUengono  le  seguenti  eguaglianze  : 

1       1       1       i  ir*       4       ic^ 

(13)  V+-2ï+l*+lî+lJ+««'=-9Cl  =  3Ô*T' 

..J_     1,1^1         _i:«_l      2it« 
"''  2«"^  a*"*"  i*"*"  5«       •~945~i2  •  "45  '  ^*  *«• 


( 
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Similmeote,  ponendo  nella  (11)  u^^z^  e  faeendo  le  conTCnienti  so- 
stituzioDi  nelle  formole  (1),  ott^rremo  : 

,111  tt« 

l+-3i+-gi-h^-rec.=-^, 

(u)  ^*+T*+y*+V''-=rî-T»'' 

lo  cotai  modo  otteniamo  le  somme  délie  série  comprese  oelle  dae 
formole  gênerait  aegaenti  : 

le  qaali,  corne  a!  scorge,  dipendoa  totte  dairirrazionale  n. 

Ml.  I  numeri  | ,  ^  »  -j^,  ec. ,  che  si  veggoQO  oe'aecondi  mem- 
bri  délie (13);  sûnochiamati  bernuUiaQi,  da  Bbbhoitlli  Giacoho» 
cbe  li  fece  il  primo  notare  :  essi  si  presentaao  oegli  STilappi  in  sé- 
rie, e  Gompongonsi  con  uoa  legge  determinata,  come  si  TOdrà  nei 
Calcola  infinUesimàle. 

k  Si  pad  benanche  osservare  cbe 


.      111  ,11  1/.      **.\ 

«+ 3ii+5îl+-Tii+«c-=<+^+^+ec.-px  (^H  jii+33aE+«c-j  ; 

si  cbe  ponendo 

(1«)  fcl+-pj+-5i3t+^+eG.,  S<=l+^+-j5i+^+ec.avremo 

(17)  S^  (l-  ^)  S , 

e  cosl,  conoschita  la  somma  S  délie  poterne  simili  e  pari  di  J  ,  l* , 

!',  ec.  ypossiamo,  mercè  qnesrultima  formola,  calcolare  la  somma  del- 
e  stesse  potenze  délie  sole  frazioni  impari  |-,  J-,  i^  ec. 
Similmente  di?idendo  la  prima  (16)  per  2^*,  abbiamo 

S       1       1       1 

e  moltiplicando  questa  série  per  2,  e  togliendo  dalla  (16)  s'ottiene 

2**^-1  1111 

e  qaindi  ancora  la  série 

(19)  S-j_>jj+^_^+ec. 
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8f  rà  per  somma  k  moltiplicato  per  un  certo  coeffideote. 

8S9.  U  principal  vanlaggio  ebe  offrono  i  prodotti  inflnfti  d  qaéQo 
di  poter  con  più  commodo  calcolare  il  logaritmo  d*una  data  quantità; 
e  per  mostrarlo  riprendiamo  la  formola  (15, 828) 

T=4T4f«-=*('-4-)04)('-T)('-T)--. 

d'oode  si  tne  s=*  (l-  -Jj)  (l-  ^)  A-  -^)  ec. , 

e  prendeodo  i  li^ribni  neperiani  s'ottiene , 

ht=l4+l  (l  -  ^)  +1  (l  -  -gi)  +1  (l  -  -|,)  +ec. 

0  Teio,  STiluppando  i  lofaribni  de'bioomii,  mercè  la  formola  ÇilJU) 
appUeabUe  ad  essi,  avremo 

quindi»  mercè  le  formole  prec.  si  polran  calcolare  le  sooime  chiott 
in  parenteai ,  e  poi  il  logariUno  neperiano  deir  irrazioDale  n,  eot 
molta  approssimaziooe,  e  con  un  calcolo  non  troppo  penoso  (*)• 
S40.  Se  nel  prodoUo  (1),  si  pone  z=l,  si  à  il  prodotlo  infinito 

(20)  (1+a)  (1+p)  (1+T)  (l+«)  •  • . , 

il  qualo  sarà  SYiluppabile  in  una  série,  il  oui  primo  termine  è  1,  e  i 
successiTi  altri  termini  sono  la  série  di  tutti  i  numeri,  che  si  possai 
ottenere  con  quelli  dinotati  da  a»  %  y,  ec.  presi  ad  uno  ad  nno,  a  duti 
^  due,  a  Ire  a  tre,  ec.  ;  per  modo  che  se  un  medesimo  numéro  poli 
risultare  in  due  o  più  manière  dalle  slesse  quantità  a,  p,  ec. ,  pr» 
come  ora  è  detto,  quel  numéro  si  troverà  altrettante  volte  ripetuli 
nella  série  indicante  lo  sviluppo  del  prodotto  (20).  E  se,  invece  <fi  qat 
sto  prodotto,  si  prenda  l'altro 

(21)  (1-a)  (1-P)  (l-T)  (>-8)  .  • . ,  ' 


è  chiaro  che  la  série  corrispondente  a  questo  prodotto  non 

da  quella  del  prodotto  (20),  se  non  perché  i  prodotti  risuItanU  da  v 

numéro  impari  di  fattori  a,  ^,  y«  ec.  si  troveranno  col  segno  ^. 

941.  Supponendo  che  le  lettere  a,  ^,  y,  ec.  rappresentino  la  ses 
de*  numeri  primi  2^  3,  5,  7,  t  f ,  ec. ,  ayremo  : 

(1+2)  (1+3)  (1+5)  (1+7)  (1+li) .... 

=l+2+3+5+7+10+H+13+15+17+19+cc. , 

(♦)  EuLiBo.  —  Opéra  cit.  t.  I,  n .♦  190. 
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etttendo  il  secondo  membro  Y  unità  ,  più  la  série  di  tutti  i  nameri 
primi,  e  di  quelli  che  da  essi  si  deducoao  prendendoli  a  due  a 
due,  a  ire  a  tre  ec.  ;  per  modo  che  la  detto  secondo  membre  si  tro* 
verà  la  série  de*  nuœeri  nalurali,  meno  perô  le  loro  potenze,  e  quei 
irameri ,  che  sono  divisibili  per  poteoze  ;  cosl  non  conterrà ,  p.  e. 
4,  9,  16,  ec.,  che  soao  poteoze  rispettive  di  2,  3,  4,  ec.  ne  12  , 
f  8,  ec.i  perche  sono  divisibili  il  primo  per  4,  il  secondo  per  9,  ec.  che 
sono  potenze  :  e  per  vero  un  numéro  Intero  è  esso  stesso  un  numéro 
primo  0  un  prodotto  di  più  numeri  primi,  quindi,  se  questi  sono  sem" 
pre  diversi,  il  prodotto  non  potrà  esser  potenza,  ne  contener  potence. 
842.  Similmente  si  à 

^  «=(-4)  04)  04)  04)  ('4)- 

^^  iiiii      1      i 

o  nel  secondo  membro  non  potrà  esservi  alcuna  frarione,  il  cui  deto* 
mioatore  (senza  1  esponente)  sia  una  potenza,  o  un  numéro  dî^isibile 
per  una  potenza.  Cangiando  il  segno  ai  second!  termini  de'fattori 
binomii,  e  teoeodo  présente  la  regola  de'segni,  nel  prendere  I  detli 
termini  a3a3,a5a5,  ec.  tro?eremo 

^=04)04)04)04)04)- 

(23)/ 

s*     3*     5"     6*     7*    10»    H»    13*       * 

MS.  Se  si  osserva  che 

--l-=:l+otJS+aV+a»zHec,  az<\ , 
1-az 

--î^=l+pzH-pV+p»z«+ec. ,  pz<.l ,  ec.  ce. 

si  fcde  facilmente  che  per  Talori  di  z  inferiori  alla  più  piccola  délie 

1      I 

fraiioni  —  ,  -5- ,  ec. ,  si  à 

(l-«)(i-p.)(l-T.)ec.  =t+A.^+A^'+i^'+ec. . 

in  cui  icoeffidenti  (A)  saran  pure,  corne  ne*  numeri  precedenti,  le 
somme  délie  a,^,Y,  ec.  prese  ad  una  ad  una,  a  due  a  due,  ec.  ;  ma  in 
questo  oaso  inoltrè  le  lettere  a,  ^,  y,  ec.  si  troveranno  pure  eletate 
a  potenza;  per  modo  che  se  facciamoz=l,  nel  quai  caso,  le  a,^,ec.  de- 

vono  essere  délie fradoni  vere,  lo  sviloppo  dî  71 — .  .,  ^v ,; — r-— - 
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sarà  l'iinità  seguita  daUa  série  di  tutti  i  numeri,  che  si  otteogono  mol- 
tiplicando  i  numeri  ol,  ^,  -f ,  ec.  in  un  modo  qualunqoe.  Cambiando  i 
segni  ad  a,  p,  y,  ec«  avremo  gli  stessl  risultamenti,  ad  ecceiione  dei 
segni  dérivant!  dai  prodotli  d*an  numéro  impari  di  letlere. 

Orà,  poichë  ogni  numéro  intero  ë  primo^  o  composte  di  nameri  pri- 
mi,  ne  segue  che  se  invece  di  a,  p,  y,  ec.  preodiamo  quelle  fmioni 
i  cui  denominatori  formano  la  série  de*  numeri  primi,  aTremo,  nella 
série  rappresenlaote  il  prodoito,  tutti  i  numeri  naturali  ;  cod  sarà 

(23)P.=  -« -i_JL_l.+l_Lei 

S44.HoUipUcando  la  (22)  per  la  (S5),  o  la  (23)  per  la  (24]flipef 
prodoUo  1;  quindi,  date  le  série  (22)  e  (23)  possonsi  oonosceitieill) 
e  (25),  e  reciprocamenté. 

MS.  Essendô  l+|+fl-H^-=<»  »  sarà  anche  per  la  (24) 

-, 1 ^  3    5    7 

*-  (*-«  (1-î)  (1-1)  ec.  -  1  -T-T- T  ^^-"^ 

e  quindi  inversamente  J'|-f  ^•-ÎT'^'e<5-=o. 
S«e.  Ponendo  nella  (24)  zn  in  luogo  di  n,  e  poi  dividendoa?remo 

('-j^)('-f>)('-^)'--^     ^  ^,^ 

('4)(«4)(-4)«-   ^  '^^  "'^ 

e  moltipUcando  per  la  stessa  (24)  ne  risiilta,  riduoendo 

'M 

Or  poichè  per  la  prima  (13)  Tt=^it*,  sarà  secondo  la  (24) 

1^ 1 2*      3»      5* 

6        /       i\/       4\/       1\       ~2M*3*M-5M"- 
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Similmcnto  facendo  nella  (26)  n=2,  4,  ec. ,  e  tenetido  pre^ntl  le 
formole  (IS),  si  potrannô  ottenere  i  Talori  di  altri  prodotti  Indoiti. 


LEZiONE  LX. 
Délia  partifsiàne  de*  ntitnef  i 

il49*  Supponiamo  ehe  essendosi  fatla  la  moUipliMiione  del  pro- 
dotto  infinito  {l'\-x^z){\+xh)  ec,  siesi  oUenulo 

(1)  (l+x^z)  (1+x'jï)  (l+ac^z)  ec.  =l+p,2-|4>^*+j>jZ»+ec.  : 

è  chiaro  cbe  P|  sarà  la  somma  delle  poteoze  otf^  ^x^  ^x^i  ,ec.;Pi 
sarà  la  somma  di  più  polenze  di  oc,  ciascuna  delle  quali  à  ua  espo- 
nente  somma  di  due  letiere  diverse  délia  série  a,  ^,  f,  ee.  ;  P,  sarà 
la  somma  di  più  potenze  di  x,  ciascuDa  délie  quali  avrà  per  esponen- 
te  la  somma  di  tre  lettere  diverse  di  delta  série  ;  e  cod  appresso. 

Se  Tesponente  di  x  io  una  delle  espressioni  P^ ,  P3 ,  ec.  non  puô 
esser  formato  che  in  un  sol  modo  per  mezzo  delle  quaniità  af^^Y^ec. 
prese  a  due  a  due,  a  tte  a  tre,  ecw ,  il  coefflctente  di  quella  potenza 
di  x  sarà  1  ;  e  sarà  invece  2,  3,  4  ...n^  seconde  cbe  i  detti  modi  di 
comporre  il  medesimo  esponente  sono  2,  3^  4 ...  n;  si  che  se  nelFe- 
spresslone  di  P,  si  trova  il  termine  Naf^ ,  vuol  dire  che  U  numéro  n 
pxid  eèèere  formalo  in  N  modi  â/taûeni,  prendendo  û  due  a  dv^  i 
nwnèri a,^y,  éé.  e  uddizienbcndoli.  In  générale  il  termine  Nafz^ , 
che  si  trova  in  P^z^  nello  sviluppo  (1)  indicherà  che  U  numéro  n 
pu6  espère  in  N  manière  diverse  la  %omma  di  m  wumeri  differemi 
deUa  série  a,  ^,  y»  c<^*  ^^  ^^^  segue  che  ï  effeitivo  svolgimenlo  del 
prodotto  (1)  ci  porge  il  mezzo  onde  conoscere  in  quanti  modi  di- 
versi  un  dato  numéro  posss  esser  la  somma  di  un  cerio  numéro 
di  numeri  deUa  série  a,  ^,  7,  ec. 

SM.  A  miglior  dichiarazione,  poniamo  che  a,  ^,  Yi  ^9  ®^*  ^^^^  ^ 
Autheri  délia  série  naturale,  ed  avremo  : 

(2)  (1+052)  (l-f-x*2)  (l+a^z)  (i+a^z)  H+xr^z)  ec.= 

i+{x  +«^+x?  H-x*  +x*    -hx'  +0^    +ec.)z 

■Kx»  -f  X*  +2x»  4-2x*  +3x'  +Zixfi  +4ai*  +ec.)j8;* 

+(x*  +x'  +2x*  +3x*  +4x«®+5x'«+lx"-l-ec.)j5» 

+(x«'^+x"+2x"+3x*H5x«*+6x«+9x*«+ec.)2*+ec., 

e  con  qaesta  formola  possiam  conoscere  in  quanti  modi  diversi  possa 
on  dato  numéro  esser  la  somma  d'un  delerminato  numéro  di  termini 
délia  série  nalorale.  Se,  p.  e.,  voglia  sapersi  in  quanti  modi  diversi  il 
numéro  IS  posisa  esser  la  somma  di  qucMro  numeri  délia  série  natu- 
jrale  ;  0  ?en) ,  'm  altri  termini ,  in  quanti  modi  diversi  il  numéro  15 
'possa  esser  parti to  in  quattro  parti,  si  cercherà  nel  eoelBdenie di 
z*  il  termine  contenente  x*' ,  e  si  troverà  cbe  il  ooeffieimie  è  6  ;  quin- 
di  il  numéro  15  puô  esser  partito  in  6  manière  diverse  in  quattro  par- 
ti ;  e  per  vero  si  à 

15=1+2+3+9=1+2+4+6=142+8+1 

1+3+4+3=1+3+5+6=2+3+4+6. 
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u  Se  nella  formola  (2)  si  pone  2=1,  e  poi  d  addiiitmino  b 

poteoxe  simili  dello  sviluppo,  il  coeiBciente  d'una  data  poteoza  infr 
Gherà  in  quajiU  modi  diverst  Vesponewte  di  guella  pofenza  pà 
esêer  formato  con  Vaddizione  di  differenti  temiini  delIa  série  fut 
turale.  Cosi,  esseodo 

(    (1+x)  (1+x*)  (l+ac»)  (1-Kc*)  (1+x»)  ec.= 
v^J         l     |+x+x*+2a5»+2x»+2x*+3a5«+*a5*+5a;'+6a!Hec 

si  dedaee  che  8,  p.  e.  puô  esser  formato  in  6  modi  di? ersi  coq  oit 
meri  délia  série  naiurale  ;  in  fattt 

8=8=7+l=6+2=:5+3=5+2+l=4+3+l- 

SSO.  In  questa  maniera  di  partizione,  ogni  numéro  noo  ri  tm 
clie  ona  sola  ? olta;  ma  si  possono  otlenere  de|^  sriliq^pi  che  te 
il  mezzo  di  partire  on  date  numéro  anelie  oon  la  ripetizioDe  (fflii 
stessa  parte  :  ci6  s*ottiene  sviluppando  i  prodotti  qui  appresso.  M 
solo  metodo  délia  divisione  si  trova 


(*) 


(l-xz)  (l-a5'z)(l-a8'z)(l-a5*a)  (l--aB»z)  ec."" 
l+(x+x*+x*  -fx*+x*  +x«+x'  +x*    +cc.> 
+(aB*+x»+2x*+tx«+3x*+3x»+*x»+4xP  +ec.)^ 
+(x*+x*+2x»+3x*+*x^+5x^+7ac*+8x'*  +ec.K 

+(x*+x'+tai*+3x»+5x*+6**+9aj*+llx'«+ec.);;' 

• 

fatto  zsl  e  riunendo  le  poteoze  simili,  s'a  l*altra  formola 

^^^  '  (1-x)  (i-^»)  (l-x«)  (l'-x*)  (1-x»)  ec.^ 

l+x+2x*+3x»+5x*+7x»+llx*+15x'+22x^+ec. 

Nella  formola  (4)  il  coefficiente  di  z^  rappresenta  rinsieme  di  ipé 
le  potenze,  i  eui  esponenti  sono  la  somma  di  due  temdoi  délia  sen 
naiurale,  sieno  diverH  o  pure  eguali,  corne  chiaramente  si  scof 

i  i 

eseguendo  i  particolari  sriloppi  di  j ,  j y,  ec. ,  in  n«* 

analogo  a  quelle  praticato  al  n.^  843. 

Egualmente  il  eoeiBciente  di  z'  è  la  somma  di  tntte  qodle  p^ 
ze  di  Xy  i  oui  esponenti  sono  la  somma  di  tre  numeri  diversi,  o  ego» 
délia  medesima  série  naiurale,  e  cosi  appresso.  Se  per  esenrpnij 
Tuol  sapere  in  quanti  modi  il  numéro  8  puô  esser  partito  ia  tre  pin 
diverse,  o  pure  uguali,  si  troya  nel  coefficiente  di  z'  délia  (i)iy^ 
nlhie  cont^ente  x*,  e  si  vede  ctie  à  per  coefficiente  5,  qdiiAJ 
coochiode  che  8  puô  esser  partito  in  5  modi  diversi  in  S  parti  v 
guali,  0  egoali  ;  infatti 

8=1+2+5=1+3+4=1+1+6=2+2+4=3+3+2. 

Sn.  Similmente  la  formola  (5)  ci  fa  conoscere  in  qwuite  iwtf 
re  diverse  un  doto  rvumero  si  passa  pcartire  in  parti  ébegw 
egtMii  :  cosi,  se  Yoglia  sapersi  in  qoante  parti  disuguali,  o  egtfl 
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possa  partir e  il  numéro  3,  si  oercherà  neîla  (5)  il  termine  contenente  la 

retenu  x*,  e  si  troverà  che  il  sao  coefflciente  è  7  ;  qoindi  si  dira  cbe 
si  puô  partire  in  7  modi  diyersi  in  parti  disuguali  o  eguali  ;  infatti 

5=5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=1+1+1+2=1+1+1+1+1. 
9Kt.  Rappresentiamo  con  Z  il  prodotto  (S),  si  che  sia 

(6)  Z={i+œz)  {l+aflz)  (l-^z)  ec^i+P^z+P^^+P^^+P^z^+te*  ; 

e  ponendo  xz  in  laogo  di  2,  avremo 

(l+xh)  (l+a5»2)  (1+08*2)  (l+aflz)  ec. ,  o  vcro 

j- —  =l+P|a5z+P^2HP8Q5V+p4a8»zHeo* 

e  perd,  facendo  sparire  il  denominatore  i+œz,  e  rimettendo  par  Z 
lo  svilappo  l+P|Z+ec. ,  otterremo 

l+P|Z+P^«+P32'+ec.=(l+as2)  (l+P^xz+P^V+P^z^+tG.)  : 

indi,  eseguendo  la  moltiplicazione  e  paragenando  i  coefflcienti  délie 
potenze  simili  di  2,  troveremo  le  uguaglianze  segaenli  : 


l-x  *    *""  l-a5*""(l-aj)(l-»*)  • 

^ l-œ»""(1-a?) (l-x»)(l-a)»)  *  ^^* 
e,  in  générale,  pel  coelBciente  di  z^  otterremo 


^*^  ''"•""(1-x)  (l-x")(l-aî»)  -.  (1-flc*)  • 

PertantOt  svilappando  dascona  di  quesle  ultime  fraxioni  (1)  avremo 
le  série  che  fanno  da  coeiBcienli  nello  sviluppo  del  prodotto  (6),  e 
cosl  eyiteremo  la  moltiplicazione. 

SSS»  Similmente  possiamo,  senza  la  divisione,  ottenere  lo  svilup* 
po  dell'espressione  (4)  :  in  effetli  poniamo 

<*>  ^  -  (1-xz)  ii-xh)  i!^z)  (i-»*z)  ^r^+Q^^^+Q^'+Q^'-^- 

e  serivendo  xz  ia  laogo  di  x,  aTremo 

1 , 

(1-afz)  (l-a8««)  (l-a8»2)  (l-as»z)  eo.  * 

Z'(l-a»)=l+(?i2+0,a+C^*+fi,z»+C*!Hec. 

e  rimettendo  per  2*  l'espressiooe  i+QtZ-Ho. ,  esegaendo  la  multi- 
plieatioae,  e  paragonando  i  coeflBcientt  délie  potense  simili  ne'  due 
mânbri,  s'ànno  le  segaenti  eguaglianie  : 

-  _   a»       -,  _  QiO) ae* 

*'*"  l-x»~(l-«)  (!-«*)  (1-œ»)  *  **• 


e  io  générale,  pel  coeiBciente  di  sf^ 

Pertanlo,  SYiloppaodo  queste  frationi  (o.®  824)  s'afranno  léser 
che  formaBo  i  coeÎBdienti  délie  potenze  di  z  wM  s?ilpppo  (9). 
SS«.  Se  C«  è  il  coefficiente  di  o^  nello  STiluppo  délia  fraione 

^'^^  (l-ac)  (l-œ»)  (1-x»)  ..•  H-af)  '  | 

allora,  secondo  la  formola  (8),  sarà  C^x^^^^^  il  corrisponde* 
termine  nello  sviluppo  délia  (8) ,  e  C^flf^'*^  quello  dello  syilii|i|ii 
delta  (11);  quindi  lo  stesso  C^é  coefficiente  di  as*  nella(12),(i 

X  nella  (8),  e  di  x*^  nella  (11),  e  perô»  atando  ai  ifh 

ficali  di  cotesti  coefficienti,  si  traagOQO  i  due  teoropii  aegaenli: 

Tborbma.  --Intantemanieresi  puàparlire  Unumero  n-f4oi|^^] 
in  m  parti  disuguali^  per  quante  sono  qtieUe  in  cui  si  puo  potit 
il  numéro  q  tn  parti  disugualiy  o  eguali. 

Tborbha.  —  In  tante  manière  si  pud  pariire  il  numéro  nfaii 
m  parti  disugiuili,  o  egualî^  per  quante  son  quéUe  in  m  Aftti 
partire  il  numéro  n  in  parti  distiguàUf  o  effuaU. 
'  9SS.  Da  quanto  è  detto  risulia  cbe  il  problema  délia  partition 
d*un  numéro  n  per  mezzo  di  altri  numeri  interi  a,  6, ...  X,  eoasiste 
nel  trovare  il  coefficiente  di  o^  nello  syUuppo  delta  lunzione 

1 , 

(l-ac*)(l-aîP)....(l-a;X)' 

per  il  che  rimandiamo  alla  Hemoria  suUa  partizione  de'ntmfi  ié 
Prof.  Trudi  ;  e  per  altre  proprietà  si  pu6  coDsultare  la  classica  open 
Introductio  in  aruilysin  infimtorum  (cap.XVI,v.I)  dell'EDtzao  to 
datore  di  questa  teorica,  che  cramai  occorre  ancora  nella  teoria  d^ 
griQYarianti  (q.""  632).  Il  Stltbstbr  e  il  Trudi  perô  an  date  di  (Xit 
sto  problema  le  soluzioni  più  acconce  al  colcolo  numerico ,  code 
nella  sorriferiia  Hemoria  si  paô  leggere.  Ç  giova  pur  notare  cbe  k 
stesso  problema  è  identico  a  quelle  delta  risoluzione  dell*  eqaaiioœ 
indeterminata 

ax+^+**'*+lz=n    r 

in  numeri  interi, 
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flelentl.— Gomposftione  de*polinomii  derlTati  ^usk 
dato  polinomio ,  per  meszo  de*  fattori  dl  qûest'ul- 
timo.  —  RiaoIuiiOQe  d*un  aistema  di  equazioni  li- 
neari  in  un  eaao  partieohre i    80 

■etodp  per  eereare  I  dlTisoH  di  grado  anperiore  dl   ' 
una  data]equaaione d     86 
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radici  leali  d*  nna  eqnazione s   19 
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•  Rieerca  délie  radici  raslonali   . si 
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lei.         XLIII.  —  Del  JacobUmo  e  dett'JSMino.  --  Teoremi  salle  fan- 
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lez.  LYIII.  -.  Prodottt  infloiti »   468 
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